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Pitkan matematiikan opetussuunnitelmasta

Padkirjoitus

Helsingin yliopiston matematiikan ja tilastotieteen lai-
toksen johtaja, professori Mats Gyllenberg kuuluu jos-
sakin yhteydessd sanoneen, ettd ”yhtdan ihmiskunnan
suurista ongelmista ei ratkaista ilman matematiikan
apua”. Ajatusta voi tdydentdd toteamalla, ettd tuskin
on olemassa yhtdén téllaista ongelmaa, jonka ratkaise-
misessa tarvittava matematiikka ei tavalla tai toisella
pohjautuisi edellisen Solmun péadkirjoituksessa [1] lu-
kion pitkdn matematiikan opetussuunnitelman pohjak-
si ehdottamaani asialistaan. Seuraavassa pohditaan t&-
té seitseméin kohdan ohjelmaa hieman yksityiskohtai-
semmin. Sen sisalté vastaa suurelta osin nykyistd ope-
tussuunnitelmaa, mutta asiat ovat oppimisen ja myos
fysiikan kannalta paremmassa jarjestyksessa. Nykyiset
valtakunnalliset syventavét kurssit sisédltyvat karsittui-
na esittdméani pakolliseen oppiméaraén.

1. Opiskelu alkaa reaalilukujen laskulakien ja ominai-
suuksien esittelylld. Verrannollisuus ja prosenttilaskut
kerrataan harjoitustehtévissi. Padsisaltonéd on perehty-
minen algebrallisten, eksponentti- ja logaritmifunktioi-
den ominaisuuksiin. Niihin liittyvien lausekkeiden, yh-
téloiden ja epédyhtéloiden késittely suoritetaan samassa
laajuudessa kuin nykyisinkin. Lasketaan myos funktioi-
den ja lukujonojen raja-arvoja. Tamaé ei raskauta op-
pimaaria, vaan pikemminkin lisdd ymmaéarrysté esimer-
kiksi rationaalifunktioiden méarittelyehdoista. Maéri-
tellddn funktion jatkuvuus ja todetaan jatkuvan funk-
tion perusominaisuudet. Juurifunktiot ja potenssi, mis-
sé eksponenttina ei ole kokonaisluku, késitellidn ennen
eksponenttifunktioon perehtymistéa. Logaritmien osal-
ta keskitytadn pddasiassa Briggsin logaritmiin, mutta

johdetaan myos kantaluvun vaihtosédanté. Luonnollinen
logaritmi opiskellaan my6hemmin analyysin yhteydes-
si. Kadnteisfunktioita késitellddn esimerkkien kautta.

2. Logiikka ja lukuteoria otetaan osaksi pakollista oppi-
madarad, sillda, kuten monet ovat todenneet, matematii-
kan opetuksen on seurattava aikaansa. Logiikan alkeet,
induktio, Boolen algebra ja joukko-opin peruskésit-
teet ovat kongruenssiopin liséksi tdméan osion keskeisia
asioita. Sovelluksina esitellddn lukuteoriaan perustu-
via salakirjoitusjarjestelmié, erityisesti RSA-algoritmi.
Sivustolla http://avoinoppikirja.fi oleva oppikirja
[2] kattaa suunnilleen ndmé asiat.

3. Suora ja epdsuora todistus on opittu edeltavisséi
logiikan osiossa, joten valmiudet deduktiiviseen geo-
metrian opiskeluun ovat olemassa. Padttelyn pohjak-
si annetaan tiettyja selvidind pidettévié lauseita. Eréi-
den Eukleideen-Hilbertin aksioomien lisdksi niitd ovat
mm. samankohtaisia kulmia koskeva lause seké kolmioi-
den yhtenevyys- ja yhdenmuotoisuuslauseet. Tarkoi-
tuksena ei ole problematisoida intuitiivisesti selvié to-
tuuksia vaan ndyttdd muutaman esimerkin avulla, mi-
ten vaittdmat todistuvat loogisesti tietyistd perusteis-
ta ldhtien. Pddasiana on oppia soveltamaan algebraa
ja yhdenmuotoisuutta geometrisissa ongelmissa. Moni-
kulmioiden pinta-aloja johdetaan suorakulmiosta lah-
tien. Yleisempien kappaleiden tilavuudet annetaan val-
miina, joskin erdité niistd voi johtaa kirjoituksessa [3]
esitetylld tavalla. Opitaan sini- ja kosinilauseet, ja tédssa
yhteydessé laajennetaan trigonometristen funktioiden
maédritelmét mielivaltaisille kulmille. Vektoreita tarkas-
tellaan alustavasti jo nyt mééarittelemélld niiden sum-
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ma ja erotus, luvulla kertominen ja yhdensuuntaisuus,
miltd pohjalta voidaan késitella vektorin jakaminen ta-
sossa komponentteihin. Vektorioppi antaa perspektii-
vid erdille geometrian lauseille ja niitd tarvitaan myos
fysiikassa. Sen opiskelu on helpompaa, jos hallitsee kul-
loinkin tarvittavat matemaattiset késitteet. Lukiossa
matematiikan on kuljettava fysiikan edell4.

Néamé kolme asiakokonaisuutta muodostavat ensim-
méisen lukiovuoden oppiméaran. Opettajalla on oltava
mahdollisuus oman harkintansa mukaan kiihdyttda tai
hidastaa etenemisnopeutta opettamansa ryhmaéan tar-
peita vastaavaksi. Matematiikan opiskelu tulisikin jar-
jestdd jaksottomaksi késittdmaéadn viisi tai kuusi oppi-
tuntia viikossa koko lukuvuoden ajan, onhan pitkd ma-
tematiikka sen valinneille didinkielen ohella koulun tér-
kein oppiaine. Aikaa kdytetdan pikemminkin syvyys-
suunnassa tapahtuvaan opiskeluun, joten perusasiat
ehditdan kaymaan lapi kaikkialla lukuvuoden loppuun
mennessd. Télloin esimerkiksi koulun vaihto ei aiheu-
ta merkittdvid ongelmia. Luultavasti erdissd muissakin
oppiaineissa on tarvetta palata jaksottomaan opiske-
luun. Koulun hallinnon on tésséd joustettava, silla sen
tehtédvahan on taata oppimisen edellytykset eiké tuho-
ta niitd opetusta byrokratisoimalla.

4. ja 5. Trigonometria, kompleksiluvut, vektorioppi
ja analyyttinen geometria muodostavat monin tavoin
toisiinsa kietoutuvan kokonaisuuden, joka on parasta
aloittaa vektoreilla. Opiskellaan aluksi muotoa xi + yj
olevien vektorien yhteen- ja vdhennyslasku, reaalilu-
vulla kertominen, pituus ja yhdensuuntaisuus. Trigo-
nometriset funktiot on jo méaritelty yksikkGympyran
avulla, joten radiaaniin tutustumisen jilkeen voidaan
todistaa kosinin ja sinin yhteen- ja vihennyslaskukaa-
vat, kuten kirjoituksessa [4] on tehty. Trigonometristen
funktioiden perusominaisuuksien johtamisen jélkeen
péadstdan perehtymaéén yhtaloihin seké ilman derivoin-
tia ratkeaviin dariarvotehtéviin. Kompleksiluvut esite-
tddn xy-tason lukupareina, joille maaritelladn alussa
opitun vektorilaskennan liséksi kertolasku. Luonnolli-
sesti opitaan myos kompleksiluvun tavanomainen esi-
tystapa, napakoordinaattiesitys ja de Moivren kaava.
Polynomien jaollisuusoppi tdydennetéddn algebran pe-
ruslauseen avulla. Vektorilaskentaa voidaan nyt jatkaa
esittelemalld aluksi xyz-koordinaatisto tavanomaisine
kantavektoreineen. Komponenttiesitysten rinnalle ote-
taan koordinaattiesitykset ja niiden avulla suoritetta-
vat laskutoimitukset. Méédritellddn skalaaritulo ja to-
distetaan sitd koskevat laskusdannot. Méaritelladn vek-
toritulo ja annetaan sitd koskevat laskusdédnnot ilman
todistuksia. Esitetddn suuntaissdrmion tilavuus ska-
laarikolmitulon itseisarvona. Analyyttisen geometrian
osuus aloitetaan zy-tason suoran vektoriyhtalolla, jo-
ka voidaan saman tien todeta dimensiosta riippumat-
tomaksi. Vektoriyhtélostd johdetaan suoran paramet-
riyhtalo ja siitd edelleen tavanomainen yhtélé. Kulma-
kertoimeen ja sen trigonometriseen merkitykseen péas-
taan suuntavektorin avulla. Johdetaan zy-tason suoran

normaaliyht&lo vaatimalla, ettd annetun pisteen kautta
kulkeva suora on kohtisuorassa tunnettua vektoria vas-
taan. Samalla tavalla saadaan xyz-koordinaatiston ta-
solle normaaliyhtéld. Johdetaan kaava pisteen etaisyy-
delle zy-tason suorasta ja xyz-koordinaatiston tasosta.
Hyo6dynnetdén vektoreita mahdollisimman tehokkaas-
ti kaikissa muissakin suoria ja tasoja koskevissa kysy-
myksissd. Lineaarisia yhtdloryhmié ratkaistaan seka al-
gebrallisesti ettd geometrisesti. Toisen asteen kayria kéa-
sitellddn nykyistd perusteellisemmin. Ellipsi, paraabeli
ja hyperbeli méaritellidn yhdenmukaisesti uraominai-
suuden kautta ja niille johdetaan parametriesityksia.
Niiden tangentteja miaritetdén tavanomaisen diskrimi-
nanttitarkastelun lisdksi laskemalla kdyrien sekanttien
kulmakertoimien raja-arvoja. Nain saadaan differenti-
aalilaskennan perusajatus kirkastettua niin, ettei se va-
littomaésti katoa muodollisten derivoimissédantdjen alle.

6. Todennakoisyyslaskenta aloitetaan kombinatoriikan
alkeilla. Binomilause todistetaan (ks. [5]), sill4 sitd tar-
vitaan myShemmin my6s potenssin derivoimissdantoa
johdettaessa. Tilastollisen aineiston keskiarvo ja keski-
hajonta késitellddn, koska niitd tullaan tarvitsemaan
normaalijakauman yhteydessé. Joukko-opin késitteet
ja merkinnat tulevat luontevasti kayttoon todennéa-
koisyyttd madriteltdessa ja laskusdéntoja johdettaessa.
Todennékoisyyslaskennan keskeistd siséltod geometri-
sen, tilastollisen ja ehdollisen todennékoéisyyden lisdksi
ovat adrellisiin kenttiin liittyvét diskreetit satunnais-
muuttujat. Niiden todennékoisyysjakaumista esitetaan
my06s massatulkinta, miké selkiyttdd odotusarvon ja va-
rianssin késitteitd. Toistokokeisiin liittyvien tehtdvien
vhteydessd kertautuvat eksponentti- ja logaritmifunk-
tioiden ominaisuudet.

Opiskelun precalculusvaihe on néin saatu paétokseen,
ja on luotu luja pohja korkeamman matematiikan opis-
kelulle. Sen voi aloittaa jo toisen opiskeluvuoden ke-
vailla valittomasti todennékoisyyslaskennan tultua ké-
sitellyksi. Aikataulut ovat jérjestelykysymyksia.

7. Analyysin opiskelu aloitetaan derivaatan mééritel-
maélla, jonka soveltamista harjoitellaan perusteellises-
ti. Yleisten derivoimissdantojen todistamisen jélkeen
paddytéddn johtamaan alkeisfunktioiden derivaatat. Sa-
malla harjoitellaan myos integraalifunktion muodosta-
mista, kuten opetussuunnitelmaehdotuksessa [6] esite-
tadn. Naiden laskutoimitusten opiskelu samanaikaisesti
estdnee niiden sekaantumisen my6hemmissd opinnois-
sa. Luonnollisesti integrointitekniikkaa on harjoitelta-
va vield erikseen ennen méaratyn integraalin késitte-
lya. Funktion kulkuun liittyvét asiat perustellaan vé-
liarvolauseen avulla. Tavanomaisten sovellusten lisak-
si kasitellddn yht&lon numeerinen ratkaiseminen New-
tonin menetelmalla, silld siind tulee taas kerran esille
differentiaalilaskennan ydin. Tédhén kaikkeen riittaa ai-
kaa, koska opiskelua ei tarvitse alati keskeyttad uusien
funktiotyyppien esittelyyn. Méaératty integraali maari-
telladn ala- ja ylasummia kayttéden. Induktiota opetel-
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taessa on todistettu erilaisia kokonaislukujen potens-
sisummia, joiden avulla voidaan todeta, ettd tietylla
vililld esimerkiksi funktion g(z) = 3 tasavilisilli ala-
ja ylasummilla on yhteinen raja-arvo. Tamén jalkeen
oppilaan on helppo hyviksyéa, ettd sama pétee aina-
kin jatkuville funktioille. Ennen méarityn integraalin
ja integraalifunktion vélisen yhteyden johtamista laske-
taan integraalien likiarvoja puolisuunnikasmenetelmal-
l4. Se havainnollistaa hyvin sitd, mista integraalilasken-
nassa on kysymys. Maaratyn integraalin osalta nykyi-
seen oppimédrdan lisitadn fysiikan sovelluksia, ensim-
méisen kertaluvun separoituvia differentiaaliyhtél6ité,
epéoleelliset integraalit ja jatkuvia satunnaismuuttu-
jia koskeva todennékoéisyyslaskennan osuus, joka hui-
pentuu normaalijakauman késittelyyn. Viimeisena ké-
sitellddn sarjat, koska nyt on mahdollista testata niiden
suppenemista myos integraalitestein.

Tallaisen pitkdn matematiikan oppimééaran kunnolli-
nen suorittaminen takaa pddsyn matematiikan taito-
ja edellyttaviin korkeakouluopintoihin ja suurella to-
dennékoisyydelld my6s niissd menestymisen. Tehokas
opiskelu edellyttdd taitavasti laadittua oppimateriaa-
lia. Harjoitustehtavissd laadun on korvattava maéara.
Hyva periaate on, ettd matematiikkaa sovelletaan ma-
tematiikkaan, eli aikaisemmin opitut asiat esiintyvét
osina mybhempié harjoitustehtévida. Nain oppimééara ei
pirstaloidu erillisiin osiin. Arkieldmén sovellusten tulee
olla jarkevia. Oikein mitoitettu oppimateriaali ja hyva
kouluopetus ei pureksi kaikkea valmiiksi. Harjoitusteh-
tédvid ratkaisemalla oivalletaan asioiden vélisiad yhteyk-
sid ja opitaan laskurutiineja, mitd kukaan ei voi tehda
kenenkaén puolesta. Matematiikka kasvaa osaksi har-
rastajansa keskushermostoa, ja ndin juuri sen on ol-
tava, jos joskus aikoo osallistua ”ihmiskunnan suurten
ongelmien ratkaisemiseen”. Muussa tapauksessa niiden
pohtiminen jaa hyodyttoméksi taivasteluksi.

Ylioppilaskoe saisi perustua pelkédstédan tésséd ehdotet-
tuun pakolliseen oppiméaédrdaéan, joskin sen lisdksi voi-
daan opiskella koulukohtaisia syventéavid oppimaééaria.
Sopivia aihepiireja 10ytyy analyyttisesta geometriasta,
silld esimerkiksi toisen asteen kédyrid on mukava tut-
kia napakoordinaatistossa ja vektorituloon liittyvat to-
distukset ovat myos syventdvda oppiainesta. Geomet-
riaakaan ei ole tyhjentévésti opiskeltu pakollisen osuu-
den yhteydessé ja lukuteoriaa voi aina opiskella lisaé.
Analyysin rinnalla voidaan opiskella differentiaaliyhté-
16ita. Vektoriopin jatkoksi sopii erinomaisesti myo6s li-
neaarialgebra. Sen voi jakaa konkreettiseen kaksi- ja
kolmiulotteiseen osaan ja abstraktimpaan osaan, jossa
vektoreita ja matriiseja tarkastellaan yleisemmin.

On outoa, ettd oppimateriaalien tekeminen on jatet-
ty sisdltoa koskevan kontrollin tavoittamattomiin yk-
sityiseksi liiketoiminnaksi. Matematiikan kannalta oli-
si parempi, jos opetushallitus vérviisi ammattimate-
maatikoita laatimaan ja tarkistamaan vapaasti kéay-

tettavat koko lukion kattavat oppikirjat. Avoin-kirja-
projektissa tyoskentelevit saattaisivat olla ydinjoukko-
na niiden laatimisessa. Tamaén kirjoituksen seitsenkoh-
tainen ohjelma on kaikin puolin sopiva jasennys yksi-
tyiskohtaiselle opetussuunnitelmalle ja siihen pohjau-
tuvalle oppikirjasarjalle, silld siiné esitetyt asiat on jo-
ka tapauksessa opittava ja ne on asetettu kohtuullisen
loogiseen jarjestykseen. Mitd muuta lukion pitkd ma-
tematiikka voisi olla?

Sanomattakin on selvidd, ettd pitkdn matematiikan
opiskelu on aloitettava valittomaésti lukion alkaessa. Mi-
hinkéd&n kahdesta neljaén kaikille yhteisiin kursseihin
ei ole mahdollisuutta eiké motiivia. Ne johtaisivat yk-
sinomaan tyhjakéyntiin ja turhautumiseen, silld mate-
maattisesti heikoin lukioon tuleva oppilasaines ei hal-
litse alkeitakaan kirjaimilla laskemisesta ja numeeriset
taidotkin ovat hukassa. Mikéén ei endd lukiossa saa hi-
dastaa oppimaan haluavien ja kykenevien etenemista.

Lukion lyhyen matematiikan oppimaérda on kehitet-
tdva nykyistd paremmin vastaamaan matemaattisesti
heikompien oppilaiden tarpeita. Se voisi sisdltdd ar-
kielamén laskentoa késittelevdn kokonaisuuden, jonka
paalle olisi mahdollisuus valita lisdkursseja, joilla opi-
taan yhteiskunnallisten yliopisto-opintojen, OKL:n ja
erdiden amk-opintojen kannalta olennaisia asioita. Ly-
hyestd matematiikasta lisdéd seuraavassa Solmussa.

Markku Halmetoja
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