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Binomikaava
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Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu

Téasséd kirjoituksessa vertaillaan kahta tapaa ldhestya
binomikaavaa (2). Niistd ensimmaéinen perustuu luku-
médrien laskemiseen, jota kutsutaan kombinatoriikak-
si. Toinen tapa viittaa puolestaan analyysiin, jolla ma-
tematiikassa yleensé tarkoitetaan jotakin derivaattaan
tai integraaliin liittyvaé.

Kombinatorinen binomikaava

Kertoma n! = n(n —1)(n —2)...3-2-1 on eréds tér-
keimmistad lukumééréin laskemiseen liittyvistd lausek-
keista. Se antaa vastauksen esimerkiksi kysymykseen,
kuinka monella eri tavalla n ihmistd voidaan asettaa
jonoon. Monien eri syiden vuoksi on luontevaa méari-
telld 0! = 1; esimerkiksi tyhja joukko on sopimuksen
mukaan kaikkien joukkojen osajoukko. Lisédksi on syy-
td muistaa, ettd joukossa alkioiden jarjestykselld ei ole
merkitystéa; jarjestetyn joukon oikea matemaattinen ni-
mitys on nimenomaan jono.

Kertomalausekkeiden sieventéamisessd tarvitaan usein
seuraavaa tulosta. Esimerkiksi
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ja samalla periaatteella saadaan yleinen kaava

nn—1)...(n—m+1) = n! ,

(n —m)!

kun 0 < m < n.

Olkoot 0 < k < n luonnollisia lukuja (nolla mukana).
Kombinatorinen maéritelma binomikertoimelle (Z) on
lukumaééréa sille, kuinka monella eri tavalla n:n alkion
joukosta voidaan valita k:n alkion osajoukko. Lause-
ke (Z) luetaan ”"n yli k”; englanniksi "n over k” tai
”n choose k”, joista jadlkimméinen viittaa suoraan néi-
den lukujen kombinatoriseen taustaan. Esimerkiksi vii-
den hengen ryhmasta saadaan (g) erilaista sulkapallon

kaksinpelia.

Monet binomikerrointen ominaisuudet on helppo péé-
tella ilman eksplisiittistd kaavaa

@ - k'<nnlk>' (1)

joka johdettaneen kaikissa lukiokirjoissa vertaamalla
k:m alkion jonojen lukumé&drdd vastaavien k:n alkion
osajoukkojen lukumaérdan.

Tehtava 1. Paittele binomikerrointen

() () () » (1)

arvot kombinatorisesti. Tarkista tulokset kaavan (1)
avulla.

Tehtava 2. Esita kombinatorinen perustelu kaavalle

(1)=("0)
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Binomikerrointen nimi ei kuitenkaan viittaa kombina-
toriseen madritelmésn, vaan binomikaavaan

(a+b)" = Xn: <Z> a" ek

k=0

o n n n n—1
= <O)a +(1>a b+ ...
+( " )ab"1+(”)b"
n—1 n

=a"+na" o+ Fnad" 0", (2)
kun n on luonnollinen luku ja a, b ovat reaalilukuja.

Huomatus: Summamerkin kayttoon liittyy yleenséa
sopimus, jonka mukaan 0° = 1. Muuten esimerkiksi
binomikaavan ensimmaéinen termi ¢™ (indeksilld & = 0)
pitéisi kirjoittaa muusta summasta erilleen silta varal-
ta, ettd b= 0.

Binomikaava todistetaan yleensa ns. matemaattisen in-
duktion avulla, mutta kombinatorinen pééattely on hy-
vin suoraviivainen. Kun lauseke

(a+b)"=(a+b)(a+b)...(a+D)
kerrotaan auki, niin o™ *bF-tyyppisid termeji saadaan
tédsmélleen silloin, kun tulon n:stid tekijastd valitaan
tdsmélleen k kappaletta b-termejé, jolloin kaikki loput
n — k kappaletta ovat a-termeja. Termien jarjestyksel-
14 ei tulossa ole vilid, joten a” *b*-termeji saadaan
yhteensa (Z) kappaletta.

Y114 oleva padttely miellyttdd kombinatoriseen ajatte-
luun tottuneita, ja télle ihmistyypille myos binomiker-
rointen ominaisuus

() G)=00) e

on helppo ilman lausekkeiden sieventdmisté, kun kysy-
tddn: Monellako eri tavalla voidaan n+ 1 alkion joukos-
ta valita k kappaletta? Vastaus 16ytyy esimerkiksi seu-
raavalla tavalla. Ajatellaan alkiot palloina, joista yksi
on musta ja loput n valkoisia (mutta keskenddn eri-
laisia). Erilaiset k:n alkion valinnat jakaantuvat silloin
kahteen ryhmé&én; niihin, joissa ei ole mustaa palloa
(A-ryhmé), ja kaikkiin muihin, joissa on musta pallo ja
k — 1 valkoista (B-ryhma4). Télloin A-ryhmén valintoja
on (Z) kappaletta, koska musta pallo on pelkkad ilmaa
A-ryhmaélle. B-ryhmén valintoja on taas (kfl) kappa-
letta, silld mustan pallon lisdksi valitaan vain k — 1 val-
koista palloa n:std mahdollisesta. Ryhmét A ja B ovat
taysin erilliset, joten niiden lukuméérien summana saa-
daan kaikkien valintojen lukumééara. Huomaa my®és, et-
tei pallojen vérittdmiseen liity niiden jarjestamista.

Tehtava 3. Piirrd kuvio edellisen pédéattelyn tilantees-
ta ja tutki vilivaiheet huolellisesti. Tarvittaessa voit
kokeilla asiaa pienilla luvuilla n ja k.

Tehtiva 4. Todista kaava (3) kirjoittamalla binomi-
kertoimet kertomien avulla ja sieventamaélla lausekkeet.

Tehtdva 5. Kertaa, miten kaavan (3) avulla saadaan
Pascalin kolmion muodostussdantd, kun n on rivinu-
mero ja k = 0,1,...,n on kolmion sivun suuntaisten
sarakkeiden jarjestysnumero.

Tehtava 6. Neperin luku e maaritelladn (yleensd) raja-

arvona n
< 1)
14— .
n—00 n

e = lim
a) Osoita binomikaavan avulla, ettd e > 2. b) Osoita
binomikaavan avulla, ettd e > 2.

Analyyttinen binomikaava

Osa ihmisistd hahmottaa raa’an kaavoilla laskemi-
sen kombinatorista paéttelyd helpommin. Binomikaava
voidaan todistaa myos talla tavalla.

Tavallisin todistus etenee ns. matemaattisen induktion
avulla potenssin n suhteen. Siiné tarvitaan ym. kaavaa
(3) ja melko mutkikasta summalausekkeiden sievente-
lya. Koska se on mielestdni hankalampi kuin seuraava
pédttely, niin sivuutan sen kokonaan.

Todetaan aluksi, ettd yleinen binomikaava (2) seuraa
yksinkertaisemmasta kaavasta

(1+2)" = ki:_o (Z) o (4)

sijoittamalla tdhén = b/a, kertomalla tulos puolittain
lausekkeella a™ ja tekemélla tarvittavat potenssien sie-
vennykset.

Kaavaa (4) kannattaa tarkastella kahden n-asteisen po-
lynomin yhtdsuuruutena: siind véitetdin, ettd polyno-
mit P(z) = (1+)" ja Q(z) = >__, (})2" ovat samat.

Tehtava 7. Todista seuraava tulos: Jos n-asteisille po-
lynomeille

() = apz"™ + ap_12" ' 4+ a1z +ag
ja
q(z) = bpa™ 4+ b1z -+ bz + by
on voimassa p(0) = ¢(0) ja liséksi
p™(0) = ¢™)(0) kaikilla 1 < m < n,

niin a,, = b, kaikilla m ja polynomit ovat samat. Tés-
sé siis p(™ (0) tarkoittaa polynomin p(z) kertaluvun m
derivaattaa kohdassa x = 0.

Kaavan (4) todistamiseksi riittdé siis tarkistaa tehta-
vén 7 ehdot. Selvasti P(0) = (1+0)" =1 ja

Q=3 (Z)ok =1,

k=0
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koska 00 = 1.
Lisaksi arvoilla 1 < m < n on voimassa

P'(z) =n(l+z)" 1
P'(z) =n(n—1)(1+z)"2,

PM(z)=nn—1)...(n —m+1)(1+z)"™,
joten

n!

:n(n—1)...(n—m+1)=m

kayttamalla alussa esitettyd kertoman ominaisuutta.

Toisaalta
=3 (”) ke,
k=1 k
@"(a) = Y- )tk - 12
k=2

joten
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Véite on siis todistettu, ja kaava (4) on tosi.

Lisdtietoja esimerkiksi englanninkielisen Wikipedian
sivulla http://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_
coefficient

Matematiikan hammastyttava tehokkuuus luonnontieteissa

Nobelin fysiikan palkinnon saaja E. P. Wigner kirjoitti artikkelissa, jonka otsikko on Matematiikan hammastyt-

tava tehokkuuus luonnontieteissés:

"Matematiikan kielen ihmeellinen sopivuus fysiikan lakien formulointiin on suurenmoinen lahja, jota
emme ymmarrd emmeka ansaitse, meidén tulisi olla kiitollisia siité ja toivoa, ettd se pysyy voimassa
my0s tulevaisuudessa ja etté sitd voidaan laajentaa monille muillekin tieteen aloille, seurasi siita sitten

mielihyvid tai himmennysta.”

N. Bourbakin artikkelissa "Matematiikan arkkitehtuuri” sanotaan:

"Nykyfysiikan viimeiset keksinn6t ndyttavat vahvistavan, mitd odottamattomimmalla tavalla, kokeel-
lisesti havaittavien ilmididen ja matemaattisten struktuurien vélisen ldheisen yhteyden. Kuitenkaan
emme tiedd yhtddn mitddn tdmén tosiasian perusteista ja ehkd emme koskaan tule tietdméankaan.”
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