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Kilpailutehtavia yhtaloista

Heikki Pokela
Tapiolan lukio

Yhtéaloiden ratkaisu on yksi matematiikkakilpailujen
tehtévityypeista. Usein kysytddn yhtalolle joko yksit-
taista ratkaisua tai ratkaisuiden méaaraa. Yhtalo voi si-
séltdd useampiakin kuin yhden muuttujan, miké yleen-
sé tekee ratkaisemisen vaativaksi, ellei jopa mahdotto-
maksi milldan lukiokurssilla esitellylla standarditavalla.
Esimerkki téllaisesta tehtévasta on:

Mddritd kaikki posititviset kokonaisluvut m ja n siten,
ettd
m? —n? = 270.

(MAOL alkukilpailu 2000)

Ratkaisu perustuu lukiossa selkdytimeen saakka harjoi-
teltuun summan ja erotuksen tuloon. Termien m+n ja
m — n parillisuutta ja parittomuutta eri vaihtoehdoilla
tarkastelemalla paédtyy havaitsemaan, ettd ne ovat jo-
ko molemmat parillisia tai parittomia riippuen muut-
tujien m ja n valinnasta. Edellisestd puolestaan seuraa
summan ja erotuksen tulon parittomuus tai jaollisuus
neljalla. Luku 270 ei ole kumpaakaan, joten mitkdéan
alkuehdon toteuttavat m ja n eivit kelpaa ratkaisuiksi.

Parillisuuden tai parittomuuden séilyminen laskuope-
raatioissa on vahva tyokalu ratkaistaessa alkeelliseen
lukuteoriaan perustuvia Kkilpatehtévia. Lukion luku-
teorian kurssiin kuuluva asia, kongruenssi, avaa myds
mahdollisuuksia ratkoa yhtéldiden ratkaisujen mé&a-
raén liittyvid tehtavatyyppeja.

Useiden asiakokonaisuuksien rutiininomainen hallinta
on usein vaatimuksena, kuten vaikkapa seuraavassa

tehtavassa.

Osoita, ettd yhtdlon

V1996 logg96 T — 20

juurien tulo on kokonaisluku ja mddritd lisdksi kyseisen
luvun nelja viimeistd numeroa. (Kilpailutehtdvd Moldo-
vasta 1996)

Merkitddn a = logggq x. Koska log;ggs V1996 = 1/2,
annettu yhtélé saadaan muotoon

2
a a

(ottamalla 1996-kantainen logaritmi puolittain). Ol-
koot nyt a; ja as yhtédlon juuret, ja alkuperiisen yh-
talon juuret ovat siten x; = 1996%' ja xo = 199692, eli
niiden tulo on 1996(#1t92) = 19966, kun kéytetdsin toi-
sen asteen yhtilon juurten summaa — ja tulos on koko-
naisluku. Viimeisten neljin numeron méirittadmiseksi
kirjoitetaan

1996° = (2000 — 4)° = 26(2 — 1000)°.

Viimeisen termin sulkulauseke voidaan avata tunnetul-
la. binomikaavalla:

26(2 — 1000)° = 26(2°6 — 6 - 2° - 1000 + .. .),

missé kolme pistetta tarkoittaa, ettd loput termit eivat
enad vaikuta neljddn viimeiseen numeroon eli ovat siis
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luvun 10000 monikertoja. Néin ollen voimme kirjoittaa
kongruenssin avulla

1996° = 25(2% — 192000) mod 10000
= 64(64 + 8000) mod 10000
= 6096 mod 10000,

joten viimeiset nelja numeroa ovat 6096.

Lukiolaiselle eli aktiiviselle lukijalle hyva harjoitusteh-
tava on esimerkiksi

Etsi kaikki kokonaisluvut x, jotka toteuttavat yhtdlon

24— x) =2z + 4.

Huomaamalla jotain eksponenttifunktion perusominai-
suuksista ja rationaalilausekkeen merkin vaihteluista
tehtavdan sopivien yritteiden méaérd vihenee huomat-
tavasti. Tehtédva ratkeaa periaatteessa lukion kahden
ensimméisen pitkdn matematiikan kurssin tiedoilla,
mutta kuten kilpatehtévissd yleensd, jotain on ensin
hoksattava.

Aktiiviselle lukijalle jatetddn seuraava haasteellisempi
harjoitustehtéva.

Osoita, etti jos m - s = 20002°°Y (missi m ja s ovat
positiivisia kokonaislukuja), niin yhtalolla

me

—sy°=3
ei ole kokonaislukuratkaisuja. (Kilpailutehtavi Makedo-
niasta)

Ratkaisut tehtéviin esitettdneen jossain tulevassa Sol-
mun numerossa. Toivottavasti pieni vihjeistys ei pilaa
kenenkdan motivaatiota kiyda tehtdvin kimppuun — tai
jos sellainen vaara on olemassa — kannattaa hypéta vih-
jeiden yli seuraavaan tehtévain.

Tehtévassa ensimmaiselld yhtélolla halutaan antaa jo-
tain tietoa lukujen m ja s ominaisuuksista. Eksponent-
tien laskusdannailla yhtélon suurehkolta vaikuttava lu-
ku on muutettavissa yhden parillisen ja yhden paritto-
man luvun eksponenttien tuloksi. Téll6in voidaan heti
paétella jotain tulon m - s — ja sitd kautta myos ter-
mien m ja s — parillisuudesta tai parittomuudesta. Nain
saaduilla parillisuus/parittomuus-vaihtoehdoilla ja teh-
tavan toisella yhtalolla padstddn eteenpdin. Lopuksi
tarvitaan vield jaollisuustarkasteluita ja kongruenssin
ominaisuuksia luvun neliclle.

Yhtaloiden késittelyssd on usein hyodyllistéd osata ja-
kaa lauseke tekijoihin. Téstd esimerkking tehtéva, jon-
ka ratkaisemisessa tulee vastaan muistisdantd summan
ja erotuksen tulosta yleistetylle tapaukselle:

Onko olemassa luonnollista lukua q ja alkulukua p si-
ten, ettd
3P+ 7P =2.577

(Kilpailutehtivd Ukrainasta)
Aluksi havaitaan, ettd p = 2 ei kdy ratkaisuksi, sil-
14 32 + 72 = 58, joka ei ole muotoa 2 - 5%. Siksi p on

pariton alkuluku. Jaetaan yhtdlossa 3P + 7P tekijoihin
seuraavasti:

3P 7P
=(B+7)@3P ! —3P 2. T3P T
—3.7P 2 47l
=2.5%
Koska 34+ 7 =2 -5, taytyy péated
3t _gp2.y gt _3.pprpptl =50l

Liséksi koska 3 = —2 mod 5 ja 7 = 2 mod 5, kongruens-
sin laskusaannoilla péatee

3Pl _gpm2 7 3p 3.2 3.2 !
=op~t pop=l o=l 4 opl g ol
=p-2° " mod 5.

Edelld etumerkit saadaan luvun p parittomuudesta.
Yhdistamalla saadut tulokset havaitaan, ettd

5971 = p. 2" mod 5,
mika tarkoittaa, etta
p-2P~1 =0 mod 5.

Tahén ainoa vaihtoehto on p = 5. Se ei kuitenkaan to-
teuta yhtdloa, joten ei 10ydy tehtdvan toteuttavia p ja

q.

Matematiikasta kiinnostuneelle aktiiviselle lukiolaiselle
kilpatehtévien parissa puuhastelu on todella suositel-
tavaa, silla kyseiset tehtévét, paitsi antavat vaihtelun
tuntua mekaaniselle harjoittelulle, avaavat myos mate-
matiikan rakennetta ymmaérrettéviksi tehokkaalla ta-
valla.
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