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Pitkan matematiikan alkajaisiksi

Padkirjoitus

Monet lukionsa juuri aloittaneista pitkdn matematii-
kan opiskelijoista miettinevit parast’aikaa omia mah-
dollisuuksiaan menestya valintansa kanssa. Tosiasia ni-
mittdin on, ettd kaikki pitkalld matematiikalla aloit-
tavat eivit suorita sitd loppuun. Syitd keskeyttédmi-
seen voi olla monia. Jos matematiikka ei kertakaik-
kiaan kiinnosta ja valinta on suoritettu jonkinasteisen
painostuksen alaisena, niin vaihto saattaa olla perus-
teltua. Liian heppoisin perustein sita ei kuitenkaan pi-
dé tehda. Lukion alku on kevyehkoén peruskoulun jal-
keen monelle aikamoinen shokki. Vaatimukset ovat ko-
vempia ja arvostelu ankarampaa, joten numerot pyrki-
vat alussa tippumaan ldhes kaikissa aineissa. Téta ei
kuitenkaan pida liikaa sdikdhtéa vaan tyohon on asen-
noiduttava uudella tavalla. Tarkeda on oppia kullekin
aineelle ominaiset tehokkaat opiskelutavat. Matematii-
kassa se onneksi on helppoa, silla aina voi tukeutua op-
piaineen omaan loogiseen rakenteeseen. Matematiikka
nimittain rakentuu hyvin yksinkertaisille perusperiaat-
teille, joista ldhtien johdetaan uusia tuloksia niin, et-
ta kaikki osavaiheet ovat ymmaérrettavia. Valitettavas-
ti tdmé on nykyisien muotivirtauksien mukaan raken-
netuissa oppimateriaaleissa osin onnistuttu héivytta-
madn ns. "kiytdnnon sovellusten” alle. Tall6in varsin-
kin peruskoulussa matematiikka nayttaytyy oppilaalle
sekavana kikka- ja kaavakokoelmana, josta poimitaan
aina kulloisessakin sovelluksessa mahdollisesti tarvitta-
va tyokalu. Jos sama kéytanto jatkuu vield lukiossakin,
niin matematiikan opiskelu muuttuu kaavakirjan selaa-
miseksi ja oma ajattelu jaa kehittymaétta.

Loogisesti etenevissa matematiikan oppimisessa lahde-

tddn perusteista ja kulloinkin valmiiksi saatu kokonai-
suus toimii samalla tavalla kuin vuorikiipeilijin rin-
teestd 10ytama tasanne: sille voi pysdhtyéd lepadméaan
ja pohtimaan korkeammalle johtavia reitteja. Matema-
titkassa pysahdytain harjoittelemaan opittuun asiaan
liittyvaa laskutekniikkaa ja miettiméddn mahdollisia so-
velluksia. Tarkeimmaét 16ytyvit useimmiten matematii-
kan siséltd, silla kunnolla opitun asian voi miltei poik-
keuksetta aina laajentaa jollakin tavalla yleisemméksi.
Samalla opitun matematiikan mééra kasvaa ja laatu
paranee, ja mitd suurempia kokonaisuuksia hallitsee,
sitd parempia arkieldméan sovelluksiakin pystyy késit-
telemé&an.

Edelld sanotun havainnollistamiseksi katsotaan esi-
merkki oppiméadrin alkupéadstd. Pitkd matematiikka
alkaa yleensd kahdella algebrallisella kurssilla, joilla
opitaan jatkossa tarvittava lausekkeiden, yhtéaloiden ja
epayhtaloiden kasittely. Lahtokohtana ovat peruskou-
lussa opitut reaalilukujen jarjestykseen ja laskutoimi-
tuksiin liittyvat laskulait, kuten yhteen- ja kertolas-
kun vaihdanta- ja liitédntéalait, osittelulaki, kertolaskun
merkkisddnnot ja tulon nollasdanto. Binomikaavojakin

(a+b)(a—0b) =a® —b?
(a+b)? =a® £ 2ab+b?

tarvitaan, ja ne todistuvat osittelulain ja tulon vaih-
dantalain avulla. Toivottavasti ne ja neliGjuuri ovat jo
peruskoulusta tuttuja. Sielld lienee myo6s opittu, etta
jos a > 0, niin yhtilén 22 = a ratkaisut ovat = +./a.
Mutta miksi talla yhtalolla ei ole muita ratkaisuja? Pe-
rusteluksi ei riitd opettajan antama ilmoitus. Asia on
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selvitettéva yllémainittui;hin laskulakeihin tukeutuen.
Tiedetdén, ettd a = /a’, joten tarkasteltava yhtalo
voidaan kirjoittaa muotoon

z? — \/52 =0,
ja edelleen
(2 + Va)(x — v/a) = 0. (1)

Tulon nollasédéntoa soveltaen (1) hajoaa kahdeksi en-
simmaéisen asteen yhtéloksi, joilla kummallakin on yk-
sikésitteisesti madratty ratkaisu. Kovin merkillisiin ar-
kipaivin sovelluksiin ei télla tuloksella padsta, mutta
samaa ajatusta voidaan soveltaa yleisempéaan yhtaloon

(a #0). (2)
Hieman manipuloimalla, mm. 4a:lla kertomalla, saa-
daan (2):n kanssa yhtapitavasti

ar’ +br+c=0,

(2ax)* + 2(2ax)b + b* = b* — 4ac.

Jos d = b>—4ac > 0, niin viimeksi saatu yhtélo voidaan
binomikaavoja soveltaen kirjoittaa muotoon

(2ax + b)? — \/&2 =0,
ja edelleen
(2az+b+\/&)(2am+b—\/&) =0.

Alkuperédinen yhtélo hajoaa téssdkin tapauksessa kah-
deksi ensimmaisen asteen yhtdloksi, joiden perusteella
saadaan toisen asteen yhtalon yleinen ratkaisukaava.
Se on luonnollisesti osattava ulkoa ja sen johtaminen
on kéytdvé lapi vaihe vaiheelta itsendisesti, silld muu-
ten ei hallitse pitkdn matematiikan kahden ensimméi-
sen kurssin olennaisinta sisdltéd. Myohemmin vastaan
tulevia yhtdloita voi ratkaista laskimellakin, mutta sen
kéytto ilman etta kasittda mitd on tekemassa naivettaa
aivotoiminnot ainakin matematiikan osalta.

Muinaisen Mesopotamian matemaatikot keksivat toi-
sen asteen yhtélon ratkaisun noin 4000 vuotta sitten.
Heiddn mielenkiintonsa rajoittui vain yhtédlon positii-
visiin ratkaisuihin. Heilld ei ollut kéytossddn meidén
helppoa algebrallista merkintdtapaamme, vaan he rat-
kaisivat ongelman melkoista neroutta osoittaen geo-
metrisen padttelyn kautta kirjaten tuloksensa verbaa-
lisesti nuolenpéékirjoituksella savitauluihin. Matema-
tiikassa jos missd on kunnioitettava menneiden suku-
polvien saavutuksia silld ne ovat ikuisesti kestévia. Ja
niitdhén ei voi kunnioittaa ellei niitd ymmaérra!

Tehtavien ratkaiseminen on olennainen osa koulumate-
matiikkaa. Ylioppilaskokeessakin osaaminen mitataan
tehtédvasarjan avulla. Silli on oma arvonsa valtakun-
nallisena mittarina, mutta opiskeluvaiheessa siihen ei
kannata liikaa tuijottaa. Opiskelu saattaa vinoutua, jos
tahtdimessd on yksinomaan siind menestyminen. Lu-
kion kurssit on syyté opiskella mahdollisimman perus-
teellisesti paattokoetta miettiméatté; kun osaa asiat, on

menestys kaikenlaisissa kokeissa taattu. Tavanomais-
ten kotitehtdvien kautta on tarkoitus saavuttaa valtta-
méton laskemisen ja todistamisen rutiini. Siithen vaa-
dittava tehtdvaméara lienee yksilollinen, mutta jokai-
sen, joka aikoo oppimaéérén suorittaa kunnolla, on se
hankittava. Pelkilld rutiinitehtévilla ei kuitenkaan ta-
voiteta sellaista kypsyyttd, jota yliopistossa opiske-
lun aloittaminen edellyttda. Siksi olisi kdytettava aikaa
my6s omatoimiseen harjoitteluun ja pohtimiseen. Tél-
16in tehtavat kannattaa valita huolella oman tasonsa
mukaisiksi. Liian helpoista ei ole hy6tya ja liian vaikeis-
ta tulee stressi. Taytyy muistaa, ettd tehtdvin vaikeus
on suhteellinen kisite. Sama kysymys avautuu toiselle
helposti ja toiselle ei ehké koskaan. On myGs olemassa
satojakin vuosia tunnettuja matemaattisia ongelmia,
joita kukaan ei toistaiseksi ole kyennyt ratkaisemaan.
Fi siis kannata pahoittaa mieltdédn, jos tehtdva ei rat-
kea parin tunnin ankaran miettimisen jélkeen. Koke-
mus osoittaa, ettd ongelma, jota on keskittyneesti mie-
titty tunteja, joskus jopa paiviéd, saattaa ratketa yllat-
tden jossakin aivan odottamattomassa yhteydessa. Jos
siis tehtdvé ei ratkea kohtuullisessa ajassa, niin unohda
se toistaiseksi ja suorita helpompia tehtévid. Ratkaise-
mattomaan kysymykseen voi aina palata myohemmin.

Miten lahestytadn tehtavaa, joka aluksi vaikuttaa vai-
kealta tai jopa mahdottomalta? Tamékin on varsin yk-
silokohtaista, mutta muutamia yleisi strategioita kan-
nattaa pitda mielessi. Aluksi voi muistella, onko aikai-
semmin ratkaissut samantyyppisen helpomman kysy-
myksen, tai voisiko ratkaisua yrittda jossakin erikois-
tapauksessa. Kokemukset vastaavista tilanteista saat-
tavat johtaa yleisen ratkaisun jéljille. Voi my&s miettia,
misséd yhteyksissd tehtdvissd kéytetyt késitteet ovat
muulloin esiintyneet. Voisiko annetuista tiedoista jon-
kin kiertotien kautta paastd ratkaisuun. Jos tehtdvén
lahtotiedoilla ei nayttaisi olevan juuri mitédan tekemis-
td maalina olevan tuloksen kanssa, niin kannattaa eh-
ki ajatella takaperin: mité olisi tunnettava, jotta ky-
sytyn asian voisi ratkaista? Riittdvatko tehtédvéssd an-
netut tiedot néiden tarpeellisten esitietojen selvillesaa-
miseen. Kun yleinen ratkaisu on 16ydetty, kannattaa
varmistaa, ettd se toimii myos erikoistapauksissa; té-
mé tavallaan takaa ratkaisun oikeellisuuden. Ratkaisu
kannattaa my6s analysoida kohta kohdalta kriittises-
ti ja miettid, voisiko jonkin osan tehdé yksinkertaisem-
min. Hyvésta tehtavista kannattaa lopuksi myos laatia
uusia muunnelmia ystéviensé iloksil

Mistd 1oytda hyvid tehtévid? Oppikirjoissa yleensd
on vaativiakin kysymyksié, eikéd niitd kaikkia ehdité
kéasitelld oppitunneilla. Jos niistd ei 16ydy riittavés-
ti haastetta, niin esimerkiksi Solmun alasivulla http:
//solmu.math.helsinki.fi/olympia/ on hyvid teo-
riapaketteja sekd valmennustehtédvésarjoja. Niihin up-
poutumalla matematiikka muuttuu huomaamatta har-
rastukseksi, mistd on suuri etu kaikissa matemaattis-
luonnontieteellisissé ja teknillisissa jatko-opinnoissa se-
k& myohemmin tyoelaméssa.

Markku Halmetoja


http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/
http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/
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Korean tasavalta — Daehan Minguk

Heikki Pokela
Tapiolan lukio

PISA-menestys on houkutellut ulkomaisia delegaa-
tioita tutustumaan suomalaiseen koulujarjestelméaén.
Useammassa koulussa on jo totuttu vieraileviin ryh-
miin. Omassa tyopaikassani ovat korealaiset vierailleet
kahteenkin otteeseen melko suurella ryhmaélla. Mukana
heilld on ollut niin "rivi”opettajia kuin kasvatustieteen
tutkijoita ja opetushallinnon virkamieskuntaakin.

Toisiin kulttuureihin tutustuminen avartaa, ja varsin-
kin vieraan kulttuurin koululaitoksen ndkeminen antaa
lapivalaisun yhteiskuntaan kenties jopa syvemmin kuin
kéynti museossa, turistirysistd puhumattakaan. Lah-
din vastavierailulle Eteld-Koreaan tavoitteenani paésta
keskustelemaan mahdollisimman monen koululaitoksen
parissa toimivan henkilon kanssa. Néin vélttaisin koke-
masta nk. Potemkinin kulissia. Toki tamé kertomus tie-
tenkin on subjektiivinen kuvaus eika edes yrité esittda
olevansa objektiivinen koko totuus Koreasta — tuosta
koulutuksen suurvallasta.

Korealaisen Opetusministerion alaisena toimii tutki-
muskeskus KERIS (Korea education and research in-
formation centre), jonka erikoisalaa ovat interaktiiviset
oppimisympaéristot. Paésin vierailemaan heilld. Suoma-
lainen peruskoulu oli heille miltei ikonin asemassa; he
toivoisivat saavansa korealaista oppimiskésitystéd ajan
my6td kammettua samaan suuntaan.

Heidén koelaboratorioissaan eli luokkahuoneissa oli jos
jonkinlaista esitystekniikkaa. Jopa potkupalloa saatet-
tiin pelata lattialle heijastetun interaktiivisen kentan
avulla. Tama oli kuulemma hyva juttu, koska koulu-

jen ulkopuolella kaupungeissa harvemmin on edes tilaa
pelikentille.

Korealaisen koulujérjestelmén epévirallisen rungon
muodostavat yksityiset firmat, jotka antavat lisdope-
tusta koulutuntien jalkeen iltapaivalla. Esimerkiksi
Daegun kaupungin varakkaimmilla alueilla on jopa ko-
konaisia katuja, joiden varsilla ei ndy juuri muita kuin
yksityisten koulutusfirmojen kyltteja. Seiskaluokasta
ldhtien kouluissa valtakunnallisten kokeiden pisteet las-
ketaan kaikki yhteen lukion paéttyessd. Tama ja péaéa-
sykokeet ratkaisevat, mihin yliopistoon péésee, ja se
puolestaan vaikuttaa, mihin sijoittuu yhteiskunnassa.
Tuloksena on jonkinmoinen ylilyénti vanhempien suun-
nalta: lapsia opetetaan niin paljon kuin mahdollista ko-
valla hinnalla, jotta heidan tulevaisuutensa olisi turva-
tumpi. Onhan se inhimillisesti ymmaérrettavad. Hive-
nen hillitdkseen menoa Korean hallitus on méarénnyt
kello kymmenen illalla takarajaksi. Sen jilkeen ei enédé
saa pitdd yksityistunteja, mutta kieltoa rikotaan melko
paljon.

Kaynti korealaisessa koululuokassa antoi hyvin tutun
vaikutelman. Miksipd luokkahuone olisi erilainen toi-
sella puolella maapalloa, jos homma toimii. Opettajat
valittelivat 50-luvulla rakennetun koulun epésiisteytté,
homeongelmia ja huonoa ilmanvaihtoa. He arvelivat, et-
té rikkaassa Suomessa ei endé karsité téllaisesta.

Opettajat tiedustelivat, kuinka oppilaita rangaistaan
Suomessa. Jos Koreassa koulu kdyttda ankaria rangais-
tuksia, siitd tulee usein suosittu vanhempien keskuu-
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dessa. Korealainen oppimiskésitys on tyypillisen aasia-
lainen. Asioita treenataan (myo6s ulkomuistiin) riitté-
vasti, jotta niiden vélille on mahdollista muodostaa riit-
tavasti yhtymakohtia. Vasta tésté voi alkaa todellinen
paattelyyn pohjaava oppiminen. Mielestani meilla yri-
tetddn edetd ylemmille oppimistasoille ilman riittavaa
(ulko)muistia vahvistavaa harjoitusta.

Erés matkan kohokohdista oli professori Yongjin Son-
gin tapaaminen. Hén on Eteld-Korean olympiajoukku-
een padvalmentaja. Eteld-Korea voitti vuoden 2012 ma-
tematiikkaolympialaiset Argentiinassa. Song oli onnes-
ta soikeana, silld kerrankin he voittivat seké Kiinan et-
td Japanin. Varsinkin Kiinaa Song pitdd miltei mah-
dottomana ohittaa pistetaulukossa. Hdnen mielestdan
olympiamitalit eivit tietenkdédn ole itsetarkoitus, vaan
koulujarjestelman kokonaiskehitys on tarkedta. Mitalit
ovat erdénlainen indikaatio onnistumisesta kokonaisuu-
tena.

Professori Song kuuluu komiteaan, joka laatii Etelé-
Korean kouluille matematiikan opetussuunnitelmat.
Ymmaérsin, ettd olympiajoukkueen pédvalmentajana
hénen osallistumistaan kyseiseen komiteaan pidetdén
selvionad. Han kuitenkin valitteli, ettd ldheskddn aina
hénen mielipiteitddn ei kuunnella, kun hén haluaisi
kohentaa koulumatematiikan osaamistasoa. "Ei tuota
voida toteuttaa — sind et tunne koulumaailman reali-
teetteja.”, hdn saa usein vastaukseksi, koska hénella ei
ole pedagogian opintoja suoritettuina kuten muilla ko-
mitean jasenilld. Hanen mielestddn se, mitd matematii-
kasta opetetaan, pitéisi tulla matematiikan asiantunti-
joilta ja pedagogian asiantuntijoiden huoleksi jéisi pi-
kemminkin se, miten opetetaan.

Kilpailumatematiikan osa-alueita Song pitda edelleen
olennaisina matematiikan opinnoissa. Viime aikoina
hén on yrittdnyt saada kombinatoriikan alkeita parem-
min esille yldkouluun: jono, jossa on jérjestys tai ei ole,
voitaisiin hyvin opettaa jo yldkoulussa. Viimekeséista

olympiavoittoa hin pitda hieman myds sen ansiona, et-
td kombinatoriikan osuutta painotettiin valmennukses-
sa hieman aiempaa enemmén. Kysyin Songilta, onko
kombinatoriikka sellainen osa-alue, jonka kouluopetuk-
seen han mahdollisesti luottaa vihiten. Han vastasi, et-
tei luota tdysin minkddn osa-alueen kouluopetukseen,
mutta kombinatoriikka on ollut huonoimmassa asemas-
sa.

Koulujen lisdksi toki my6s muuhun kulttuuritarjon-
taan kannattaa tutustua. Kavimme Sillan (ikivanha ko-
realainen kuningaskunta) paskaupungissa raunioilla ja
museoissa. Korean historiaa leimaa pitkélti elamé kah-
den suurvallan, Kiinan ja Japanin, vélissd. Tésséd on
monta yhtymékohtaa meikaldiseen menneisyyteen. Eri-
tyisesti Japani on miehittinyt Koreaa traumatisoiden
maiden vélisid suhteita. Korean omaa kirjoitettua kiel-
té ei oppinut ylimysto suvainnut kdyttaa viela reilu sa-
ta vuotta sitten. Virallisia dokumentteja kirjoitettiin
kiinalaisin merkein. (Jokin yhtymékohta téssékin?)

Aseman hyvéksikdytto vaikuttaa olevan yleistd vield
nykydédnkin. Urallaan etenevin tyontekijdn on yleensa
tarjottava rahaa ja/tai muita palveluksia suosittelijoil-
leen — muuten eteneminen voi tyssata. Kyséisin, kuin-
ka normaali ihminen kestda tdmén. Ajattele koko asia
osaksi yhteiskuntaa, sain vastaukseksi. Jouduin tietty
vastaamaan, kuinka Suomessa namaé asiat sujuvat. Vas-
tasin, ettd tdysin ilman korruptiota emme eld mekéaén,
mutta kasittddkseni lieveilmiot jaavat yksittaistapauk-
siksi.

Korealaisten (koulu)systeemissd on epéileméttd hyvid
puolia kuten koulutuksen vahva arvostus, mutta on
myo6s vakavia ongelmakohtia. Ehké puutteistaan huoli-
matta suomalainen koulujarjestelma on paras kehitys-
alusta meidén tulevaisuuden koulullemme, vaikka pal-
jon tehtévda onkin. Jokainen valtakunta valitsee itse-
néisesti oman suuntansa, mutta onko silti itdmailla jo-
tain? Edes jotain tavoittelemisen arvoista?

Tulosta koulusi ilmoitustaululle Solmun etusivulta http://solmu.math.helsinki.fi

— Solmun juliste

— Monikielisen matematiikkaverkkosanakirjan juliste
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Kiinalainen jaannoslause ripauksella kryptografiaa

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Kiinalaisen jadnnoslauseen nimi vaatii ehké hieman sel-
vennystd. Lauseen alkuperdinen muotoilu 16ytyy Sun
Zin kirjasta, johon englanniksi viitataan nimelld The
Mathematical Classic of Sun Zi. Lauseen tarkka ajan-
kohta lienee hieman hidméréan peitossa: Wikipedia ker-
too tdmaén kirjan olevan 300-luvulta. Toisaalta kirjoit-
tajan elinajasta todetaan vain hdnen el&neen 300-500
-luvulla. Kenneth Rosenin lukuteorian kirjassa [1] (Ele-
mentary number theory and its applications) annetaan
ymmértdd, ettd lause on ehkdpd 100-luvulta. Tarkalla
ajankohdalla ei varmasti ole vilid, oleellisempaa on tie-
tad, ettd kyseessd on vanha ja kiinalainen lause. Yleis-
tetty muotoilu puolestaan 16ytyy Qin Jiushaon kirjasta
Da yan shu, joka on kirjoitettu 1247.

Lauseen muotoilu ja todistus

Lyhyesti sanottuna kiinalainen jddnnoéslause kertoo
kongruenssiyhtaloryhmaélle tietyin ehdoin 16ytyvan rat-
kaisun:

Kiinalainen jaannoslause. Olkoot mq,ma, ..., m,
pareittain yhteistekijattomia kokonaislukuja. Talloin

kongruenssiyhtédloryhmalla

x = ay (mod my)

Z = as (mod my)

z = a, (mod m,.)
on yksikasitteinen ratkaisu modulossa

M =mima---m,.

Ennen kuin siirrytaén todistukseen, todetaan, etté eh-
to lukujen my,mo, ..., m, pareittaisesta yhteistekijat-
tomyydestd on paikallaan: Mikéli tatd ehtoa ei oli-
si, ei valttdmattd olisi yhtddn ratkaisua, kuten jos
=1 (mod 2) ja z 2 (mod 6), jolloin ensimmaéi-
nen ehto kertoo luvun x olevan pariton, ja toinen eh-
to kertoo luvun z olevan parillinen ja hieman muu-
ta viela lisaksi. Toisaalta ratkaisuja voisi olla usei-
ta. Esimerkkiné tarkastellaan vaikkapa tilannetta, jos-
sa ¢ = 3 (mod 6) ja x = 6 (mod 9), jolloin luvut
15 (mod 18) toteuttavat ehdot, eli modulossa
=9 -6 on useita ratkaisuja.

r =

o4

Nyt voimme siirtya todistukseen.

Todistus. Merkitddn M, % kaikilla 1 < k < r.
Nyt syt(mg, M) = 1, jolloin luvulla M}, on olemas-
sa kddnteisluku modulossa my (tdmén loytad vaikka-
pa Diofantoksen yhtélon ratkaisemalla Eukleideksen al-
goritmia kéyttden), eli on olemassa sellainen s, ettd
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Mysi =1 (mod my). Muodostetaan luku
To = a1 Mys1 +asMass + - -a.M,s,.
Huomataan, etta
xo=a1Mis1+ -+ a.M.s. = ap (mod my),

sillda my | Mj, jos j # k. (Muista, miten luku M; on
muodostettu!) Lisaksi axMgsy = ar (mod my), kos-
ka luku s; on luvun M; kddnteisluku modulossa my,.
Selvasti siis xg on ratkaisu.

Osoitetaan nyt, ettd muita ratkaisuja ei modulossa M
ole. Tarkastellaan lukuja zg ja x1, jotka ovat yhtalo-
ryhmén ratkaisuja. Talloin

1 —xo = ar — ax = 0 (mod my)

kaikilla 1 < k < r, eli my, | (x1 — o). Koska luvut my
ovat yhteistekijattomia, seuraa tasta M | (x1 — xo), eli
ratkaisu on yksikésitteinen modulossa M. Todistus on
valmis.

Katsotaanpa nyt esimerkkié kiinalaisen jaédnndslauseen
kaytosta, eli ratkaistaan yhtéloryhmé

x =2 (mod 5)
x =3 (mod 7).

Koska x = 2 (mod 5), voidaan kirjoittaa = = 5k + 2.
Sijoitetaan tdma jalkimmaéaiseen yhtaloon:

5k +2 =3 (mod 7),

eli 5k = 1 (mod 7). Nyt voi tietenkin repié hatusta
luvun 5 kéanteisluvun modulossa 7, tai sen voi selvit-
téd yksinkertaisesti ratkaisemalla Diofantoksen yhtélon
5k — €7 = 1. Kéytetdan Eukleideksen algoritmia:

7T=5+2
5=2-2+1

elil =5—2-2, josta sijoittaen ensimmaéisestd yhtalosta
ratkaistun kakkosen jalkimmaéiseen:

1=5-2-(T—5)=3-5—-2-T7.

Luvun 5 kéénteisluku modulossa 7 on siis luku 3, eli
voidaan valita k = Th 4+ 3. Sijoitetaan tdmaé lausekkee-
seen r = 5k + 2:

x=5k+2=5Th+3)+2
=35h+ 1542 =35h + 17 = 17 (mod 35).

Yhtéaloryhmén ratkaisu modulossa 35 on siis x = 17.
Halutessaan tdmén voi my6s helposti tarkistaa.

Y14 olevan yhtédloryhmén ratkaisun olisi toki voinut
hakea kiinalaisen jadnnoslauseen todistusta jéljitellen-
kin.

Luvun loppuun pohdintatehtava: Mikali yhtéloryhmés-
sa

x = a; (mod my)

x = as (mod my)

eivat luvut my ja me ole yhteistekijattomia, niin milloin
yhtaloryhmalld on kuitenkin ratkaisu? Missd modulos-
sa se on yksikésitteinen? Rosenin kirjan tehtéavista ([1],
sivu 142) voi tésséd olla apua, mutta tehtdava on kylld
ratkeava ilmankin sita.

Hyodyllinen lukukokemus kiinalaisen jadnnoslauseen
kéaytosta voi myos olla [2].

Hyodyt RSA:n kiytossa

Jotta voimme jarkevésti pohtia kiinalaisen jaannos-
lauseen hyodyistd RSA-kryptosysteemin kéytossd, on
syyta ensin kiyda ldpi RSA:n toimintaperiaate.

RSA on siis kryptosysteemi, eli salausjarjestelmé pa-
remmalla suomella sanottuna. Sitd kéytetddn tiedon
salaamiseen. Kriittista on, etté ldhettdja pystyy tiedon
salaamaan, vastaanottaja puolestaan salauksen purka-
maan, ja ettd ulkopuoliset eiviat salausta voi purkaa.
Kaytannossa on lisdksi toivottavaa, ettd mikdén ope-
raatio ei kestd tuhottoman kauan.

RSA:ssa on julkinen avain (n,e) ja salainen avain
(p(n),d), missd p(n) on Eulerin funktio (eli jos

n—= p?lng . ,pzck
on luvun n alkutekijahajotelma, niin

o(n) =pd* Hp1 — P52 (p2 — 1) - p* (o — 1)).

Tiedetddin myo6s, ettd n on muotoa pg, missi p ja q
ovat kaksi eri alkulukua. On syytd huomata, ettd vaik-
ka luku n tunnetaan, ei lukua ¢(n) ole helppo laskea,
koska se edellyttdd luvun n alkutekijoiden tuntemista,
ja tdma taas on yleisessd tilanteessa hyvin hankalaa.

Kéaytannossdhan luvun p(n) pystyy laskemaan, mikali
luvut p ja ¢ on tiedossa. Homma toimii myos toisin-
péin: jos luvun ¢(n) tietdd, niin luvut p ja ¢ on helppo
selvittda. Jatetddn tdmén toteaminen aktiivisille luki-
joille harjoitustehtévéksi.

Lisaksi luvut e ja d on valittu niin, ettd ed = 1 (mod
©(n)). Tdm4 valinta on helppo tehdi, mikili ¢(n) on
tiedossa, valitsemalla ensin e tai d ja ratkaisemalla sit-
ten Diofantoksen yhtélo ed — p(n) = 1.

RSA toimii seuraavasti:

1. Alice saa padhénsi, ettd hin haluaa ottaa vastaan
viestejd salattuna. Han valitsee alkuluvut p ja g,
laskee luvut n = pg ja p(n) = (p — 1)(¢ — 1). Hén
valitsee vield luvun e ja laskee luvun d ratkaisemalla
Diofantoksen yhtélon ed — fp(n) = 1.
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2. Han julistaa lukuparin (n, e) kaikelle kansalle.

3. Bob pédittaa lahettad salaisen viestin Alicelle. Vies-
ti on luku w.

4. Bob laskee luvun w® modulossa n ja ldhettda lop-
putuloksen Alicelle.

5. Alice ottaa vastaan Bobin ldhettdméan luvun, jota
merkitadn téssa kirjaimella v ja laskee:

vt = e = M = 4 (mod n),

eli hin saa modulossa n Bobin ldhettdmén luvun w.
Kunhan n on riittdvin suuri (kdytdnnossi se vali-
taan olemaan joitakin tuhansia bitteja, jotta systee-
mi on turvallinen), voi Bob lihett&é varsin isojakin
lukuja tietden, ettd Alice saa ne oikein.

Salaus perustuu siis sille, etté luvun d selvittdminen on
hirvittdvan hankalaa, ja brute force -ratkaisu kestéisi
lilan pitkaan.

Yleisesti ottaen RSA on hyvin turvallinen: Mikali RSA
murtuu, niin my6s lukujen tekijéihinjako-ongelma on
ratkeava, ainakin kahden alkutekijin tapauksessa. Té-
mé ongelma taas on hyvin vanha, ja hyvin hankalak-
si todettu. Kuitenkin joitakin rajoituksia on: luku d ei
saa olla kovin pieni, eikd myoskaéan liian ldhelld lukua
©(n). Ei myoskdan ole turvallista, jos luvut p ja ¢ ovat
liian 14helld toisiaan. Turvallisuuden nojalla toisaalta
yleenséd vaaditaan, ettd p < g < 2p. Naméi rajoituk-
set ovat melko kosmeettisia, vaikka toisinaan joitakin
niistd kovin mielelldédn rikkoisikin nopeuden nimissa.

Jotain kuitenkin nopeudenkin kanssa on tehtavissa.
Sen sijaan, ettd Alice laskisi luvun v? suoraan mo-
dulossa n, voi hén laskea sen moduloissa p ja ¢, mi-
kd on nopeampaa, silli hédn voi redusoida paitsi vé-
lituloksia moduloissa p ja ¢, voi hian redusoida eks-
ponentin moduloissa p ja ¢, jolloin potenssiinkorotuk-
sia tdytyy tehdd paljon vihemmén. Laskettuaan lu-
vut w, = v? (mod p) ja w, = v¢ (mod q), laskee
hén luvun w kéyttaden kiinalaista jadnnoslausetta, silla
w = w, (mod p) ja w = wy (mod g).

Laitetaan loppuun pohdiskelutehtéivéi (jolla ei ole mi-
tddn tekemistd kiinalaisen jadnnoslauseen kanssa):
Maéritd mahdollisimman suuri h (riippuen luonnolli-
sestikin luvusta n) niin, ettd tietden vain luvun n pys-
tyt loytdméaan sen alkutekijat p ja ¢, jos n = pq ja
|[p — g| < h. (Vihje: nelididen jakauma on mielenkiin-
toinen asia.)

Viitteet

[1] K. H. Rosen, Elementary number theory and its
applications. Addison Wesley, 3rd Edition, 1993.

[2] J. Herman, R. Kucera and J. Simsa, Equations and
Inequalities: Elementary Problems and Theorems
in Algebra and Number Theory, Canadian Mathe-
matical Society Books in Mathematics 1, Springer-
Verlag, New York, 2000.

Uutta Verkko-Solmun matematiikkadiplomisivulla

Diplomi VII tehtavineen seka diplomin VIII tehtévat ovat ilmestyneet osoitteessa
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Perinnollisyytta ja tilastotiedetta

Mikko J. Sillanpdd

Matemaattisten tieteiden laitos, Biologian laitos ja Biocenter Oulu

Oulun yliopisto
mikko.sillanpaa@oulu.fi

Modernin  molekyylibiologian  laboratoriotekniikat
tuottavat suuria maarid geneettisida mittausaineisto-
ja. Tilastomatematiikan lineaarisia regressiomalleja
voidaan kayttdd kytkemédn tutkittavan perinnolli-
sen ominaisuuden (kuten esimerkiksi ihmisen pituu-
teen, verenpaineeseen tai johonkin sairauteen liittyvat
mittaukset) ihmisen DNA:sta tehtyihin mittauksiin.
T&all6in voidaan saada tietoa, missd kohdassa geno-
mia (1. kromosomistoa) olevat mittaukset sopivat par-
haiten yhteen tutkittavan perinnoéllisen ominaisuuden
mittauksien kanssa. Téllaista toimenpidettéd eli ndky-
van tason havaintojen ”sovittamista” geneettisen ta-
son mittauksiin (1. genotyyppeihin) kutsutaan yleisesti
geenien kartoitustehtéviksi (ks. Esimerkki). Vaihtoeh-
toisesti samanlaista tilastomatematiikan mallia voi-
daan kayttda vaihtelevalla menestykselld ennustamaan
tutkittavaa perinnollisen ominaisuuden arvoa tai sai-
rastumisalttiutta/riskid henkil6illd DNA:sta tehtyjen
mittausten perusteella. Vastaavien tilastollisten mal-
lien tutkimus ja kéytté modernissa kasvi- ja eldinjalos-
tuksessa ennustamaan kyseisen lajikkeen tai eldimen
perinnélliseen ominaisuuteen liittyvad jalostuksellista
arvoa on yksi tdmén hetken ajankohtaisimpia maata-
louteen liittyvia tutkimuskysymyksia (ks. Juga et al.,
2012).

Koska useat perinnélliset ominaisuudet néyttaisivét
olevan tdménhetkisen tutkimuksen valossa sellaisia, et-
td niihin samanaikaisesti vaikuttaa suuri joukko gee-

neja ja ymparistollisid tekijoitd, on niiden paikantami-
nen ja kaytto ennustetarkoituksiin tehokkaampaa mal-
leilla, jotka tarkastelevat useampaa mittauskohtaa sa-
manaikaisesti. Toisaalta koska yksiléiden mééra, joil-
ta DNA-mittaukset otetaan, on tyypillisesti paljon pie-
nempi kuin mittauspisteiden méara, ei jokaisen mit-
tauspisteen vaikutusta voida samanaikaisesti arvioida
(koska mahdollisten ratkaisujen méard on suuri) ilman,
ettd kdytetddn niin sanottua tilastollista muuttujanva-
lintaa tai a priori -informaatiota (esimerkiksi pakotta-
malla suuri joukko mittauspisteiden vaikutuksista nol-
laan).

Téllainen suurien mittausaineistojen tyypillinen on-
gelma tunnetaan nimelld ”small n, large p”, ja sen
arviointiin kdytettdvit muuttujanvalinnan tilastolliset
menetelméat ovat talla hetkelld monessa perinnollisyy-
teen liittyvassad tutkimuskysymyksessa keskeisessé ase-
massa. Tutkimusaineistoissa voi tyypillisesti olla sato-
ja tuhansia tai jopa miljoonia mittauspisteitd pitkin
DNA:ta, jotka on mitattu tyypillisesti sadoilta tai tu-
hansilta tutkimusyksiloilta.

Tallaisten ongelmien tilastollisten ratkaisumenetelmien
suunnittelu ja jatkokehitys on geneettisten aineisto-
jen kasittelyyn erikoistuneiden tilastotieteen tutkijoi-
den arkipdivad. Tallaisia henkil6itd koulutettaessa on
tilastotieteen, matematiikan ja sovelletun matematii-
kan opintojen luoma luja pohja sellainen kivijalka, jo-
ta on mahdoton muilla opinnoilla korvata. Toisaalta
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my06s perinndllisyystiedettd pitdéd jaksaa opiskella niin
paljon, ettd sen kasitteilld voi vaivatta operoida. Siksi
aito monitieteisyys ei mainosarvostaan huolimatta ole
laji, jossa saadaan nopeita voittoja ja huikeita valmis-
tumisaikoja.

Henkiloita, jotka kayttdvat, ymmartavat tai kehitta-
vat ylld kuvatun kaltaisia tilastomatematiikan mene-
telmid, on tyomarkkinoilla jatkuvasti liian vihin ky-
syntddn ndhden. Téssd joukossa erityisesti “hyvin bio-
logiaa puhuvia” matematiikasta tai tilastotieteesta val-
mistuneita maistereita/tohtoreita on niukasti. Siksi ha-
luankin suositella matematiikan ja tilastotieteen mais-
teriopintoja pohjaopinnoiksi biologiasta kiinnostuneille
opiskelijoille.

Esimerkki tyypillisesta lineaarisesta regressiomallista
on

P
yi:bo—i-Za:ijbj—i—ei (7;:1,...771).
j=1
Téasséd y; on ndkyvan tason havainto tutkittavasta pe-

rinnoéllisestd ominaisuudesta yksilolla ¢, by on vakioter-
mi, joka halutaan selvittdd, x;; on geneettisen tason

Verkko-Solmun oppimateriaalit

mittausarvo (esimerkiksi —1 genotyypille AA, 0 geno-
tyypille AB ja 1 genotyypille BB) yksilolle ¢ DNA:n
kohdassa j. Kulmakerroin b; kuvaa mittauspisteen vai-
kutusta tutkittavaan ominaisuuteen kohdassa j, joka
halutaan selvittda kaikissa DNA:n kohdissa. Jdanndos-
termit e; oletetaan samoin jakautuneiksi ja keskendin
riippumattomiksi siten, ettd ne kukin noudattavat sa-
manlaista normaalijakaumaa, e; ~ N(0, 0%), varianssil-
la 02. Tam3 jaannostermeille tehty oletus antaa yleises-
ti kriteerin mallin sopivuuden tarkasteluun aineistossa
((yi,xiz),i = 1,...,n;5 = 1,...,p), jonka perusteel-
la my6s tuntemattomille muuttujille voidaan tuottaa
arviot. Jotta arviot voidaan tuottaa myos tilanteessa,
kun p > n, lisdksi tarvitaan muuttujan valintaa tai a
priori -informaatiota.

Muuta aiheesta suomenkielella:

Juga, J., Sillanpaa M. J., Méntysaari E. (2012) "Lyp-
sykarjan genominen valinta” kirjassa: "Maailma muut-
tuu: muuttuuko maatalous.” Sivut 165-172. Mervi Sep-
panen (ed.).

Osoitteesta http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html l6ytyvéit oppimateriaalit:

Reaalianalyysid englanniksi (William Trench)
Geometrian perusteita (Matti Lehtinen)
Geometria (K. Viisild)

Lukualueiden laajentamisesta (Tuomas Korppi)

Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta ndkokulmasta (Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen)

Algebra (Tauno Metsinkyld ja Marjatta Nadtdnen)

Algebra (K. Vaisild)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmié lukiolaisille (Jukka Pihko)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matematiikan historia (Matti Lehtinen)
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Eksponenttijakaumasta

Jorma Merikoski
Informaatiotieteiden yksikko, Tampereen yliopisto
jorma.merikoskiQuta.fi

Eksponenttijakauman tiheysfunktio

ae” %, kun z >0,
) = {0, kun z < 0,

missd a > 0. On helppo osoittaa, ettd f todellakin on
tiheysfunktio ja ettd tdmén jakauman sekd odotusar-
vo etté keskihajonta on 1/a. On my6s helppo osoittaa,
ettd eksponenttijakauman kertyméfunktio

1—e *, k >0
Flo) = e % kunx >0,
0, kun z < 0.

Lukiossa eksponenttijakaumaa kasitellddn vain ohi-
mennen (ks. esim. [1, teht. 299]), jos ollenkaan, mutta
se ansaitsisi enemmén huomiota. Nimittdin satunnais-
muuttuja on "muistiton”, jos ja vain jos se noudattaa
eksponenttijakaumaa. Tamé seuraa kiinnostavalla ta-
valla eksponenttifunktion ominaisuuksista. Késittelem-
me tétéd asiaa enimmékseen Rossin kirjan [2, luku 5.2.2]
perusteella.

Mitd tarkoittaa satunnaismuuttujan muistittomuus?
Olettakaamme, ettd tietty laite L on pysynyt kaytto-
kunnossa melko kauan. Lisdako vai vihentdadko téllai-
nen tieto todennékoisyyttéa sille, ettd L toimii edelleen
hyvin? Voitaisiin ajatella, ettd se vihentaé, koska L on
jo tullut ndin ”vanhaksi”. Toisaalta voitaisiin ajatella
péinvastoin, ettd se lisdd, koska L on jo osoittautu-
nut ndin "kestaviksi”. Kumpi vastaus on oikea, riippuu

tietenkin L:sté ja tarkasteltavien ajanjaksojen pituuk-
sista. Mutta tdmé esimerkki oikeuttaa myos "kompro-
missiin” ndiden vastausten valilla eli ajattelemaan, et-
tei téllaisella tiedolla ole vaikutusta. Silloin todenné-
koisyys sille, ettd L toimii edelleen, ei riipu siitéd, kuin-
ka kauan L on jo toiminut. Toisin sanoen L:n jaljella
oleva ”elinaika” on "muistiton” sikéli, ettei se riipu L:n
"iAsta”.

Yleisesti sanomme, ettd satunnaismuuttuja X on muis-
titon, jos

P(X>s+t|X>t)=P(X >s)

eli
P(X>s+t)=P(X >s)P(X >1)

kaikilla s,t > 0.

Eksponenttijakauma on helppo osoittaa muistittomak-
si. Nyt herdd mielenkiintoinen kéénteisongelma: Onko
olemassa muita muistittomia jakaumia? Naytdmme, et-
tei ole.

Tarkastelemme satunnaismuuttujaa X, jonka kertymé-
funktio on F. Merkitsemme F(z) = P(X > z). Talloin
X on muistiton, jos ja vain jos

F(s+1t)=F(s)F(t)

kaikilla s, > 0. M&aritimme aluksi kaikki ne oikeal-
ta jatkuvat funktiot g (kertyméfunktion taytyy olla oi-
kealta jatkuva), jotka toteuttavat funktionaaliyhtilon
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g(s+1) =g(s)g(t) (1)
kaikilla s,t > 0.

Aluksi huomaamme, ettd valttamatta
9Z)=g(x+ 1) =9()9(5) =9(3)?

kaikilla n € Z, . Edelleen ndemme induktiolla, etta

g(=) =g(;)™ (2)
kaikilla m,n € Z,. Asettamalla nyt m = n saamme

g(1) =9(;)"
eli )

9(3) = g(1)7. 3)
Yhtéloiden (2) ja (3) perusteella

g(%) =g(1)™ (4)
kaikilla m,n € Z eli

g9(x) = g(1)", ()

kun x > 0 on rationaalinen. Lisdksi tdmé pétee ar-
volla z = 0, koska g on oikealta jatkuva. Mutta (5)
péatee myos x:n ollessa irrationaalinen. Nimittain téssa
tapauksessa on olemassa sellainen jono (zy) z:44 suu-
rempia rationaalilukuja, ettd © = limy_, o %, joten g:n
oikeanpuolisen jatkuvuuden, yhtéilon (4) ja eksponent-
tifunktion jatkuvuuden perusteella

g(x) = g( lim 1)

— lim g(zy)
k—o0

klim g(1)™*x
—00
= g(1)imeooe Tk = g(1)",

Siis (5) on voimassa kaikilla ei-negatiivisilla reaalilu-
vuilla z.

Merkitsemélld a = — In g(1) saamme

g(z) =e " (6)

Siis g:n téytyy olla muotoa (6), misséd a € R on mieli-
valtainen. Toisaalta jokainen tdmadnmuotoinen funktio
toteuttaa selvésti funktionaaliyhtdlon (1). Néin ollen
tuon funktionaaliyhtdlon kaikki oikealta jatkuvat rat-
kaisut ja vain ne ovat muotoa (6) (ja siis jatkuvia).

Kertyméfunktiota F' koskeva vastaava ehto on

F(z)=e"%

eli
Flz)=1—e"%

kaikilla > 0. Mutta nyt taytyy olla a > 0, jotta F
olisi kertyméfunktio. On helppo nahdé, ettd F(x) = 0,
kun z < 0. Olemme siis osoittaneet, ettd eksponentti-
jakauma on ainoa muistiton jakauma.

Seuraava esimerkki on asiallisesti sama kuin [2,
esim. 5.2]. Olkoon P jokin sellainen paikka, jossa
7asiakkaita” palvellaan kahdelta "luukulta” tai muus-
ta "palvelupisteesta”. Kun A tulee P:hen, kummallakin
luukulla on asiakas; olkoot he B ja C. Ottamansa jo-
notusnumeron perusteella A péésee asioimaan heti sen
jalkeen, kun B tai C on lopettanut. Saatuaan asiansa
toimitetuksi A poistuu heti. Milld todennékoéisyydella
joko B tai C vield jatkaa silloin asiointiaan?

Tata tehtavad ei tietenkdédn voida ratkaista ilman li-
sdoletuksia. On yksinkertaisinta olettaa, ettd luukul-
la asioinnin kesto noudattaa eksponenttijakaumaa tie-
tylld parametrilla a. Kun A péésee luukulle, asiointi
toisella luukulla kestédé vield ajan, joka eksponenttija-
kauman muistittomuuden takia noudattaa tdtid samaa
eksponenttijakaumaa. Olkoon X sielld asioiva B tai C.
Talloin A:n ja X:n vélinen tilanne on tdysin symmet-
rinen, joten kysytty todennikoéisyys on %
Mutta eikos todennékoisyyden sille, ettd X saa asiansa
toimitetuksi ennen A:ta, pitdisi olla suurempi kuin %,
koska X on jo ehtinyt jonkin aikaa asioida A:n aloit-
taessa? Oikeastaan todennékéisyys é saattaa vaikuttaa
suorastaan jarjettomaltd. Kuitenkin jarjellisyys tai jar-
jettémyys riippuu téysin siitd, miten hyvin tai huonosti
eksponenttijakauma sopii mallintamaan asioinnin kes-
toa. Lukijan mietittdviksi jaa keksid esimerkki, jossa
tdma jakauma sopii hyvin, ja toinen esimerkki, jossa se
sopii huonosti. Tamé tehtdvd on helppo, mutta lukija
saa myo0s vaikean tehtédvin: Onko funktionaaliyhtalol-
14 (1) epdjatkuvia ratkaisuja?

Viitteet

[1] M. Halmetoja, K. Hakkinen, J. Merikoski, L. Pip-
pola, H. Silfverberg, T. Tossavainen, Matematiikan
taito 13: Differentiaali- ja integraalilaskennan jat-
kokurssi, WSQOY, 2008.

[2] S. M. Ross, Introduction to Probability Models. Tth
Ed., Acad. Pr., 2000.
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Jannenelikulmioiden juhlaa — Tyttojen
matematiikkaolympialaisten tehtavasatoa

Anne-Maria Ernvall-Hytonen

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Cambridgessa jarjestettiin 10-16.4.2012 kautta aikain
ensimmadiset Euroopan tyttdjen matematiikkaolympia-
laiset. Kilpailun idea oli saatu Kiinasta, jossa tyttdjen
kilpailuja on ollut jo pitkddn. Kilpailun tarkoitus oli
kannustaa tyttojd matematiikkakilpailuihin tarjoamal-
la yksi mukava véliporras matkalla kansainvélisiin ma-
tematiikkaolympialaisiin. Ajatus on hyvé: kansainvé-
lisissé matematiikkaolympialaisissa tyttdjen méaérd on
vain n. 10 %, jolloin moni tytt6 vaistdmétta tuntee it-
sensa joukosta poikkeavaksi. Tehtédvit ovat haastavia.
Tarkoituksella.

Kilpailuun osallistui joukkue kuudestatoista Euroopan
maasta, sekd Indonesiasta, Saudi-Arabiasta ja Yhdys-
valloista. Suomea edustivat Pihla Karanko, Katja Kul-
mala, Neea Palojérvi ja Jiali Yan. Joukkueenjohtajana
toimi FT Anne-Maria Ernvall-Hytonen ja varajohtaja-
na FL Esa Vesalainen. Jiali Yan saavutti pronssimita-
liin oikeuttavan sijan, ja Neea Palojarvi sai kunniamai-
ninnan. Kilpailun voittivat Bulgarian Pavlena Neno-
va ja Yhdysvaltain Danielle Wang. Suomen joukkueen
osallistumisen mahdollisti Teknologiateollisuuden sata-
vuotissdation sekd Matematiikan rahaston tuki.

Keskustellaanpa vield hetki tehtdvien valinnan filoso-
fiasta ennen itse tehtéviin siirtymistd. Kilpailu on kak-
sipdivdinen, molempina paivind nelja tehtdvdéd ja ai-
kaa nelja ja puoli tuntia. Molempina péaivind on tar-
koitus olla yksi helppo tehtava, eli tehtavéit 1 ja 5. Ma-
tematiikkakilpailujen tyypilliset alat —algebra, geomet-
ria, kombinatoriikka ja lukuteoria — ovat kaikki edus-

tettuna molempina péivind. Algebra ei taédllakaén ole
varsinaista algebraa siind mielessé kuin se yliopistos-
sa ymmarretddn, vaan kokonaisuus kilpailumatematii-
kan osa-aloja, kuten funktionaaliyhtdloitd, epayhtaloi-
té, polynomeja, jonoja jne. Kilpailun tehtavét oli valin-
nut komitea, eika siis joukkueenjohtajista koostuva raa-
ti. Tehtévéisarja oli hyvd, mutta en voi viittda kannat-
tavani kyseistd mallia, jossa joukkueenjohtajien valta
on redusoitu veto-oikeuden kayttoon tehtdvin kohdal-
la, mikéli ehdokas on jo tunnettu. Joukkueenjohtajat
tietenkin myos kadnsivat tehtavét.

Viimeisen tehtévin (tehtdvé 8) on tarkoitus olla hyvin
hankala, kuten tehtévinvalintakomitean johtaja Geoff
Smith luonnehti: ”Silta varalta, etté tailla on uusi Lisa
Sauermann, ettd héanelldkin on jotain tekemistd.” (Lisa
Sauermann on IMO:n historian Hall of Famen karki,
joka hallitsi kilpailuja muutamat viime vuodet.) Toi-
nen huomattava asia on, ettd molemmissa geometrian
tehtavissa seikkailee jannenelikulmio. Jinnenelikulmiot
ovat toki erinomaisen hyodyllisid, mutta hieman yllat-
tavaltd tamaé silti tuntuu. Kuitenkin ehképé vield yllét-
tavampéad oli, ettd tulkinnan mukaan kolme tai nelja
tehtévaa oli enemmaén tai vihemmaén kombinatorisia.

Tehtavat

Tehtava 1. Olkoon ABC kolmio, jonka ympéri piirre-
tyn ympyréan keskipiste on O. Pisteet D, F ja F ovat
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sivujen BC, C A ja AB sisapisteité, tassi jarjestykses-
sé, niin ettd DFE on kohtisuorassa C'O:ta vastaan ja DF
on kohtisuorassa BO:ta vastaan. (Se, ettd piste on si-
sipiste, tarkoittaa esimerkiksi, ettéd piste D on suoralla
BC, ja ettd D on pisteiden B ja C vilissa tuolla suo-
ralla.) Olkoon K kolmion AFE ympéri piirretyn ym-
pyrén keskipiste. Osoita, ettd suorat DK ja BC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Tehtava 2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. M&aa-
ritd luvun n funktiona suurin mahdollinen positiivinen
kokonaisluku m, jolla on seuraava ominaisuus: Tauluk-
ko, jossa on m rivid ja n saraketta voidaan tayttaa re-
aaliluvuilla niin, ettd mille tahansa kahdelle eri riville
[a1,az,...,a,] ja [b1,ba, -+, by,] pitee

max(|ay — by, |az — b2l ..., |an —by|) = 1.

Tehtdva 3. Etsi kaikki funktiot f: R — R, joilla

fflz+y)+ f(z) =4z +2yf(x +y)

kaikilla z,y € R.

Tehtdva 4. Kokonaisluvuista koostuvaa joukkoa A
kutsutaan summatéaydeksi, jos A C A+ A, eli jos jokai-
nen joukon A alkio a € A on joukon A jonkin alkioparin
b,c € A summa (b ja c eivit valttamétta ole erisuuria).
Kokonaisluvuista koostuvan joukon A sanotaan olevan
nollasummavapaa, jos 0 on ainoa kokonaisluku, jota ei
voida esittda joukon A &darellisen epatyhjan osajoukon
alkioiden summana. Onko olemassa summatéytté nol-
lasummavapaata kokonaisluvuista koostuvaa joukkoa?

Tehtava 5. Luvut p ja q ovat alkulukuja ja toteuttavat
ehdon

D g+1 2n
=+ =
p+1 q n -+ 2
jollakin positiivisella kokonaisluvulla n. Etsi kaikki
mahdolliset erotuksen g — p arvot.

Tehtiivi 6. Adrettomin monta ihmistd on rekisterdi-
tyneené yhteistverkkoon, jonka nimi on Pérstéakerroin.
Jotkut kahden eri kayttdjan muodostamat parit ovat
rekisterdityneet ystaviksi, mutta jokaisella kayttajalla
on vain darellinen mééra ystavia. Jokaisella kéyttajalla
on ainakin yksi ystdvi. (Ystdvyys on symmetristé, eli
jos A on kayttajan B ystava, niin B on kdyttajan A ys-
téva.) Jokaisen on valittava yksi ystavistaan parhaaksi
ystaviakseen. Jos A valitsee kiyttdjan B parhaaksi ys-
téavikseen, ei siita (valitettavasti) seuraa, etta B valit-
sisi kdyttdjan A parhaaksi ystévikseen. Sellaista joka
on valittu parhaaksi ystédviksi, kutsutaan 1-parhaaksi
ystaviksi. Yleisemmin, jos n > 1 on positiivinen koko-
naisluku, niin kayttaja on n-paras ystéava, jos hénet on
valittu sellaisen kéyttédjéan parhaaksi ystéaviksi, joka on
(n — 1)-paras ystéava. Sellaista, joka on k-paras ystéavi
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k, kutsutaan suo-
situksi.

(a) Todista, etta jokainen suosittu kdyttdja on jonkun
suositun kayttdjan paras ystéva.

(b) Osoita, etta jos kiyttajilla voi olla darettoméan pal-
jon ystévid, niin on mahdollista, ettéd suosittu kayttaja
ei ole yhdenkéan suositun kayttdjan paras ystéva.

Tehtava 7. Olkoon ABC terdvikulmainen kolmio, jon-
ka ympari piirretty ympyréd on I' ja ortokeskus H. Ol-
koon K sellainen ympyrén I' piste, joka on eri puolella
janaa BC kuin A. Olkoon L pisteen K peilaus suoran
AB suhteen, ja olkoon M pisteen K peilaus suoran BC
suhteen. Olkoon E toinen kolmion BLM ympéri piirre-
tyn ympyran ja ympyran I' leikkauspiste. Osoita, ettd
suorat KH, EM ja BC leikkaavat samassa pisteessa.
(Kolmion ortokeskus on korkeusjanojen leikkauspiste.)

Tehtava 8. Sana on jonkin aakkoston kirjainten &dérel-
linen jono. Sana on toistava, jos se on on saatu kirjoitta-
malla perdkkiin vahintdan kaksi identtistd sanaa (esi-
merkiksi ababab ja abcabc ovat toistavia, mutta ababa
ja aabb eivit ole). Osoita, ettd jos sanalla on sellai-
nen ominaisuus, ettd minka tahansa kahden vierekkéi-
sen kirjaimen paikan vaihtaminen keskenéén tekee siité
toistavan, niin sen kaikki kirjaimet ovat samoja. (Huo-
maa, ettd on mahdollista vaihtaa kahden vierekkéin si-
jaitsevan identtisen kirjaimen paikkaa siilyttden sana
samana. )

Ratkaisut

Ratkaisu 1. Kehdkulmalauseen nojalla ZCOB =
2/A. Liséksi OB = OC, joten ZOBC = /BCO =
90° — ZA. Samoin /FKFE = 2/A ja /KFE =
/FEK =90° — ZA. Koska DE ja C'O ovat kohtisuo-
rassa toisiaan vasten, piatee EDC = 90° — ZDCO =
90° — ZBCO = /A, ja vastaavasti /ZBDF = /A, jo-
ten ZFDE = 180° — 2/A. Téten KFDFE on jinnene-
likulmio, joten samaa jénnettd vastaaville kulmille pé-
tee ZKDE = Z/ZKFFE =90° — LA. Siis ZKDC = 90°,
joten DK on kohtisuorassa suoraa BC' vastaan.

Ratkaisu 2. Missdédn vaaditut ominaisuudet téayttéa-
vassa taulukossa ei sarakkeen suurin ja pienin alkio voi
erota kuin korkeintaan yhdella. Siispé, jos jokainen sa-
rakkeen arvo, joka ei ole suurin eiké pienin, vaihdetaan
(ihan miten vaan) sarakkeen suurimmaksi tai pienim-
maksi arvoksi, ei se muuta minkain sellaisten a;, b;
arvoja, joilla |a; — b;] = 1, eikd se myodskddn muuta
mitddn erotusta suuremmaksi kuin yksi, joten taulu-
kolla on yhéd vaadittu ominaisuus. Kuitenkin téllaisen
muutoksen jélkeen, riippumatta siitd, mitd minkakin
sarakkeen pienin ja suurin arvo ovat, on jokaisessa sa-
rakkeessa vain kaksi mahdollista vaihtoehtoa, suurem-
pi ja pienempi. Koska tehtdvin ehdon mukaan mitkaan
kaksi rivid eivit voi olla identtisié, erilaisia riveja voi
olla korkeintaan 2™ kappaletta. Ta&mé on siis ehdoton
maksimi. Toisaalta, tdmé voidaan saavuttaa ottamalla
taulukkoon kaikki n:n alkion mittaiset luvuista 0 ja 1
koostuvat rivit.
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Ratkaisu 3. Kun y = 0, saadaan f(f(z)) = 4x, joten
f on bijektio. Lisdksi

f(0) = f(4-0) = f(f(f(0))) = 4£(0),

ja taten f(0) = 0. Kun z = 0 ja y = 1, saadaan tehté-
vanannon yhtalon sekd ensimmaéaisen yhtalon avulla

4= ) =2fQ),

joten f(1) = 2, ja f(2) = f(f(1)) = 4. Sijoituksella
y =1 — x saadaan

feA—2)+ f(z) =4z +4(1 —2) =4 = f(2)

kaikilla z € R. Koska f on injektio, saadaan f(z) =
2 — 2(1 — ) = 2z. On helppo tarkistaa, ettd tdmé
funktio toteuttaa alkuperdisen ehdon. Siispa f(x) = 2x
kaikilla = € R on etsitty funktio.

Ratkaisu 4. Ehké yllattavastikin téllainen joukko on
olemassa. Asetetaan

A:{an‘Tlil,z,...}u{ngn_._l|’Il:172,...},

missid Fy on k:s Fibonaccin luku (Fy = 1, F» = 1.
Frio = Fry1 + Fi, kun k& > 1), ja osoitetaan, ettd
tamé kdy esimerkistd. Nyt Fy, = Fopqo + (—Font1)
ja —Fopy1 = (—Fapys) + Fopyo, kun n > 1, joten
A on summatéysi (ja peréti yksikasitteiselld esityksel-
14). Fibonaccin luvuille pitee Fy = Fy, F3 = Fp + 1.
Néistéd ja luvut madrittelevistd palautuskaavasta saa-
daan induktiolla ng = F2k—1 + ng_g + -4 F1 ja
Fori1 = Forp+ Fop—o+- - -+ F5 + 1. Néistd ominaisuuk-
sista seuraa, ettd O ei ole kahden A:n alkion summa.
Jos néin olisi, olisi myo6s

s t
§ FQni = § F2nj+1-
i=1 j=1

Molemmissa summissa on oltava enemmén kuin yksi
yhteenlaskettava, joten se summista, jossa suurin yh-
teenlaskettava on suurempi, on itseisarvoltaan aidosti
suurempi kuin toinen.

Riittaa siis osoittaa, etté kaikki nollasta poikkeavat ko-
konaisluvut voidaan esittdd joukon A erisuurten alkioi-
den summana, eli lukujen 1, — 2,3, — 5,8, — 13,21, ...
avulla. Tama voidaan tehda kayttden niin kutsuttua
ahnetta algoritmia: Kun esitetddn luku n, aloitetaan
valitsemalla m = £F}, missd |m| > |n|, lukujen n ja
m etumerkit ovat samat, ja m on itseisarvoltaan pie-
nin ndma ehdot toteuttava luku. Tamén jéalkeen jatke-
taan induktiivisesti, kéasitellen seuraavaksi lukujen m
ja n erotus. On helppo ndhdé, ettd mitdén lukua ei
kaytetd kahdesti: Osoitetaan tdmé induktiolla. Tapaus
k = 2 (eli m = 1) on alkutilanne. Induktio-oletus on,
ettd niilld n, joilla algoritmi alkaa alkiolla +Fp, kun
{ < k, el mitdén alkiota jouduta kdyttdméadn kahdesti,
eikd myoskddn jouduta kdyttdméaan alkioita £F}, kun

j > £. Induktion saattaminen loppuun on suoraviivais-
ta.

Ratkaisu 5. Tamé tehtdvd on ratkaistavissa tarkas-
telemalla lukujen p, ¢ ja n parillisuutta, ja jakamalla
tarkastelu osiin. Kéaydaédn téssd kuitenkin l4pi hieman
lyhyempi, joskin ehka hieman enemmén kekselidisyytta
vaativa ratkaisu.

Kun tehtavin yhtdlon molemmilta puolilta vahenne-
tdan 2, ja kerrotaan yhtdlo tdmén jalkeen luvulla —1,
saadaan

1 1 4

n+2°

p+1 ¢

Téaten g > p + 1. Edelleen

Alp+1)g
—p—1=—2T10
—r n+2
Koska ¢ ei voi olla luvun p + 1 tekijé (eli vasen puoli ei
ole luvulla ¢ jaollinen), on luvun ¢ oltava luvun n + 2

tekiji. Kirjoitetaan 22 = 4, missi u on positiivinen
kokonaisluku. Nyt
4(p+1)
¢-p-1l=—"-

joten ug — u(p +1) = 4(p + 1). Téten p + 1 on luvun
uq tekija. Koska g on alkuluku ja ¢ > p+1,eip+ 1
voi olla luvun ¢ tekijd, vaan sen on oltava u:n tekijé.

Kirjoitetaan v = p%. Nyt

4
¢—p=1+_¢ {235}

Kaikki kolme tapausta ovat mahdollisia, silld kolmi-
koksi (p, q,n) voidaan valita (3,5,28) tai (2,5,28) tai
(2,7,19). Huomaa, ettd kaikki alkulukukaksoset tuot-
tavat ratkaisun kolmikolla (p,p + 2,2(2p% + 6p + 3)).

Ratkaisu 6. Merkitddn henkilon A parasta ystévia
f(A)lla. Olkoon lisiksi fO(x) = =z, ja fFi(z) =
f(f*(x)), eli kuka tahansa, joka on k-paras ystivi, on
f¥(A) jollekin A. Olkoon X suosittu, ja olkoon x, sel-
lainen henkils, jolle f*(x;) = X. Koska henkilslla X
on vain aarellinen maérd ystdvid, adrettoman monen
henkilsistd fX~1(z;) (jotka kaikki siis ovat valinneet
henkilon X parhaaksi ystévikseen) on oltava samoja,
jonka siis my0s taytyy olla suosittu.

Jos taas on mahdollista olla darettomén paljon ysté-
vid, niin tarkastellaan henkil6itd X; positiivisilla koko-
naisluvuilla ¢ ja henkil6itd P; ;, missd ¢ < j ja j on
positiivinen kokonaisluku. Valitkoon X; henkilon X4
parhaaksi ystévikseen, ja valitkoon taas P;; henkilon
X1 parhaaksi ystédvikseen, ja valitkoon F;; henkilon
P;1,; parhaaksi ystdvikseen, kun 7 < j. Nyt kaikki
henkil6t X; ovat suosittuja, mutta X; ei ole suositun
henkilén paras ystava.
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Ratkaisu 7. Koska BM EL on jannenelikulmio, pétee
/BEM = /BLM. Lisdksi tehtdvidnannon konstruk-
tion mukaan |BK| = |BL| = |BM], joten

ZBLM =90° — %ZMBL
1 1
=90° — (180° - §4KBL — 24KBM>

= (;AKBL—k ;4KBM> —90°

= (180° — ZB) — 90°
= 90° — /B.

Huomataan myos, ettd /BEM = Z/BAH, joten suo-
rien EM ja AH leikkauspiste N on ympyralla T'. Ol-
koon X suorien K H ja BC leikkauspiste, ja olkoon N’
suorien M X ja AH leikkauspiste. Koska BC puolittaa
janteen K M, kolmio K M on tasakylkinen. Koska suo-
rat AH ja M K ovat yhdensuuntaisia, kolmio HX N’ on
tasakylkinen. Koska suorat AH ja BC ovat kohtisuo-
rassa toisiaan vasten, on N’ pisteen H peilaus suoran
BC suhteen. Tunnetusti tillainen peilaus on ympéri-
piirretylld ympyralla, eli ympyralla T', joten N = N'.
Téten pisteet E, M, N ja M, X, N’ ovat samalla suo-
ralla M N, eli suora EM kulkee pisteen X kautta.

Ratkaisu 8. Tata tehtavid voi ldhestyé hyvin monella
eri tavalla. Esitetddn nyt ratkaisu, joka ei ole késitté-
mattoman pitka, ja joka ei kdytd mitddn kovin syvél-
listé tietamysta.

Kutsutaan sanaa vakioksi, jos sen kaikki kirjaimet ovat
samoja. Tarkastellaan epédvakiota sanaa W, jonka pi-
tuus |W| = w, ja johdetaan tésté (ennen pitkaa) risti-
riita tehtdvin viitteen kanssa, eli tehdaan vastaoletus-
todistus. Koska sanassa W on ainakin kaksi erisuurta
kirjainta, olkoon W = AabB, missd a # b. Voidaan
olettaa, ettd B = ¢C, epatyhja sana, eli W = AabcC
(emme oletaan mitdén sanoista A ja C, edes epétyh-
jyyttd). Sopivilla vaihdoilla saadaan toistavat sanat
W' = AbacC = P“/P? jonka jakson P pituus p ja-
kaa luvun w, 1 < p < w ja W = AachC = Q“/9,
jonka jakson @ pituus ¢ jakaa luvun ¢, 1 < ¢ < w.
Kuitenkin, jos sana UV on toistava, niin on myos sa-
na VU toistava, ja samalla jakson mitalla (mutta jakso
el valttdmatta ole sama). Voimmekin siis jatkossa tyos-
kennelld toistavien sanojen W) = C' Abac (jakso P’, jak-
son pituus p) ja W} = CAacb (jakso @', jakson pituus
q) kanssa. Nyt padajatus on se, ettd kahden toistavan
sanan yhteinen alkuosa ei voi olla liian pitka.

Jos sana ajap . ..a, = T/t on toistava, jaksolla T ja
jakson pituudella ¢ | w, 1 < t < w. niin silloin sana
(ja sen alasanat ovat t-jaksoisia, eli ap = ap4 kaikilla
1 < k < w—t. Siispéd sana C'A on seké p-jaksoinen etta
g-jaksoinen.

Téssd kohtaa voisi kdyttdd Wilf-Finen lausetta, mut-
ta koska se ei yleissivistykseen kuulu, muotoillaan ja

todistetaan hieman heikompi véite.

Viite. Olkoot p ja g positiivisia kokonaislukuja, ja ol-
koon N sana, jonka pituus on n, ja joka on sekéd p-
jaksollinen etta g-jaksollinen. Jos n > p + ¢, niin N on
syt(p,q)-jaksollinen.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd kaksi epatyhjasd sa-
naa kommutoi, eli UV = VU, jos ja vain jos on olemas-
sa sana W, joka toteuttaa ehdot |W| = syt(|U|,|V]),
U = WIU/IWE 50 v = WIVI/IWE On ilmeisté, et-
ta téllaisen sanan olemassaolosta seuraa kommutointi.
Riittaa siis osoittaa, ettd kommutointi edellyttédé téta.
Kéytetddn induktiota luvulle |U| + |V|. Alkuaskelees-
sa |U| 4+ |V] = 2, eli U] = |V| = 1, jolloin ilmeisesti
W =U=V.Kun |U|+|V| > 2, jos |[U| = |V|, niin
talloin on padettavd U = V, jolloin tilanne on selva.
Jos |U| # |V, niin voidaan olettaa, ettd |U| < |V, jol-
loin V. =UV’', eli UUV' = UV'U, eli UV’ = V'U, ja
koska |V'| < |V, pitee 2 < |U| + |V'| < |U| + |V,
jolloin induktio-oletuksen nojalla 16ytyy sana W, jolla
U = WIW/IWE 4 v = WIVI/IWI Goten V= UV! =
w AUV D/IW] — wIVI/IWI,

Voidaan nyt olettaa, ettd p < q, ¢ = kp + r, ja péitee
N = QPS, missi |Q| = ¢q ja |P| = p. Jos r =0, on
tilanne selvi. Jos taas néin ei ole, niin voidaan kirjoit-
taa P = UV ja Q = V(UV)* missi |V| = r, ja koska
UV = VU, niin PQ = QP, jolloin ylldolevan tuloksen
mukaan on olemassa sana W, jonka pituus on syt(p,q),
ja jonka avulla voidaan kirjoittaa P = WP/tP:9) ja
Q = Wa/sy(.9) ¢li sana N on syt(p,q)-jaksoinen.

Viite on nyt todistettu, ja voimme palata tehtavan rat-
kaisuun. Tarvitaan siis |[CA| < p+q—1, eliw < p+q+2,
silld muutoin sanat W} ja W' olisivat identtisid, mi-
ki on mahdotonta. Koska plw ja 1 < p < w, pé-
tee 2p < w < p+q+ 2, eli p < g+ 2. Vastaavasti
q < p+ 2. Taten max(p,q) < min(p,q) + 2. Ehdosta
kmax(p,q) = w < p+ ¢p2 < 2maxp,2 + 2 saadaan
(k — 2) max(p,q) < 2, mutta max(p,q) < 2 on mahdo-
ton, sill4 kolmen kirjaimen loppuosa ach ei ole jaksolli-
nen. Ja tdten sen on kuuluttava sanaan Q’, eli ¢ > 3.
Téten k = 2, ja w = 2max(p, q).

Jos max(p,q) = min(p,q), niin w = 2p = 2¢, miki on
ristiriita.

Jos max(p,q) = min(p,q) + 1, niin 3min(p,q) < w =
2max(p,q) = 2min(p,g) + 2, eli min(p,g) < 2, jo-
ten min(p,q) = 2 ja max(p,q) = 3, ja ylldolevan ha-
vainnon nojalla voidaan todeta ¢ = 3 ja p = 2, eli
¢ = b. Téastd seuraa, ettd w = 2max(p,q) = 6, joten
CA = aba = abb, miké on ristiriita.

Jos max(p,q) = min(p,q) + 2, niin 3min(p,q) < w =
2max(p,q) = 2min(p,q) + 4, eli min(p,q) < 4. Kos-
ka min(p,q) | w = 2max(p,q), niin on padettivi joko
min(p,q) = 2 ja max(p,q) = 4, jolloin w = 8, miki
on ristiriita, tai min(p,q) = 4 ja max(p,q) = 6, jolloin
w = 12. Tadma on myos ristiriita.
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Yksi helppo, viisi vaikeaa? — Kansainvaliset
matematiikkaolympialaiset 2012

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Kansainviliset matematiikkaolympialaiset pidettiin
heindkuussa 2012 53. kerran. Kilpailujen historiassa té-
mé oli kolmas kerta, kun toimittiin eteldisen pallon-
puoliskon talvessa, ilmastossa, jossa esimerkiksi Suo-
men koululaiset ovat tottuneet oppia saamaan ja osaa-
mistaan osoittamaan. Kilpailijoita oli 548, maita 100,
Eteld-Korea oli paras ja Suomi sijalla 65; Suomen Ot-
te Heindvaara sai hopeamitalin. Namé ja muut tilasto-
tiedot 16ytyvit Matematiikkaolympialaisten virallisilta
verkkosivuilta http://www.imo-official.org/year_
info.aspx?year=2012.

Olympialaisissa ratkotaan aina kuusi tehtavaa kahdes-
sa neljan ja puolen tunnin mittaisessa kokeessa. Tehté-
vat paattad kaikkien osallistujamaiden joukkueenjohta-
jista koostuva tuomaristo. Tuomaristo on sidottu asian-
tuntijaraadin etukéteen laatimaan 30 tehtdvin ehdo-
kaslistaan, ja sen pohjana puolestaan ovat kaikista osal-
listujamaista pyydetyt ehdotukset. Niita oli tdné vuon-
na saatu 136 kaikkiaan 40 maasta. Kuuden tehtdvan
joukkoon on tapana valita ainakin yksi edustaja kul-
takin neljalta kilpailumatematiikan vakiintuneelta osa-
alueelta, nimittain algebrasta, geometriasta, kombina-
toriikasta ja lukuteoriasta. Tapana on myo6s luokitella
tehtavit helpoiksi, keskinkertaisiksi ja vaikeiksi. Kuta-
kin téllaista on sarjaan pyritty saamaan kaksi kappa-
letta. Kun helpot tehtévéit ratkaisevat melkein kaik-
ki kilpailijat ja vaikeita ei juuri kukaan, niin parem-
muusjarjestys on usein jadnyt riippumaan vain kahdes-
ta keskinkertaisesta tehtavistd. Téméan vuoden tuoma-

risto oli tiedostanut ongelman ja pyrki lisddmaéan kes-
kinkertaisten tehtédvien osuutta helppojen ja vaikeiden
kustannuksella. Lopputulokset osoittivat, ettd tdssa ei
aivan onnistuttu: kahden vaikeimman tehtéavén ratkai-
su onnistui vain kymmenkunnalle viidesté ja puolesta
sadasta kilpailijasta.

Olympiatehtivien ratkaisuihin voi tutustua esimer-
kiksi Suomen matemaattisen yhdistyksen Valmen-
nusjaoston sivuilla osoitteessa http://solmu.math.
helsinki.fi/olympia/IM0/2012/ratk2012.pdf.

Tésséa kirjoituksessa pyritddn tuomaan esiin ratkaisun
l6ytdmisen kannalta olennaisia asioita. Etenkin vai-
keimpien tehtdvien kohdalla yksityiskohtiin asti ei men-
na.

Helpoimmaksi tehtédviksi ennakoitiin olympialaisten
tehtavaa 1, jonka aihepiiri oli klassinen geometria:

Kolmion ABC karkei A vastassa olevan sivuympyrdin
keskipiste on J. Sivuympyrin ja sivun BC' sivuamis-
piste on M. Ympyrd sivuaa suoraa AB pisteessia K ja
suoraa AC pisteessd L. Suorien LM ja BJ leikkaus-
piste on F ja suorien KM ja CJ leikkauspiste on G.
Olkoon wvield S suorien AF ja BC ja T suorien AG ja
BC leikkauspiste. Todista, ettd M on janan ST keski-
piste.

Tehtévatekstiin liittyi vield sivuympyran méaritelma.
Kolmion sivuympyroitdhédn ovat ne kolme ympyrad,
jotka sivuavat yhtd kolmion sivuista ja kahden muun
jatkeita.


http://www.imo-official.org/year_info.aspx?year=2012
http://www.imo-official.org/year_info.aspx?year=2012
http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/IMO/2012/ratk2012.pdf
http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/IMO/2012/ratk2012.pdf
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Tehtavan monista eri ratkaisutavoista yksinkertaisin
lienee se, jossa hyddynnetddn kahdesti tietoa, jonka
mukaan ympyrian tangenttien leikkauspisteestd sivua-
mispisteisiin piirretyt janat ovat yhta pitkat. Niin muo-
doin AK = AL, BK = BM ja CM = CL. Viitteen
SM = MT todistamiseksi riittaa siis, jos saadaan néy-
tettyd, ettd SB = BA ja CT = CA. Nyt SB = BA
toteutuu, jos kolmio BAS on tasakylkinen. Koska BF
on kulman ZSBA puolittaja, tasakylkisyyden osoitta-
miseksi riittdd nayttda, ettd BEFLAS. Tamé puoles-
taan onnistuu, kun keksii kayttda apukuviota, ympy-
rédd w, jonka halkaisija on AJ. Kun kayttda hyvikseen
kehdkulmalausetta ja tietoja kulmanpuolittajista, joil-
la piste J on, pystyy osoittamaan, ettd F' on ympyralla
w; koska AJ on ympyrin halkaisija, kulma ZAFJ on
suora, ja todistuksen saa helposti vietya loppuun.

Selvasti helpoimmaksi tehtdva osoittautuikin. Téaydet
7 pistettd annettiin 402 kilpailijalle ja peréti 36 maan
kaikki kilpailijat saivat tehtévasta tdydet pisteet. Teh-
tava oli kilpailutehtévistd ainoa, jonka selvd enemmis-
t6 kilpailijoista ratkaisi. Suomi ja muut Pohjoismaat
joutuvat aina juuri geometriassa antamaan tasoitusta
maille, joissa vield geometriaa opetetaan. Tanska ke-
rési tehtévista 33 pistettd, Suomi 22, Ruotsi ja Norja
20.

Annettujen pisteiden keskiarvolla mitattuna toiseksi
helpoin olympialaisten tehtévé oli toisen kilpailupaivan
ensimmaéinen tehtdva. Se oli tyypiltdén funktionaaliyh-
talotehtéva, jossa etsittavé kokonaislukufunktio toteut-
taa annetun ehdon argumentin arvoilla, joita myos si-
too ehto.

Mddritd kaikki ne funktiot f: Z — Z, joille pdtee

Fa)*+£(0)*+f(c)* = 2f(a) f(b)+2f (0) f () +2f (c) ()

kaikille sellaisille kokonaisluvuille a,b, c, joilla a + b+
c¢=0. (Tdssi Z tarkoittaa kokonaislukujen joukkoa.)

Ehképa hiukan yllattavasti yhtalollda on kahdenlaisia
ratkaisuja. Yksinkertaiset sijoitukset osoittavat, etta
valttamattd f(0) = 0 ja f(—a) = f(a). Sijoitus a = b,
¢ = —2a johtaa yhtdléén f(2a)? = 4f(a)f(2a), joten

f(2a) = 0 tai f(2a) = 4f(a). Jos f(z) = 0 jollain
x # 0, niin sijoitus b = x, ¢ = —a — x johtaa yhtaloon
fla+z) = f(a); tallsin f:114 on jaksona x. Jos f(1) = 0,
f on identtisesti 0; jos f(1) = k # 1, niin f(2) = 0 tai
f(2) = 4k. Jos f(2) =0, f:n jakso on 2 ja f on muo-
toa f(x) = k, kun x on pariton, ja f(z) = 0, kun
on parillinen. Mutta jos f(2) = 4k, niin f(4) = 0 tai
f(4) = 16k. Edellinen vaihtoehto johtaa funktioon, jon-
ka jakso on 4. Koska talloin f(3) = f(—1) = f(1) =k,
funktio saa arvon k kaikilla parittomilla argumentin ar-
voilla, arvon 0 argumenteilla, jotka ovat jaollisia 4:114,
ja arvon 4k niilld parillisilla luvuilla, jotka eivét ole
jaollisia 4:114. Entd jos f(4) = 16k # 07 Nyt esi-
merkiksi sijoitukset (a,b,¢) = (1,2,-3) ja (a,b,c) =
(1,3,—4) osoittavat, ettd f(3) toteuttaa kaksi toisen
asteen yhtélod, joiden yhteinen juuri on f(3) = 9k.
Siis f(z) = ka2, kun z € {1,2,3,4}. Induktioaskeleen
f(x) = ka? = f(x+1) = k(z + 1)? ottamiseksi on esi-
merkiksi kiytettavi sijoituksia (a,b,c) = (x,1,—x — 1)
ja (a,b,c) = (x — 1,2,—x — 1), joiden avulla saa
f(z + 1):1le jélleen kaksi toisen asteen yhtalod, joiden
yhteinen juuri on f(z + 1) = k(z + 1)2.

Kaikki kolme mahdollista ratkaisumuotoa toteuttavat
annetun yhtélon. Tamén toteamiseksi on tehtava muu-
taman rivin laskut. Niiden puuttuminen tai sivuutta-
minen "on helppo ndhd4, ettd” -toteamuksella johti pis-
temenetyksiin; erdét joukkueet téatd kovin protestoivat.
Taysin pistein palkittiin 143 kilpailijaa, ja ratkaisun
monimuotoisuus mahdollisti tehtdvien suurimman pis-
tehajonnan.

Seuraavaksi helpoin, mutta toiseksi eniten téysin oi-
keiksi arvioituja ratkaisuja tuottanut oli ensimmaéisen
kilpailupéivén toinen tehtava. Sekin oli algebraa, ja ké-
sitteli matemaattiikkakilpailujen vakioaihetta, epayh-
taloita.

Olkoon n > 3 ja olkoot as,as, ..., a, positiivisia reaa-
lilukuja, joille pdtee agas - - - a, = 1. Todista, ettd

(1+a2)?(1+az)® - (1+a,)" >n"

Tehtéavéin ratkaisemiseksi ei tarvinnut huolellisesti kil-
pailuihin valmentautuneen epéyhtalotyokaluista muu-
ta kuin aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisen
epédyhtélon ja oivalluksen, ettd 14-aj on kirjoitettavissa
k:n luvun summaksi

1
1+ak:(k*1)m+ak
Kun summaan soveltaa mainittua epayhtéloéd, saa re-

laation

1 k> K
(1+ax) _mak,

ja kun nama eri k:n arvoilla kertoo keskenéan ja tekee
ilmeiset supistukset, saa epayhtalon

n

H(I—Fak)k >n" ﬁak =n".

k=2 k=2
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On vield torjuttava yhtdsuuruuden mahdollisuus. Yh-
tdsuuruuden toteutumiselle olisi vélttdmé&atontéd, etté

1
ar = p— kaikilla k, 2 < k < n, mutta silloin lu-

kujen ay, tulo ei voisi olla 1.

Tehtavén pistejakauma oli hyvin kaksihuippuinen. Tar-
peellisen oivalluksen tehneet saivat yleensd téydet pis-
teet. Niitd annettiin 172:1le kilpailijalle. Toisaalta 263
kilpailijaa jai kokonaan pisteitta.

Neljas useamman kuin muutaman kilpailijan ratkaise-
ma tehtéva oli toisen péivéin toinen tehtavéa, sekin hyvin
klassisentyyppista kilpailugeometriaa.

Kolmiossa ABC on /BCA = 90° ja D on C:std piir-
retyn korkeusjanan kantapiste. Olkoon X janan C'D si-
sapiste. Olkoon K se janan AX piste, jolle BK = BC
ja L se janan BX piste, jolle AL = AC. Olkoon M
AL:mn ja BK :n leikkauspiste. Osoita, etta MK = M L.

Tehtévin varsin lyhyt ja elegantti ratkaisu perustuu
olennaisesti pisteen potenssille ympyrin suhteen. En-
sin on vain l0ydettdva ympyrat. Tehtdvin ehto antaa
kaksi: A-keskisen, C':n ja L:n kautta kulkevan I';:n ja
B-keskisen, C:n ja K:n kautta kulkevan I'y:n. Ympyrét
leikkaavat C':n lisdksi pisteessd F, BX leikkaa I'1:n L:n
liséksi pisteessd P ja AX T's;:n K:n liséksi pisteessa Q.
Piste X on ympyroéiden yhteiselld jénteelld CE, joten
silld on sama potenssi CX - X E molempien ympyroi-
den suhteen. Erityisesti KX - XQ = LX - X P. Mutta
nyt pisteen potenssia voidaan soveltaa vihemmaén ta-
valliseen suuntaan, osoittamaan, ettd nelja pistettd on
samalla ympyralld. Jos I's on pisteiden P, K, L kautta
kulkeva ympyra ja KX leikkaa td&mén ympyrdn myos
pisteessd @', niin PX - XL = KX - X@Q'. Aikaisemman
yhtdlon perusteella paitellaan, etta Q' = @, ts. ettéd
P, K, L ja @ ovat kaikki ympyrélla I's. Koska AC L BC),
A:mn potenssi I'y:n suhteen on AC? = AK - AQ. Mut-
ta silloin myds AL? = AK - AQ; kun tdmé tulkitaan
A:n potenssiksi I's:n suhteen, niin ndhdaan, ettd AL
on I's:n tangentti. Samoin on K B, ja viite MK = ML
seuraa heti.

Taméa tehtdva osoittautui olennaisesti vaikeammaksi
kuin sarjan toinen geometriatehtava. Tédydet pisteet sai
86 kilpailijaa, mutta kokonaan pisteitta jai 349.

Ensimmaéisen kilpailupaivan viimeinen tehtdva kuului
aihealueeseen kombinatoriikka. Siind esiteltiin melko
eksoottinen peli.

Valehteluleikki on peli, jossa on kaksi pelaajaa A ja B.
Pelin sdannot perustuvat posititvisiin kokonaislukuihin
k ja n, jotka ovat molempien pelaajien tiedossa.

Pelin alussa A valitsee kokonaisluvut © ja N, 1 < x <
N. A pitad luvun x salassa, mutta ilmoittaa B:lle re-
hellisesti luvun N. B pyrkii saamaan tietoa luvusta x
tekemdlld A:lle kysymyksia. Jokaisessa kysymyksessa
hdn esittdad jonkin positiivisten kokonaislukujen joukon
S (samaa joukkoa on voitu kayttid jo aikaisemmassa
kysymyksessi) ja kysyy A:lta, kuuluuko x joukkoon S.
B wvoi tehdd niin monta kysymystd kuin haluaa. A:n on
heti vastattava jokaiseen B:n kysymykseen joko kylld
tai ei, mutta han voi valehdella niin usein kuin halu-
aa. Ainoa rajoitus on, ettd jokaisen k+ 1:n perikkdisen
vastauksen joukossa on oltava ainakin yksi rehellinen.
Kysyttyddn niin monta kysymystd kuin on halunnut, B
ilmoittaa positiivisten kokonaislukujen joukon X, jos-
sa on enintddn n alkiota. Jos x kuuluu joukkoon X, B
voittaa. Muussa tapauksessa hdn hdvidd. Todista, ettd

1. josn > 2F, niin B:lli on voittostrategia;

2. jokaista tarpeeksi suurta k:ta kohden on olemassa
sellainen n > 1,99%, etti B:lli ei ole voittostrategi-
aa.

Tehtéavin kahdella osiolla on varsin erityyppinen rat-
kaisu. Ensimmaéiseen kysymykseen vastaamiseksi riit-
tdd, kun osoitetaan, ettd B voi lahted joukosta Ty =
{1,2,...,N} ja alkio kerrallaan poistaa siitd sellai-
sia alkioita y, joista hén tietdd, ettd y # x; téta
voi tehdid niin kauan kuin joukossa on jéljelld 2% al-
kiota. Voidaan olettaa, ettd jiljelld on joukko T =
{1,2,...,2% ... ,m}. B kysyy ensin enintéén k+ 1 ker-
taa kysymyksen "onko x = 2F?”. Jos A vastaa aina
"ei”, niin ainakin yksi vastaus on oikein, joten z # 2*.
Jos taas A vastaa ainakin kerran "kylld”, B esittda
seuraavaksi k kysymysté, joista jokainen on ”onko x:n
binddriesityksen i:s numero 07”. Jos A:n kaikki k + 1
vastausta (mukana siis z = 2% -kysymykseen annettu
"kylld”) olisivat véarid, niiden komplementtien avul-
la olisi rakennettavissa x. Koska vastauksista ainakin
vksi on oikea, komplementeista rakentuva y ei ole z,
ja tdmé y voidaan poistaa T:std ja jos T:ssd yhé on
enemman kuin n alkiota, toistaa prosessi. Toisen kysy-
myksen vastaus perustuu siihen, ettd jos 1 < ¢ < 2, ja
n = (2 —c)c**t!] — 1, niin B ei pysty kysymyksilldin
saamaan riittavisti tietoa. Sanomme, ettd A valehtelee
luvusta 7, jos han vastaa B:n kysymykseen "z € S7”
kylld, ja ¢ ¢ S, tai ei, ja i € S. Jilkimmaéiseen kysy-
mykseen vastauksen tarjoaa A:n vastausstrategia, joka
ei riipu x:sté, ja jonka mukaan A ei koskaan valehtele
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enemman kuin k kertaa mistdén luvusta i. Néain B ei
missadn vaiheessa saa tarpeeksi tietoa x:std. Talloin A
valitsee luvun N = n + 1 ja muodostaa funktion

N
_ E m;
¢_ c 17
i=1

missé eksponentit m; ilmoittavat, kuinka monta perék-
kéistd kertaa A on valehdellut i:std. Osoittautuu, etta
jos A valitsee aina seuraavan vastauksensa niin, ettd ¢
saa pienimméin mahdollisen arvon, niin aina ¢ < c¢*+1,
joten jokainen m; < k. Jos erityisesti 1,99 < ¢ < 2, niin
n > 1,99%.

Tehtévadn vastasi taysien pisteiden arvoisesti 8 kilpaili-
jaa. Kolmisenkymmentéa pystyi vastaamaan ensimmaéi-
seen osioon, mutta 481 kilpailijaa jai pisteitta.

Olympialaisten viimeinen tehtévé valittiin sarjaan lu-
kuteorian osastosta, mutta tehtédva on melko algebral-
linen.

Mddritd  kaikki posititviset kokonaisluvut n, joille
on olemassa sellaiset ei-negatitviset kokonaisluvut

Solmun matematiikkadiplomit

! + L +ot L_1 + 2 +-F
Qa1 ' 9Qaz 2an — Ja1 ' Jaz

n

=L ()

Osoittautuu, etta tehtdvan ratkaisuiksi kelpaavat kaik-
ki sellaiset luvut n, joille patee n =1 mod 4 tain = 2
mod 4. Sen etté ehto on valttdméaton, ndkee melko vé-
littomasti laventamalla jalkimmaistd yhtédloa tarpeeksi
korkealla 3:n potenssilla ja tulkitsemalla saatua yhté-
164 mod 2. Saadaan, ettd 1+2+- - -+n on pariton, joka
on yhtapitavaa edelld vaitetyn kanssa.

Toisin péin paattely perustuu havaintoihin

1 1 1 . T Y

z
51 T atl a9 3ari T 3adt T 3o

jos & +y = 3z. Naita kiyttden yhtalo (1) voidaan suu-
rempien n:ien tapauksessa redusoida tapaukseen, jossa
n korvautuu luvulla n — 12, ja viimein todeta, ettd kun
n € {2,5,6,9,10, 13,14}, vaaditut luvut 1oytyvit.

Tehtavadn 10ysi ratkaisun 10 kilpailijaa; 474 jai koko-
naan pisteitté.

Peruskoululaisille tarkoitetut Solmun matematiikkadiplomit I — VII tehtdvineen seké diplomin VIII tehtédvéit ovat

tulostettavissa osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Opettajalle ldhetetddn pyynnosta vastaukset koulun sdhkopostiin. Pyynnon voi ldhettédéd osoitteella

marjatta.naatanen(at)helsinki.fi


http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html
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Maaratyn integraalin opettamisesta differentiaalisesti

Kyosti Tarvainen
matematiikan yliopettaja
Metropolia ammattikorkeakoulu

Johdanto

Kirjoituksessa esitetdén, miten maardttyjen integraa-
lien lausekkeita johdetaan differentiaalisesti tekniikan
ja fysiikan sovellutuksissa ja miten td&mé& menettely pe-
rustellaan rationaalisesti. Lukion kirjoissa esitetdén sel-
laisia differentiaalisia johtoja, joissa tarkastellaan ”&&-
rettoméan pienia” suureita. Niité ei kuitenkaan ole tapa-
na kiyttda fysiikan tai tekniikan sovellutuksissa. Am-
mattikorkeakoulun opettajana en myoskéddn ole nih-
nyt, ettd ylioppilas olisi johtanut méaardtyn integraa-
lin lausekkeen kayttden “darettomén pienid” suureita.
Syyné on varmaan se, ettd ne ovat niin hamaéria ja pie-
nié, ettei niihin saa otetta.

Kuten seuraavassa esitetdadn, differentiaaliset johdot
ovat virtaviivaistettuja esityksié yksityiskohtaisemmis-
ta tarkasteluista, joissa médrdtyn integraalin lauseke
méadritetddn lahtien liikkeelle likiarvosummista. Sik-
si differentiaalisen menettelyn hallinta edellyttad si-
td, ettd on johtanut useita integraalilausekkeita yk-
sityiskohtaisten summatarkastelujen kautta. Ne vie-
vat sen verran aikaa, ettd lukiossa varmaankin tulisi
keskittyd niihin ja jattdd differentiaaliset tarkastelut
ammattikorkeakoulu- ja yliopisto-opintoihin. Nykyisis-
sd yhdysvaltalaisissa calculus-kirjoissakin on yleensa
luovuttu differentiaalisista tarkasteluista.

Seuraavassa esitetdédn ensin, miten méaratty integraali
johdetaan yksityiskohtaisesti, ja sitten, miten lyhyem-
min differentiaalisesti.

Yksityiskohtainen maaridtyn integraalin
lausekkeen johtaminen

Maaréattyyn integraaliin johtavissa tapauksissa tilan-
ne on yleisesti sanottuna seuraavanlainen. Meidédn on
laskettava z-akselin véliin [a, b] liittyvin suureen arvo.
Vaikeutena on se, ettd tehtavéian liittyy x:sté riippuva
funktio f(x), mutta kuitenkin tehtévéd on sellainen, etta
osaamme ratkaista sen siiné tapauksessa, ettd funktio
f on vakio.

Edelleen olkoon tehtdvé sellainen, ettd voimme mé&éa-
rittédd laskettavan suureen likiarvon seuraavasti. Jae-
taan véli [a,b] n:44n yhtéa pitkdan osavéliin, joiden pi-
tuutta merkitadn Ax:1la. Merkitddn osavélien alkupis-
teitd x1(= a), x2, x3, ..., T,. Laskettavan suureen arvo
k:mnella osavalilla (kertymd k:mnella osavililld) olkoon
likiméarin f(zx)Az. Oletetaan edelleen, etté lasketta-
van suureen arvo saadaan summana osavilien kerty-
misté, joten sille saadaan likiarvo osavélien kertymien
likiarvojen summana »_,_, f(zr)Az.

Oletetaan, ettd geometrisesti tai fysikaalisesti voimme
paatellad, ettd tdmé likiarvo ldhestyy laskettavan suu-
reen tarkkaa arvoa, kun osavilien lukumééré n kasvaa
rajatta. Télloin tarkkaa arvoa merkitddn madrattyna

integraalina f; f(x)dx.



24

Solmu 3/2012

Differentiaalisen johtotavan perustelu

Tekniikan ja fysiikan sovellutuksissa ei noudateta yksi-
tyiskohtaisesti edellé selostettua menettelyé, koska sil-
loin aina toistuisivat samanlaiset merkinnét ja padtte-
lyt. Lopputulos, muotoa f; f(x) dz oleva lauseke, ha-
lutaan saada paperille nopeammin.

Lopputuloksen alku fab on aina helppo kirjoittaa tar-
kasteluvalin perusteella. Loppu dx on my6s helppo kir-
joittaa. Ainoa ongelma on se, ettd mikd on funktion
f(z) lauseke.

Palataan yksityiskohtaiseen johtoon: mistd ilmestyi
lopputuloksen funktio f(x)? Vastaus: se oli likiarvolas-
kussa se funktio, jonka arvolla (osavilin alkupisteessa)
kerrottiin osavélin pituus.

Toisin sanoen saamme funktion f(z) selville, kun tar-
kastelemme mielivaltaista lyhyttd osavilid ja katsom-
me, milld sen pituus taytyy kertoa, jotta saamme li-
kiarvon laskettavan suureen kertymaélle talla osavélill.
Tahan perustuu differentiaalinen menettely.

Kuten heti ilmenee, tarkasteltavan mielivaltaisen osa-
valin alkupistettd kannattaa merkitd z:114 ja vélin pi-
tuutta dz:lla. Kun méaéritetdan laskettavan suureen li-
kim&&raista kertyméad talla valilld, saadaan selville (jos
tapaus ylipddtadn johtaa madrdttyyn integraaliin), mil-
14 dx on kerrottava, jotta saadaan kertymén likiarvo.
Néin saadaan likiarvo f(z)dz, jonka eteen meidén on-
kin vain lisdttava integraalimerkki, jossa on koko vilin
rajat.

Perinpohjainen johto on néin typistynyt kahden rivin
mittaiseksi. Jotta ymmartéisi differentiaalisen johdon
ja osaisi kayttda sitd, on luonnollisesti ensin kaytéava
ldpi useita yksityiskohtaisia integraalilausekkeiden joh-
toja. Kuva 1 havainnollistaa differentiaalista tapaa joh-
taa maaratyn integraalin lauseke.

likim&arainen kertymé f(z)dx

—
f f f f >
a T r+dx b

koko kertymé f; f(x)dx

Kuva 1. Mddrdtyn integraalin lausekkeen differentiaa-
linen johtamistapa.

Esimerkki. Johdetaan méaaratyn integraalin lauseke
auton aikavililld [a, b] ajaman matkan pituudelle s, kun
auton nopeus ajan t funktiona on v(¢). Differentiaali-
nen johto:

e lyhyelld aikavalilld [t,t + dt] auto kulkee matkan
v(t) dt

e koko matka s = fab v(t) dt.

Huomautuksia differentiaaliseen johtoon

Huomautus 1. Differentiaalisesta johdosta on jétet-
ty pois likiarvosummien tarkastelu, mutta ainakin tek-
niikan ammattiaineiden opettajien tapana on viitata
summiin seuraavalla epétarkalla sanonnalla. Sen jal-
keen, kun esimerkiksi edellisessé esimerkisséd on johdet-
tu osavalilld [¢, ¢ + dt] kertyvin matkan pituus v/t) dt,
sanotaan: "koko matka vélilli [a, b] on summa eli (sic)

integraali fab v(t) dt”.

Huomautus 2. Ammattiaineiden opettajien tapana
ei ole esittdd virhetarkasteluita likiarvolle v(t) d¢; ei-
vatka he ylipddatddn edes mainitse sitd, ettd kyseessé
on likiarvo, koska se on selvd asia néissd yhteyksissa.
Likiarvotarkasteluja voi kuitenkin jokainen itse tehda.
Artikkelissa [1] esitetddn muutamia tarkastelutapoja.
Usein voidaan nojautua siihen, etté likiarvon suhteelli-
nen virhe menee nollaan osavélin pituuden ldhestyesséa
nollaa.

Esimerkin tapauksessa tdmaé on fysikaalisesti selva asia,
kun ajatellaan sité, ettd erittdin pienella aikavélilla au-
ton nopeus muuttuu melko tasaisesti. Jos esimerkiksi
dt = 1 sekunti ja télla aikavélillda nopeus esimerkiksi
kasvaa 0,2 %, niin matkan kertyméssi v(t) dt on kar-
keasti ottaen myos noin 0,2 %:n virhe. Kun aikavili
pienenee puoleen, nopeus ehtii kasvaa vain noin puo-
let eli 0,1 %, jolloin kertymén v(¢) d¢ suhteellinen vir-
hekin noin puolittuu. Nain edelleen puolittumisia aja-
tellen, ndemme ettd v(t) dt:n suhteellinen virhe 1dhes-
tyy nollaa, kun dt 1&hestyy nollaa. Viitteessé [1] olevan
Lauseen 1 perusteella tamé takaa sen, ettd v(t)dt on
riittavan tarkka likiarvo.

Ammattiaineiden opettajat nayttavit kayttavan viela
vksinkertaisempaa ajattelutapaa: heille termin v(t) dt
tarkkuuden vakuudeksi riittda se, etté se olisi tarkka
arvo kertymélle valilla [t,¢ + dt], jos funktiolla v oli-
si talla valilla vakioarvona vélin alkupisteen arvo v(t).
Tallainen ajattelutapa néyttdéd toimivan kaikissa kéy-
tannoén sovellutuksissa. Viitteessd [2] on matemaatti-
sesti todistettu, miten samantapainen ehto takaa méé-
ratyn integraalin lausekkeen pétevyyden.

Huomautus 3. Vaikka differentiaalinen tapa johtaa
integraalilausekkeita on rankasti lyhennetty versio yk-
sityiskohtaisesta johdosta, se on osoittautunut luotet-
tavaksi: ei ole kohdattu esimerkkié, jossa suhteellisen
huolellinen henkil6 tekisi virheen. Tosin joskus huoli-
maton opiskelija on valinnut tarkasteluvéliksi [z, z+dx]
sellaisen erikoisen vilin, ettd siihen liittyvéin kertymaén
lauseke f(x)dz ei pade kaikilla osavéleilla.

Huomautus 4. Aiemmin monissa calculus-kirjoissa
esitettiin differentiaalisen johtotavan erilaisia formali-
soituja muotoja. Mutta nykyéan yleiseksi tavaksi nayt-
tad tulleen se, ettd jokaisessa sovellutuksessa johdetaan
likiarvosumman lauseke, mistd nidhdéan tarkan arvon
integraalilauseke. Tama olisi varmaan hyva menettely
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myos lukiossa. Vaisdldkin [3] kiytti sitd, kun hén pinta-
alan lisdksi késitteli tilavuuden. Vaisala hallitsi diffe-
rentiaalisen menettelyn, kuten hédnen elegantti vekto-
rianalyysin oppikirjansa osoittaa, mutta hin varmaan-
kin arvioi, etta vield lukiossa sitd ei ole syyté esittéa.

Korkeakouluissa matematiikan ja ammattiaineiden vé-
lilld on maaréattyjen integraalien kohdalla yleensa ikéva
kuilu: matematiikassa ne opetetaan tdsmaéllisesti puh-
taan matemaattisesti, mutta ammattiaineissa ja fysii-
kassa ne johdetaan lyhyesti differentiaalisesti. Matema-
tiilkan opettajien tehtévand on rakentaa silta tdmén
kuilun yli perustelemalla differentiaalinen johtotapa,
koska he voivat tehdé sen ldhtien omista matemaatti-
sista méadrittelyistdan. Ammattiaineiden opettajat ei-
vit yleensd tunne néitd matemaattisia ldhtokohtia ei-
vatka siten voi perustella differentiaalisia johtoja, jotka
ammattiaineissa nayttavitkin ikddn kuin vain periyty-
van sukupolvelta seuraavalle.

Huomautus 5. Samantapainen kuilu on myo6s diffe-
rentiaaliyhtiloiden kohdalla. Niiden differentiaalisissa
johdoissa esiintyy kuitenkin niin erilaisia approksimaa-
tioita, ettei niille voi esittda yleistd perustelua, kuten
edelld maaratyille integraaleille. Siten differentiaaliyh-

Diplomitehtavien oheislukemistoa

téloiden kohdalla on yleisesti vain ldhdettava siita, et-
ta differentiaalisella tarkastelutavalla voidaan nopeas-
ti johtaa differentiaaliyhtélo, jonka péatevyyttd voidaan
sitten tarvittaessa tarkistaa pidemmilld, matemaatti-
sesti tdsméllisemmilld tavoilla. Lindelofin kirjassa [4]
on esitetty muutaman esimerkin valossa, miten diffe-
rentiaaliyhtdld johdetaan nopeasti differentiaalisesti ja
toisaalta matemaattisen tdsmaéllisesti.
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Induktio, ympyra, kartio ja pallo

Markku Halmetoja
Méntén lukio

Ympyréan ja pallon pinta-ala seké pallon ja kartion ti-
lavuus jadvat koulussa ulkoa opituiksi kaavoiksi lukion
integraalilaskennan kurssiin asti. Kartion tilavuutta to-
sin voidaan havainnollistaa dyskarcimaélld kolme kar-
tiollista vetté vastaavaan lierioén, mutta tdmaé todistus
ei ole "vedenpitdava”; se voidaan tehdé vain aérellisel-
le méaralle kartioita mittaustarkkuuden rajoissa. N&-
maé asiat voitaisiin kuitenkin kohtuullisen helposti kési-
telld jo peruskoulussa eriyttdviané oppiaineksena. Seu-
raavassa kerrotaan miten se tehddan. Esitys perustuu
kahteen erittdin vanhaan aritmeettiseen totuuteen, ja
pohjatietoina tarvitaan lisdksi suoran lierion tilavuus,
yhdenmuotoisuusopin alkeet sekd Pythagoraan lause.

Aritmetiikalla ei aluksi néyttédisi olevan yhtymaékoh-
taa mainittuihin geometrisiin objekteihin, mutta yh-
teys paljastuu tekemisen my6td. Ilmié on matematii-
kassa varsin yleinen. Monia matematiikan aloja on vuo-
sikymmenidkin kehitelty toisistaan riippumatta, kun-
nes joku on 16ytényt niiden vélille yllattavan yhteyden.
Pienemmassé mittakaavassa tdma ndhdaan myos kou-
lumatematiikassa: aikaisemmin opittuja asioita put-
kahtelee tavantakaa esiin uusia asioita késiteltéessa.
Siksi taytyy kaikkeen matematiikassa opittuun suhtau-
tua tietylld kunnioituksella.

Induktio

Olet varmaankin ndhnyt uutislahetyksen kevennysosas-
sa japanilaisten opiskelijoiden pystyttdvin muutamia
miljoonia dominopalikoita jonoon, minkéa jéalkeen he

kaatavat jonon ensimmaéaisen palikan, jolloin kaikki pa-
likat kaatuvat yksitellen. Néilld tempauksilla yritetdan
padstd Guinnessin ennétysten kirjaan ja padstadnkin,
mikéli saadaan palikoita kaatumaan enemmén kuin
muut ovat aikaisemmin saaneet. Matematiikassa on
mahdollista kuitenkin pistdd paljon paremmaksi, sil-
14 voimme ensimmaéisen palikan avulla kaataa daretto-
méan monta seuraavaa palikkaa. Kaatamismenetelméa
kutsutaan matemaattiseksi induktioksi tai lyhyesti vain
induktioksi. Sen juoni selvidé seuraavasta esimerkista.

Esimerkki. Todistettava, ettd kokonaislukujen summa

Sp=14+2+...4+n=1in(n+1). (2)

Tutkitaan yhtdlod (2) aluksi pienilld n:n arvoilla. Esi-
merkiksi

S1=1=3.-1-(141) ja

Sp=1+2=1-2-(2+1),

joten vaite on tosi n:n arvoilla 1 ja 2. Taméa havainto
vastaa ensimméisen ja toisenkin palikan kaatumista.
Miten sitten loput palikat saadaan nurin? Osoittamal-
la, ettd jos viite on tosi arvolla n = k, niin sen seu-
rauksena se on tosi my6s arvolla n = k + 1. Kutsutaan
tata toistaiseksi kaatumissddannoksi. Nyt voidaan paé-
telld seuraavasti: Koska véiite kokeilun perusteella on
tosi arvolla n = 2, niin kaatumissddnnon perusteella se
on tosi myds arvolla n = 241 = 3. Koska véite nyt tie-
detddn todeksi arvolla n = 3, niin se kaatumissddnnon
mukaan on tosi myos arvolla n = 3 + 1 = 4. Nain voi-
daan jatkaa loputtomiin. Siis kaikki palikat kaatuvat,



Solmu 3/2012

27

eli yhtélo on tosi kaikilla n:n positiivisilla kokonaislu-
kuarvoilla.

Kaatumissddnnon oikea nimi on induktioaskel ja se téy-
tyy vield todistaa, jotta tdmé ajatusrakennelma olisi
aukoton. Oletetaan siis, etta véite on tosi arvolla n = k,
jolloin

Sk=142+...+k=3k(k+1).
Nyt

Skr1=14+2+...+k+(k+1)
=1k(k+1)+ (k+1)
= (k1) (34 +1)
=1k+1)(k+2)
e+ D ((k+1)+1),

eli viite on tosi my6s arvolla n = k + 1. Induktioaskel
on néin todistettu.

Positiivisten kokonaislukujen nelidille on voimassa hie-
man hankalamman nékéinen yhtalo

P+22+ . +n’=Inn+1)2n+1), (3

jota my0s tarvitsemme jatkossa. Puhtaasti esteettisisté
syistd mainittakoon vield kolmaskin:

P22+ +n=1+2+...+n)2  (4)

Todistamalla yhtélot (3) ja (4) opit induktion. Se kan-
nattaa tehda, silla kyseessé on yksi tdrkeimmistd mate-
matiikan todistusmenetelmistéd. Induktiosta kerrotaan
myos kirjoituksessa [1].

Ympyra

Kaikki ympyrét ovat keskendédn yhdenmuotoisia, joten
kahdessa annetussa ympyréssé vastinpituuksien suhde
on vakio. Jos siis kehét ovat p ja p’ ja halkaisijat d ja
d', niin on voimassa verranto

d_p

a P’
joka p'/d:114 kertomalla tulee muotoon

/

P_vp

d d
Kehén ja halkaisijan suhde yhdessd ympyréissa on sa-
ma kuin toisessa ympyréssé, eli tdméa suhde on ympy-
ran koosta riippumaton luku. Se merkitdan kreikkalai-
sella kirjaimella 7, ja sen kaksidesimaalinen likiarvo on
3,14. Siis, jos ympyrédn kehd ja halkaisija ovat p ja d,
niin

Tasta seuraa, ettd p = wd, ja koska d = 2r, edelleen
p = 2xr. Tama puhtaasti geometriseen paéttelyyn poh-
jautuva ympyran kehédn pituuden perustelu voidaan
tdsmentad analyyttisesti vasta yliopisto-opinnoissa.

Miten lasketaan r-séteisen ympyréan pinta-ala? Tutkail-
laan aluksi kuviossa nédkyvia sisdkkéisid renkaita, joi-
den kehét jakavat sdteen n:aén

yvhtdsuureen osaan. Jokaisessa renkaassa sisé- ja ulko-
kehén valinen etéisyys on siten .. Ympyrén pinta-ala

on renkaiden pinta-alojen summas:
Ag =A1+As+ ...+ A,

Arvioimalla renkaiden pinta-aloja saamme arvion myo6s
ympyran pinta-alasta. Kuviossa tummennettuna naky-
van k:nnen renkaan sisé- ja ulkosédteet ovat

(k=1)

=

Th—1 = roja =g
Sisé- ja ulkokehén pituudet ovat 27rg_1 ja 27rg. Kun
ulkokehén pituinen suorakulmio, jonka korkeus on -,

kierretddn renkaan péélle, se peittda sen

=

Tk

3=

277y

tdysin, ja osa peittyy kuvion osoittamalla tavalla kah-
teen kertaan. Suorakulmion pinta-ala on suurempi kuin
renkaan pinta-ala, ja kaikkien nédiden suorakulmioiden
pinta-alojen summa on siksi suurempi kuin ympyran
pinta-ala. Yhteenlaskettavat suorakulmioiden pinta-
alat sievenevit muotoon

r E r  2mr?

2rrp— =2 —r—=—k
n n o n n

)

missd k = 1,2,...,n, ja niiden summa

1

).

n

272
n2

2mr? n(n +1)
n? 2
Ympyrén pinta-alalle saadaan siis ylaraja

(1+2...+n): :71'1"2(1—1—
9 1
A@ <T7r (1+;) (5)

Kun sisdkehén pituinen suorakulmio, jonka korkeus on
+, kierretdén
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27‘(7“]@,1

3=

renkaan péélle, se ei peitd sitd tdysin, vaan jaa kuvion
osoittamalla tavalla vajaaksi. Suorakulmion pinta-ala
on pienempi kuin renkaan pinta-ala, ja kaikkien néi-
den suorakulmioiden pinta-alojen summa on siksi pie-
nempi kuin ympyrédn pinta-ala. Yhteenlaskettavat suo-
rakulmioiden pinta-alat sievenevit muotoon

k—1 2712
DRI (k) B o (k-1),
n n n n
missé k = 1,2,...,n, ja niiden summa

212

n2 (0+1+2+(n_1)):2ﬂ'r2<n_71)n

n? 2

1

_ 2 _ =
=T7r (1 n)

Ympyran pinta-alalle saadaan siis alaraja
9 1
(1 - =) < Ae. (6)
n

Yhdistamélla epayhtalot (5) ja (6) saamme kaikilla n:n
positiivisilla kokonaislukuarvoilla voimassaolevan kak-
soisepayhtalon

1 1

Antamalla n:n kasvaa hyvin suureksi, tulevat kaksoise-
péyhtilon vasemmalla ja oikealla puolella olevat wr2:mn
kertoimina olevat luvut yha ldhemmads ja ldhemmaés lu-
kua 1. Lukion matematiikassa tdmaé ilmaistaan niin, et-
td néiden lausekkeiden raja-arvo on 1, kun n lahestyy
ddretontd. Ala- ja yldrajalla on siis yhteinen raja-arvo
712, kun n kasvaa, ja koska Ag kaikilla n:n arvoilla on
niiden vélissd, ei ole muuta mahdollisuutta kuin etté

A@ = 7T’f'2.

Ympyrén pinta-ala on niin térkeéd asia, ettd aktiivi-
sen lukijan kannattaa miettid vield seuraavaa pienté
sitd valaisevaa tutkimustehtévaé: Voidaanko ympyrdn
pinta-ala laskea niin, ettd ajatellaan renkaat puolisuun-
nikkaiksi, joiden korkeus on - ja kantoina ovat renkaan
sisd- ja ulkokehdn pituudet? Tdlloin ei tarvittaisi ala-
ja yldrajoja, vaan pinta-ala saataisiin suoraan laske-
malla puolisuunnikkaiden alat yhteen. Jos tdmd onnis-
tuu, niin kuinka moneksi renkaaksi ympyrd pitdd ja-
kaa?

Kartio

Olkoon h kartion korkeus ja A sen pohjan pinta-ala.
Kuvion kartio ndyttdd ympyrapohjaiselta, mutta poh-
jan muodolla ei ole merkitysté. Kartiota leikkaava poh-
jan suuntainen taso erottaa siitd karjen puolelle alkupe-
rdisen kartion kanssa yhdenmuotoisen kartion. Niiden
pohjat ovat yhdenmuotoisia

o

3|5

tasokuvioita, joiden pinta-alojen suhde on vastinpi-
tuuksien, esimerkiksi korkeusjanojen, suhteen nelio.
Jaetaan korkeusjana pohjan suuntaisilla tasoilla n:44n
yhtéasuureen osaan. Kohdassa xj = %h olevan leikkaus-
kuvion pinta-alan Aj ja pohjan pinta-alan A suhde on
siis 4 h
k 2 2
b By By

Tasté seuraa

k
A= A()"

Kohdassa xj, olevan lierion tilavuus on

2
Al B A,
n

i 3 k=12,...,n.

Koska kartio jaa néiden lierididen yhdessd muodosta-

man kappaleen sisédn, on lierididen tilavuuksien sum-
ma kartion tilavuutta suurempi. Siis

Ah
Vkartio < F (12 + 22 4+ ... —|—n2)

_Ah n(n+1)2n+1)

n3 6
Ah 1
=5 1+)2+),

joten saamme kartion tilavuudelle ylarajan

Ah 1 3
Vkartio < ?(2 + ﬁ + ﬁ) (1)
Aktiivinen lukija voi samalla tavalla johtaa kartion si-
sddn jaavien lierididen tilavuuksien summasta kartion
tilavuudelle alarajan

Ah 1 3
—(2 — ——)<W artios 2
6 ( + n? n) kart (2)
ja paatella ndin saatujen epayhtéléiden (1) ja (2) avul-
la, etta
Vkartio = %Ah
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Pallo

Pallon tilavuuden maéarittdmiseksi leikataan sitd yh-
densuuntaisilla tasoilla niin, ettd sdde r jakaantuu
n:8én yhtasuureen osaan. Kuvioon

merkittyjen tietojen avulla aktiivinen lukija osaa nyt
itsenéisesti johtaa pallon tilavuudelle alarajan

2 1 1
27T7‘3 <3 - W - 2’]’],) < Vpallo

ja ylarajan

2 1 1
Viallo < 277 [ = — — + — |,
pallo <3 612 + 2n)
ja padtelld niiden perusteella, etta
Vpallo = %777“3.

Pallon pinta-ala voidaan méaérittda tdsmallisesti mate-
maattisen analyysin keinoin vasta yliopisto-opinnoissa.
Seuraava kuvaileva esitys on laadittu kirjan [4] pohjal-
ta.

Pallon pinta-alan laskemiseksi peitetddn se pallon ko-

koon nahden
)

dA

pienilld osapinnoilla eli pinta-alkioilla Ay, joiden sum-
ma
A1 +A2++An :Apallo-

Pinta-alkioita ajatellaan itse asiassa olevan dérettoméan
monta, jolloin niitd merkitdén symbolisesti dA ja nii-
den summaa venytetylld S-kirjaimella:

/ dA = Apallo .
pallo

! Arkhimedes (287-212 eaa.), kreikkalainen matemaatikko.

Kahdella pinta-alkiolla saattaa olla yhteisid reunapis-
teitd, mutta ei yhteisid sisdpisteitd. Kun pinta-alkion
dA reunapisteet yhdistetdan pallon keskipisteeseen,
saadaan kartio, jonka pohjan pinta-ala on dA ja kor-
keus on r . Tallaisen tilavuusalkion tilavuus on noin
dV = £dA. Likiméariisyys johtuu siitd, ettd pinta-
alkiot eivéit ole tasomaisia. Jos ne kuitenkin ovat hyvin
pienié, niin niiden tulkitseminen tasomaisiksi aiheuttaa
vain olemattoman virheen. Pallon tilavuus on néiden
tilavuusalkioiden summa:

Vpallo = / dv = %/ dA = %Apallm
pallo pallo

mista seuraa, etta

2
Apallo = 47re.

Lopuksi

Néhdyt esimerkit, tai oikeammin niiden tassi nahty ka-
sittely, kuuluvat integraalilaskennan esihistoriaan. Jo
Arkhimedes! péitteli pinta-aloja ja tilavuuksia peri-
aatteessa samalla tavalla, mutta puhtaasti geometrisin
késittein. Pari muunnelmaa hénen esittamastaan ym-
pyrén pinta-alan todistuksesta 16ytyy kirjasta [3, s. 179]
ja kirjoituksesta [2]. Nykyaikaisen integraalilaskennan
perusteet julkaisi ensimmiisens Leibniz? vuonna 1675.
Héan 16ysi yhteyden kdyrdn rajoittaman pinta-alan ja
kéyraa sivuavan suoran maarittdmisen valille. Perustel-
lusti voidaan todeta, etté se tiede ja teknologia, jonka
tdnddn koemme jokapéiviisessd elaméssdmme, on pit-
kalti juuri tuon yksittédisen keksinnon seurausta. Esihis-
torian tunteminen puolestaan antaa erinomaisen poh-
jan lukiossa alkavalle integraalilaskennan opiskelulle.

Kiitokset dosentti Heikki Apiolalle rakentavista kom-
menteista.

Viitteet

[1] http://solmu.math.helsinki.fi/2008/
diplomi/gauss.pdf

[2] http://solmu.math.helsinki.fi/2008/
diplomi/ylakoulun_geometriaa.pdf

[3] Teuvo Aittokallio, Patikkaretkic matematiikan mai-
semaan, Kaarina 2009.

[4] Kalle Vaisala, Lukion geometria, WSOY 1966.

2Gottfried Leibniz (1646-1716), saksalainen matemaatikko ja filosofi.
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Pari vanhaa ylioppilastehtavaa

Lehtori K.

Vanhoista ylioppilastehtévikokoelmista 16ytyy helmi.
Vuonna 1910 kysyttiin syksyn kokeessa yhtaloryhmaa

J;—ay—I—an:aB

z—by+ b2z =03
x—cy+622 =c3.
Suurin osa kokelaista lienee ryhtynyt eliminoimaan
tuntemattomia, ja ratkeaahan tehtévé niinkin. Sen laa-
tija on kuitenkin ollut muissa aatoksissa. Yhtaloryhma
voidaan nimittain kirjoittaa muotoon

a®—za* +ya—x=0

b —zb? +yb—2 =0

A -z +yc—z =0,

mistéd nakyy, ettd luvut a, b, ¢ ovat polynomin
p(t) =3 — 2> 4yt —x (3)

kolme nollakohtaa. Téassa polynomissa muuttujan kor-
keimman potenssin kerroin on 1, joten sen tuloesitys

on
p(t) = (t—a)(t = b)(t o). (4)

Polynomi (4) on aukikerrottuna
p(t) = 2 — (a+ b+ )t + (ab+ be + ca)t — abe. (5)

Vertailemalla kertoimia esitystavoissa (3) ja (5) nédh-
dadn, etta

T = abc

y = ab+ bc+ ca

z=a+b+ec.

Sensoreilla ja tehtdvian laatijalla lienee ollut aluksi
hauskaa kokelaiden monimutkaisia ratkaisuja katselles-
saan, mutta lopulta hymy on varmaan hyytynyt, silla
kaikki monenkin sivun mittaiset ratkaisut on taytynyt
kayda yksityiskohtaisesti lapi, jotta arvostelussa toteu-
tuisi oikeudenmukaisuus.

Hauskalta ndyttéavida yhtaloryhmié oli ollut ylioppilas-
kokeessa jo aikaisemminkin. Vuoden 1903 kevaén ko-
keessa oli seuraava tehtava:

Ratkaise yhtaloryhmaé

ar +by+cz=d
br+ay+cz=d
cx+by+az=d,

kun a, b ja c ovat keskenédin erisuuret.

Kirjassa [1] tehtévélle annetaan yksikésitteinen ratkai-
su, ja siind yhteydessé kysytdan, miksi tehtavéssé luvut
a, b ja c edellytetdén keskendén erisuuriksi. Jatdmme
aktiivisen lukijan pohdittavaksi, onko tehtavin ratkai-
su todellakin néin ongelmaton.

Viitteet

[1] R.Laurén, E. Kannisto, Matemaattiset tehtqvdt yli-
oppilastutkinnossa vuosina 1895-1935, kahdeksas
painos, Gummerus osakeyhtit, 1935.
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