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Perusopetuksen tuntijakoesityksesta

Matematiikan tuntimiiriai ei sentiin

vahenneta

Perusopetuksen tuntijakoa miettinyt tyoryhmé on jul-
kaissut raporttinsa [1] ja asia viedddn pédtokseen ku-
luvan kevddn aikana. Sisdltokysymykset ratkaistaan
my6hemmin opetussuunnitelmien tekemisen yhteydes-
sé, mutta matematiikan asemaa tulevassa peruskoulus-
sa voi arvioida jo annetun esityksen pohjalta. Tyoryh-
mé lienee ollut tietoinen LUMA-raportissa [2, s. 16] to-
detusta matematiikan tuntiméérédn pienuudesta. Suo-
men peruskoulussa matematiikan opiskeluun kiytetaan
keskimadrin 2,6 viikkotuntia, kun eurooppalainen kes-
kiarvo on 4,3 tuntia. Téasté huolimatta oppituntimééara
on esityksessé ennallaan. Onneksi tyoryhmé kuitenkin
toteaa, ettd "perusopetuksessa matematiikkaan varat-
tua vahimmaistuntimaaraa ei tulisi laskea.”

Eriyttaminen on valttamatonta

Suomalaisesta peruskoulujirjestelméasta pyritddan erdi-
den lehtitietojen mukaan tekemidn uusi vientituo-
te. Sen markkinointi edellyttdd menestymista PISA-
testeissd, miké luo painetta laatia opetussuunnitelmat
niitd silméllapitden. Talloin on vaarana, ettd jatko-
opinnoissa tarvittavat todelliset valmiudet unohtuvat
lopullisesti. PISA-matematiikka on péadasiassa mate-
matiikan lukutaitoa, miké tarkoittaa suuruusluokkien
arviointia, graafisten esitysten tulkintaa ja erilaisten
laskentamallien antamien tulosten tarkastelua. Taméa

tarked kansalaistaito ei kuitenkaan riitd matematiik-
kaa syvillisemmin edellyttéviin jatko-opintoihin, mis-
sé oleellisinta on se, mista tuntijakotyoryhmé raportis-
saan toteaa: ”Algebran ja geometrian osaamisen on sen
sijaan todettu olevan heikkoa.” Tyoryhmaé ei ilmeises-
ti ole kuitenkaan ymmadrtinyt kirjoittamaansa lauset-
ta, silla esityksestd puuttuu edellisen vaalikauden viime
hetken poliittisissa myrskyissd kaatuneen tuntijakoesi-
tyksen sisdltdmé mahdollisuus pariin eriyttédviddn ma-
tematiikan kurssiin, joilla nimenomaan voitaisiin opis-
kella puuttuvia algebran ja geometrian taitoja. Toi-
vottavasti padttdajilla on riittavasti kaukonakoisyytté
ja asiantuntemusta eriyttdmismahdollisuuden palaut-
tamiseen, silld siind on kyseessé loppujen lopuksi kor-
keakoulujemme taso ja tyopaikkojen sdilyminen koti-
maassa, kuten mm. LUMA-sanomissa kédydyissa kes-
kusteluissa on moneen kertaan todettu.

Matematiikkakin on taidetta

Tuntijakotyéryhmén raportissa esitetddn taito- ja tai-
deaineiden aseman parantamista. Valitettavasti ei ylei-
sesti ymmaérretd, ettd matematiikkakin kuuluu tdhan
aineryhméan. Miksi matematiikka on myo6s taidetta?
Siksi, ettd monet matemaattiset totuudet ovat hy-
vin kauniita ja niiden l6ytdminen edellyttdd luovaa
ajattelua. Luovuuteen padstddn parhaimmillaan jo pe-
ruskoulun matematiikassa, silli miltei poikkeuksetta
keskiméaraistd vaativammille harjoitustehtaville 16ytyy
useita toisistaan poikkeavia ratkaisutapoja. Mutta voi-

Paiakirjoitus
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daanko koulumatematiikassa péadstd ndkeméidn todel-
la kauniita matematiikan tuloksia? Kylld; seuraavassa
muutama, esimerkKki.

Kertotaulua opeteltaessa havaitaan, jos jatetddn yk-
koselld kertomiset huomiotta, ettd tietyt luvut eivét
koskaan esiinny vastauksina. Téllaiset luvut ovat al-
kulukuja. Jokainen positiivinen kokonaisluku voidaan
esittdd alkulukujen tulona, jolloin alkuluvut tulkitaan
Eukleides todisti jo yli 2000 vuotta sitten, ettd alkulu-
kuja on ddretén méaara. Tulokseen johtava ajatuskulku
on yksi matematiikan kauneimmista ja peruskoululai-
sen tavoitettavissa:

Olkoot pi1,pa,...py ddrellinen joukko alkulukuja. Tdl-
loin luku

m=1+pip2...pn

ei ole jaollinen yhdelldkddn niistd, silld jokaisesta ja-
kolaskusta m : p, jad jakojdainnokseksi ykkonen. Kos-
ka m kuitenkin voidaan esittid alkulukujen tulona, on
olemassa muitakin alkulukuja kuin nuo mainitut. Siis
mikddn ddarellinen alkulukujoukko ei sisdlld kaikkia al-
kulukuja.

Eraissa lukion oppikirjoissa todistetaan algebrallisesti
kahden positiivisen luvun aritmeettisen, geometrisen ja
harmonisen keskiarvon vélinen suuruusjarjestys

H<G<A

Tama epayhtaloketju yhtédsuuruusehtoineen voidaan
padtelld myos geometrisesti oheisen kuvion avulla.

Jatko-opintojen kannalta onkin erinomaisen tarkeaé,
ettd oppilas tajuaa algebran ja geometrian vélisia yh-
teyksia.

Y1I4 todettiin, ettd alkulukuja on déretéon méadra. Nii-
den ominaisuuksia tutkitaan lukiossa lukuteorian kurs-
silla. Sielld todistetaan esimerkiksi, ettd jos a on mika

Markku Halmetoja

tahansa kokonaisluku ja p on alkuluku, niin a” — a on
jaollinen luvulla p, eli

a? = a (mod p).

Tasséd kauneus ja hyoty kulkevat késikédessa, silla ta-
méan yhtalon taustalla oleviin ajatuksiin perustuu mm.
erds nykyaikainen tiedonsalausalgoritmi.

Matematiikkaa opiskeltaessa ja opetussuunnitelmia
laadittaessa ei ole mielekésté alati kyselld, misséd mité-
kin osa-aluetta tarvitaan ja mitd hyotya mistdakin yksi-
tyiskohdasta on. Se on yhté turhaa kuin veden pump-
paaminen karille ajaneen laivan alle. Jos veden pin-
ta nousee ja vuotoja ei ole, niin laiva irtoaa karilta.
Jos matematiikkaa opiskellaan avoimella mielelld op-
piaineen omaa logiikkaa noudattaen, saavutetaan au-
tomaattisesti valmiudet tarttua vaativiinkin sovelluk-
siin.

Uusi professuuri

Helsingin yliopistoon on nimitetty sen historian ensim-
méinen matematiikan opettajankoulutuksen professori.
Virkaan kutsutun matematiikan tohtori Juha Oikko-
sen mielenkiintoinen haastattelu on luettavissa LUMA-
sanomissa [3]. Solmun toimitus onnittelee uutta profes-
soria nimityksen johdosta ja toivoo syvenevaé yhteis-
tyotéd yhteisten ongelmien voittamiseksi.

Viitteet

[1] http://www.minedu.fi/0PM/Julkaisut/2012/
Tulevaisuuden_perusopetus.html

[2] LUMA — Suomen menestystekija nyt ja tulevaisuu-
dessa
http://www.oph.fi/instancedata/prime_
product_julkaisu/oph/embeds/110468_luma_
neuvottelukunnan_muistio_2009.pdf

[3] http://www.luma.fi/artikkelit/1093/
tuore-matematiikan-opettajankoulutuksen-
professori-kaipaa-opetukseen-lisaeae-
mielekyyttae-ja-kohtaamisia

Paakirjoitus
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Vaitteita matematiikan opetuksesta ja vastauksia niihin

Tuomas Korppi

Maallikoilla on mitd kummallisimpia nakemyksid ma-
tematiikasta, ja ndmé ndkemykset heijastuvat siihen,
millaisena he nikevit matematiikan kouluopetuksen!
roolin. Téssé kirjoitelmassa esitén tillaisia ndkemyksia
viaitemuodossa ja annan oman vastaukseni véitteisiin.
Vaikka véitteiden muotoilu on minun tekeméni, kaikil-
la esitetyilld vaitteilld on esikuvansa todellisuudessa.

Matematiikan luonne

Viite 1. Matematiikkahan on pelkistddin joukko sopi-
muksia.

Vastaus: Kaikilla tieteenaloilla on omaa erikoistermino-
logiaansa, ja termien merkitykset voidaan ndhdé sopi-
muksina. Matematiikka ei ole mikéén poikkeus, ja ma-
temaatikkojen ammattikielessé téllaista termin merki-
tyksen méarittelyd kutsutaan mddaritelmdksi.

Maéritelmét itsessdan eivit ole matematiikassa se asian
pihvi, vaan se, ettd niistd voidaan loogisesti paatella
uusia véittdmia, joita kutsutaan teoreemotksi. Paétte-
lyketjut ovat useissa tapauksissa hyvinkin monipolvi-
sia, ja se, ettd jokin teoreema on mééritelmien loogi-
nen seuraus, voi olla padttelyketjua tuntemattomalle
ihmiselle (jopa matemaatikolle) hyvinkin yllattavaa.

Muista tieteistd matematiikka eroaa siten, ettd muissa
tieteissa tulokset eivét ole pelkéstédan termien merkitys-
madrittelyjen loogisia seurauksia, vaan tulokset riippu-

IKoululla tarkoitan téssé kirjoitelmassa peruskoulua ja lukiota.

vat sekéd termien merkityksistd ettd ympéroivin todel-
lisuuden luonteesta.

Matematiikan varsinaisesti mielenkiintoisen siséllon
voidaankin katsoa muodostuvan lauseista tyyppié
"Naisté-ja-nédistd méaédritelmistd seuraavat naméa-ja-
niamé teoreemat”. Téllaisten lauseiden totuus tai epé-
totuus ei sitten enédd olekaan sopimuksenvarainen asia
vaan looginen valttdmattomyys.

Matematiikka suhteessa muihin kouluai-
neisiin

Viite 2. Koulun on tarkoitus tarjota yleissivistystd ei-
kd keskittyd insindorien tuotantoon talouseldmdn palve-
lukseen. Ndin ollen matematiikkaa ei tule painottaa.

Vastaus: Matematiikassa on osia, jotka kuuluvat yleis-
sivistykseen. Téllaista on esimerkiksi ala-asteella opit-
tava peruslaskento, joka jokaisen ldnsimaisen ihmisen
kuuluu osata. Kirjainalgebrasta yleissivistykseen kuu-
luu ainakin sen ymmértadminen, kuinka kirjainten avul-
la voidaan esittda yleisié, kaikkia lukuja koskevia vait-
teitd. Taméa on yleissivistavia, koska se esittdd oppi-
laille uuden tavan ilmaista asioita.

Yleissivistdvad materiaalia 16ytyy myos nykyisen kou-
lukurssin ulkopuolelta. Tarkeimpéané téllaisena asiana
pidén deduktiivisen metodin hallintaa, jossa ldhdetdan
aksioomista, ja niistd késin todistetaan eli perustellaan
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aukottomasti teoreemoja. Tamé on yleissivistdvaa sik-
si, etté téllaisessa ympéristossa tutustutaan sithen, mil-
laista on tieto, joka voidaan tietdd varmasti, ja joka ero-
aa empiirisissd tieteissd saavutettavasta tiedosta, joka
on epavarmaa.

Deduktiivinen metodi, Eukleideen geometriana, on
my6s kuulunut klassiseen yleissivistykseen.

My6s modernimmassa matematiikassa on osia, joiden
hallinta on mielesténi yleissivistdvaa. Téllaisia ovat ai-
nakin seuraavat:

e J-c-metodi, jolla jatkuvaa muutosta voidaan késitel-
14 matemaattisen tdsmaéllisesti.

o Kardinaalilukujen teorian alkeita sen verran, etté
ymmarretddn, ettd parhaiden matemaattisten teo-
rioiden mukaan &arettomié joukkoja on eri kokoisia.

e Lebesguen mitan teoria, joka kertoo, kuinka omitui-
sen mallisiin joukkoihin kasitteitd ”pituus”, ”pinta-
ala” ja "tilavuus” voidaan mielekkéésti soveltaa.

e Sen ymmartdminen, mitd Godelin epatdydellisyys-
lauseet sanovat. Tadmé kertoo matemaattisen meto-
din rajat. Lisdksi ndmé lauseet osoittavat, etté to-
tuus transsendenttina ominaisuutena on erotettava
todistuvuudesta inhimillisesti saavutettavissa oleva-
na ominaisuutena. Monissa maallikoiden kdymissé
filosofisissa keskusteluissa olen huomannut, etté ih-
misilld on mitd kummallisimpia harhaluuloja kos-
kien Godelin epataydellisyyslauseita.

Y14 olen esimerkinomaisesti luetellut matematiikan
osia, jotka ovat yleissivistdvid. Luetteloa ei ole tar-
koitettu kattavaksi; yleissivistdvda materiaalia 16ytyy
varmasti lisddkin. Nain ollen kouluopetuksen muutta-
minen yleissivistdvimmaksi ei tarkoita matematiikan
osalta sitd, ettd sen maarad vahennettiisiin, vaan en-
nemmin sitd, ettd painopistettd siirretdan matematii-
kan sisdlld insin6orien tarvitsemasta ”vilinematematii-
kasta” kohti késitteellisesti mielenkiintoista matema-
tiitkkaa.

Viite 3. Matematiikka ja kovat luonnontieteet edus-
tavat kovia arvoja. Kouluopetuksen on sitd vastoin pai-
notettava pehmeitd arvoja.

Vastaus: Ensinndkin tekisi mieli muistuttaa Humen
giljotiinista. Matematiikka ja luonnontieteet tuottavat
tietoa siitd, kuinka asiat ovat, eivatka ne suoranaisesti
kerro siitéd, kuinka asioiden pitdisi olla. Ndin ollen ne
ovat neutraaleja arvokeskustelussa.

Kovia arvoja edustaakin ndhdékseni ldhinnd rahan ja
yleisemmin talouden roolin painottaminen paétoksen-
teossa, eikd matematiikka sinallddn sano juuta eiké jaa-
ta koskien sitd, pitdisiko néitd asioita painottaa.

Taloustieteen teorioissa toki sovelletaan matematiik-
kaa, ja jotta ihminen voisi uskottavasti argumentoida

kovia taloudellisia arvoja kannattavia ihmisid vastaan,
hénen taytyy hallita talouden lainalaisuudet, ja néin ol-
len myds matematiikkaa. Ndin matematiikka on, hiu-
kan kiertotietd, hyodyllistd myos ihmiselle, joka haluaa
edesauttaa pehmeiden arvojen toteutumista.

Viite 4. Koulun on opetettava kriittisti ajattelua, ja
sitd tukevat parhaiten humanistiset aineet, ei matema-
titkka.

Vastaus: Ensinnédkin kouluopetuksessa on sellainen on-
gelma, ettd tieteiden metodologiaan ei yleenséd padsta,
miké rajoittaa kriittisen ajattelun opettamista ylipaé-
tédnsé, koska oppilaat eivit nde, millaisia ovat ne ajatte-
lutavat, joita tiedon kerddmisessé kaytetadn. Myos hu-
manistisissa aineissa "kriittinen ajattelu” jaa koulussa
usein mielipiteiden ilmaisemisen tasolle.

Matemaattinen metodi, deduktiivinen péadttely, on pe-
riaatteessa opetettavissa jo lukiotasolla (katso vastaus
Viitteeseen 2). Tamé edesauttaa kriittisen ajattelun
valmiuksia, koska oppilaat tutustuvat padttelyketjui-
hin, jotka ovat tiukasti totuuden sailyttavia. Tamé aut-
taa hahmottamaan hyvin ja huonon pééattelyn eroa.

On tietysti totta, ettd kriittinen ajattelu on paljon
muutakin kuin deduktiivista paéttelyd, mutta viitéin,
ettd humanististen tieteiden summittaisella painotta-
misella matematiikkaan verrattuna tavoitetta ei saavu-
teta. Erds mahdollisuus kriittisen ajattelun opettami-
seen olisi matemaattisen deduktion opettaminen, ja sen
lisdksi véittelytaidon kurssi, jolla keskityttaisiin argu-
mentaatiovirheiden karsimiseen. Argumentaatiovirheet
kun ovat yleensé seurausta ajatusvirheista.

Matemaattisista ajatusprosesseista

Viite 5. Koulun tulee opettaa luovuutta, ja koska ma-
tematiikka ei ole luovaa, sitd ei tule painottaa.

Vastaus: Koulumatematiikassa hinkataan hyvin paljon
mekaanisia laskutehtévid, mikd tosiaan ei ole luovaa.
Yliopistomatematiikassa tilanne on toinen. Sielli tor-
matdaan ongelmiin, jotka toteuttavat molemmat seuraa-
vista ehdoista:

1. Ongelman ratkaisun oikeellisuuden tarkastaminen
on mekaaninen toimenpide.

2. Ongelman ratkaisun loytdmiseen ei ole mekaanista
menetelmaé.

Tallaisissa olosuhteissa tormétaén aivan omanlaiseen-
sa luovuuden lajiin. Kohdan (2) takia luovuutta tosi-
aan tarvitaan: Valmiin ratkaisukonseptin mekaaninen
soveltaminen ei ole mahdollista. Kohdan (1) takia ke-
nenkédn ei ole mahdollista tarjota epdkelpoa ratkaisua
ja vaittaa, ettd sen hyvyys on mielipidekysymys.
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Tallainen luovuus eroaa jonkun verran siitd luovuudes-
ta, jota esimerkiksi kuvataiteilija kayttda, koska esi-
merkiksi tehtdvanannon ”“luova tulkitseminen” ei ole
sallittua. Toisaalta tédllainen luovuus tulee ldhelle ru-
noilijan luovuutta silloin kun runoilija kirjoittaa ru-
noa johonkin mittaan: Mitta asettaa reunaehdot runon
rytmille ja loppusoinnuille samaan tapaan kuin mate-
matiikan oikeellisuuden sdé&nnot asettavat reunaehdot
matemaattisen tehtédvin ratkaisulle. Ndhdédkseni mit-
taan kirjoittava runoilija tarvitsee vapaaseen mittaan
kirjoittavaan verrattuna huomattavasti enemmén luo-
vuutta, koska hénen on loydettédva sanat, jotka sekd
sopivat mittaan ettd valittdvat sen, mitd hdn haluaa
sanoa.

Uskoisin, etta eldvissé elaméssa tarvitsemme enemman
matemaatikon luovuutta kuin kuvataiteilijan luovuut-
ta, koska todellisuus asettaa selkeitd rajoja ratkaisujen
hyvyydelle.

Néin ollen olenkin vahvasti sitd mieltd, ettd matema-
titkan kouluopetukseen olisi tuotava mahdollisuuksien
mukaan tehtéviéd, jotka toteuttavat ehdot (1) ja (2).
Erds tehtavityyppi, jossa tdhén tormétaén ilman, et-
té vaaditaan syvéllistd matematiikan teorioiden tunte-
musta, ovat tehtdvit, joissa etsitddn voittostrategioita
yksinkertaisiin peleihin.

Viite 6. Matemaatikot pelkdstddin tuijottavat kaavoi-
hinsa. Haluamme, ettd koulussa ihmisille opetetaan
laaja-alaisempaa ymmdrryskykyd.

Vastaus: Kuten edelld on tullut ilmi, matematiikka on
péadttelyd ja ongelmanratkaisua, ja kaavat ovat vain
kieli matemaattisten asioiden esittdmiseen. Itse asiassa
matemaattisessa tekstissé yleensd vaihdellaan luonnol-
lisen kielen ja kaavojen vélilld aina sen mukaan, kum-
malla on esitettava asia helpompi ilmaista.

Matemaattisen ymmérryskyvyn omaavat ihmiset
yleensé myos ymmartévit, mistd kaavat tulevat, mika
on ainoa tapa hahmottaa jonkun kaavan sovellusalu-
een rajat tai kysymys kaavan pétevyydestad ylipadtan-
sa. Kritiikiton kaavan soveltaminen on yleensd merk-
ki matemaattisen ymmaérryskyvyn puutteesta, ja erds
matematiikan opettamisen syistd onkin antaa ihmisille
ymmaérrys, jolla punnita kaavoja tai matematiikkaan
pohjaavia véiitteita ylipdatansa.

Matematiikan kaytannon hyoty

Viite 7. Koulujen matematiikan opetuksessa on siir-
ryttavd soveltaviin tehtdviin.

Vastaus: Téssd sana "soveltava” on aika monitulkin-
tainen. Ensinnékin silld voidaan tarkoittaa sovelluksia
kdytdnnon eldméadn. Toisekseen silld voidaan tarkoit-
taa esitetyn matemaattisen teorian soveltamista uusiin

matemaattisiin ongelmiin, joilla ei valttamétta ole yh-
teyttd kdytdnnon elaméaén.

Mielesténi kéytdntoon soveltaminen ei saa olla oppisi-
séltojen valinnassa itseisarvo. Térkedd on se, ettd op-
pilaat oppivat matemaattista teorianmuodostusta se-
kd luovaa matemaattista ongelmanratkaisukykyd, eli
yhteenvetona matemaattista ajattelua. Kéytantoon so-
veltavia ongelmia kannattaa esittdd vain sikéli, kun se
palvelee taté tarkoitusta. Erityisesti sellaisia soveltavia
tehtavid on viltettiva, joissa tehddédn vain mekaaninen,
suoraviivainen sovellutus esitetysté teoriasta.

Soveltaminen uusiin matemaattisiin ongelmiin on sel-
kedmmin kannatettavaa. Téllaiset tehtdavat ovat hyvin
usein niitéd, joissa sovellus ei ole suoraviivainen, vaan
vaatii kekselidisyytté, eli yleensé toteuttaa Véiitteen 5
vastauksessa mainitut pykalat (1) ja (2).

Viite 8. Matematiikan opettaminen koulussa on tur-
haa. En ole eldessani tarvinnut derivaattaa mihinkddn.

Vastaus: Ensinnakin on kohtuutonta yleistdéd derivaa-
tan tarpeettomuus koko matematiikan tarpeettomuu-
deksi. Esimerkiksi ala-asteella opetettavia peruslasku-
toimituksia jokainen tarvitsee arkipdiviisessd eldmés-
sdan.

Liséiksi differentiaali- ja integraalilaskenta, johon deri-
vaattakin kuuluu, on valttdméatonta luonnontieteisiin ja
tekniikkaan jatko-opinnoissa suuntautuville oppilaille,
ja koulun on annettava valmiudet myo6s heille. Téssa
merkittdva on lukion matematiikan jako pitkdédn ja ly-
hyeen matematiikkaan. Ne jotka aikovat jatkossa suun-
tautua luonnontieteisiin ja tekniikkaan, voivat lukiossa
valita pitkdn matematiikan.

Kuitenkin suuri osa koulussa opetettavasta asiasta
muissakin aineissa on sellaista, jota ei jatkossa kon-
kreettisesti tarvita, mutta jonka hallitsemisen katso-
taan olevan arvokasta yleissivistystd. Siitd, mika osa
matematiikasta on mielestédni téllaista, olen kirjoitta-
nut Viitteen 2 vastauksessa.

On totta, ettd en katso derivaatan kuuluvan matemaat-
tiseen perusyleissivistykseen. Sitd vastoin differentiaali-
ja integraalilaskentaa tarvitaan hyvinkin yksinkertai-
sen fysitkan ymmaértdmisessd. Esimerkiksi nopeus on
kuljetun matkan derivaatta ajan suhteen. Mielesténi
tietty méara fysiikkaa, ympéaroivian todellisuuden pe-
rimmaisten lainalaisuuksien tutkimisena, kuuluu yleis-
sivistykseen jos miké. Néin derivaattakin kuuluu yleis-
sivistykseen, ei osana matemaattista yleissivistystad
vaan osana fysikaalista yleissivistysté.

Liite: Aksioomien ja maiaritelmien suh-
teesta

Viitteen 1 vastauksessa puhun siitd, ettd teoreemat
seuraavat maaritelmistd. Koska joillekin koelukijoilleni
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herési kysymys, eiko aksioomia tarvita myos, selvennén
téssé liitteessd kantaani.

Tassa kannattaa huomata aksiooman roolin muuttumi-
nen antiikista nykyaikaan. Aiemmin aksioomia pidet-
tiin itsestdanselvyyksind, jotka eivit tarvinneet perus-
telua, ja joita siksi voitiin pitdd péaattelyn lahtokohta-
na.

Nykyisin aksioomiin ei liity tuollaista itsestddnselvyy-
den vaatimusta, ja ne esiintyvit osana maéadaritelmia.
Esimerkiksi topologinen avaruus mééritelldan miksi ta-
hansa systeemiksi, joka toteuttaa topologisen avaruu-
den aksioomat. Ryhmét méaritellaén samalla tavoin
aksiomaattisesti. Itse yleistédisin vield tésté, ja pitdisin
esimerkiksi 2. kertaluvun Peanon aksioomia luonnollis-
ten lukujen systeemin madritelméné: Méaarittelen luon-
nollisten lukujen systeemin siksi isomorfiaa vaille yksi-
kéasitteiseksi systeemiksi, joka toteuttaa 2. kertaluvun
Peanon aksioomat. Reaaliluvut maéarittelen vastaavas-
ti.

Tallé ldhestymistavalla tarvitsemme matematiikan 18h-
tokohdaksi kolme asiaa:

1. Maaritelmét

Diplomitehtavien oheislukemistoa

2. Padttelysadnnot
3. Matemaattisen konstruoimisen saannot

Viitteen 1 vastauksessa tarkoitukseni oli kéyttdad sa-
naa “looginen” loyhéssd mielessd niin, ettd se kattaa
pykéldt (2) ja (3). Jos ollaan tarkkoja, ylldoleva lista
tarkentuu muotoon

1. Maéritelmét
2. 1. kertaluvun predikaattilogiikka

3. ZFC-joukko-opin aksioomat

Niin ZFC-joukko-opin aksioomat (tai, jos niin halu-
taan, joku niiden vahvennus, jossa voidaan puhua myos
aidoista luokista) ovat ainoa aksioomien muoto, jot-
ka ovat aksioomia vanhassa, antiikinaikaisessa mieles-
si. Puolustan kuitenkin niiden siséllyttamista "logiik-
kaan” vastauksessani silld, ettd suuri osa matemaati-
koista ei edes tunne kyseisid aksioomia perusteellisesti,
vaan suorittavat matemaattiset konstruktiot itsestaédn-
selvind pitamaélldan tavalla, joka yhtyy ZFC:ssé sallit-
tuihin operaatioihin.

Osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka var-

masti kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoité:

Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtélot

Adrettémistd joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Gaussin jalanjéljissa

K. Viisala: Algebra

Ylédkoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus
K. Viisala: Geometria

Lukuteorian diplomitehtéivét


http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html
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Vedonlyonnin matematiikkaa

Jukka Liukkonen
Metropolia ammattikorkeakoulu

Vedonlyonnisséd vedonlydntitoimisto sitoutuu maksa-
maan vedonly6jélle eli asiakkaalle hdnen vetoon sijoit-
tamansa rahamédran eli panoksen tietylla kertoimel-
la kerrottuna, mikali vedonlydjan veikkaama tulos to-
teutuu. Muussa tapauksessa asiakkaan maksamat ra-
hat jaavat vedonlyontitoimistolle. Jos toimisto julkis-
taa kertoimet ennen vedonly6nnin alkamista, kertoimia
sanotaan kiinteiksi. Kdytdnnossd kertoimet useimmi-
ten madrdytyvat asiakkaiden yhteenlaskettujen panos-
ten perusteella ja ne muuttuvat sitd mukaa kun uusia
vetoja lyodaan. Tamén esityksen tavoitteena on tutus-
tuttaa lukija (itse asiassa kirjoittaja, jos rehellisia ol-
laan!) vedonlyénnin matematiikkaan ja erityisesti ar-
bitraasin késitteeseen. Sen takia tarkastelemme mah-
dollisimman yksinkertaista tilannetta, jossa kertoimet
ovat kiinteét.

Olkoon vedonlyénnin kohteena kahden jalkapallojouk-
kueen, sanokaamme FC; ja FCs, tietyn pelin tulokset
kiinteilla kertoimilla. Tulosvaihtoehdot ovat

(1) joukkue FC; voittaa,
(x) joukkueet pelaavat tasapelin ja
(2) joukkue FCy voittaa.

Kun tulokset koodataan reaaliluvuiksi =1, =2 ja x3, nii-
td voidaan pitdd satunnaismuuttujan X arvoina: esi-
merkiksi z; = 1 (FC; voittaa), zo = 1.5 (tasapeli) ja
x3 = 2 (FCy voittaa). Vedonlyontitoimisto asettaa ve-
donlyontikertoimet A1, A2 ja A3 sen perusteella, miten

todennékdisiksi se arvioi pelin tulosvaihtoehdot. Ker-
toimiin vaikuttaa luonnollisesti my6s se, kuinka suu-
ren osan asiakkaan sijoittamista varoista toimisto kes-
kiméédrin haluaa palauttaa asiakkaalle. Olkoot kohteen
tulosvaihtoehtojen x1, x5 ja x3 arvioidut todennékoi-
syydet vastaavasti p1, p2 ja ps. Niiden summan tulee
tietysti olla yksi:

3
pr+petps= pp=1. (1)
k=1

Jos asiakas sijoittaa vetoihin tulosten x1, x2 ja x3 puo-
lesta r1, o ja rs euroa téssa jarjestyksessd, asiakkaan
saama palautus on vastaavasti A171, Aarg tai Agrs riip-
puen siitd, miké tulosvaihtoehdoista toteutuu:

Pelin Toﬁen— Kerroin | Panos | Palautus
tulos | nakoisyys
x P1 A1 T1 AT
T2 D2 A2 T2 A2ra
x3 D3 A3 T3 A3T3

Asiakkaan saaman palautuksen odotusarvo p on

3
f=Pp1AiT1 + padors + p3A3ry = Zpk/\krk-
=1

Merkitéddn symbolilla r asiakkaan sijoittamien panos-
ten summaa:

3
rT=7T1+7T2+73= E Tk-
k=1
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Suhdetta p/r kutsutaan palautusprosentiksi. Jotta ve-
donlydntitoimisto hyotyisi toiminnastaan taloudellises-
ti, palautusprosentin tulee olla pienempi kuin yksi —
siis alle 100 %. Yleisessi tapauksessa palautusprosentti
riippuu panoksista 7. Kertoimet Ax on kuitenkin mah-
dollista sdatdd panosinvarianteiksi eli sellaisiksi, etta
palautusprosentti ei riipu panoksista. T&ll6in panos-
tuksilla

r=r r1 =0 r1 =20
7’220 To =T 7"2:0
7’320 7"3:0 r3 =r

tulee olla sama palautusprosentti c. Vaatimukset

L DiNT
c=—= =DiNi
r r

johtavat panosinvarianssiehtoihin

Merkitsemalld

°1

ja ottamalla huomioon yhtélé (1) saadaan

>h-3 2

—
ol

1

[
Mw

1
@‘1)‘1'

Téassé artikkelissa kertoimet oletetaan panosinvarian-
teiksi, ellei erikseen mainita.

Esimerkki 1. Olkoot vedonlyontitoimiston ilmoitta-
mat panosinvariantit vedonlyontikertoimet A\; = 2.30,
Ao = 2.90 ja A3 = 3.00. Koska

Ao 1 + ! + L 11129
7230 290  3.00 ’

palautusprosentti on

Vedonlyontitoimiston arvioimat todennékoisyydet ovat
siten

¢ 0.8986
LAY ~ 0.3907 ~ 39
L= 7 230 %
¢ 0.8986
= — = =~ 0. ~ 31
2= R g N 03099~ 3 %
Py = — ~ 0-8986  0.2995 ~ 30 %

T s 3.00

11
Summasta
3 5.
erh = — = r
2oent=erd
k=1 k=1
nahdéén, ettd panokset voidaan asettaa kaavan
Ty = cr)\lzl (4)

mukaisiksi, & = 1,2,3. Talla panostuksella asiakkaan
saama palautus on aina tasan cr. Vaihtoehdon x; to-
teutuessa nimittain palautus on A\ijr; = AjerA; L= ¢r
kaikilla ¢ = 1,2, 3. Panostusta (4) voidaan siis kutsua
neutraaliksi panostukseksi. Tilanne muuttuu asiakkaan
kannalta mielenkiintoiseksi, jos

A<l (5)

Silloin palautusprosentti on yhtélon (3) nojalla suurem-
pi kuin 100 %. Mikaéan positiiviseen taloudelliseen tu-
lokseen tdhtaava vedonlyontitoimisto ei tahallaan aseta
tallaisia kertoimia, mutta enté jos toimistoja on useita
ja niill& on erilaiset kertoimet samalle kohteelle. Asia-
kashan voi hajauttaa vetonsa eri toimistojen kesken.
Toimistot ovat saattaneet arvioida kohteen tulosvaih-
toehtojen todennékoisyydet eri tavalla, mistd on seu-
rauksena eri kertoimet yhtdlon (2) mukaisesti.

Olkoon ehto (5) voimassa. Tutkitaan mahdollisuutta
saada voitto v varmasti. Kaikilla ¢ = 1,2,3 pitda siis
olla

Nri—r=v &

Summaamalla saadaan

(r+v)A
1=1 1=1 g
& (1-AN)r=
A
© r=g—3v (7)
T4lloin
Aoy
LOT-ATTY
! i (1— AN

Yhteenvetona saadaan seuraava tulos:

Lause 1. Jos vedonlyontikertoimet toteuttavat yhtdilon
A < 1, ja panokset ovat

v

m, 1= 1,2,3,

ri =
asiakas saa aina posititvisen voiton v riippumatta siitd,
mikd tulosvaihtoehdoista x1, xo ja x3 toteutuu.

Lauseessa kuvattu vedonlyontimenettely on esimerkki
arbitraasista, hinnoitteluerojen mahdollistamasta ris-
kittoméadn tuottoon johtavasta toimintatavasta. Arbit-
raasi voidaan toteuttaa vain ehdolla A < 1.
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Esimerkki 2. Muutetaan esimerkki 1 sellaiseksi, et-
té vetoa lyodddn samanaikaisesti kolmessa vedonlyon-
titoimistossa. Oheiseen taulukkoon on merkitty kun-
kin toimiston osalta palautusprosentti ja toimiston ar-
vio tulosvaihtoehtojen todennékoisyyksista. Lopuksi on
laskettu kerrointen kdanteisluvuille )\,;1 = prc ! likiar-
vot. Toimisto numero 3 on sama kuin esimerkissé 1.

Pal.- . T?.den- Kerrointen
Tsto nékoisyydet e

pros. . kédanteisluvut

prosentteina

c pilpe | ps | AT A A
1 95 35 129|361 0.37| 0.31 | 0.38
2 93 42 126 | 32 | 0.45 | 0.28 | 0.34
3 90 39 | 3130|043 0.34 | 0.33

Ideana on veikata kussakin toimistossa vain yhta tulos-
vaihtoehtoa. Katsomalla kolmelta viimeisimmaélta sa-
rakkeelta pienimmét luvut havaitaan, ettd summa A =
AP A5 ! saa pienimmén arvon, kun toimistossa
1 veikataan tulosta x1, toimistossa 2 veikataan tulosta
x9 ja toimistossa 3 veikataan tulosta 3 (sattumalta tu-
li sama jarjestys). Koska tdmé pienin arvo on 0.98 < 1,
voimme soveltaa arbitraasivedonlyontia.

Seuraavassa taulukossa ajatellaan, ettd vetoa ly6déan
kuvitteellisessa toimistossa, jonka kertoimet on ke-
riatty kolmesta todellisesta toimistosta edelld kuvatun
mukaisesti. Todennédkoisyyksid merkitdan sekaannus-
ten valttdmiseksi symbolilla g;. Viimeisille sarakkeil-
le on laskettu kertoimet A\ = ckqlzl ja panokset i =
v(1—A)"'A\, ! Laskenta on tehty maksimitarkkuudel-
la, mutta luvut esitetdén kahdella desimaalilla. Panok-
set on laskettu paddméarand saada 100 euron varma
voitto. Siis v = 100.

Tsto Pal.- | Todennéik. Kerroin Panos
pros. pros. eur
k Ck qk Ak T
1 95 35 2.71 1972.73
2 93 26 3.58 1496.97
3 90 30 3.00 1784.85
by 91 5254.55

Koska toimistot ovat erimielisié todenndkoisyyksisté,
hajautetussa vedossa eri tulosvaihtoehtojen arvioitujen
todennakoisyyksien summa on 91 % eikd 100 %. Asiak-
kaan saama voitto 100 euroa on vain 1.9 % noin 5250

euron kokonaispanoksesta, mutta se on riskitonté tuot-
toa. Muutama téllainen voitto vuodessa tuottaisi sijoi-
tetulle paddomalle tavoittelemisen arvoisen koron. [

Otetaanpa vield korostetun yksinkertainen ja &arim-
maéinen esimerkki, jotta varman voiton mahdollisuus
tietyissé olosuhteissa tulisi varmasti selvaksi:

Esimerkki 3. Olkoon veikattavassa kohteessa kaksi
tulosvaihtoehtoa x1 ja xs. Hajautetaan veto kahteen
toimistoon Ty ja Ts, joilla kummallakin on palautus-
prosentti 90 %. Toimisto T arvioi tuloksen z; toden-
nakoisyydeksi 75 % ja tuloksen xs todennikoisyydeksi
25 %. Toimiston mielesti tulos x5 tulee siis keskiméarin
joka neljannelld pelikerralla. Jos toimisto ei tavoittelisi
taloudellista hyotyé, se maksaisi tulosvaihtoehdolle 2o
asetetun panoksen nelinkertaisena takaisin asiakkaalle
aina, kun tulos x5 sattuu tulemaan. Toimisto kuitenkin
haluaa asiakkaan panoksista keskiméaarin 10 % itsel-
leen, joten se maksaa tuloksen zo toteutuessa sille ase-
tetun panoksen vain 3.6-kertaisena takaisin. Vastaavin
perustein toimisto maksaa tulokselle x; asetetun pa-
noksen kertoimella 1.2 kerrottuna takaisin tuloksen z
toteutuessa. Toimisto T arvioi todennékoisyydet juu-
ri pdinvastoin. Sen mielesté tuloksen x; todennédkéisyys
on 25 % ja tuloksen o todennikoisyys on 75 %.

Toden-
Toimisto | Pal.pros. | ndkoisyydet | Kertoimet

prosentteina

D1 D2 A | A2
T 90 75 25 1.2 | 3.6
To 90 25 75 3.6 | 1.2

Asiakkaan kannalta merkitykselliset tosiasiat ovat seu-
raavat:

1) Tuloksen x2 toteutuessa T maksaa vaihtoehdolle zo
asetetun panoksen 3.6-kertaisena takaisin.

2) Tuloksen x; toteutuessa Ty maksaa vaihtoehdolle x;
asetetun panoksen 3.6-kertaisena takaisin.

Asiakas paattdd lyoda toimiston T; kanssa 100 eurol-
la vetoa sen puolesta, etté xo toteutuu. Lisiksi asiakas
paattaa lyoda toimiston Ty kanssa 100 eurolla vetoa
sen puolesta, ettd xo ei toteudu eli ettd x; toteutuu.
Tapahtuipa sitten niin tai néin, asiakas saa aina 360
euroa takaisin. Voitto on 160 euroa 200 euron sijoituk-
sella. Asiakas saa siis 80 % riskittomén tuoton sijoitta-
malleen padomalle. [

Verkko-Solmun oppimateriaalit ovat nyt omalla sivullaan

http://solmu.math.helsinki.fi/oppimateriaalit.html
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Piin ja taun paivat
Niklas Hietala

Joka maaliskuun 14. paivinad monet matemaatikot tai
muuten matematiikasta innostuneet juhlivat piin péi-
vad. Paivdn suosio on suurimmillaan maissa, joissa péi-
vamaarat kirjoitetaan nurinkurisessa jarjestyksessé eli
kuukausi ennen péivad. 3.14. — 14. maaliskuuta — on
tietenkin piin likiarvo kahden desimaalin tarkkuudella.

Suomalaiseen péaivaméarajirjestelmidn sopivampi juh-
lapéiva piille olisi 22.7. (eli 22/7), koska hyva likiarvo
piille on 2. Tém4 piivé ei kuitenkaan ole saavuttanut
kovin suurta suosiota. Ehkad murtolukulikiarvot eivéit
ole digitaalisessa maailmassa enédd niin tarkeité.

Englanninkielisissd maissa iso osa piin péivan juhlintaa
on piirakoiden leipominen ja syonti (lausutaanhan 'pi’
ja ’pie’ samalla tavalla). Onko pii-rakoilla yhtd suuri
rooli suomalaisessa piin péivassa? Pii-rakoista puhumi-
nen ei kuulosta kauhean herkulliselta. Jos piirakat ovat
osa piin péivdé, niin miksei yhtélailla piimé, piiloleikit
ja piirtdminen? Ehkei kuitenkaan piikit, piiskaaminen
ja piina.

Suomenkielen sana pii ei tarkoita vain kreikan kirjainta
ja matemaattista vakiota, vaan myo6s alkuainetta. Kos-
ka piitd kaytetddn mikropiirien valmistamiseen, niin
ehkéd piin paivd voisikin olla matemaatikkojen ja tie-

En osaa oikein paittda, tulisiko minun suomalaisena
juhlia piin pdivda maaliskuussa ja néin osoittaa tukeni
takaperoiselle paiviméardmerkinnédlle. Ehkd ongelma
ratkeaa hylkdamalla pii. Pithdn on vééarin, kuten esi-
merkiksi Bob Palais (The Mathematical Intelligencer,
23 (3), s. 7, 2001) ja Michael Hartl (tauday.com) ovat
tuoneet esiin. Ei piissd sindllddn mitdan vikaa ole. On

vain kummallista, ettd puhumme ympyréin kehén ja
halkaisijan suhteesta, emmeké kehén ja sdteen suhtees-
ta. Yleensdhén ympyroistd puhuttaessa sidde on halkai-
sijaa paljon tdrkedmmaéssa asemassa.

Halkaisijan kédytto séteen sijasta johtaa joihinkin epé-
loogisuuksiin. Radiaaneissa téysi kierros on 27. Miksi
téssd taytyy olla tuo kakkonen mukana? Radiaanien
oppiminen olisi varmaan helpompaa, jos néin ei olisi.
Samaten kerroin 27 tulee esiin lukuisissa eri yhteyksis-
sé, joissa olisi kiatevampéad, ettd olisi vain yksi merkki.

Piin kilpailijalle, kehédn ja sdteen suhteelle, on ehdo-
tettu nimed tau. Olisi siis 7 = 27. Englanninkieliselle
tau on helppo muistaa siité, etté kierros eli 'turn’ alkaa
t:1l4. Suomenkielinen voisi pitdd muistisdantondan sité,
ettd tau tarkoittaa tayttéd kierrosta ja pii puolta kier-
rosta. Symboli 7 muistuttaa my6s m:td. Tau on kuin
pii, jolta on yksi jalka katkaistu. Tau on siis kuin vii-
va, jonka alla on yksi jalka — kierros jaettuna yhdelld
— ja pii on viiva, jonka alla on kaksi jalkaa — kierros
jaettuna kahdella.

Taun péivaéd vietetddn kesdkuun 28. paiviana. Jélleen
nurinperinen jirjestys 6.28. Milloin olisi suomalainen
taun paivia? Ehka tulisi tyytyd yhden desimaalin tark-
kuuteen ja viettad taun paivaa 6.2. Vai pyoristyisiko se
pikemminkin maaliskuun kuudenteen? Vaikka alistuisi-
kin vieraaseen merkintdtapaan ja viettaisi taun péivaa
kansainvélisyyden hengessi 28.6. (tai siis 6.28.), niin
vksi kysymys jad kuitenkin vaille vastausta: miten té-
td pdivad vietetddn, kun ei kai silloin oikein sovi pii-
rakoitakaan syoda? Vai olisiko piirakoiden tuhoaminen
syomalla juuri oikeanlainen protesti piita vastaan?


http://www.springerlink.com/content/g70138422550036w/
http://www.springerlink.com/content/g70138422550036w/
http://tauday.com
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Maaratyn integraalin opettamisesta likiarvotarkasteluin

Kyosti Tarvainen

Matematiikan yliopettaja, Metropolia ammattikorkeakoulu

Johdanto

Maéaratyn integraalin lauseke muodostetaan fysiikan ja
tekniikan sovellutuksissa paattelylla, joka ldahtee liik-
keelle likiarvosummista (myos differentiaalisten tarkas-
telujen pohjalla ovat likiarvosummat). Jatko-opintoja
ajatellen olisi siten tarpeen, ettd lukion matematiikas-
sa méaaritty integraali esiteltdisiin ja méadriteltaisiin
vastaavanlaisella tavalla. Néin tehtiin legendaarisessa
Viisalan oppikirjassa [1], mutta nykyisin lukiokirjoissa
madrattyjd integraaleja esitellddn myos tavoilla, jotka
poikkeavat sovellutuksissa kéytetyistéd tarkastelutavois-
ta.

Pari kirjaa ovat jopa suoraan mééritelleet médrétyn in-
tegraalin integraalifunktion avulla, pitden yhtaloa

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a), *)

jossa F' on f:n integraalifunktio, maardtyn integraalin
matemaattisena méaaritelméana. Mutta se, ettd maarat-
ty integraali voidaan laskea tdmaén yhtéalon avulla ilman
likiarvosummia, on matematiikan tdrkeimpié tuloksia,
el maaritelméi. Imeisesti se, ettd yhtéalo (*) on halut-
tu esittdd médratyn integraalin médritelmané, johtuu
siitéd, ettd néin valtytadn likiarvotarkasteluilta.

Mutta sovellutuksissa méardttyja integraaleja johdet-
taessa ei voi vélttyd likiarvotarkasteluista. Selvennyk-
seksi todettakoon, ettd niissd ei ole kyse puhtaasti

matemaattisesta kysymyksesté, ldhestyyko jokin mate-
maattinen likiarvosumma (esimerkiksi Riemannin sum-
ma) jotain tiettyd matemaattista arvoa. Kyse on siit4,
onko jokin likiarvosumma niin hyva likiarvo jonkin geo-
metrisen tai fysikaalisen suureen arvolle, ettd tdma li-
kiarvo ldhestyy tdmén geometrisen tai fysikaalisen suu-
reen tarkkaa arvoa.

Seuraavassa esitetdén ensin yleinen kuvaus, miten maé-
ratyn integraalin lausekkeita johdetaan sovellutuksissa
ldhtien liikkeelle likiarvosummista. Vaikeutena on usein
ndhdé se, ettd likiarvosummat ldhestyvit laskettavan
suureen tarkkaa arvoa. Kirjoituksen tarkoituksena on
esittdd erilaisia tapoja, jotka auttavat ndissa likiarvo-
tarkasteluissa.

Abstrakti kuvaus maaratyn integraalin
lausekkeen muodostamisesta

Sovellutusten kannalta méaaratty integraali f: f(x)dx
on tietynlaisiin likiarvosummiin liittyvén tarkan arvon
symboli. Tarkempi kuvaus on pitkd, mutta sindnsa ky-
se ei ole vaikeasta asiasta, silld madréattyjé integraaleja
laskettiin jo Antiikissa. Seuraavassa esitetdaén yleiselld
tasolla kuvaus méaérédtyn integraalin muodostamisesta,
joka vastaa sitd tapaa, jolla jo Leibnitz johti méa&rat-
tyjen integraalien lausekkeita (joita hdn merkitsi vain
hieman nykykéytannostd poikkeavalla tavalla).

1) Meilld on lukusuoran, esimerkiksi z-akselin, véili
[a,b], jossa b > a. Tama véli voi olla suoraan tarkas-



Solmu 2/2012

15

telun alainen tai meilld voi olla esimerkiksi kappale,
johon liitetddn x-akseli, ja kappale rajautuu télloin
vélille [a, b].

2) Meidén on laskettava tahén véliin liittyvin suureen
arvo. Ongelmana on se, ettd laskettavan suureen ar-
voon vaikuttaa jokin x:n funktio f(x), joka olkoon
jatkuva. Oletetaan, ettd me kuitenkin pystymme las-
kemaan vastaavan vakiotapauksen (f(x) on vakio)
siten, ettd laskettavan suureen arvo vélilla [a,b] ja
kaikilla sen osavileilld saadaan kertomalla vakioar-
vo vilin pituudella (vakiokaava).

3) Oletetaan, ettd vaikeampi tapaus, jossa f(x) ei ole
vakio vélilld [a, b], voidaan geometrisen tai fysikaa-
lisen nidkemyksen perusteella ratkaista likimadrin
seuraavasti vakiokaavaa kayttdmalla. Jaetaan vali
[a,b] n:ddn yhtd pitkdan osavéliin, joiden pituutta
merkitddn Az:lla. Merkitdan osavélien alkupisteita
x1(= a),x2,23,...,2,. Ideana on se, ettd kullakin
osavalilld jatkuva funktio f(x) ei ehdi muuttua pal-
jon eli kullakin osavélilla funktio on likipitden va-
kio — sitd tarkemmin, mitd lyhempié osavilit ovat
eli mitd enemmén niitd on. Maadrdtdan tarkastel-
tavan suureen likiarvo kullakin osavélilla vakiokaa-
van avulla kertoen funktion f arvo osavilin alku-
pisteessa osavalin pituudella Az eli k:nnen osavalin
(k = 1,2,...,n) kohdalla laskettavan suureen liki-
médrdinen kertymd on f(xy)Aw.

4) Oletetaan (kdytdnnossd tamé on yleensé selva asia
geometrisen tai fysikaalisen ndkemyksen perusteel-
la), ettéd laskettavan suureen tarkka arvo koko tar-
kasteluvalilld [a, b] saadaan summana osavéleilld ta-
pahtuvien kertymien tarkoista arvoista. Téten ko-
ko vélilld [a, b] laskettavan suureen likiarvo saadaan
osavileilla tapahtuvien kertymien likiarvojen sum-
mana Y ,_, f(xr)Ax.

5) Oletetaan (tdmé voi olla vaikea nahdé geometrises-
ti tai fysikaalisesti; siksi siitd jdljempéand), ettd li-
kiarvo >";_, f(xr)Ax lihestyy laskettavan suureen
tarkkaa arvoa, kun osavilien lukumééra n kasvaa
rajatta.

6) Talloin  tarkkaa

f: f(x) dz, joka heijastaa likiarvosummia, joilla yhé
tarkempia likiarvoja voidaan méarittaa.

arvoa  merkitddn  symbolilla

Tama likiarvostrategia keksittiin siis jo Antiikissa. Ark-
himedes pystyi esimerkiksi pallon tilavuuden likiarvo-
summien (palloa approksimoivien kiekkojen tilavuuk-
sien summien) avulla pééttelemddn, mitd arvoa ne
lahestyvat. Pallon tilavuuden méarittdmistd hén piti
elaménsd suurimpana saavutuksena. Sittemmin 1600-
luvulla, derivaatan keksimisen jilkeen, keksittiin myos,
miten tarkka arvo voidaan laskea ilman likiarvosummia
yhtdlon (*) avulla.

Huomautus. Joissain sovellutuksissa meilld on
suoraan lahtokohtana 4. kohdan likiarvosummat

Y pq f(zx)Az. Néin on esimerkiksi tarkasteltaessa ve-
den paineen aiheuttamaa kokonaisvoimaa padon seiné-
maan.

Huomautus. Koska méaratyn integraalin lausekkei-
den johtamisessa toistuu aina samanlaisia merkint6ja
ja paattelyité, tekniikan ja fysiikan sovellutuksissa né-
maé johdot tehddan virtaviivaistetusti differentiaalisella
paattelylla.

Likiarvostrategiaan ja sen toimivuuteen tutustutaan
luonnollisesti ensin numeerisilla esimerkeilld. Olen huo-
mannut ammattikorkeakoulussa, ettd opiskelijat pité-
vat siitd, ettd téssdkin palataan historiassa taaksepéin
eli sithen tapaan, jolla Arkhimedes maéritti likiarvoja.

Arkhimedeen ala- ja ylalikiarvoja maara-
tylle integraalille

Arkhimedes sovelsi likiarvo-strategiaa aina siten, ettéa
hén madrési laskettavalle arvolle ala- ja ylalikiarvot.
Alalikiarvon hén sai, kun héan kullakin osavélilla kédytti
sellaista funktion f(z) osavililld saamaa arvoa f(x}),
ettd likiméérainen kertymé f(x))Az on pienempi tai
yhté suuri kuin todellinen kertyma kyseiselld osavélil-
l4. Vastaavasti hin méaritti ylalikiarvon.

Tarkastellaan seuraavaa esimerkkif: on maarattava li-
kiarvo z-akselin vélin [0,1] yldpuolelle ja funktion
f(z) = —32% + 8z + 1 kuvaajan alapuolelle jiiville
pinta-alalle (kuva 1).
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Kuva 1. Funktion f(x) = —32° + 8z + 1 kuvaaja vdlilld
[0,1]. Vasemmassa osakuvassa vaili on jaettu 10 osavd-
litn ja kullakin osavdlillid funktiota on esitetty likimdd-
rin vakiofunktiolla, jonka arvo on funktion arvo osavd-
lin alkupisteessd. Oikeassa osakuvassa osavdleji on 50.

Sovelletaan tdhin esimerkkiin edelld selostettua likiar-
vomenettelyd. Vakiotapauksena on nyt suorakaiteen
pinta-alan médrdaminen (korkeus on vakio). Kuvan 1
vasempaan osakuvaan on piirretty tapaus, jossa vali
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[0,1] on jaettu kymmeneen osavéliin. Kunkin osavéi-
lin yldpuolella olevan pinta-alan suuruus lasketaan liki-
maéérin suorakaiteen avulla, jonka korkeus on funktion
kuvaajan korkeus osavilin alkupisteessa.

Kun kymmenen osavélin tapauksessa sovelletaan edel-
14 kuvattua likiarvomenettelyé, kohdassa 4 padadytadn
pinta-alan likiarvoon 3,745. Tama likiarvo onkin ala-
likiarvo pinta-alalle, silld likiarvo on kuvaan piirretty-
jen suorakaiteiden pinta-alojen summa, joka on selvésti
pienempi kuin laskettava pinta-ala.

Vastaavasti tdmén monotonisesti kasvavan funktion
kohdalla saadaan pinta-alan ylélikiarvo, kun jokaisel-
la osavililla vakioarvona kéytetddn osavilin loppupis-
teessi olevaa funktion arvoa (tdsté voi piirtdd kuvaa 1
vastaavan kuvan).

On helppo vakuuttua geometrisesti (vertaa kuvan 1
osakuvat), ettéd alalikiarvot (samoin kuin yldlikiarvot)
lahestyvat pinta-alan tarkkaa arvoa, kun tarkasteluva-
li jaetaan yha useampaan osavéliin. Seuraava taulukko
esittdd, miten ala- ja ylalikiarvot muuttuvat, kun osa-
vélien lukumidria kasvatetaan.

Osavélien Alalikiarvo Ylalikiarvo
lukumééara pinta-alalle pinta-alalle
10 | 3.745000000000000 | 4.245000000000000
100 | 3.974950000000002 | 4.024950000000001
1000 | 3.997499499999999 | 4.002499499999999
10 000 | 3.999749995000002 | 4.000249995000002
100 000 | 3.999974999950032 | 4.000024999950032
1 000 000 | 3.999997499999456 | 4.000002499999456
10 000 000 | 3.999999750000234 | 4.000000250000234

Taulukko 1. Kuvan 1 pinta-alan ala- ja yldlikiarvoja
osavilien lukumddrdn kasvaessa.

Taulukon alimmalta riviltd ndemme, ettd lasketta-
va pinta-ala on varmuudella valilld 3,999 999 7 ...
4,000 000 3. Toisin sanoen se on 4 + 0,000 000 3, ja
nayttaa silta, ettd pinta-alan tarkka arvo olisi 4.

Maaratyn integraalin lausekkeen johta-
misesta ja matemaattisesta maaritelmas-
ta

Sen jilkeen kun edellisen kaltaisissa numeerisissa esi-
merkeissé on saatu tuntumaa likiarvostrategian toimi-
vuuteen, voidaan johtaa algebrallisia integraalilausek-
keita eri sovellutuksille. Ala- ja ylalikiarvotarkastelut
tekevat ilmeiseksi sen, ettd kummatkin likiarvot ldhes-
tyvit tarkkaa arvoa. Edelleen talloin on ilmeisté, ettd
ei tarvitse tarkastella ala- tai ylélikiarvoja, vaan voi
tarkastella edellé olevan 6-kohtaisen likiarvostrategian
mukaisia likiarvosummia (joiden arvot ovat pakosti ala-
ja ylélikiarvojen vélissd). Algebrallisissa tarkasteluis-
sa paddytddn esimerkiksi tavanomaisessa pinta-alan ta-
pauksessa maariattyyn integraaliin f: f(z)da.

Esitetyssd likiarvostrategiassa médrdtyn integraalin
madritelmé on sanallinen. Itse asiassa olen ammattikor-
keakoulujen matematiikassa siirtynyt yleensi téllaiseen
varhaisen analyysin tapaan mééaritelld maédratty inte-
graali sanallisesti, siis kiyttamaétta raja-arvomerkint6ja
(koska matemaattista maaritelmad ei mychemmin kéy-
tetd hyviiksi). Nain on menetelty yhdessd lukiokirjas-
sa ja ammattikorkeakoulun oppikirjassa [2]. Naisséd kir-
joissa ei ole kdytetty edes summamerkkia likiarvosum-
missa, vaan summat on kirjoitettu auki. Mutta ilman
summamerkkia on ehké vaikea hahmottaa, miten méaa-
rityn integraalin lauseke syntyy heijastamaan likiarvo-
laskuja.

Olisi hyva, jos integraalilaskenta palautettaisiin lukion
lyhyeen matematiikkaan. T&lloin méadridtty integraali
voitaisiin esittdéd ilman raja-arvomerkintoja. Integraa-
lilaskennalla on niin suuri merkitys esimerkiksi teknii-
kan opinnoissa, ettd olisi hyvé tutustua sen perusteisiin
jo lukiossa.

Kun maaratty integraali méaritellidn matemaattises-
ti, niin edelld olevaan 6-kohtaiseen likiarvomenettelyyn
suoraan liittyvd méaritelma on seuraava:

b n
/ flx)dz = Jinéoz fzp)Ax.
a k=1

Nain Vaiséalakin (ks. [1], s. 154) méaaritteli méaratyn in-
tegraalin matemaattisesti (tosin toisenlaisia merkinto-
ja kayttden). Ainoa ehto ylla olevan mééritelmén péte-
vyydelle on funktion f jatkuvuus. Sovellutuksissa esiin-
tyy epdjatkuvuuksia, mutta silloin yleensé tarkastelu-
vali jaetaan osavileihin, joissa funktio on jatkuva, ja
osavélit tarkastellaan erikseen.

Likiarvosummien tarkentumisesta

Kun siis sovellutuksissa muodostetaan méaratyn inte-
graalin lausekkeita, ldhtokohtana ovat likiarvosummat.
Lukion matematiikassa tdmé on ainoa kerta, kun kéy-
tdnnon suureisiin liittyvét likiarvot tulevat enemmalti
esiin. Tamé& voi olla monelle opettajallekin asia, josta
on viahan omia kokemuksia, mihin johdannossa viitat-
tiin. Siksi asiaan tulee kiinnittd4 huomiota, ja johtojen
loogisuuden vuoksi on tarkedd perustella, miksi likiar-
vosummat ldhestyvéit laskettavan suureen tarkkaa ar-
voa, kun osavilien lukumééré kasvaa rajatta. Yksi pe-
rustelutapa ovat edellisen esimerkin kaltaiset numeeri-
set laskut ja geometriset perustelut (kuva 1).

Mutta esimerkiksi tapausta, jossa maardtaan kappa-
leen tilavuus maarattyné integraalina, kun poikkipinta-
alan funktio tunnetaan, on yleisessa tapauksessa han-
kala havainnollistaa geometrisesti. Perustelu voidaan
tehdé vastaansanomattomasti algebrallisen keskiarvo-
tarkastelun avulla, kuten on esitetty esimerkiksi lukion
kirjan [3] lisitiedoissa. Yleisemmalla tasolla vastaavan-
laisia vakuuttavia keskiarvoperusteluja, jotka sopivat
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korkeakoulujen matematiikan opintoihin, on késitelty
viitteessa [4].

Ei ole mitdan yleistd tapaa, jolla voidaan perustella se,
ettd likiarvot ldhestyvit laskettavan suureen tarkkaa
arvoa. Ehké yleisin tapa perustella likiarvotarkastelut
on se, ettd todetaan, ettd kunkin osavélin kertymaén li-
kiarvon suhteellinen virhe menee nollaan osavailin pi-
tuuden ldhestyessd nollaa. Tama riittda, silla seuraava
mahdollinen epdilys on turha: vaikka osavilien luku-
madran kasvaessa kullakin osavililla vakiokaava toimi-
si yhd tarkemmin, kasvaako kokonaisvirhe sen takia,
ettéd likimdérédisten termien lukumaééra kasvaa. Taméan
epéilyksen torjuu seuraava lause.

Lause. Olkoon meilld sellaisia positiivisia likiarvoja
(tai kaikki negatiivisia), ettd kunkin tarkka arvo poikke-
aa korkeintaan p % likiarvosta. Tdlloin tarkkojen arvo-
jen summa poikkeaa korkeintaan p % likiarvojen sum-
masta.

Tamaén lauseen merkitys on siind, ettd jos saamme jo-
kaiseen osaviliin liittyvin kertymén likiarvon esimer-
kiksi 0,01 %:n suhteellisella tarkkuudella, niin vaikka
osavileja olisi kuinka monta, tarkkojen kertymien sum-
ma poikkeaa korkeintaan 0,01 % kertyminen likiarvojen
summasta.

Tamé lause on helppo todistaa algebran avulla. To-
distuksen idean ndkee seuraavasta numeroesimerkisté.
Olkoon meilla likiarvot 100, 200 ja 500, joista tarkat
arvot poikkeavat korkeintaan 1 %:n verran. Siten sum-
man tarkka arvo on lukujen 792 (= 99 4+ 198 + 495) ja
808 (= 101 + 202+ 505) vélilla eli pahimmassa tapauk-
sessa summan tarkka arvo poikkeaa 1 %:n likiarvojen
summasta 800.

Jos likiarvosummassa on seké positiivisia ettd negatii-
visia termejd, on ilmeistéd, ettd positiivisten termien
summa tarkentuu, kuten myds negatiivisten termien
summa, ja siten koko summa tarkentuu.

Suhteellisen virheen nollaan menemisesté voi vakuut-
tua usein seuraavanlaisella padttelylld. Tarkastellaan
esimerkkind kuvan 1 pinta-alan tapausta (joka edelld
perusteltiin myds toisenlaisella tavalla). Oikeanpuolei-
sen osakuvan ensimmaéiselld osavililla kertyvan pinta-
alan likiarvoksi on otettu suorakaiteen pinta-ala, jon-
ka korkeus on funktion kuvaajan korkeus vilin alku-
pisteessi. Alueen korkeus kasvaa kuitenkin noin 20 %
téalld osavililla. Siten aivan karkeasti arvioiden tdmén
osavélin pinta-alan likiarvossa (suorakaiteen pinta-ala)
on 20 %:n virhe.

Ajatellaan, ettd kaksinkertaistamme osavélien luku-
médréin, jolloin osavélien pituus puolittuu. Geometri-
sesti ndemme kuvasta 1, ettd kun puolitamme ensim-
maisen osavéilin, niin uudella ensimmaéaisella osavélilla
funktion kasvukin noin puolittuu eli on noin 10 %, jol-
loin pinta-alan likiarvon suhteellinen virhekin suunnil-
leen puolittuu ensimmaéiselld osavalilla. Kaikkien osava-
lien kohdalla tapahtuvat vastaavanlaiset suhteellisten

virheiden puolittumiset. Osavélien lukuméérin kaksin-
kertaistumisia edelleen ajateltaessa, osavéleihin liitty-
vien pinta-alojen suhteelliset virheet aina suunnilleen
puolittuvat, jolloin lauseen mukaisesti likiarvosumman-
kin suhteellinen virhe joka kerta suunnilleen puolit-
tuu. Téten likiarvosummat ldhestyvat pinta-alan tark-
kaa arvoa (téstd voi piirtdéd lukusuorakuvan).

Vastaavasti erittdin monessa muussakin sovellutukses-
sa voidaan funktion f(z) jatkuvuuden perusteella va-
kuuttua geometrisesti tai fysikaalisesti siitd, ettd jokai-
sen osavélin kertymén likiarvon f(xj)Ax suhteellinen
virhe menee nollaan, kun Az ldhestyy nollaa.

Lauseen esittdminen ja sen mukaiset perustelut suh-
teellisine virheineen vievét ehké niin paljon aikaa, ettd
ne on jatettavéd korkeakouluopintoihin.

Y hteenveto

Jatko-opintojen tarpeita silmélldpitden kirjoituksessa
on ehdotettu palaamista Viiséldn [1] esittdméédn ta-
paan motivoida ja médritellda maédréitty integraali. Ha-
nen ja nykyisten amerikkalaisten calculus-kirjojen ta-
paan kannattanee lukioissa méariattyjen integraalien
lausekkeet johtaa likiarvosummien kautta, ei differen-
tiaalisesti.

Viisalan oppikirjan ja calculus-kirjojen puutteena voi
pitaa sitd, ettd niissd ei yleensa riittévasti perustella si-
té, ettd geometristen tai fysikaalisten suureiden likiar-
vosummat ldhestyvit laskettavan suureen tarkkaa ar-
voa. On huomattava, ettd koska kyse on geometriaan
tai fysiikkaan liittyvien suureiden likiarvojen tarkaste-
luista, myo6s perustelut vetoavat geometrisiin ja fysikaa-
lisiin mielikuviin ja késityksiin, ei puhtaasti matemaat-
tisiin asioihin Mitdédn kaikkiin tapauksiin soveltuvaa
perustelutapaa ei ole olemassa. Artikkelissa on tarkas-
teltu, miten perusteluja voi tehdé esimerkiksi numeeri-
sin laskuin, geometrisen tarkasteluin ja esitettyé lauset-
ta hyviksi kdyttden. Myos muita tapoja esiintyy, mutta
esimerkiksi lukiossa varmaan riittda se, ettd muutama
maéadratyn integraalin lauseke perustellaan kunnolla ja
muut annetaan valmiina kaavoina.
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Miten integroitiin, kun ei vielad osattu integroida?

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Koulussa ja muuallakin differentiaali- ja integraalilas-
kentaan tutustutaan nykyédén niin, ettd ensin opitaan
derivaatta ja sitten madritelldan funktion f integraali-
funktio [ f(z)dz sellaisena funktiona, jonka derivaat-
ta on f. Sitten muistellaan derivointisdant6ja ja paé-
telladn niistd erindisid integrointikaavoja, kuten

/xp dx = —1 Pt
p+1

Hiukan yllattdvana bonuksena tulee sitten tieto, jonka
mukaan integraalin avulla voi méaarittad mielenkiintois-
ten suureiden, esimerkiksi pinta-alojen ja tilavuuksien
arvoja.

Integraalin historiallinen kehitys ei ole ihan kulkenut
néitd latuja. Integroinnin ja derivoinnin yhteyden oival-
sivat Isaac Newton ja G.W. Leibniz 1600-luvun lopulla.
Tarve méaérittaéd esimerkiksi pinta-aloja johti kuitenkin

telmiin”. Téassé esitellddn muutamia.

Kun on tarkoitus selvittdéd jonkin kayrirajaisen alueen
pinta-ala tai kappaleen tilavuus, niin aika luonnollinen
ladhestymistapa on yrittaad tayttdd kyseessé oleva kuvio
mahdollisimman hyvin sellaisilla kuvioilla tai kappa-
leilla, joiden ala tai tilavuus hallitaan. Jos ympyra pa-
kataan mahdollisimman téyteen tasakylkisid kolmioi-
ta, joiden kérki on ympyrén keskipisteessd ja kannan
pédtepisteet ympyran kehélld, ja jos kolmioiden kan-
nat ovat lyhyitd, niin niiden korkeus on likimain ym-
pyran siade ja yhteenlaskettu ala lahelld lukua, joka on

puolet ympyrén séteestd kerrottuna ympyrén kehén pi-
tuudella. Likiarvo on sitd tarkempi, mité pienempiin ja
useampiin kolmioihin ympyra jaetaan. Kun ympyrin
kehén pituuden ja sédteen r suhde on — méaritelméan mu-
kaan — 27, niin ympyrén alan kaava A = 772 tulee aina-
kin hyvin uskottavaksi. Samalla tavalla voimme jakaa
pallon melkein kokonaan pyramideiksi, joiden huippu
on pallon keskipisteessd ja muut kérjet pallon pinnalla.
Jos r-séteisen pallon pinta-ala on S(r), niin pyrami-
din tilavuuskaava johtaa siihen, ettd pallon tilavuus on

1
V= grS(r). Jos vield tiedettiisiin, ettd S(r) = 4mr?,
saataisiin tuttu pallon tilavuuden kaava.

Téllaiset padttelyt eivit ole ihan ndin suoraviivaisia,
jos tutkittava alue tai kappale ei ole yhtd symmetrinen
kuin ympyra tai pallo. Katsotaan seuraavassa, miten
muutamat varhaiset matemaatikot selvittivét sellaisen
alueen pinta-alaa, jota rajoittaa paraabelin y = 2 kaa-
ri tai yleisemmin kéyrdn y = 2P kaari ja kaksi janaa.
Oiomme vidhén: xy-koordinaatit ovat olleet kiytossi
vasta 1600-luvulta, ja varhaisten aikojen matemaatikot
joutuivat késittelemédn kayriddan hankalammin.

Arkhimedes

Arkhimedeen laista ja heureka! -huudahduksesta kuu-
luisa Arkhimedes Syrakusalainen (287-212 eKr.) on yk-
si kaikkien aikojen merkittdvimpid matemaatikkoja.
Arkhimedes laski kahdella tavalla paraabelin segmen-
tin alan. Toinen tapa perustui segmentin pilkkomiseen



Solmu 2/2012

19

kolmioiksi, joiden alat muodostivat geometrisen lukujo-
non; taméan summan Arkhimedes hallitsi ja pystyi au-
kottomasti perustelemaan saamansa tuloksen. Toinen
Arkhimedeen menetelmé oli lahempéanéd nykyaikaista
integrointia. Esitelldan se tilanteessa, jossa laskettava-
na on paraabelin y = 22 ja suorien y = 0 ja = = 1
rajaama alueen pinta-ala S. Nykyaikaisin merkinnoin
haemme siis integraalin

1
/ 22 dx
0

Arkhimedes ajatteli ndin: pinta-ala koostuu pystysuo-
rista janoista joiden pédtepisteet ovat (x,0) ja (z,2?)
eli janoista [(z,0), (z,2?)]. Téllaisen janan pituus on
siis #2. Siirretddn jana janaksi [(1,0),(1,2?%)], ikdéin
kuin pystyyn pisteen (1,0) kohdalle. Ajatellaan sit-
ten vaakaa, joka tasapainotetaan pisteessi (0,0). Nyt
siirretty jana ja jana [(—z,0), (—z, )] tasapainottavat
vaa’assa toisensa: toisen varren pituus on 1 ja varren
pédssi on massa x2, toisen varren pituus on z ja var-
ren padssd on massa x. Mutta kun x kasvaa nollasta
yhteen, niin tasapainopisteen vasemmalla puolella ole-
vat janat peittavit kolmion, jonka karjet ovat (—1,0),
(0,0) ja (—1,1). Koska kolmio koostuu kaikista janois-
ta [(—z,0), (—z,z)] ja kukin jana tasapainottaa janan
[(0,1),(0,2%)], niin kolmion massa tasapainottaa suo-
ralle x = 1 kootun alueen A massan. Kolmion ala eli

arvoa.

massa on 3 ja sen voidaan ajatella keskittyvian kolmion

2
painopisteeseen, jonka z-koordinaatti on —= (muis-
tamme, ettd kolmion painopiste on sen keskijanojen
leikkauspiste ja ettd keskijanojen leikkauspiste jakaa
keskijanat suhteessa 2 : 1). Vaa’an tasapainoehdoksi

1 2 . 1
tuleeS-l—g-g.SuSS—g.

Stevin ja Kepler

Hollantilainen Simon Stevin (1540-1603) oli monitoi-
minen mies. Nykykielelld hanta voisi nimittda insin6o-
riksi, mutta matematiikan historia muistaa hianet yhte-
na ensimmaisistd desimaalilukujen kéyttéjistd. Stevin

suoritti integrointeja mm. painopisteen méaarittdmisek-
si. Hén ajatteli, ettd jos kolmio jaetaan sivun suuntai-
siksi kapeiksi kaistaleiksi, niin jokainen téllainen tasa-
painottuu keskipisteensa kohdalla. Mutta tésta seuraa,
etta koko kolmio on tasapainossa, kun se tuetaan pitkin
keskijanaa. Sama pétee jokaiselle kolmelle keskijanalle,
joten kolmion painopisteen on oltava keskijanojen leik-
kauspiste.

Johannes Kepler (1571-1630) muistetaan planeettojen
liikkeité hallitsevista Keplerin laeista, joiden pohjalle
Newton myohemmin rakensi gravitaatioteoriansa. Yh-
den lakinsa Kepler muotoili pinta-alan avulla: hén esit-
ti, ettd auringosta planeettaan piirretty side pyyhkai-
see aina samassa ajassa saman pinta-alan. Néin ollen
planeetta liikkuu nopeammin ollessaan ldhelld aurinkoa
ja hitaammin ollessaan kauempana.

Erikoista on, ettd Kepler teki lakiaan johtaessaan kaksi
toisensa kumoavaa virhetté niin, etté lopputulos on oi-
kein. Kepler ajatteli, etta jos planeetta kulkiessaan ra-
dallaan pisteestd P pisteeseen @ kdyttaéd ajan t, ja jos
kaari P:std @Q:hun jaetaan lyhyisiin osakaariin, joiden
pituus on As; niin, ettd osakaaren As; kohdalla planee-
tan etdisyys auringosta on 7;, ja jos planeetan nopeus
osakaaren As; kohdalla on v; ja se kdyttad osakaaren
yli kulkemiseen ajan At;, niin

t:ZAti:ZAji.

Nyt Kepler otaksui lisdksi, erheellisesti, ettd planeetan
nopeus on kddntden verrannollinen sen etdisyyteen au-

k
ringosta eli v; = —. Siis

T
t= % ZriASi'

Keplerin toinen erehdys oli pitdd kolmiota, jonka yksi
karki on aurinko ja toiset kaksi osakaaren As; padte-

pisteet, tasakylkisend ja olettaa sen pinta-alaksi —r; As;

Kun auringosta planeettaan piirretty side pyyhkii ajas-
sa t suunnilleen kolmioiden yhteen lasketun alan A,
Keplerin kaksi virhettéd yhdessa johtivat tulokseen ¢ =

2
EA, eli aika ja ala ovat verrannollisia.
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Cavalieri

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) oli italialainen ma-
temaatikko, Galileo Galilein oppilas. Cavalieri laski ”in-
tegraaleja” yhdistelemélld luovalla tavalla eriulotteisia
suureita ja laskemalla yhteen esimerkiksi darettomén
monta nollan suuruista pinta-alaa.

1
I:/ 2% dx
0

Cavalierin tavalla. Cavalieri ajatteli, ettd ”I” on kaik-
kien x-sivuisten, mutta paksuutta vailla olevien nelioi-
den "summa”, kun x saa arvot nollasta yhteen. Jos
yksikkonelio jaetaan ldvistdjilld, esimerkiksi suoralla
y = x kahtia, niin jokainen y-akselin suuntainen ja-
na jakautuu kahdeksi osaksi, joiden pituudet ovat z ja
1 — z. Kaikkien 1-sivuisten nelididen summa, joka eit-
tdméatta on 1-sdrméinen kuutio, jonka tilavuus on 1, on
siis sama kuin x + (1 — ) sivuisten nelididen summa.
Koska (r+(1—x))? = 22+ (1 —2)%?+22(1 —2), ja kaik-
kien a-sivuisten ja kaikkien (1 — x)-sivuisten nelididen
summa on sama, on oltava

1=2%"2"+2> a(1—x). (1)

(Summamerkkid > on tissid kiytetty hiukan epapuh-
dasoppisesti, Cavalierin hengessi.) Mutta jos nyt

Selvitetdan

1
= - — 1_ — —
T 5 z, T 2—|—z,

niin .
1—z)=-—22
z(1—2) 17
ja

1:2Zx2+%—22z2. (2)

Kun x kidy lapi kaikki arvot nollasta yhteen, niin z
kdy kahdesti lapi arvot nollasta puoleen. Yhdenmuo-
toisten kolmiulotteisten kappaleiden tilavuuksien suh-
de on vastinjanojen pituuksien suhteen kolmas potens-

si. Niinpa
Y=Y
2

Kun otetaan huomioon, ettd kaavassa (2) oleva z*-
summa on laskettava kahdesti, saadaan

1 1
§=2Zx2—2-2-§zx2.

Tastéd on helppo ratkaista, etta

1
szz 3 (3)

1
1

/ 22de = =.
0 3

eli

Sama tekniikka puree korkeampiinkin potensseihin,
vaikka geometrinen intuitio onkin vaikeampaa: tarvit-
taisiin enemmén kuin kolme ulottuvuutta. Mutta mer-
kitddan y = 1 — x ja "lasketaan”:

1= 213 :Z(x+y)3
= 2333 —|—Zy3 —|—3Zx2y+3zg}y2
= ZZxQ —l—GZa:Qy.
Viimeinen yhtédsuuruusmerkki perustuu symmetriaan:

kun x saa kaikki arvot nollasta yhteen, niin y:kin saa,
vaikka eri jarjestyksessd. Kaavojen (1) ja (3) nojalla

1:22x2+22xy

1
eli Y ay = & Mutta nyt

= ey =Y (1-ay)
= @y =Y 2ty + > a?

Sty =

Mutta tésta seuraa, etta

1 1\ 1

3
= — 1_ R = —.
2= 2( 0 12) 1

1
1
/ 2dr ==,
O 4

joten

Siis

Pascal

"Kolmiostaan” ja uskonnollis-filosofisista mietekirjoi-
tuksistaan tunnettu ranskalainen Blaise Pascal (1623

62) lihti selvittiméén ongelmaa fol zPdr = 7 aivan

eri suunnasta. Merkitddn x; = —. On aika luonnol-

lista ajatella, ettd kéyrdn y = na:p ja x-akselin va-
listd pinta-alaa voi approksimoida kapeilla suorakai-
teilla, joiden kérjet ovat pisteissid (x,0), (xg41,0),
(zr, 2} q) ja (Tpy1,7],,). Téllaisen suorakaiteen ala

1 k+1)P
onap, - o= (n?%l) ja suorakaiteiden yhteinen ala
on
S (2 ), (4)

Kun n kasvaa, suorakaiteiden ala tulee ldhelle kdyran
ja suoran vilistd alaa. Jos (4):n lauseke lihestyy arvoa

+1,niin

p . .
/ 2P dr = ——,
0 p+l

niin kuin pitddkin. Mutta miten selvitetddn kaavassa
(4) oleva summa?
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Otetaan avuksi Pascalin kolmio eli binomikaava. Sen
mukaanhan esimerkiksi

(k+1)P = i <f)k

=0

missé olemme merkinneet tavan mukaan

() =

(f) on siis Pascalin kolmion pmnen rivin 4:s luku (kun
ensimméinen rivi on se, jolla on kaksi ykkosté ja kunkin
rivin vasemmanpuoleisimmalle luvulle, joka on 1, an-
netaan jarjestysluku 0). Pascalin idea on kirjoittaa ero-
tus (n+ 1)PT1 — 1P+ summaksi ((n + 1)PT — pP+l) +
(nPtL — (n — 1)PHL) ... 4 (2P — 1PF1) ja soveltaa
jokaiseen yhteenlaskettavaan binomikaavaa. Silloin kéy
nain:

M:

1:D+1

(n+1)PHt — ((k+ 1)t —

i(zﬁrl)kz

O<P+1>Zkz
1 (pj1>;ki+n.

Edellinen relaatio nayttaa selvemmalté, jos se kirjoite-
taan muotoon

(n+ 1P — (n+1)= <p+1)ka

p+1 pe1 p+1) «
+<p_1)2k ot (T ];k

k=1
Kun tatd kaavaa sovelletaan perdkkéin arvoilla p =

kpﬂ)

b
Il
—

I
M:

k

Il
-

[
M=

3

I
.M"@

K2

1,2, ..., niin havaitaan, ettd aina
n nptl
Z kP = + alempia n:n potensseja.
p+1

k=1

Mutta téastdhén seuraa, etté

np+1(1p+2p+"'+np)

1
ldhestyy n:n kasvaessa arvoa 1 ! Pascal on pédssyt

1
1
/ P de = ——.
0 p+1

kaavaan

Fermat

Pierre de Fermat (1601-65), ranskalainen lakimies,
saavutti kuolemattoman maineen matemaatikkona
rohkeiden lukuteoreettisten tulosten ja otaksumien-
sa vuoksi. Fermat'n ldhestymistapa kysymykseen
fol zPdx = 7 oli sekin omanlaisensa ja laskennollises-
ti yksinkertaisempi kuin Pascalin menettely. Fermat-
kin ldhestyi kdyrdan y = aP ja x-akselin viliin jaa-
vad pinta-alaa suorakaiteiden avulla, mutta Fermat’'n
suorakaiteiden leveys ei ollut vakio. Fermat valitsi lu-
vun a, joka on viahdn ykkostd pienempi, ja tarkaste-
li suorakaiteita, joiden z-akselilla olevat kérjet ovat
pisteissa 1,a,a2,a3, .... Jos suorakaiteen kéarjet ovat
(a*+1,0), (a*,0), (a*, (a*)P) ja (a*+1,(a*)P), niin sen
ala on a*?(a¥ — a**1) = (1 — a)a(p“)k ja kaikkien suo-
rakaiteiden aloJen summa saadaan geometrisen sarjan
summan avulla; se on

- 1—a
— (p+Dk _
(1 a)kg_oa =
B 1
S l+atai+-4ar’

Kun a tulee ldhelle ykkostd, jokainen nimittdjan yh-
teenlaskettava tulee ldhelle ykkosta ja nimittdja itse
lahelle lukua p + 1. Kaava

! 1
/xpdx:—
0 p+1

on saatu.

Verkko-Solmussa on ilmestynyt lukuteorian diplomitehtavat

http://solmu.math.helsinki.fi/2008/diplomi/diplomi_lukuteoria.pdf
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Paasiainen on aina sunnuntaina

Kimmo Vehkalahti
Sosiaalitieteiden laitos, tilastotiede
Helsingin yliopisto

Innostuin (otsikkoa myoten!) Matti Lehtisen jutusta
"Jouluaatto on harvemmin sunnuntaina” (Solmu
3/2011). Juhlapdivien sijoittuminen kalenteriin on
kiehtova aihe, ja sitd voi ldhestyd matemaattisesti mo-
nelta suunnalta. Keskitdn huomioni paédasiassa paasiéi-
seen, joka on laskennallisesti erityisen mielenkiintoinen.

Tarkastelen lisdksi eraitd muita juhlapéivid, joista osa
on padsidisen tapaan kirkollisia (kuten pyhainpéaiva)
ja osa maallisia (kuten vappu). Yhteiskunnallisesti
kiinnostavia juhlapéivistd tekevit niiden aiheuttamat
poikkeukset arkirutiineihin, esimerkiksi kauppojen au-
kioloaikoihin. Juhlapiivéit ja etenkin niitd edeltavét
aattopaivit asettavat myos yllattavia haasteita muun
muassa myyntiennusteiden laatimiseen. Tarkasteluje-
ni taustalla onkin pari vuotta sitten erdélle yritykselle
radtaloity myynnin analysointijarjestelmé, jota ohjel-
moidessa sai perehtya juhlapéiviin perusteellisesti.

Uskonnollisia juhlia kuten uskontojakin on maailmassa
lukuisia, mutta rajaan tarkastelut Suomessa vietetti-
viin, kristillisen kirkkovuoden juhliin. Yhdessd maallis-
ten juhlien kanssa ne muodostavat sarjan, joka toistuu
suomalaisessa kalenterissa vuodesta toiseen. Sarja on
silti aina hieman erilainen riippuen siitd, mihin kohtiin
tietyt juhlat kulloinkin sijoittuvat. Erikoisen mielen-
kiintoisia tilanteita voi syntyé kirkollisten ja maallisten
juhlien "térmétessa”. Laskennallisilla keinoilla téllaisia
ilmi6itd voi mukavasti tutkia minkéd tahansa vuoden
osalta. Soveltavana tilastotieteilijina ldhestyn aihetta
tilastollisen tietojenkésittelyn ndkokulmasta.

Muste leviaa ja jattaa jalkia

Kirjoitan tatd Musteella, joka on uusi, R-ohjelmistolle
kehitetty, vapaasti saataville tuleva avoimen lahdekoo-
din toteutus Survo-ohjelmistosta. Survo on professori
Seppo Mustosen elaméntyo, joka alkoi jo 1960-luvulla
ja jatkuu edelleen. Musteen péédvastuullinen kehittaja
on Reijo Sund, joka 2009 esitti idean Musteesta seki
sen toteuttamisesta R:n laajennuspakettina.

R on Ross Thakan ja Robert Gentlemanin alullepanema
toteutus professori John M. Chambersin johdolla ke-
hitetysté tilastollisesta S-ohjelmointikielestd. Nykyisin
R on laajan kansainvélisen kayttéjéyhteison kehitta-
mé, vapaasti saatava ohjelmisto, joka on noussut 2000-
luvun aikana suosioon tilastotieteen, matematiikan ja
tietojenkésittelyn piirissd, mutta myos yhé useammalla
néitd menetelmétieteitd hyodyntavilla tieteenaloilla.

Survo ja R ovat hioutuneet vuosikymmenien aikana ja
ne sisiltdvit monia kekselidita tapoja data-analyysiin,
matriisilaskentaan, kuvien piirtoon ja raportointiin.
Térkein Survon innovaatioista on editoriaalinen kdytto-
tapa, jolla tyoskentelysta jaa talteen hyodyllisia jalkia.
Muste liittda tdméan uniikin kiyttotavan osaksi R:&4.

Aloittaessani tétd juttua (5.2.2012) Musteen versio-
numero oli 0.4.80. Téménhetkisen versionumeron voi
tarkistaa sivulta www.survo.fi/muste, josta Musteen
voi myos ladata kayttoonsad. Muste levida kaikkialle
(Windows, Mac, Linux).
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Juhlallista laskentaa

Padsidinen on joulun ohella kirkkovuoden suurimpia
juhlia. Siihen kuuluu peréti kolme pyhépéivéaa: pitkd-
perjantai, joka nimensd mukaisesti on perjantai, pdd-
stdispdivd, joka on aina sunnuntai sekd toinen pddsidis-
pdivd, joka on maanantai. Pddsidinen hallitsee kirkollis-
ta juhlavuotta, silla se maarittdd useiden muiden juh-
lapédivien, kuten helatorstain, ajankohdan. Laskennalli-
sesti kiinnostavaksi pédsidisen tekee sen ajankohta, jo-
ka riippuu muun muassa kuun kierrosta. Tuo ajankohta
vaihtelee vuosittain yli kuukauden pituisen ajanjakson
puitteissa: aikaisin mahdollinen pédsidissunnuntai on
jo 22. maaliskuuta ja myohéisin vasta 25. huhtikuuta.

Padsidissunnuntain paiviméara on osattu selvittda las-
kennallisesti jo keskiajalla. Téaté aikoinaan erittéin tar-
kedlla sijalla ollutta toimintaa kutsuttiin latinankie-
liselld sanalla computus, joka on sittemmin alkanut
yleisemminkin tarkoittaa laskentaa. Englanniksi sanan
johdoksia ovat muun muassa computation ja computer.
Ei niistd paasidinen ihan ensimmaéiseksi tule mieleen!

Ensimmaéisen matemaattisen algoritmin péaésidissun-
nuntain péaiviméirdn laskemiseen kehitti lukematto-
mista muistakin yhteyksistd kuuluisa matemaatikko
Carl Friedrich Gauss 1800-luvun alussa. Tuolloin oli
jo monissa maissa siirrytty vanhasta, epéatarkasta juli-
aanisesta kalenterista tarkempaan, nykyisinkin kéytos-
sé olevaan, gregoriaaniseen kalenteriin. Suomessa siir-
tyminen tapahtui Ruotsi-Suomen aikana vuonna 1753,
erédisséd muissa Euroopan maissa vasta 1900-luvulla.

Gaussin algoritmi ja muut vastaavat menetelmét pe-
rustuvat melko monimutkaisiin, taivaankappaleisiin
ko joukko kalenteria koskevia sdédntéja ja poikkeuk-
sia. Matemaattisesti algoritmit ovat yksinkertaisia, sil-
14 ne perustuvat pelkkiin peruslaskutoimituksiin, ennen
kaikkea jakolaskuihin ja jakojddnnoksiin.

Yksi suoraviivaisimmista péédsidisalgoritmeista julkais-
tiin Nature-lehdessd vuonna 1876. Sen laatija jai ha-
méran peittoon, kun tekijiksi mainittiin vain lehden
"New Yorkin kirjeenvaihtaja”, mutta algoritmista tu-
li pian suosittu, kun sitd kopioitiin useisiin aikakauden
kalenterijulkaisuihin.

Sovelsin kyseistd algoritmia alussa mainitsemassani
analysointijarjestelméssé, jonka toteutin Survolla. Sivu-
tuotteena tulin tehneeksi pienen pédsidisaiheisen ani-
maatiodemon, johon voi tutustua verkossa osoitteessa
www.survo.fi/demos/index.html#ex19.

Seuraavassa sama algoritmi nidkyy Musteen toimitus-
kenttdan kirjoitettuna laskentakaaviona, jossa funktio
mod (x,y) tarkoittaa jakojaédnnosté, kun x jaetaan y:lla,
ja int(x) annetun luvun tai lausekkeen x kokonais-
osaa. Symbolit a, b, ..., n ovat algoritmin mukaisia
lausekkeita, joiden yksityiskohtia ei ryhdyta avaamaan.

Selvitetéddn péddsidissunnuntain ajankohta. Algoritmi:
Anonymous (1876). To find easter. Nature, 13, 487.

Luku n=(h+1-7*m+114) lasketaan 12 muun luvun avulla:

b=int (vuosi/100) d=int(b/4) i=int(c/4)
c=mod (vuosi,100) e=mod(b,4) k=mod(c,4)
h=mod ((19*a+b-d-g+15) ,30)
1=mod ((32+2*e+2*i-h-k) ,7)

a=mod (vuosi,19)
f=int ((b+8)/25)
g=int ((b-£+1)/3)
m=int ((a+11xh+22%1)/451)

Sanalliset ilmaisut lausekkeiden lomassa eivat héiritse
laskentaa. Kaavion voi kirjoittaa vapaasti; tdssa se on
sovitettu palstakoon sallimaan tilaan.

Kaavion jatko-osassa on médritelty n:std (ja sen myoté
kaikista muista) riippuvat symbolit kuukausi ja paiva.
Tarkastelun kohteena oleva vuosi on my6s ohimennen
ilmaistu osana virketta:

Kaavion avulla selvid&d minkd tahansa péd&dsidissunnuntain
kuukausi=int(n/31) ja pdivd=mod(n,31)+1 - esimerkiksi,
jos vuosi=2012, niin kuukausi= ja pédiva=

Mitdédn laskentaa ei kuitenkaan toistaiseksi tapahdu:
kaavio on vain kokoelma tekstia, lukuja ja numeroita.

Mita taitoja koulussa aktivoidaan?

Eldmé sujuu, kun osaa lukea, laskea ja kirjoittaa.
My6s Muste ja Survo osaavat ndmé arvokkaat taidot,
aivan omalla tavallaan.

Aktivoimalla lauseke (joko hiiren kaksoisklikkauksella
tai esc-napilla merkin = vierestd) edelld oleva kaavio
sdhkoistyy hetkeksi: toimituskenttda hallinnoiva edito-
riohjelma lukee lausekkeen ympiériltd tarvitsemansa
tiedot, laskee vaaditut laskut ja kirjoittaa tulokset.
Kaikki tapahtuu yhdessa silménréapéyksessa.

Kun siis kaavion alimmalla rivilld kuukausi ja paiva
aktivoidaan, rivi muuttuu muotoon

jos vuosi=2012, niin kuukausi=4 ja paiva=8

eli padsidissunnuntai on tédnad vuonna 8. huhtikuuta.
Muuttamalla vuodeksi 2008 ja aktivoimalla uudelleen
saadaan:

jos vuosi=2008, niin kuukausi=3 ja pdiv&=23
Kokeillaan vield kerran ja kurkataan tulevaisuuteen:
jos vuosi=2222, niin kuukausi=3 ja pdiva=31

Musteen (tai Survon) laskentakaavio toimii siis samaan
tapaan kuin miké tahansa tietokoneohjelma. Erona on
se, ettd laskentakaavion voi kirjoittaa huomattavasti
vapaamuotoisemmin, tarvitsematta niin paljoa véalittaa
ohjelmointikielille ominaisista muotosdannoista.


http://www.survo.fi/demos/index.html#ex19
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Tuhat vuotta ja yhdeksian pyhaa

Siirrytadn tutkimaan suomalaisen kalenterin juhlapéi-
vid tarkemmin. Keskeisié, yhteiskunnallisesti merkit-
tédvid juhlia on yhdeksén: uusivuosi, loppiainen, péa-
sidinen, helatorstai, vappu, juhannus, pyhéinpéaiva, it-
sendisyyspéaiva ja joulu. Naita juhlia on tapana kutsua
myo6s “juhlapyhiksi” tai "pyhépaiviksi” riippumatta sii-
ta, ovatko ne kirkollisia vai maallisia.

Laskennan kannalta on hyodyllisempédd jakaa "pyhéat”
kahteen ryhméan sen mukaan, kumpi vaihtelee vuosit-
tain: vitkonpdivd vai pdivamddrd. Juhlat, joiden viikon-
péivé vaihtelee, ovat itsendisyyspéivéa, joulu, uusivuosi,
loppiainen ja vappu. Juhlat, joiden paiviméaré vaihte-
lee, mutta viikonpéivé ei, ovat pyhéinpéivé, pdasidinen,
helatorstai ja juhannus.

Osa juhlista koostuu pédsidisen tapaan useista pyhé-
péivistd, mutta laskelmissani jokaista juhlaa edustaa
tdsmélleen yksi pdivi: uudenvuodenpdivéa, loppiaispéi-
va, padsidissunnuntai, helatorstai, vapunpéivé, juhan-
nuspéaiva, pyhainpaiva, itsendisyyspaiva ja jouluaatto.

Kalenterissa on useita muitakin yleisid juhlapaivig,
mutta niilla ei ole vastaavaa merkitysté, koska ne ei-
vat eroa tavallisista arki- tai sunnuntaipaivistéd. Esimer-
kiksi helluntai, jonka vuodesta 1705 suomeksi ilmesty-
nyt Yliopiston almanakka sisdllyttda virallisiin juhla-
péiviin, on seitsemés péadsidisen jilkeinen sunnuntai.

Toisinaan juhlapéivien méaarittelyt voivat muuttuakin.
Helatorstai on viimeiset 20 vuotta ollut perinteisella
paikallaan, torstaina, tasan 40 péivad péadsidislauan-
tain jéilkeen, mutta vuosina 1973-1991 sitd vietettiin
jo edeltdvin viikon lauantaina nimelld Kristuksen tai-
vaaseenastumisen paiva.

Aloitin jutun kirjoittamisen kynttildnpaivana, joka sat-
tui olemaan myos Runebergin péivi. Edellinen on kir-
kollinen, jalkimmainen maallinen. Naméakin juhlat voi-
daan luokitella mainittuihin ryhmiin: Runebergin paiva
voi olla mind viikonpéivina tahansa, kun taas kyntti-
lanpéivd on aina sunnuntaina. Molemmilla on merki-
tystéd ldhinnd niille, jotka kyseisid paivid juhlistavat.

Tarkastellaan seuraavaksi kalenteria ja juhlia tilastol-
lisen tietojenkésittelyn keinoin rakentamalla data eli
tilastoaineisto, joka ulottuu vuosisatojen padhin seké
menneisyyteen ettd varsinkin tulevaisuuteen.

Valitsin tarkasteltavaksi tuhannen vuoden pituisen
ajanjakson 1.1.1800-31.12.2799. Todellisuudessa osaa
juhlista ei ole vietetty vield sataakaan kertaa, mutta
laskennallisia kokeiluja se ei mitenkaan esta.

Nyt jutun toimituskentédstd poimituissa nakymissi on
mukana myo6s eréditd Musteen ja Survon editoriaalisen
kayttotavan hallintaan kuuluvia elementteji. Niistd né-
kyvimpié ovat vasemman reunan kontrollisarake ja toi-
mituskenttdd osiin jakavat rajarivit.

Kontrollisarake koostuu oletuksena tdhdistd *, mutta
jokainen rivi voidaan varustaa milld tahansa muullakin
kontrollimerkilld. Niihin voi kytked erilaisia toiminto-
ja, joista alla olevissa ndkymissé on joitain esimerkke-
ja. Selkeyden vuoksi nékyvissd ovat vain valttaméatto-
maét kontrollimerkit; todellisuudessa tdhdet ynnd muut
kontrollimerkit tuikkivat himmedmmin erottuen siten
varsinaisesta tekstinkirjoitusalueesta.

Rajarivi erottaa laskentakaavioita tai komentoja ohjaa-
via tdsmennyksid eli merkilla = varustettuja sanoja. Sen
muodostaa viahintddn kymmenen perakkéaistd pistetta
tahtirivilla. Usein rajarivit vedetdan tayteen leveyteen:

Témén aktivointi aktivoi kaikki ’+’:1la merkityt rivit:
/ACTIVATE +

+TIME COUNT START / mitataan rakentamiseen kuluva aika
+FILE CREATE KALJU / luodaan tyhjd datatiedosto (.svo)

KALJU: KALenteri ja JUhlat / KV 15.2.2010 (19.2.2012)
FIELDS:

18 10 pvm padivaméaréd muodossa vvvv-kk-pp
2 N 4 pvJulian pdivin jirjestysnro (1 = 1.1.1800)
3 N 1 pvViikko viikonpaiva (1-7)
4 S 2 pvNimi  viikonp&ivéd [ma,ti,ke,to,pe,la,su]
5 N 2 pvVuosi péivan jarjestysnumero (1-366)
6 N 1 vkoVuosi viikon jérjestysnumero (1-53)
7 S 3 Juhla [Juh,Pyh,Its,Jou,Uus,Lop,Paa,Vap,Het]
8 S 4 vvvv pvm: vuosi (1800-2799)
9SS 2 kk pvm: kuukausi [01,02,...,12]
108 2 pp pvm: paivd/kk [01,02,...,31]
END

Koska vuosia on tasan tuhat, on paivid melko tarkkaan
365000. Lisaksi tulee pieni ma&ra karkauspéivié, joilla
gregoriaaninen kalenteri pysyy synkronissa maan kier-
toliikkeiden kanssa. Karkauspéivien idea on selostettu
tarkemmin muun muassa Matti Lehtisen alussa maini-
tussa artikkelissa. Karkeasti karkauspéiva on joka nel-
jés vuosi, joten niitd osuu jaksolle vajaat 250.

Lasketaan péivien maéra tarkasti DATE-komennolla ja
rakennetaan sen jilkeen vaiheittain koko data:

DATE 1.1.2800 - 1.1.1800 / Difference=365242

+FILE INIT KALJU, 365242 / ajellaan data kaljuksi
+VAR pvJulian=0RDER TO KALJU / ja numeroidaan p&divit

Mitoitetaan pédivien numerot t&h&n dataan sopivammiksi:
DATE 1.1.1800,Julian / Jan 01 1800 Julian_day=2378497
JULIAN_DAY0=2378496 (31.12.1799) -> 1, 2, ..., 365242
ja muodostetaan DATE-komennolla pvm ym. muuttujia:

+DATE KALJU / ODATE=YYYYMMDD ODEL=- MASK=di-ajw----
Véhén selostusta ylld kadytetyistd tésmennyksista:
ODATE ("output date") ja ODEL ("output delimiter")
ohjaavat pdivam&ardt haluttuun muotoon "2012-02-19".
MASK m&&rdd kullekin valitulle muuttujalle roolin,
esim. d ("date"), i ("input") ja w ("week number").
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Suomennetaan ja numeroidaan p&divien lyhennetyt nimet:

+CLASSIFY KALJU,Viikkol,pvNimi,pvNimi
CLASSIFICATION Viikko1l

Mo: ma

Tu: ti

We: ke

Th: to

Fr: pe

Sa: la

Su: su

END

+CLASSIFY KALJU,Viikko2,pvNimi,pvViikko
CLASSIFICATION Viikko2

ma: 1

ti:
ke:
to:
pe:
la:

N oo WwN

Erotellaan pvm:std muuttujat vuosi, kuukausi ja paiva:
IDATE=YYYYMMDD IDEL=- (kuten edell&d, mutta nyt "input")

+DATE KALJU / ODATE=YYYY VARS=pvm(D),vvvv(d)
+DATE KALJU / ODATE=MM  VARS=pvm(D) ,kk(d)
+DATE KALJU / ODATE=DD  VARS=pvm(D),pp(d)

Datan alku- ja loppupdd ndyttédvdt nyt tédllaisilta:

#FILE LOAD -KALJU CUR+1 / IND=ORDER,1,10

1800-01-01 1 3 ke 1 1- 1800 01 01
1800-01-02 2 4 to 2 1- 1800 01 02
1800-01-03 3 5 pe 3 1- 1800 01 03
1800-01-04 461la 4 1- 1800 01 04
1800-01-05 57su 5 1- 1800 01 05
1800-01-06 6 1ma 6 2 - 1800 01 06
1800-01-07 72 ti 7T 2 - 1800 01 07
1800-01-08 8 3 ke 8 2 - 1800 01 08
1800-01-09 9 4 to 9 2 - 1800 01 09
1800-01-10 10 5 pe 10 2 - 1800 01 10

#FILE LOAD -KALJU CUR+1 / IND=0RDER,365233,365242

2799-12-22 365233 3 ke 356 51 - 2799 12 22
2799-12-23 365234 4 to 357 51 - 2799 12 23
2799-12-24 365235 5 pe 358 51 - 2799 12 24
2799-12-25 365236 6 la 359 51 - 2799 12 25
2799-12-26 365237 7 su 360 51 - 2799 12 26
2799-12-27 365238 1 ma 361 52 - 2799 12 27
2799-12-28 365239 2 ti 362 52 - 2799 12 28
2799-12-29 365240 3 ke 363 52 - 2799 12 29
2799-12-30 365241 4 to 364 52 - 2799 12 30
2799-12-31 365242 5 pe 365 52 - 2799 12 31

Data on valmis! Vain juhlapdivien tiedot puuttuvat (-).

Edelld on kaytossa risuaitatekniikka, jolla Muste lisda
itse toimituskenttddn tarvitsemansa tilan tulostuksil-
le (tdssd datan listaukselle). Rivitunnus CUR viittaa
komentoriviin; vastaavasti END kentdn viimeiseen ei-
tyhjaén riviin. Ilman risuaitoja # tilan hallinnasta vas-
taa kayttaja, jolloin END+2 on suositeltavampi valinta
tulostuksen aloitusriviksi kuin ylla sovellettu CUR+1.

Yhdeksidn tuhatta juhlaa

Téydennetdin data merkkaamalla juhlapédivit muuttu-
jaan Juhla. Juhlista kédytetdan kolmikirjaimisia lyhen-
teitd, jotka ndakyvéit FILE CREATE -kaaviosta.

Aloitetaan helpoimmista eli niistd juhlista, joiden si-
jainti kalenterissa mééardytyy paivimadran perusteella,
mutta viikonpéiva vaihtelee vuosittain. N&ita ovat siis
itsendisyyspéaivé, joulu, uusivuosi, loppiainen ja vappu.

Kun VAR-komento aktivoidaan, se kirjoittaa kyseisen
juhlan lyhenteen dataan kaikkien ehdot tayttéavien pai-
vien kohdalle. Jokainen VAR-komento kéy siis ldpi koko
datan ja péivittdd tuhat tietuetta, yhden per vuosi:

Ehtolauseke SELECT=K*P on yhteinen ja yksinkertainen:

sen mukaan K:n ja P:n tulee molempien toteutua, jotta

koko SELECT-ehto toteutuu. Kédytetyt alkeisehdot K ja P
médrittelevat juhlat tésméllisesti:

1) Itsendisyyspaiva: 6.12.
+VAR str(Juhla)="Its" TO KALJU

K=kk,12 P=pp,6

2) Joulu: 24.12.
+VAR str(Juhla)="Jou" / K=kk,12 P=pp,24

3) Uusivuosi: 1.1.

+VAR str(Juhla)="Uus" / P=kk,1 K=pp,1

4) Loppiainen: 6.1.
+VAR str(Juhla)="Lop" / K=kk,1 P=pp,6

5) Vappu: 1.5.
+VAR str(Juhla)="Vap" / K=kk,5

Askeisesséi (kohdat 1-5) ei tarvita rajariveji erotta-
maan VAR-komentoja, silld itse komentorivi on etusi-
jalla, kun Muste lukee tédsmennyksid. Ndin SELECT vai-
kuttaa kaikkiin viiteen VAR-komentoon, mutta alkeiseh-
dot K ja P madritelladn tilannekohtaisesti. Kohdassa 1
kéayttoon tulevat tissd rajarivien vélisessa osakentdssd
ensimméisend annetut méaaritykset.

Seuraavassa (kohdat 6-7) rajarivid ei myoskéadn tarvita,
kun SELECT-ehto on komentokohtainen, ja alkeisehdot
ovat viikonpaivad lukuunottamatta eri nimisia:

6) Juhannus: lauantai 20.-26.6.
K=kk,6 P=pp,20,26 V=pvNimi:la
+VAR str(Juhla)="Juh" / SELECT=K*P*V
7) Pyhdinpdiva: lauantai 31.10.-6.11.

K1=kk,10 P1=pp,31 (toisinaan lokakuun puolella!)
K2=kk,11 P2=pp,1,6

+VAR str(Juhla)="Pyh" / SELECT=(K1*P1+K2*P2)*V
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Vuorossa (kohta 8) on juhlista vaativin. Pédsidinen on
aina sunnuntaina, mutta se tieto ei riita: tarvitaan taas
alussa esitettyd algoritmia. Jotta padstdan soveltamaan
sitd, poimitaan erilleen yksi pdivé jokaisesta vuodesta.
Muuttujista mukaan riittdd ottaa paivamadrin kolme
komponenttia sekd juhlapéivin ilmaisin:

8) Pddsidinen: sunnuntai 22.3.-25.4.

+FILE AGGR KALJU BY vvvv TO KALJUPAA / (!)

VARIABLES:

vvvv ~ LAST vvvv / Jokaisesta tuhannesta vuodesta
kk LAST kk / poimitaan sen viimeinen p&diva

PP LAST pp / (LAST) ja kootaan naist&d uusi,
Juhla LAST Juhla / vain tuhannen havainnon data.

END

Edella esitetty algoritmi on havainnollisuuden vuoksi
toistettu téssd ilman ylimaardisia kommentteja, vain
hieman eri tavalla aseteltuna. Nyt vuositieto haetaan
uuden datan muuttujasta vvvv, ja VAR-aktivointi péi-
vittdd samaisen datan muuttujien pp ja kk siséllot:

Anonymous (1876). To find easter. Nature, 13, 487.
a=mod (vvvv,19) f=int((b+8)/25) d=int(b/4)
b=int (vvvv/100) g=int((b-£+1)/3) e=mod(b,4)
c=mod (vvvv,100) n=(h+1-7*m+114) i=int(c/4)
h=mod ((19*a+b-d-g+15) ,30) k=mod (c,4)
1=mod ((32+2*e+2*i-h-k),7) kk=int (n/31)
m=int ((a+11*h+22%1)/451)  pp=mod(n,31)+1

+VAR pp,kk TO KALJUPAA
+VAR str(Juhla)="Paa" / (ei ehtoja: lis&t&d&n kaikkiin)
Isoon dataan kopiointia varten lis&t&&n etunollat, niin

datojen tésmédytys MATCH-t&smennykselld onnistuu:

+VAR str(pp,1,1)="0" / IND=pp,1,
+VAR str(kk,1,1)="0" / IND=Kkk,3,

s ©

(véltetddn rajarivi)

Kopioidaan pédsidiset omasta datastaan isoon dataan:

MATCH=vvvv,kk,pp (kaikkien pit&s t&smata!)
+FILE COPY KALJUPAA TO KALJU / VARS=Juhla

Nyt kaikki tuhat péadsidistd ovat oikeilla paikoillaan.
Enda on jiljelld helatorstai. Koska sen sijainti riippuu
taysin péasidisestd, kohta 9 hoituu helposti:

9) Helatorstai: 39. pdivd padsidissunnuntaista
+VAR str(Juhla[+39])="Het" TO KALJU / CASES=Juhla:Paa
+TIME COUNT END 60.032

Aikaa kului siis noin minuutti: 60.032(s:hms)=00:01:00

50 1 mss ia . .
P&aasiaissunnuntait vuosina 1800-2799
° [ ] [ ]
40 —
o
30
[ ] [ ] L4

20 —
10 —
Ml

22.3 27.3 31.3 54 8.4 13.4 16.4 214 254

Paasiaisten kuvailua

Kuvion perusteella varhaiset ja myohéiset paasidiset
esiintyvat harvimmin. Tama pétee yleisesti, vieldpa
niin, ettd kaikkein varhaisin on kaikkein harvinaisin.

Tuhat vuotta saattaa tuntua pitkaltd ajalta, mutta se
on lopulta vain lyhyt jakso, silla padsidissunnuntain
paivamadrien kiertokulku toistuu samanlaisena vasta
5,7 miljoonan vuoden jilkeen. Jakson tédydellinen
kuva 16ytyy muun muassa péaésidisen laskennallisia ky-
symyksia késitteleviltd englanninkieliseltd Wikipedia-
sivulta.

Kuvanpiirtoa varten edelld (kohdassa 8) syntynyt paa-
sidisdata on jérjestetty kuukauden ja paivin mukaan ja
talletettu lajitteluavain uudeksi muuttujaksi kkpp. Sen
avulla on muodostettu uusi data, joka sisdltda vain 35
havaintoa; yhden jokaisesta mahdollisesta pédsidissun-
nuntain paivaméarastd. Muuttujaan n tulevat kuvan
pystyakselilla esitetyt lukumaérat:

FILE SORT KALJUPAA BY kk,pp TO PAA1000 / KEY_SAVED=Kkpp

FILE AGGR PAA1000 BY kkpp TO PAA1000A

VARIABLES:

i:82 MISSING -

kkpp FIRST kkpp / aggregointitunniste

vi ORDER(1) wvvvv / 1. vuosi

v2 ORDER(2) vvvv / 2. vuosi

v3 ORDER(3) vvvv / 3. vuosi

vj ORDER(-3) vvvv / j. vuosi (j=n-3+1)

vk ORDER(-2) vvvv / k. vuosi (k=n-2+1)

vn ORDER(-1) vvvv / n. vuosi (n=n-1+1)

n:S2 N - / vuosien lukum&ira

color:1 MISSING -

END

K o ittt e e e e e et e e e
Muuttujiin v1, v2, ..., vn tallentuu kolme ensimméis-

té ja kolme viimeistd vuotta, jolloin padsidinen on (tai
on ollut) kyseisen havainnon ilmaisemana paivina.

Dataa on aina hyvéi selailla, jotta pysyy selvilla siité,
mitd on tekemaéssa. Nyt sen alku maaliskuun paivien
osalta nédyttaa tallaiselta:
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FILE LOAD PAA1000A CUR+2 / CASES_WILD*=% CASES=kkpp:03*

*DATA PAA1000A*,A,B,C

C i kkpp vi v2 v3 vj vk vn n col

A - 0322 1818 2285 2353 2353 2437 2505 5 -
- 0323 1845 1856 1913 2532 2600 2752 10 -
- 0324 1940 2391 2475 2475 2543 2695 5 -
- 0325 1883 1894 1951 2638 2779 2790 22 -
- 0326 1815 1826 1837 2711 2722 2733 33 -
- 0327 1842 1853 1864 2738 2749 2760 26 -
- 0328 1869 1875 1880 2624 2771 2776 26 -
- 0329 1807 1812 1891 2714 2787 2798 31 -
- 0330 1823 1834 1902 2719 2730 2741 35 -

B - 0331 1839 1850 1861 2746 2757 2768 42 -

Listauksesta nékyy, kuinka harvinainen péésidisen
esiintyminen 22. maaliskuuta oikein on: viime kerrasta
on jo 2012-1818=194 vuotta. Seuraavaa saadaan odot-
taa vielda 2285-2012=273 vuotta.

Vilkaistaan toisesta datasta, miltd maaliskuun péa-
sidisten tilanne nayttdd seuraavien 20 vuoden aikana:

CASES=kk:03 IND=vvvv,2013,2032 MASK=AAA--
FILE LOAD -PAA1000 CUR+2

2016 03 27
2027 03 28
2032 03 28
2013 03 31
2024 03 31

Néemmé pédsidissunnuntai osuu maaliskuun puolelle
heti ensi vuonna. Kuvan perusteella 31. maaliskuuta
onkin varsin tyypillinen padsidissunnuntain ajankohta.

Juhlat torméayskurssilla

Tarkastellaan lopuksi, millaisia tilanteita voi syntya
kirkollisten ja maallisten juhlapéivien kohdatessa. Taas
tapahtumien keskipisteessd on péésidinen.

Jos péaédsidinen on myochéédn, se sijoittuu vapun lahel-
le. Viliin jad vahimmillaan vain viisi paivaéd, joista yksi
on padsidismaanantai. Kaupallisissa sovelluksissa, jois-
sa saatetaan olla kiinnostuneita sekd juhlia edeltéavista
ettd seuraavista myyntipaivista, on télléin vaikea erot-
taa ndiden kahden juhlan vaikutusalueita toisistaan.

Jos péaéasidinen on aikaisin, sijoittuu helatorstai vapun
ldhelle. Tamé& onkin kaikista térméayskursseista mielen-
kiintoisin. Péadsidisen liikkuvuudesta seuraa, ettd hela-
torstai, joka on yleensé toukokuussa, on toisinaan vas-
ta kesdkuun alussa. Aikaisimmillaan helatorstai voi olla
jopa huhtikuussa, samana péaivana kuin vappuaatto:

Haetaan pdivédt isosta datasta: CASES=Juhla:Het IND=kk,4
FILE LOAD -KALJU CUR+2 / VARS=Juhla,pvm

Het 1818-04-30
Het 2285-04-30
Het 2353-04-30
Het 2437-04-30
Het 2505-04-30

Kyseiset viisi esiintyméa ovat tdsmaélleen niinéd vuosina,
jolloin pédsidinen on aikaisimmillaan, 22. maaliskuuta:

CASES=Juhla:Paa IND=vvvv:1818,2285,2353,2437,2505
FILE LOAD -KALJU CUR+2 / VARS=Juhla,pvm

Paa 1818-03-22
Paa 2285-03-22
Paa 2353-03-22
Paa 2437-03-22
Paa 2505-03-22

R ja kadonneiden juhlien metsastys

Tehdédén tassad vélissd pieni vierailu R-puolelle, joka
on kokoajan kéytettédvissd Musteen vélitykselld. Ensin
muunnetaan Musteen KALJU-data R-dataksi kalju:

FILE LOAD KALJU TO R>kalju

Raaputetaan kaljusta pari tietoa R-funktioilla, joita
Musteen toimituskentésta aktivoidaan joko komennolla
R tai napilla Ctrl-R:

dim(kalju) # tarkistetaan datan dimensiot

R-funktion dim tulos kirjoittuu oletuksena Musteen rin-
nalla toimivaan R:n omaan komentoikkunaan, mutta
minké tahansa R-funktion tulokset saa myo0s halutes-
saan suoraan Musteen toimituskenttiddn jatkokasittelyé
varten. Nyt tulos siséltdd ainoastaan kaksi lukua:

[1] 365242 10
R-funktiolla summary tiivistetdan tiedot kevétjuhlista:

summary (as.factor (kalju$Juhla)) [c(’Paa’, ’Het’,’Vap’)]

Paa Het Vap
1000 1000 990

Mihin on kadonnut 10 vappua? Kun juhlapdivit edelld
merkattiin dataan, oli selvéa, ettd kaikkia on tasmaél-
leen tuhat kappaletta. Siind yhteydessd ei kuitenkaan
huomattu, ettd juhlat voivat osua samallekin pdivdille.
Aina kun tekee datalle jotain, sitd olisi syyta katsoa.

Katsotaan nyt tarkemmin Musteen STAT-komennolla:
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STAT KALJU CUR+2 / VARS=Juhla

Basic statistics: KALJU N=365242

Variable: Juhla [Juh,Pyh,Its,Jou,Uus,Lop,Paa,Vap,Het]
N(missing)=356252

Juhla f % *=32 obs.

Het 1000  11.1 skskokskskokakskokskoskokok ok ok ook sk ook 3k ok 3 ok 3k ok ok K
Its 1000 11,1 seskskskokokokskokskokskokokokskokskokokokoksk ok ok skok sk ok sk
Jou 1000 11,1 seskskskokokokskokskokskokskokskokskokokokoksk sk ok skok sk ok sk
Juh 1000  11.1 skskokskskokakskokskoskokskokok ook sk ook sk ok 3 ok 3k ok ook K
Lop 1000  11.1 skkskokokokokokokokskoksksksk ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok ok ok ok kK K
Paa 1000  11.1 skskokakskokakskokskoskokokookok ook sk ook 3k ok ok 3 ok 3k ok ok K
Pyh 1000  11.1 skskokokskokokskokokoskokok ok ok sk ok ok s ok ok sk ok o ok ok sk ok ok K
Uus 1000  11.1 skskokakskokakskokskoskokok ok ok sk ok sk ook 3k ok ok 3 ok 3k ok ook K
Vap 990 11,0 skskskokokokokokokokokokkokk ok k ks k sk ok sk ok k ko ok

Nuo 10 vapunpéivdd ovat ndemmaé ainoat kadonneet.
Ne torméadvat helatorstaihin, joka juhlapéivid merka-
tessa (kohdassa 9) ajaa aiemmin (kohdassa 5) merka-
tun vapun yli. Térméyskurssi on sangen harvinainen,
mutta sattumalta koettu aivan hiljattain, vuonna 2008:

helatorstai=Juhla:Het SELECT=helatorstai*toukokuun*l
toukokuun=kk,5 1=pp,1
FILE LOAD KALJU CUR+2 / VARS=vvvv FORMAT=LIST

DATA vvvv:
2752 END

1845 1856 1913 2008 2160 2228 2380 2532 2600

Néemma edellisen kerran néin tapahtui 99 vuotta sit-
ten, ennen ensimmaéistd maailmansotaa. Jutun alus-
sa mainitussa analysointijirjestelméssé, joka késitte-
lee aikasarja-aineistoja vuodesta 2000 ldhtien, vuoden
2008 tormaykselld oli tydllistava vaikutus: jouduin ot-
tamaan sen erikseen huomioon yli 20 kohdassa ohjel-
man ldhdekoodia. Kuten edeltd nikyy, seuraava tor-
méys odottaa — mutta vasta noin 150 vuoden pééssa.

Lopuksi

Pédsidisaiheisen jutun myota olen tullut kayneeksi lapi
muutamia esimerkkejd Musteen ja Survon kiytosta las-
kelmien teossa, datan muokkauksessa ja kuvien piirros-
sa. Naméi (ja monet muut) tehtiavit sujuvat mukavasti
editoriaalisella kayttotavalla. Siitd tuli Survon kédytto-
liittyméa vuonna 1979, jolloin se nopeasti syrjaytti valik-
kopohjaisen kéyttotavan silloisessa SURVO 76:ssa (ks.
www.survo.fi/julkaisut erit. vuosilta 1979-1980).

Lyhyesti ldhteista

Heikki Ojan Aikakirja on varsinainen kalentereiden
ja juhlapaivien runsaudensarvi. Jean Meeusin teos on
erinomainen johdatus astronomisten algoritmien lah-
teille. Reinhold Bien valottaa historian haméria.

Jatkot verkossa!

Artikkelin tyokaaviot ynnd muuta tdydentaviaa materi-
aalia 10ytyy sivulta www.survo.fi/juhlat. Ottamalla
kéyttoon Musteen (sivulta www.survo.fi/muste) voi
toistaa kaikki jutussa esitetyt datan késittelyt, piirtda
edelld olevan kuvan tai vaikka laajentaa kokeiluja vield
kauemmas historiaan tai tulevaisuuteen.

Kiitokset

Seppo Mustonen ja Reijo Sund esittivit eri vaiheissa
lukuisia hyodyllisid kommentteja. Kiitos kaikista!
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Yhteniisyydesta

Tuomas Korppi

Johdanto

Tarkastellaan kuvassa 1 niikyvid verkkoa® ja R%:mn (eli
tason) osajoukkoa.

an

Kuva 1. Yhtendinen verkko ja R?:n osajoukko.
Niilla on yhteinen ominaisuus: Ne ovat kumpikin yh-
tendisid. Kaikki verkot ja R2:mn osajoukot eivit ole yh-
tendisid. Esimerkiksi Kuvassa 2 oleva verkko ja RZ:mn
osajoukko koostuvat kumpikin kolmesta yhteniisesté
komponentista.

147 WM

Kuva 2. Epiyhtendinen verkko ja R%:n osajoukko.

Kuvan 2 verkko voidaan jakaa kolmeen osaan niin, et-
ta osien valilld ei ole verkon kaaria, ja kuvassa 2 naky-

vi R%m osajoukko voidaan puolestaan jakaa kolmeen
osaan niin, ettd osat ovat kaukana toisistaan. Kuvan 1
objekteilla ei vastaavaa ominaisuutta ole.

Seké verkkojen yhtendisyytti ettd R%m osajoukkojen
yhtendisyyttd kuvaavat teoriat ovat hyvin tunnettuja.

Matemaattista mieltd kiinnostaa kuitenkin kysymys:
Onko verkon ja R%mn osajoukon yhtendisyydelld (ja
vastaavasti yhtenéisilld komponenteilla) jotain yhteis-
ta? Toisin sanoen, onko olemassa yleista yhtenédisyyden
médritelmad, josta seuraisi erikoistapauksina seké ver-
kon ettd R%:m osajoukon yhtendisyys?

Paljastuu, ettd tdllainen teoria on olemassa, ja se ke-
hitettiin 1900-luvun alkupuolella, joskin nykyaén se on
painunut suurelta osin unholaan. Se 10ytyy teoksesta
[1], luvuista 14 ja 20. Esitdmme sen alla huomattavasti
mukaillen.

Esitimme teorian todistuksineen. Matemaattisen teks-
tin lukemiseen tottumattomat lukijat voivat sivuuttaa
todistukset ja vain uskoa tulokset. Niita lukijoita var-
ten, jotka eivit tunne joukko-opin notaatioita, liittees-
sé on todellinen crash course aiheesta.

Lahipisteavaruus

Tutkitaan R?:n osajoukkoa A = {(z,0) | 0 < = < 1}.
Silla on sellainen ominaisuus, ettéd pisteet (0,0) ja (1,0)
eiviat kuulu kyseiseen joukkoon, mutta kuitenkin ovat

1T4sss kirjoitelmassa verkot ovat suuntaamattomia, jos muuta ei mainita.
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lahelld joukkoa A. Vastaavasti, jos B on verkon sol-
mujen joukon osajoukko, voidaan ajatella, ettd solmu
on ldhelld joukkoa B, jos solmusta on kaari johonkin
joukon B solmuun.

Seké verkon ettd R?:n osajoukon rakenne voidaan siis
ilmaista ldheisyyden avulla: Kerrotaan, mitkéd pisteet
ovat ldhelld mitékin tutkittavan olion osajoukkoa. Seu-
raavaksi aksiomatisoimmekin l&helldolemisrelaation, eli
annamme sellaisen ldhelldolemisen médritelmén, etta
sitd voidaan soveltaa seké verkkoihin ettd R?:n osajouk-
koihin. Seuraavat ominaisuudet tuntuvat luonnollisilta
ldhelldolemisen ominaisuuksilta.

e Jos x kuuluu joukkoon A, niin se on ldhelld joukkoa

A.
e Mikéddn piste ei ole lahella tyhjaa joukkoa.

e Jos A C B, ja piste z on ldhelld joukkoa A, niin z
on myos lahelld joukkoa B.

Itse asiassa ilmenee, ettd ndmé ominaisuudet ovat riit-
tdvid sen teorian kehittdmiseen, minkéd teemme téssé
kirjoitelmassa.

Nyt muodollinen méaritelma:

Olkoon X joukko. Merkitdén P(X):114 kaikkien X:n
osajoukkojen? joukkoa.

Pari (X, €) on ldhipisteavaruus, jos X on joukko ja
€ on relaatio €eC X x P(X), joka toteuttaa seuraavat
aksioomat:

1. JosAC X jaa€ A, niina € A
2. x € () ei pide milldin z € X.

3. Jos AC BC X jaxe€ X, jolle x € A, niin talléin
x € B.

Jos x € A, sanomme, ettd x on joukon A ldhipiste. Jos
A C X, merkitddn clA ={z € X | z € A}.

Seuraavaksi selitimme, kuinka verkot ja tason osajou-
kot voidaan mieltdd ldhipisteavaruuksina.

Olkoon (X,S) verkko, missié X on solmujen joukko ja S
kaarien joukko. Maéritelladn, ettd jos z € X ja A C X,
niin z on joukon A l&hipiste, x € A, jos © € A tai sol-
musta x on kaari johonkin joukon A solmuun. Kiin-
nostunut lukija voi helposti tarkistaa, ettd antamam-
me ldhipisteen méaéritelmé verkossa toteuttaa kaikki 14-
hipisterelaation aksioomat. Nyt verkko (X,S) voidaan
mieltd l&hipisteavaruutena (X, €).

Olkoon sitten X < R2. Jos z,y € X, merkitdin
d(x,y):114 pisteiden z ja y etdisyyttd (linnuntietd). Jos
A C X jax € X, sanomme, ettid x on joukon A la-
hipiste, € A, jos kaikilla € > 0 on olemassa y € A,

2Joukon X osajoukoiksi lasketaan myds joukot @ ja X.

jolle d(x,y) < e. Kiinnostunut lukija voi tarkistaa, et-
td antamamme lahipisteen mééaritelmé toteuttaa kaikki
lahipisteavaruuden aksioomat. Nyt X voidaan mieltda
lahipisteavaruutena (X, €).

Olkoon X = R2. Esimerkiksi joukon {z € R? | d(x,0) <
1} ldhipisteiden joukko on {z € R? | d(z,0) < 1}. Toi-
sena esimerkkind joukon A = {z € R? | d(z,0) < 1}
lahipisteiden joukko on joukko A itse.

Jos X C R?, (X, €) toteuttaa vield seuraavat ehdot:

e Kaikilla A,B C X ja kaikilla * € X pitee © €
(AU B) jos ja vain jos x € A tai x € B.

e Kaikilla A C X pétee clcl A = cl A.

Néamaé ehdot toteuttavia lahipisteavaruuksia kutsutaan
topologisiksi avaruuksiksi, ja ne néytteleviat hyvin kes-
keistd roolia modernissa matematiikassa.

Yhtenaisyys

Tutkitaan kuvassa 2 esiintyvii verkkoa ja R%:n osajouk-
koa, jotka kumpikin koostuvat kolmesta komponentis-
ta. Laittamalla kaksi komponenttia yhteen lokeroon ja
yksi komponentti toiseen lokeroon, havaitaan, ettd ne
voidaan kumpikin jakaa kahteen erilliseen osaan (ja
helposti havaitaan, ettd mistd tahansa yhtd suurem-
masta komponenttiméarasta koostuva kokonaisuus voi-
daan aina jakaa kahteen osaan, mutta kahdesta kompo-
nentista koostuvaa kokonaisuutta ei voida jakaa useam-
paan kuin kahteen osaan). Kuvan 1 objekteilla, jotka
ovat yhtendisid, ei tdtd ominaisuutta ole. Néin ollen
madrittelemmekin epdyhtendisyyden kéyttden tata ide-
aa:

Olkoon (X, €) ldhipisteavaruus. Sanomme, ettd X on
epdyhtendinen, jos on olemassa A,B C X siten, etti
seuraavat ehdot péatevét:

1. A#0,B#0.

2. ANB=10

3. AuB=X.

4. clA=AjaclB=B.

Viimeinen ehto voidaan ilmaista my6s muodossa

e Jos z € B, niin © € A ei pide, ja jos x € A, niin
x € B ei piade.

Kyseinen ehto siis sanoo, ettd osien vélilld ei vallitse
lahipisterelaatioita.

Lukija voi helposti tarkistaa, ettd kuvan 3 verkko ja
R2:n osajoukko ovat epiyhteniisid tdméin méiiritelman
mukaan. (Asian osoittamiseksi valitaan A:ksi ja B:ksi
X:n yhtendiset komponentit.)
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Kuva 3. Kahdesta komponentista koostuva verkko ja
R2:n osajoukko.

Sanomme, ettd (X,€) on yhtendinen, jos se ei ole
epiyhtendinen. Kuvassa 1 esitetyt verkko ja R?:n osa-
joukko ovat tdmén madritelmin mukaan yhtendisia.

Komponenttien maara

Olkoon (X, €) lihipisteavaruus. Olkoon A C X. Nyt
(A, €4) on lahipisteavaruus, kun € 4C A x P(A) méaa-
ritelladn

x €4 B jos ja vain jos ¢ € B

kaikilla B € A,z € A. Merkitddan A:n sulkeumaope-
raattoria cla, eli jos B C A, cla B on kaikkien niiden
A:n pisteiden joukko, jotka ovat lihella joukkoa B.

Ylldolevan méaritelmén perusteella mité tahansa X:n
osajoukkoa voidaan késitelld ldhipisteavaruutena, jo-
ten minké tahansa X:n osajoukon yhtendisyydesta ja
epidyhtendisyydestéd voidaan puhua.

Jos A C X, sanomme, ettd A on X:n yhtendinen kom-
ponentti, jos seuraavat ehdot pétevit:

1. A on yhtenéinen.

2. Jos B C X on sellainen, ettd A C B, A # B, niin
télloin B on epdyhtendinen.

Siis X:n yhtendiset komponentit ovat X:n maksimaa-
lisia yhtendisid osajoukkoja.

Taméan méaritelmén nojalla kuvassa 2 on verkko ja
R2:n osajoukko, joilla on kummallakin kolme yhtenéis-
td komponenttia.

Seuraavaksi todistamme kaksi yhtendisten komponent-
tien perustulosta. Ensinndkin sen, ettd jokainen piste
kuuluu johonkin yhtenéiseen komponenttiin, seké sen,
ettd kahden yhtenéisen komponentin leikkaus on tyhja.
Aloitamme kuitenkin kahdella lemmalla, joista ensim-
maéistad kaytdmme jatkossa ilman eri viittausta.

Lemma 1. Olkoon (X, €) ldhipisteavaruus ja B C X
sellainen, ettd clB = B. Olkoon A C X. Tdlloin
cla(ANB) = AN B.

Todistus: Selviasti ANB C cla(ANDB) jacla(ANB) C A.
Siis tdytyy todistaa cla (AN B) C B.

Léhipisteavaruuden méaritelmén ehdosta 3 seuraa, et-
téd jos C' C D, niin ¢l C' C ¢l D. Néin ollen cl4(ANB) C
cl(ANB)CclB=B.0O

Lemma 2. Olkoon (X, €) lahipisteavaruus, ja (C;)icr
kokoelma X :n yhtendisid osajoukkoja siten, ettd on ole-
massa x € X, jolle x € C; kaikilla i € I. Tdalloin |J C;
on yhtendinen.

Todistus: Tehddin vastaoletus: | J C; on epéayhtendinen.
Olkoot A ja B kuten epayhtenéisyyden méaaritelméassa.
Symmetrian perusteella voidaan olettaa = € A. Olkoon
i sellainen, ettd C; N B # (. Nyt ANC; ja BN C; ovat
kuten epédyhtenaisyyden méaritelméssé joukolle Cj, jo-
ka on yhtendinen. Ristiriita. [

Korollaari 3. Olkoon (X, €) ldhipisteavaruus ja x €
X. Talloin x kuuluu johonkin X :n yhtendiseen kompo-
nenttiin.

Todistus: Olkoon (C;);er kaikkien X:n yhtendisten osa-
joukkojen kokoelma, jotka sisdltévit x:n. Koska z:n yk-
si6 {x} on yhtendinen, kokoelma on epétyhji. Lemman
2 nojalla |JC; on maksimaalinen yhteniinen osajouk-
ko, eli yhtendinen komponentti. [

Korollaari 4. Jos C' ja D ovat X :n yhtendisid kom-
ponentteja, C # D, niin CND = (.

Todistus: Tehddén vastaoletus, CND # (). Joko C ¢ D
tai D ¢ C. Oletetaan symmetrian perusteella ensim-
mainen. Nyt C'U D on Lemman 2 nojalla yhtenéinen,
joten D ei ole maksimaalinen, eikd néin ollen yhtenai-
nen komponentti. Ristiriita. O

Y hteniiseksi todistaminen

Léhipisteavaruuksia voidaan todistaa epayhtenaisiksi
yksinkertaisesti 16ytdmalla joukot A ja B, jotka ovat
kuten epédyhtendisyyden maééritelmésséd. Yhtenaiseksi
todistaminen on usein vaikeampaa, ja téssd luvussa
esittelemme pari tulosta, joista yhtendisyys tietyissa ta-
pauksissa seuraa.

Aluksi esittelemme tuloksen, jonka avulla voidaan
osoittaa verkon yhtendisyys. Olkoon (X, €) verkkoa
vastaava lahipisteavaruus ja x € X. Merkitdan clz =
cl{z}, ja cI"x = clel...clz, missd sulkeumia otetaan
n kappaletta.

Teoreema 5. Olkoon (X, €) verkkoa vastaava lihipis-
teavaruus jo x € X. Jos on olemassa n € N, jolle
c"x =X, niin X on yhtendinen.

Todistus: Tehdadan vastaoletus: X on epédyhteniinen.
Olkoot A ja B kuten epéyhteniisyyden mééritelmés-
sd. Symmetrian perusteella voidaan olettaa x € A.
Maéaritelladn jokaiselle y € X arvo v(y) siten, ettd
v(y) on pienin luku m, jolla y € cl™x (ja médritel-
ladan v(z) = 0). Olkoon z € B piste, jolla on pienin
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v-arvo joukon B pisteistd. Nyt pisteestd z on sdrma jo-
honkin sellaiseen pisteeseen z’, jolle v(z’) = v(z) — 1.
Mutta v(z):mn minimaalisuuden perusteella 2’ € A. Siis
z € cl A. Ristiriita. O

Seuraavaksi esittelemme tuloksen, josta seuraa aika
monen R?:n osajoukon yhtendisyys. Aloitamme kuiten-
kin aputuloksilla.

Olkoon A C R. Sanomme, ettd = € R on joukon A ylé-
raja, jos kaikilla a € A péatee a < z. Reaaliluvuilla on
seuraava kéyttokelpoinen ominaisuus: Jos A C R on
epéatyhja ja joukolla A on ylaraja, talldin joukon A yla-
rajojen joukossa on pienin yldraja. Kutsumme joukon
A pieninté ylarajaa joukon A supremumiksi.

Lemma 6. Jokainen jana R?:ssa on yhtendinen.

Todistus: Olkoon J jana, jonka pééitepisteet ovat x ja
y. Kun t € [0,1], merkitddn f(t) = (1 — t)x + ty. Nyt
J = {f(@) | t € [0,1]}. Tehdddn vastaoletus: J on
epayhteniinen. Olkoot A ja B kuten epéyhteniisyy-
den madritelméssi. Oletetaan symmetrian perusteella,
ettd x € A.

Olkoon ¢y supremum luvuista ¢t € [0,1], joille jana pis-
teestd x pisteeseen f(t) sisdltyy joukkoon A. Nyt mie-
livaltaisen lahelld f(to):aa on joukon A pisteitd, joten
f(to) € cl A, ja koska A =cl A, f(ty) € A.

Jostyg = 1, pitee J = A ja B = (), miké on ristiriita. Siis
to < 1. Nyt mielivaltaisen ldhelld f(¢o):aa on joukon B
alkioita, joten f(tg) € clB = B. Siis f(ty) € AN B,
ristiriita. [J

Olkoot Ji,...,J, janoja siten, ettd kaikilla i, i =
1,...,n — 1, janan J; loppupiste on janan J;;; alku-
piste. Talloin kutsumme yhdistettd | J; murtoviivak-
St

Korollaari 7. Murtoviiva on yhtendinen.

Todistus: Yhdestd janasta koostuva murtoviiva on yh-
tendinen Lemman 6 perusteella. Useammasta janasta
koostuva murtoviiva voidaan niyttda yhtenéiseksi in-
duktiolla kdyttden Lemmaa 2. [

Teoreema 8. Olkoon X C R? sellainen, ettd mitkd
tahansa kaksi X :n pistettd voidaan yhdistdd murtovii-
valla joukon X sisdlld. Tdlléin X on yhtendinen.

Todistus: Tehddan vastaoletus: X on epédyhtenainen.
Olkoot A ja B kuten epdyhtendisyyden méaritelmassa.
Valitaan x € A, y € B. Olkoon M murtoviiva pisteesta
x pisteeseen y. Mutta nyt M N A ja M N B ovat ku-
ten epayhtendisyyden méaritelméssa joukolle M. Siis
M on epéyhtendinen, mikd on ristiriita edellisen korol-
laarin kanssa. O

Esimerkki 9. Olkoon X annulus {z € R2 | 1 <
d(x,0) < 2}. Nihdadn helposti, ettd mitka tahansa kak-
st X :n pistettd voidaan yhdistdd murtoviivalla joukon
X sisdlld. Siis X on yhtendinen.

Lopuksi

Olkoon X joukko. Sanomme, ettd d: X x X — [0, 00
on metriikka (eli etdisyysfunktio), jos se toteuttaa seu-
raavat ehdot:

1. d(z,y) =0 jos ja vain jos = y.
2. Kaikilla z,y € X pétee d(z,y) = d(y,z).
3. Kaikilla z,y,z € X patee d(z,z) < d(z,y) + d(y,2).

Huomataan, ettd tavallinen etédisyys (linnuntietd) mis-
sé tahansa R™:n osajoukossa on metriikka. Liséksi mis-
sé tahansa metriikalla varustetussa joukossa X voidaan
maédritelld osajoukkojen lahipisteet samalla tavalla kuin
teimme sen R?:n osajoukoille. Metriikan avulla mééri-
telty € toteuttaa aina, paitsi ldhipisteavaruuden ak-
sioomat, my6s topologisen avaruuden ehdot

e Kaikilla A,B C X ja kaikilla z € X pétee x € AUB
jos ja vain jos © € A tai x € B.

e Kaikilla A C X pétee clcl A = cl A.

Tamén tuloksen perusteella saamme suuren joukon to-
pologisia avaruuksia.

Y14 olemme havainneet, ettd topologisen avaruuden
yhtenéisten komponenttien lukuméaara voidaan méaari-
tella, kun pelkédstddn tiedetddn kaikkien osajoukkojen
lahipisteet. On ehka hiukan yllattavad, ettd se voidaan
tehdé nédin niukkojen tietojen varassa. Itse asiassa niin
niukkojen tietojen varassa voidaan mééritelld myos to-
pologisen avaruuden reikien lukumaéré ja tyyppi, mut-
ta se kuuluukin sitten algebralliseen topologiaan, jota
kéasitelladn vasta yliopiston kursseilla, ja siellikin vasta
syventévilld vapaaehtoisilla kursseilla.

Pahkinoita

1. Osoita, ettd Teoreemassa 5 annettu ehto (ddrellisen)
verkon yhtendisyydelle on jos ja vain jos -ehto.

2. Olkoon (X,S) suunnattu verkko. Méaritellddn 1&hi-
pisterelaatio €C X x P(X), x € A jos ja vain jos
x € A, tal on olemassa nuoli, jonka alkupiste on
A:ssa ja loppupiste on x.
Midritetidn cl: P(X) — P(X) siten, ettd kaikilla
A C X pitee cI’ A= AU B, missi B on niiden sol-
mujen s joukko, joille on olemassa s’ € A ja nuoli
pisteestid s’ pisteeseen s tai nuoli pisteesta s pistee-
seen s'.

Olkoon z € X ja n € N siten, etti cI’"z = X. Osoi-
ta, ettd (X, €) on yhteniinen.

3. Olkoon X = {(x,0) | # € R,z # 0} C R?. Osoita,
ettd X ei ole yhtenéinen.



Solmu 2/2012

33

4. Olkoon X = {(¢,0) | ¢ € Q} C R2. Osoita, etti X:n
yhtendiset komponentit ovat yhden pisteen kokoi-
sia.

5. Olkoon (X, €) ldhipisteavaruus ja C' C X yhtenéi-
nen. Osoita, ettd cl C' on yhtenéinen.

6. Osoita, ettd Teoreeman 8 ehto R?:m osajoukon yh-
tendisyydelle ei ole jos ja vain jos -ehto. Voit esi-
merkiksi kayttda edellistd tehtavaa hyvaksi.

7. Osoita, ettd on olemassa lahipisteavaruus (X, €),
joka ei toteuta ehtoa

e Kaikilla A,B C X ja x € X pitee, ettd = €
(AU B) jos ja vain jos x € A tai x € B.

Liite: Pikajohdatus joukko-oppiin

Tassa liitteessé esittelemme joukko-opin notaation.

Joukolla tarkoitamme kokoelmaa alkioita®. Jos alkio x
kuuluu joukkoon A, merkitsemme z € A. Kaksi jouk-
koa A ja B ovat itse asiassa sama joukko, jos niihin
kuuluvat samat alkiot. Eli formaalisti, A = B, jos

kaikilla x patee z € A jos ja vain jos z € B.

Jos A ja B ovat joukkoja ja kaikki A:n alkiot ovat myos
B:n alkioita, sanomme, ettd A on B:n osajoukko, mitd
merkitdan A C B. Jos A on joukko, A:n osajoukoiksi
lasketaan myos A itse seké tyhja joukko (.

Joukkojen A ja B yhdiste AU B on joukko, johon kuu-
luvat kaikki ne alkiot, jotka kuuluvat A:han, B:hen tai
molempiin. Joukkojen A ja B leikkaus AN B on jouk-
ko, johon kuuluvat kaikki ne alkiot, jotka kuuluvat seké
A:han ettd B:hen.

Jos A on joukko ja P on ominaisuus, {a € A | P(a)}
on joukko, johon kuuluvat ne A:n alkiot, joilla on omi-
naisuus P. Jos P on ominaisuus, {a | P(a)} on joukko,

johon kuuluvat ne matemaattiset oliot, joilla on omi-
naisuus P. Aérellinen joukko voidaan kirjoittaa myos
luettelemalla sen alkiot, eli {x1, ..., z,} on joukko, jon-
ka alkiot ovat x1,...,x,.

Jos a,b ovat mitd tahansa matemaattisia olioita, voi-
daan muodostaa jarjestetty pari (a,b). Jos a # b, niin
(a,b) # (b,a), eli téssa alkioiden jérjestykselld on vé-
lid. Kaksi jirjestettyd paria (a,b), (¢,d) ovat samat,
(a,b) = (¢,d), jos ja vain jos a = ¢ ja b = d.

Jos A ja B ovat joukkoja, niiden karteesinen tulo A x B
on joukko, johon kuuluvat kaikki jarjestetyt parit (a,b),
missd a € A ja b € B. Joukon A x B osajoukkoja R
kutsutaan relaatioiksi joukkojen A ja B valilla. Jos R
on relaatio ja (a,b) € R, merkitddn aRb.

Relaatio R joukkojen A ja B vililld on funktio, jos jo-
kaisella a € A on olemassa tédsmaélleen yksi b € B, jolle
aRb. Talloin merkitddn R: A — B. Jos R on funktio
ja aRb, merkitddn R(a) = b.

Olkoon I joukko. Oletetaan, etté jokaiseen ¢ € I on lii-
tetty matemaattinen olio C;. Talloin kaikkien Cj;:den
muodostamaa kokonaisuutta merkitdan (C;);er ja kut-
sutaan indeksoiduksi kokoelmaksi. Jos edella C;:t ovat
joukkoja, |JC; tarkoittaa joukkoa, joka on joukkojen
C; yhdiste, eli € |JC; jos ja vain jos = € C; jollain
iel.

Tasoa merkitdsn R x R = R2, koska tason pisteet ovat
koordinaattipareja.

Viitteet

[1] Cech, Eduard, Topological Spaces, Publishing
House of the Czechoslovak Academy of Sciences,
Prague, and Interscience Publishers, a Division of
John Wiley and Sons, London, New York, Sydney,
1966.

3Russellin paradoksin vilttimiseksi alkiokokoelmat on jaettava joukkoihin ja aitoihin luokkiin. Tdma aihepiiri on kuitenkin sen

verran vaikea, ettemme téssd mene siihen.
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Pythagoraan lause vektoreilla

Markku Halmetoja
Miéntan lukio

Nettisivulta [1] 16ytyy 96 erilaista perustelua Pythago-
raan lauseelle. Aluksi esitelladin Eukleideen Elementan
ykkostodistus, joka on sellaisenaan ollut monissa en-
tisajan oppikirjoissa kautta maailman. Se saattaa ol-
la jopa alkuperdinen Pythagoraan keksimé todistus.
Eukleides todisti ensimmaéisend Pythagoraan lauseen
toiseen suuntaan. Lukion matematiikassa kaénteislause
saadaan tavallisesti kosinilauseen seurauksena. Se on-
nistuu helposti myos vektoreita kédyttien, joten seuraa-
va esitys sopinee lukion nykyisen viitoskurssin keven-
nykseksi.

Olkoon @ sivun AB keskipiste kolmiossa OAB.

Merkitdan O@ =sja Q? =r, jolloin

6?4:—1‘, O—1>4:s—r, O?:s—i—rjaxﬁ:h‘.

Kolmion sivujen pituuksien neliot ovat

OA2=(s—1)-(s—r)=|sP+|r>-2s-r
OB*=(s+r)-(s+r)=[s>+|r[* +2sr
AB? = |2r|* = 4|r|%.

Pienellé laskulla ndhdééan, ettd Pythagoraan yhtalo
OA? + OB* = AB? (1)
toteutuu, jos ja vain jos
IsI* = Ir|*. (2)

Samoja merkint6ja kdyttden havaitaan vektorit (ﬁ ja
OB toisiaan vastaan kohtisuoriksi, jos ja vain jos yh-
talo (2) on voimassa. Siis (1) on voimassa, jos ja vain
jos ﬁ 1 OB, joten Pythagoraan lause on todistettu
molempiin suuntiin.

Viitteet

[1] http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/
index.shtml
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