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Reaalilukujen jarjestelmé tavanomaisine laskutoimi-
tuksineen on kaikille tuttu, mutta voidaanko reaalilu-
vuille méaritelld muita laskutoimituksia niin, ettd tu-
tut laskulait séilyvét, eli hienommin sanottuna saadaan
kunta? Taménkertaisissa tehtévissd pohdimmekin, voi-
daanko kunnan yhteenlaskuksi valita reaalilukujen ker-
tolasku.

Hiukan teoriaa

Jos K on joukko, periaatteessa mité tahansa funktiota
K x K — K voidaan pitédé laskutoimituksena joukossa
K. Meille tutut laskutoimitukset kuitenkin tottelevat
erilaisia laskulakeja, esimerkkind vaikkapa se, etté re-
aaliluvuille pétee
a+(b+c)=(a+b)+c

Abstraktissa algebrassa tutkitaankin yleensé sellaisia
rakenteita, joiden laskutoimitukset toteuttavat erilai-
sia laskulakeja. Erés téllainen rakenne on kunta, jonka
maéadrittelemme seuraavaksi.

Viisikko (K,®,®,0,I) on kunta, jos K on joukko,
P: K xK - K, ®: KxK — K, jaQOIe K, se-
ké seuraavat aksioomat pétevit.

1. (a®b)@®c=ad® (b®c) kaikilla a,b,c € K.
2. O@a=akaikillaa € K.

3. Kaikilla a € K on olemassa b € K, jolle a ® b = Q.

a®b=>bda kaikilla a,b € K.
(a®b)®
I®a = a kaikilla a € K.

c=a® (b c) kaikilla a,b,c € K.

N v e

Kaikilla a € K, a # O, on olemassa b € K, jolle
a®b=1.

8. a®b=>b®akaikilla a,b € K.

9. a®(b®c)=(a®b)® (a®

10. 0 £ 1

¢) kaikilla a, b, c € K.

Kunnassa on siis méaaritelty yhteen- ja kertolaskut se-
ki ykkos- ja nolla-alkiot, jotka tottelevat tavanomaisia
laskulakeja. Aksiooman 3 nojalla kaikilla alkioilla on
my0s vasta-alkio sekd aksiooman 7 nojalla kaikilla nol-
lasta eroavilla alkioilla on kdanteisalkio.

Tuttuja kuntia ovat rationaalilukujen kunta, reaalilu-
kujen kunta ja kompleksilukujen kunta, tavallisilla las-
kutoimituksillaan ja nolla- ja ykkdsalkioilla varustet-
tuna. Kunta on kuitenkin méaaritelty abstraktisti niin,
ettd mikd tahansa joukko, joka on varustettu aksioo-
mat toteuttavilla laskutoimituksilla ja nolla- ja ykkos-
alkioilla on kunta. On esimerkiksi olemassa kahden al-
kion kunta, jonka ainoat alkiot ovat O ja I ja jossa
06l=160=Il=1ja060=I10l=00 =
OI=Ic0=0.

Liitteessd annetaan lisda esimerkkejd kunnista. Voit lu-
kaista liitteen téssd vélissé, tai siirtyd suoraan tehtéa-
viin.



Solmu 1/2012

Tehtavit

Tehtédviin 2-5 vaaditaan paitsi vastaus, myo0s sen to-
distus. Tehtédvéat on pisteytetty, joten voit kokeilla, mo-
nenko pisteen edesta saat tehtévia ratkaistua. Joihinkin
tehtédviin on myo6s vihjeité, jotka helpottavat tehtavia,
mutta vahentédvit pistesaalista. Jos luet viiden pisteen
vihjeen, saat tehtévista vain viisi pistetta. Jos luet kol-
men pisteen vihjeen, saat tehtévista vain kolme pistet-
té, ja jos luet yhden pisteen vihjeen, saat vain yhden
pisteen.

Kunnassa voidaan laskea aika pitkéille samalla tavoin
kuin reaaliluvuillakin. Seuraavassa tehtévéssa johdam-
me hiukan liséa laskulakeja.

Tehtava 1 (1 piste)

Olkoon (K, ®,®,0,1) kunta. Todista seuraavat vdit-
teet:

1. Josa,b,c € K, pitee (a®db)®@c=(a®c)®(b®c).
2. Josa,be K, jaa®b=0, nitn myds b ®a = Q.
3. Josa,be K, jaa®b=1, niin myés b@a =1.

4. Josae K, a® 0 =a.

5. Josae K, a®1=a.

Lopuissa tehtévissd pohdimme, onko olemassa kunta-

rakenteita, joissa reaalilukujen kertolasku on kunnan
yhteenlasku.

Jos et saa seuraavaa tehtavaé tehtyé, on alla yhden pis-
teen vihje.

Tehtdva 2 (3 pistettd)

Olkoon &: RxR =R, a® b=ab ja O =1. Onko ole-
massa paria (®,1) siten, ettd (R, d,®,0,1) on kunta?

Jos et saa seuraavaa tehtavaé tehtya, on alla viiden pis-
teen vihje, kolmen pisteen vihje ja yhden pisteen vihje.

Tehtdva 3 (7 pistettd)

Olkoon @: R\ {0} x R\ {0} — R\ {0},a®b = ab
ja @ = 1. Onko olemassa paria (®,1) siten, ettd
(R\ {0}, ®,®,0,I) on kunta?

Jos et saa seuraavaa tehtavaé tehtyé, on alla yhden pis-
teen vihje.

Tehtava 4 (3 pistettd)

Olkoon Ry = {x € R| x> 0}. Olkoon ®&: Ry x Ry —
Ri,adb=abja O =1. Olkoon lisiksi @: Ry xRy —
Ry,a ®b = ab. Onko olemassa alkiota 1 siten, ettd
Ry, ®,®,0,1) on kunta?

Jos et saa seuraavaa tehtévid ratkaistua, on alla vii-
den pisteen vihje, kolmen pisteen vihje ja yhden pis-
teen vihje.

Tehtévd 5 (7 pistettd)

Olkoon Ry = {z € R| x > 0}. Olkoon &: Ry x Ry —
Ry,a®b=abja O = 1. Onko olemassa paria (®,1)
siten, ettd (Ry, ®,®,0,1) on kunta?

Viiden pisteen vihjeet

(3) Ei ole.

(5) Kylla on.

Kolmen pisteen vihjeet

(3) Todista ensin seuraavat kaksi lemmaa.

Lemma 1 Olkoon (K,®,®,0,1) kunta. Talloin O ®
x = O kaikilla kunnan alkioilla x € K.

Lemma 2 Olkoon (K, ®,®,0,1) kunta, jossa T® 1 #
0. Olkoon x € K. Tadlloin on olemassa y € K, jolle
ydby==wx.

(5) Tutki funktiota f: R — Ry, f(x) = €*. Se on bijek-
tio, ja pétee f(z +vy) = f(z) @ f(y) kaikilla z,y € R,
sekd f(0) = O.

Yhden pisteen vihjeet

(2) Ei ole.

(3) Kolmen pisteen vihjeen Lemman 1 todistuksessa on
hyddyllistd pohtia alkiota (O ¢ Q) ® «.

Todista, ettd kolmen pisteen vihjeen Lemmassa 2 voi-
daan valita y seuraavasti: Olkoon b sellainen, etta
IeD)@b=1 Nyty=a®Hb.

Jotta padset kiayttdméadn Lemmaa 2 tehtdvan ratkai-
sussa, tee vastaoletus ja tutki tuloa (I & I) ® a, missi
a>1

(4) Ei ole.

(5) Olkoon f kuten kolmen pisteen vihjeessi. Yritd
méadritelld ® niin, ettd patee f(zy) = f(z) ® f(y) kai-
killa z,y € R.
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Ratkaisut

(1) Néytdmme kohdan 1. Muut ovat samankaltaisia,
mutta helpompia. (a ®b)@c=c®@ (a®b) = (cRa)®
(c@b)=(a®c)® (b c).

(2) Ei ole. Tehdéén vastaoletus: Pari (®,1) on olemassa.
Aksiooman 3 nojalla on olemassa b € R, jolle 066 = Q.
Mutta nyt 0b = 1, mik4 ei pdde millaédn b € R. Ristirii-
ta.

(3) Todistetaan ensin kolmen pisteen vihjeessd annetut
lemmat:

Lemma 1: Oz =(000)@z=(022z) ® (0 x).

On olemassa b siten, ettd (O @ z) @ b = O. Siis
0= 0@z)eb=(0z)e 0xz)ddb =
O®z)e(Ox)ab) =0 .

Lemma 2: Olkoon b sellainen, ettd (I® 1) ® b =I. Nyt
(z@b) @ (20b) =2 (bdb) =20 (I0b)® (Ixb)) =
z@(Iol)®b) =zl =u=.

Nyt ratkaistaan itse tehtéva, eli osoitetaan, ettd vaa-
dittua paria ei ole olemassa.

Tehd&én vastaoletus: Pari (®,I) on olemassa.

Olkoona > 1. Nyt I@el)®a=(I®a)® (I®a) =
a®a=a®?# 1= 0. Siis Lemman 1 nojalla (I&1) # O.

Olkoon x < 0. Lemman 2 nojalla on olemassa y €
R\ {0}, jolle y ®y = =, eli yy = x. TAm4& on kuiten-
kin ristiriita sen kanssa, ettd negatiivisilla luvuilla ei
ole neliGjuurta.

4) a®b = b®a ei pade. Esimerkiksi 22 # 32. Myoskiin
( P ¥
a®(b®@c) = (a®b)®c ei pide. Esimerkiksi 22° = 256,
mutta (22)3 = 64.

(5) Osoitetaan, ettd vaadittu pari on olemassa. Tutki-
taan funktiota f: R — R4, f(z) = €. Se on bijektio,
ja lisiksi patee f(z 4+ y) = e%e? = f(z) & f(y) sekd
1(0) = 0.

Miéritelliin z @ y = f(f~1(2)f1(y))
sekd T = e.

_ e(ln r)(lny),

Nyt péatee f(1) = L Olkoot z,y € R annettuja,
ja merkitddn « = f(z),b = f(y). Nyt a ® b =
FUFHa) f7HB)), eli f2) @ fy) = f(zy).

Nyt kaikki aksioomat voidaan todistaa helposti, kaik-
ki samaa strategiaa kiyttden. Todistamme esimerkkina
aksioomat 9 ja 7.

Ensin 9:

Olkoon a,b,c € Ry. Olkoot z,y,z € R sellaiset, ettéd
f(@)=a, f(y)=bja f(z) =c

Sitten 7:

Olkoon a € Ry, a # O, annettu. Olkoon = € R sel-
lainen, ettd f(xz) = a. Koska f(0) = O ja f on bijek-
tio,  # 0. Nyt on olemassa y € R, jolle zy = 1. Siis
I=f(1) = flzy) = f(z) ® f(y) = a® f(y). Siis on
olemassa b = f(y), jolle a® b =1.

Liite
Esimerkki 1

Tama esimerkki vaatii hiukan esitietoja lukuteoriasta.

Olkoon p alkuluku. Jos a € Z, méaéritetddn am ekvi-
valenssiluokka [a] = {b € Z | a = b mod p}. Olkoon
a,b € Z. Havaitaan, ettd [a] = [b] jos ja vain jos a = b
mod p.

Merkitddn Z, = {[a] | a € Z}. Havaitaan, ettd Z, =
{[0],1],...,[p — 1]}, eli Z,:ss& on p alkiota.

Jos a,b,c,d € Z, a =b mod p ja c =d mod p, pitee
my6s a +c¢=b+d mod p ja ac = bd mod p. Siis, jos
[a] = [b] ja [c] = [d], pitee myGs [a + ¢] = [b+d] ja
[ac] = [bd]. Néin ollen voidaan mééritelld ekvivalenssi-
luokkien joukossa laskutoimitukset @©: Z, X Z, — Zp,
(2] ® [y] = o+ ) ja ©: Z, x Z, — Zy, [o] ®[y] = [ay]
Merkitadn O = [0] ja I = [1].

Nahdééan helposti, ettd (Z,+, x,0,1) toteuttaa kaikki
muut kunta-aksioomat, paitsi aksiooma 7 ei toteudu.

Nyt voidaan todistaa helposti, ettd (Z,, ®, ®,0,1) to-
teuttaa kaikki kunta-aksioomat paitsi aksiooma 7, jo-
hon palaamme hetken padstd. Kaikki muut aksioo-
mat todistetaan samalla strategialla. Naytdmme esi-
merkkiné aksiooman 9. Olkoot [a],[b],[c] € Z,. Nyt
[a] @ ([l & [c]) = [a] @ ([b+¢]) = [a(b+c)] = [ab+ac] =
[ab] @ [ac] = ([a] @ [b]) @ ([a] & [c]). Toisena esimerk-
kind ndytamme aksiooman 3. Olkoon [a] € Z,. Nyt
a+ (—a) =0, joten [a] ® [—a] = [a + (—a)] = [0] = O.

Olkoon [a] € Z,, [a] # O. Nyt a ei ole jaollinen p:ll4, jo-
ten Fermat’n pienen lauseen nojalla a?~! =1 mod p.
Siis [a] @ [aP72] = [aP~!] = [1] = L. Siis [a]:lla on kiéin-
teisalkio [a?~?2], ja aksiooma 7 toteutuu.

Siis (Zp, ®, ®,0, 1) on kunta.
Esimerkki 2

Haluamme maéaéritelld rationaalifunktioiden joukon.
Néamé ovat funktioita, jotka saadaan kahden polynomin
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osamadrand. Koska nimittdjapolynomilla voi olla nol-
lakohtia, emme voi mééritelld rationaalifunktioita koko
R:ssa. Nain ollen annamme seuraavan méaritelmén.

Olkoon

K'={f:R\A—R| ACR on iirellinen ja on
olemassa reaalikertoimiset polynomit P, @,
joille f(z) = P(z)/Q(z) aina, kun f(z) on
médritelty. }

Maaritellaan joukossa K’ yhteen- ja kertolaskut
&: K'xK' - K' @: K'x K' - K’ seuraavasti: Ol-
koot f,g € K'. Asetetaan (f @ g)(z) = f(x) + g(=)
aina, kun sekd f(z) ettd g(x) ovat méiriteltyja, ja
(f®g)(x) = f(x)g(r) aina, kun seké f(z) ettd g(x) ovat
méadriteltyji. Maaritelliin Q' vakiofunktioksi O (z) =
0 kaikilla « € R ja I’ vakiofunktioksi I'(z) = 1 kaikilla
rzeR.

Havaitaan helposti, ettd (K’,&,®,0,T') toteuttaa
kaikki muut kunta-aksioomat, paitsi ei aksioomia 3 ja
7. Kaikki muut aksioomat néytetddn samalla tavalla.
Néytdmme esimerkkiné aksiooman 9.

Olkoot f,g,h € K’'. Aina, kun f, g, h ovat méaéaritel-
tyjd pisteessd x, pitee (f ® (¢ @ h))(x) = f(z)(g &
h)(x) = f(z)(9(z) + h(z)) = f(z)g(z) + f(x)h(x) =
(fog)(@)+ (f@h)(z)=((f®g)®(f®h))(r) Koska
funktiot f®(g@®h) ja (f®g)®(f®h) on madritelty sa-
moissa pisteissd (ts. aina kun kaikki funktioista f, g, h
ovat médriteltyji), ja ne ovat samoja kaikissa pisteissi,
joissa ne on méadritelty, f®@ (gD h) = (f®g)® (fRh).

Rationaalifunktioilla
z+1
(x+1)(z—-1)

ja

on ainoastaan se ero, ettd ensimmaéinen ei ole méaaritel-
ty pisteessd —1. Haluamme kuitenkin ajatella, ettd né-
mé ovat sama funktio. Kun téllainen tilanne kohdataan
matematiikassa, yleensd muodostetaan ekvivalenssiluo-
kaksi kutsuttu joukko, johon laitetaan kaikki ne oliot,
joita halutaan kohdella samoina. Tamén jilkeen jat-
kossa pelataan ekvivalenssiluokkien joukolla. Nain ol-
len annamme seuraavat médritelmét:

Olkoon f € K'. Madritelldan [f] = {g € K' | g(x) =
f(z) kaikilla z € R\ A, A C R on &érellinen}. Olkoon
K=A{lf11feK'}.

Havaitaan, ettd jos [f] = [f'] ja [9] = [¢'], niin myds
(fogl=[f®g]jalf®g]=][f ®g']. Néin ollen voi-
daan K:ssa maaritelld laskutoimitukset ®: K x K — K
ja®: KxK — K, [fl®lg] = [feg]ja[fl®lg] = [f@g].
Madritellddn O = [O'] ja I = [I'].

Siitd, etta (K’,@,®,0,I') toteuttaa kaikki kunta-
aksioomat paitsi 3 ja 7, seuraa helposti, ettd myos
(K,®,®,0,I) toteuttaa ndméa aksioomat. Naytdmme
esimerkkin aksiooman 9. Olkoon [f], [¢], [h] € K. Nyt
o (gl@r]) =[fle(goh]) =[felgoh))=[f®
ge(feh)]=I[feglelfeh] = (flolg) e (fle[h]).

(K,®,®,0,I) toteuttaa myos aksioomat 3 ja 7. Nay-
tdmme aksiooman 7. Aksiooma 3 on samankaltainen
mutta helpompi.

Olkoon [f] € K, [f] # O. Siis lukuunottamatta &aa-
rellistd pistejoukkoa f(z) = P(x)/Q(z), missd P ja Q
ovat polynomeja, ja P, @) eivat ole identtisesti nolla. Siis
P:114 on vain adérellinen méara nollakohtia. Nyt voidaan
muodostaa g, g(z) = Q(x)/P(z), joka on méiritelty ai-
na, kun P(z) on erisuuri kuin nolla, eli kaikkialla #&-
rellistd, méadraa pisteitd lukuunottamatta. Siis g € K’
ja[g] € K. Nyt f(x)g(z) =1 aina, kun f(z), g(z) ovat
médriteltyja. Siis [f] ® [g] = [f ® ¢g] = L. Siis aksiooma
7 toteutuu.
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