N Solmu

Matematiikkalehti

1/2012

http://solmu.math.helsinki.fi

. ’\

,51'

3

;
%}

BRORER
e

Y
%;

3%
3

I

SRS




2 Solmu 1/2012

Solmu 1/2012

ISSN-L 1458-8048
ISSN 1459-0395 (Painettu)
ISSN 1458-8048 (Verkkolehti)

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
PL 68 (Gustaf Héllstromin katu 2b)
00014 Helsingin yliopisto

http://solmu.math.helsinki.fi

Pasdtoimittaja:
Markku Halmetoja, lehtori, Méantén lukio

Toimitussihteeri:
Juha Ruokolainen, F'T, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Séahkoposti:
toimitus@solmu.math.helsinki.fi

Toimituskunta:

Pekka Alestalo, dosentti, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Heikki Apiola, dosentti, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Sirkka-Liisa Eriksson, professori, Matematiikan laitos, Tampereen teknillinen yliopisto

Aapo Halko, FT, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Ari Koistinen, FM, Metropolia Ammattikorkeakoulu

Mika Koskenoja, yliopistonlehtori, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Matti Lehtinen, dosentti, Helsingin yliopisto

Liisa Ndaveri, tutkijatohtori, Opettajankoulutuslaitos, Helsingin yliopisto

Marjatta Nadtanen, dosentti, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Antti Rasila, tutkija, Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Hilkka Taavitsainen, lehtori, Ressun lukio

Graafinen avustaja:
Marjaana Beddard

Yliopistojen ja korkeakoulujen yhteyshenkilot:
Virpi Kauko, FT, matemaatikko, virpi@kauko.org, Jyvaskyla
Jorma K. Mattila, professori, jorma.mattila@lut.fi
Sovelletun matematiikan laitos, Lappeenrannan teknillinen yliopisto
Jorma Merikoski, dosentti, jorma.merikoski@uta.fi
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Tampereen yliopisto
Petri Rosendahl, assistentti, petri.rosendahl@utu.fi
Matematiikan laitos, Turun yliopisto
Matti Nuortio, tutkijatohtori, matti.nuortio@oulu.fi
Matemaattisten tieteiden laitos, Oulun yliopisto
Timo Tossavainen, yliopistonlehtori, timo.tossavainen@uef.fi
Soveltavan kasvatustieteen ja opettajankoulutuksen osasto, Itd-Suomen yliopisto

Numeroon 2/2012 tarkoitetut kirjoitukset pyydamme lihettdméén 10.4.2012 mennessé.
Kiitdimme taloudellisesta tuesta Jenny ja Antti Wihurin rahastoa.

Huom! Solmun paperiversio postitetaan vain niihin kouluihin, jotka ovat sitd erikseen pyyténeet. Toivomme,
ettd lehted kopioidaan kouluissa kaikille halukkaille.



Solmu 1/2012 3

Sisallys

Padkirjoitus: Uuden paatoimittajan mietteitda (Markku Halmetoja) .......................... 4

Baltian Tie 2011 -joukkuematematiikkakilpailu Greifswaldissa Saksassa (Joni Terévéinen) ... 6

Lukion trigonometriaa (Markku Halmetoja) ............o.oo i 8
Lukion matematiikkakilpailun avoimen sarjan alkukierroksen tiimoilta (Matti Lehtinen) ....12
Solmun Matematiikkadiplomit (Marjatta NAGtANen)..... ..., 16
Matematiikka kiehtoo taas (Matti Lehtinen) ........ ... ... o i 19
Wolfram|Alphasta, parametriesityksista ja hiukan muustakin (Ari Koistinen)............... 21
Pelitehtavid (Tuomas KOorppi) ... ... e 24
Olisiko ammattini matemaatikko? (Matti Lehtinen) ........... ... oo il 29

Tuomaksen tehtévid (Tuomas Korppi). ... ..o 31



Solmu 1/2012

Uuden paatoimittajan mietteita

Piaatoimittaja vaihtuu

Solmun pédtoimittaja vaihtuu. Matti Lehtinen jat-
kaa onneksemme Solmun toimituskunnassa, mutta on
kuusivuotisen paidtoimittajakautensa jialkeen oikeutet-
tu hieman vapaamuotoisempaan toimintaan matema-
titkkan tunnetuksi tekemisessé. Lukijoiden, toimitus-
kunnan ja omasta puolestani kiitdn Mattia hidnen an-
siokkaasta ja uhrautuneesta tyostdan Solmun hyvik-
si. Hanen kymmenet kirjoituksensa ovat osaltaan te-
kemissa Solmusta tavanomaista oppilaslehted suurem-
man: Solmusta on muodostunut todellinen kouluma-
tematiikan tietopankki, jonka nettisivulta 16ytyy kaik-
ki mahdollinen alakoulun diplomitehtédvistd matematii-
kan olympiavalmennukseen.

Lehden linja jatkuu entisenéd. Péatavoitteena on lisata
matematiikan harrastusta lukiolaisten ja peruskoulu-
laisten keskuudessa. Tulemme siis julkaisemaan kirjoi-
tuksia, joissa mahdollisimman ymmaérrettévalld tasolla
laajennetaan koulussa opittua matematiikan oppimaé-
rdd ja annetaan siihen uusia nadkokulmia. Julkaisem-
me my06s matematiikkaa popularisoivia kirjoituksia, sil-
14 koululaisten on hyodyllistd tuntea matematiikan so-
velluksia. Koulussahan niihin ei juurikaan paistéd, silla
sielld ollaan vasta ottamassa ensiaskelia silla tielld, joka
my6hemmin johtaa todellisiin sovelluksiin.

Lehti julkaisee myos matematiikan asemaa koululaitok-
sessa ja yhteiskunnassa ruotivia poleemisia kirjoituksia,
koska téllaisten tekstien julkaisukanavat ovat muuten
olemattomat. Varsinkin paakirjoituksissa tullaan aktii-

visesti puuttumaan ajankohtaisiin koulupoliittisiin il-
mio6ihin matematiikan osalta.

Solmun tekeminen on péadosin talkootyoté, johon alati
on voimassa avoin kutsu kaikille matematiikkaa har-
rastaville. Kirjoituksia ja lehden tunnetuksi tekemisté
tarvitaan. Toivomme, etté opettajat huolehtivat sen ja-
kamisesta ainakin matematiikasta kiinnostuneille oppi-
laille. Téllaiset oppilaat voisivat muodostaa kouluunsa
Solmu-tyoryhmén, joka seuraisi aktiivisesti lehden net-
tisivua ja facebook-ryhméi, mainostaisi lehted vaikka-
pa Solmun sivulta saatavaa julistetta levittamalla ja
ottaisi vastuulleen lehden jakelun. Luonnollisesti myés
oppilaiden kirjoitukset ovat tervetulleita.

Ajankohtaista koulukeskustelua

Sanotaan, etté tulevaisuutta on vaikeaa ndhda, silla se
on visioiden peitossa. Toisaalta, ovelasti laaditut visiot
muuttuvat helposti yleisesti hyvéiksytyiksi tavoitteik-
si, joihin sitten pyritddn tarkemmin ajattelematta. En-
nusteet alkavat toteuttaa itsedén samalla tavalla kuin
jotkut omaksuvat persoonallisuuteensa piirteité horos-
kooppikirjoja lukemalla.

Opetushallitus on visioinut lukion tulevaisuutta laa-
dittamalla osoitteesta [1] 16ytyvian "Oppimisen tulevai-
suus 2030-barometrin”. Sitd on tyostanyt Otavan Opis-
ton Osuuskunta, Demos Helsinki ja Turun yliopiston
Tulevaisuuden tutkimuskeskus. Barometri on tehty ns.
Delfoi-menetelmaélld. Jonkinlaisen viitekehyksen poh-

Paakirjoitus
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jalta on esitetty viittdmia lukiokoulutuksen tulevai-
suudesta. Niitd pohtii joukko asiantuntijoita, joista on
muodostettu padpaneeli ja haastajapaneeli. Paddpaneeli
koostuu koulumaailmassa ja elinkeinoelaméssa toimi-
vista henkil6istd. Haastajapaneeliin oli kutsuttu perus-
koulun ja lukion kehittdjahenkil6ita eri puolilta maata.
Haastajapaneeli pyrkii kyseenalaistamaan paépaneeli-
laisten kantoja. Erdistd vaittdmistd saavutetaan yksi-
mielisyys, erdit jaavat rakentavan keskustelun alaisiksi
ja jotkin vaittdméat muuttuvat ratkaisemattomiksi kiis-
takysymyksiksi.

Tavoitteena on ollut 16ytdd mahdollisimman paljon
erilaisia mahdollisuuksien rajoissa olevia tulevaisuuk-
sia. Niille on kehitetty englanninkielinen nimitys "fu-
turibles”. Termille ei vield ole suomenkielista vastinet-
ta, joten tdhén ilmaisuun tullaan vastaisuudessa tor-
madmadn opetushallituksen julkaisuissa ja koulutuk-
sissa. Mahdollisia tulevaisuuden kehityskulkuja on 16y-
detty, niitd on ruodittu ja niiden toteutumistodenné-
koisyyksia on arvioitu. Himmaéstysta herattad kuiten-
kin se, ettd matematiikka on mainittu tekstissd vain
muutaman kerran, ja silloinkin 1dhinnéd sivulauseissa.
Siitd kédytetddn myos halventavaa ilmaisua “vélineai-
ne”. Matematiikka on kuitenkin itsendinen tiede ja se
on perustana kaikessa kvantitatiivisessa tutkimuksessa
sekd luonnon- ettd yhteiskuntatieteissa. Siksi baromet-
rin yksi keskeisistd kysymyksisté olisi pitdnyt olla ma-
tematiikan aseman laadullinen kehittdminen kouluope-
tuksessa. Aiheutuuhan moni opintojen keskeytyminen
ja viivastyminen koulussa saadusta heikosta matema-
tiikan pohjasta.

Mielenkiintoista on, mité asioita tulevaan kehitykseen
vaikuttamaan pyrkiviat tahot nostavat esiin téstd 130
sivua kasittavistd opuksesta. Téssa mielessd baromet-
ri toimii kuten klassinen mustetahratesti psykologias-
sa. LUMA-keskus [2] nostaa padllimmaéiseksi véitteen,
jonka mukaan lukio muuttuu yleissivistévista oppilai-
toksesta soveltavaksi. Ounastellaan, ettd lukiossa tul-
laan yha enemmén keskittyméan kansallisten ja glo-
baalien ongelmien pohtimiseen ja ettd yleissivistys saa-
daan sosiaalisen median kautta. Naamakirjasivistyksen
turvin ldhdetédén sitten ratkomaan ihmiskuntaa koske-
via vakavia ongelmia! Téllaisen ndkemyksen omaavan
henkilon yleissivistys ilmeisesti on juuri naamakirjasta
peraisin. Tietdméni mukaan ainakin osa siella esiinty-
vistd aktiviteeteista on kylahullujen yllyttamista type-

Markku Halmetoja

ryyksiin kuten viikkokausien istuskeluun kaivinkoneen
ohjaamossa, osa taas on virtuaalisten hevostallien ra-
kentelua ja sitd, ettd heitetddn kaveria lehmalla. Yleis-
sivistyksen asema tulevaisuuden koulussa jadkin baro-
metrissa lopulta ratkaisemattomien kiistakysymysten
joukkoon.

Miké sitten hyvien kéytostapojen lisdksi on todellis-
ta yleissivistystéd, jota osa panelisteistakin edellyttéda
yhé peruskoulussa ja lukiossa opittaviksi? On osatta-
va ilmaista itseddn suullisesti ja kirjallisesti. Klassises-
ta maailmankirjallisuudesta suodattuu elaméankokemus
ja viisaus. Historiaan perehtyminen antaa perspektiivia
nykypéivan ongelmiin. Luonnon lainalaisuudet on tun-
nettava, koska ne eivéit ole ihmisen sdadettavissa vaan
niithin on mukauduttava. Lahes jokaisella lienee tarve
ilmaista itseddn jossakin méérin taiteen keinoin. Kielia
on osattava. Yleissivistykseen kuuluu myos algebran ja
geometrian alkeet siind mielessd, kuin ne koulumate-
matiikassa ymmaérretddn. Kaikki mainittu vaatii hen-
kilokohtaista paneutumista. Koulun tehtédvina on var-
mistaa oppilaalle ndma taidot, joita ilman ei voi raken-
taa tulevaisuuttaan ja ihmissuhteitaan. Tdméan ajatto-
man sivistyksen lisdksi on aikaan sidottua yleissivistys-
té, kuten erilaisten digitaalisten laitteiden kayttoliitty-
mien hallinta. Se niyttdd sujuvan koulusta riippumat-
ta, silld koulujen laitteistot ovat aina ajastaan jiljessa.

Barometrissa ei siis matematiikasta puhuta paljoakaan
ja LUMA-keskus ohittaa sen kokonaan. Sen sijaan pu-
hutaan “ongelmanratkaisutaidosta” Onko tdméa tulkit-
tava niin, ettd ainakin osa kouluasioista vastaavista
paattajistd ja vaikuttajista on vakavissaan pyrkiméssa
oppiainerajojen hévittdmiseen? Ollaanko koulumate-
matiikkaa lopullisesti vesittdmaéssé joksikin ongelman-
ratkaisuopiksi? Onko nimimerkki Negatiivin keviilld
2011 LUMA-sanomissa esittdmé ajatus lukion pitkén
ja lyhyen matematiikan yhdistdmisestd edelleen hen-
gissé jossakin kouluhallinnon byrokratian syovereissa?

Viitteet

[1] http://www.oph.fi/download/137072_Lukion_
tulevaisuus_2030.pdf

[2] http://www.luma.fi/artikkelit/942/
miltae-naeyttaeae-lukion-tulevaisuus
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Baltian Tie 2011 -joukkuematematiikkakilpailu

Greifswaldissa Saksassa

Joni Terdvdinen
Helsingin matematiikkalukio

Torstaina 3.11. viisi matemaattisesti lahjakasta lukio-
laista Otte Heindvaara, Markus Pajarre, Joni Teréavii-
nen, Felix Vaura ja Jiali Yan sekéd joukkueenjohtajat
Kerkko Luosto ja Matti Lehtinen kohtasivat Helsinki-
Vantaan lentokentédlld, kun oli aika ldhted vuotuiseen
Baltian tie -joukkuematematiikkakilpailuun, joka jér-
jestettiin tdlla kertaa Greifswaldissa Itdmeren rannalla
Pohjois-Saksassa. Berliinin Tegelin lentokentéltd mat-
kustettiin bussilla ja junalla kilpailukaupunkiin, jossa
oppaat olivat joukkuetta vastassa. Hotellissa vastaan-
otto oli erittédin positiivinen, silld saimme heti jarjesté-
jilta tyylikkadt paidat ja laukut kilpailun nelidjuuri pii
-logolla varustettuina. Ruoka oli myos hyvaa.

Ensimmaisend iltana me kilpailijat laskimme pari kil-
pailutehtdvaé ja menimme sen jalkeen nukkumaan pit-
késtd matkasta visyneina. Toisena paivané johtajillam-
me oli ohjelmassa tehtévien valitsemista ja kdantamis-
td, kilpailijoilla puolestaan bussiretki, jonka aikana ké-
vimme muun muassa neuvostoliittolaisessa sukellusve-
neessé, tiedekeskuksessa, jossa oli hieno lasershow, ja
Greifswaldin ydinvoimalassa, joka oli Itd-Saksan suu-
rin ydinvoimala mutta lakkautettiin pian Saksojen yh-
distymisen jilkeen. Padsimme kdymaéaan sisalld yhdes-
sé reaktoreista, jota ei oltu koskaan otettu kéyttoon.
Siella padsimme tutustumaan ydinvoimalan toiminta-
periaatteeseen ja jopa kurkistamaan sisdén itse ydin-
reaktoriin. Hotellilla oli jalleen illallinen, jonka jal-
keen keilasimme puolalaisia vastaan. He taisivat voit-

taa, mutta vain niukasti. Sen jilkeen joukkueemme me-
ni nukkumaan, silld seuraavana aamuna oli itse kilpailu
Greifswaldin Humboldt-Gymnasiumissa.

.'II I

Suomen joukkue luottavaisena ennen kilpailun alkua.
Vasemmalta Joni Terdvdinen, Markus Pajarre, Jiali
Yan, Otte Heindvara ja Feliz Vaura.

Kilpailuaamuna péaétin katsoa erddn vanhan kansain-
valisten matematiikkaolympialaisten funktionaaliyhta-
lotehtévan ratkaisun, jottei tehtédva jdisi vaivaamaan
minua kilpailussa. Yllattden péadsin kdyttdméadn rat-
kaisun ideaa erddssd Baltian tien tehtévisté; ellen olisi
katsonut ideaa, olisimme todenndkoisesti saaneet vé-
hemmaén arvokkaita pisteitd. Joukkueemme oli tasa-
painoinen ja teki hyvin yhteistyotd. Kuitenkin tuntuu,
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ettd mukana oli my6s hieman onnea. Edelld maini-
tun onnekkaan sattuman lisdksi yksi kombinatoriikan
tehtava ratkesi viime minuuteilla yhteistyolla, ja vii-
me hetkelld hutiloidusta algebran tehtévastéa irtosi piste
vastoin odotuksia. Kilpailun jédlkeen kuitenkin suhtau-
duimme varovaisesti mahdolliseen menestykseen. S6im-
me Humboldt-lukiossa, minké jilkeen meidat vietiin
Greifswaldin kauniin keskiaikaisen vanhankaupungin
opastuskierrokselle. Tamén jéalkeen vierailimme Pom-
mersches Landesmuseumissa, jossa oli ndytilla niin tai-
detta kuin luonnontiedettéd, mutta tissa vaiheessa mo-
net kilpailijat olivat jo visyneitéd neljéd ja puolituntisen
kilpailu-urakan jaljiltd. Tadmén jélkeen séimme kau-
pungilla, ja Saksassa hyvin suosittu déner kebab antoi
joukkueellemme lisédé energiaa. Kyseessa ei ollut ainoa
kerta, kun séimme kyseista kebabia, ja se onkin Saksas-
sa yksi suosituimmista pikaruuista. Syomisen jélkeen
kilpailijat vietiin elokuviin katsomaan matematiikka-
aiheeseen sopivaa elokuvaa 7217, joka on fiktiivinen ta-
rina opiskelijoista, jotka tienaavat omaisuuden Las Ve-
gasissa laskemalla kortteja blackjackissé.

Joukkueen johtaja Kerkko Luosto ihailee vastauksia.

Neljantend péiviani ohjelmassa oli vierailu Max Planc-
kin plasmafysiikkainstituuttiin, jossa kuuntelimme
luentoa fuusioenergiasta ja ndimme oikean fuusioreak-
torin, ja olimme itse asiassa viimeinen ryhmaé, joka né-
ki sen sisdén, ennen kuin reaktorin viisikulmion muo-
toiselta torukselta ndyttéava ulkokuori hitsattaisiin um-
peen. Iltapiivéllda menimme Greifswaldin yliopistoon,

jossa Baltian tien tulokset julistettiin. Varovaisesti toi-
voimme ennen palkintojenjakoa vain saavamme parem-
man tuloksen kuin viime vuonna, jolloin Suomi oli toi-
seksi viimeinen. Olimme kuitenkin kuudensia, keskim-
maéisid yhdestétoista osallistujajoukkueesta. Mika hie-
nointa, voitimme kaikki osallistuneet naapurimaamme
Viron, Norjan ja Ruotsin. Voitto Ruotsista kahdella
pisteelld tuntui hyvélté, silld kansainvélisissd matema-
tiikkaolympialaisissa havisimme viimeksi ruotsalaisil-
le, nyt oli meidan vuoromme voittaa heidat. Kilpailun
voitti Puola, kakkosena oli hieman yllattden Latvia ja
kolmas oli Saksa. Kilpailussa tdmén vuoden vierailija-
maa Eteld-Afrikka jai viimeiseksi. Mikéli numerosym-
boliikkaan on uskomista, sijoituksemme lupaa jatkos-
sakin hyvdd menestystd. Saimme nimittdin alkuluku-
vuonna 2011 tédsmélleen puolet pisteistd, ja sijoituk-
semme oli taydellinen luku 6.

Viitta vaille valmis Wendelstein 7 -fuusioraktori.

Viimeisené péivand lahdimme Greifswaldista aamulla,
ja junamatka Berliiniin kului Ruotsin kansallisen kil-
pailun tehtéavit ratkaistessa. Kotimatka sujui hyvin, ja
Helsinki-Vantaalta [&hdimme omille teillemme. Kaikil-
la oli varmasti mukavaa ja paljon mielenkiintoista ker-
rottavaa kotiin padstydan.

Vuoden 2011 Baltian Tie -kilpailun tehtavét 16ytyvét
osoitteesta

http://www.balticway-2011.de/wp-content/
uploads/2011/11/BW_alle_sprachen.pdf.

Verkko-Solmussa on ilmestynyt lukuteorian diplomitehtavat

http://solmu.math.helsinki.fi/2008/diplomi/diplomi_lukuteoria.pdf
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Lukion trigonometriaa

Markku Halmetoja
Miéntan lukio

Lukiossa opiskeltava trigonometrian oppimééra on vii-
meisimpien opetussuunnitelmauudistusten myo6ta nai-
vettynyt kaavakokoelman selailuksi. Erdéssd nettikes-
kustelussa muuan lukion opettaja totesi jopa: ”Sinin ja
kosinin yhteen- ja vidhennyslaskukaavat kuuluvat sii-
hen alueeseen, jota miné opettajana en viitsi pitdéd ak-
tiivisessa kayttomuistissa.” Tulevaisuudessa artikkelin
[2] edustama trigonometrian osaaminen saattaakin ol-
la poikkeuksellista maamme koululaitoksessa.

Nykyinen opetussuunnitelma mainitsee trigonometrian
osalta tarkeimmiksi opittaviksi asioiksi kosinin ja sinin
nelibiden summan ja sen, ettd tangentti on sinin ja ko-
sinin suhde. Nama4 asiat voitaisiin helposti todistaa te-
raville kulmille jo peruskoulussa, eivitka ne niinmuo-
doin tirkeydestadn huolimatta sovi lukion trigonomet-
rian kurssin keskeisiksi sisélloiksi. Niiden ja ulkolukuna
opittujen derivoimiskaavojen hallitseminen ei anna riit-
tavda pohjaa jatko-opintoihin. Korkeakouluissa joudu-
taankin useimmiten aloittamaan trigonometrian opis-
kelu aivan alkeista, mika hidastaa varsinaisiin opintoi-
hin padédsemisté. Se on tavallaan looginen seuraus siité,
ettd lukioissa joudutaan nyt opiskelemaan uusina asioi-
na peruskoulun entisen laajan tasokurssin sisalto. Tata
taustaa vasten ylla oleva sitaatti kaikessa jarkyttavyy-
dessédan on jotenkin ymmarrettavé. Vallalla oleva kou-
lupolitiikka on johtanut siihen, etté koulussa opittavan
matematiikan mééré ja laatu ovat kdénteisessé suhtees-
sa yhteiskunnassa sovellettavan tekniikan méardan ja
monimuotoisuuteen. Kauemmin jatkuessaan tama ti-
lanne johtaa mitd ilmeisemmin asiantuntijapulaan ja

joidenkin korkeaan teknologiaan perustuvien jarjestel-
mien romahtamiseen. Uusia rakennuksia sortuu tuuli-
ja lumitaakkojen alle jo nyt.

Itsendiseen opiskeluun kykenevd matematiikasta kiin-
nostunut lukiolainen, jota jatkossa kutsutaan aktiivi-
seksi lukijaksi, voi Solmun artikkeleita tutkimalla osal-
taan korjata tilannetta tai ainakin varmistaa oman
jatko-opintokelpoisuutensa. Taméan kirjoituksen myo-
td hén osallistuu kosinin ja sinin yhteenlaskukaavo-
jen todistamiseen ja oppii johtamaan niiden avulla tar-
keimmét koulumatematiikassa esiintyvét trigonomet-
risten funktioiden ominaisuudet. Pohjatiedoiksi tarvi-
taan vektoriopin alkeet, kosinin ja sinin méaéritelma yk-
sikkdympyran avulla sekd nédiden funktioiden parilli-
suus ja parittomuus. Késittelytapa on useimmille aloil-
le riittavé. Tulevat matematiikan pddaineopiskelijat pe-
rehtyvit trigonometrisiin funktioihin tésméllisemmin,
kun ne maéritelladn kompleksitasolla paattymattomi-
né summina, ks. [1]. Se ei kuitenkaan muuta miksikdén
niita kaytantoja ja laskurutiineja, jotka opitaan tdman
esityksen perusteella. Samat faktat vain todistuvat eri
tavalla, joskin kompleksitasolla néille funktioille avau-
tuu erdita koulumatematiikalle tavoittamattomissa ole-
via ominaisuuksia.

Yhteen- ja vihennyslaskukaavat

Trigonometristen funktioiden késittely tulisi perusméa-
ritelmien jilkeen aloittaa kosinin ja sinin yhteenlas-
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kukaavojen johtamisella. Seuraava yksinkertainen esi-
tys on vanhasta lukion oppikirjasta [4]. Olympiaval-
mennussivuilla [5] voi tutustua perinteisempéén tapaan
johtaa ndma kaavat.

Maaritellaan nollavektorista eroaville vektoreille ku-
vion 1 osoittama suunnatun kulman « suuruinen kierto
a — R, (a) vektorin alkupisteen ympéri.

Kuvio 1.

Sovitaan erikseen, ettd Ry (0) = 0.
Suunnikkaan sivut ja lavistdja kiertyvit yhtd paljon,

Kuvio 2.

joten vektorien summa kiertyy termeittéin. Siis

Ra(a +b) = Ra(a) + Ra(b).

Vektorin kierron ja venytyksen jarjestys voidaan vaih-
taa,

Kuvio 3.

eli jos t € R, niin
Rq(ta) = tRa(a).

Aktiivinen lukija voi piirtdd negatiivista ¢:n arvoa vas-
taavan kuvion.

On ilmeisté, ettd kaksi perdkkéin suoritettua kiertoa
voidaan yhdistaé laskemalla kulmat yhteen ja ettd pe-
rikkaisten kiertojen jarjestys voidaan vaihtaa. Siis

Ra(Rs(a)) = Rass(a) = Ropa(a) = Rs(Ra(a)).

Liséksi on selvda, etté

Rrpo(i) =3 ja Rrp(d) = —i

Suoritetaan seuraavaksi kulman « suuruinen Kkierto
kantavektoreille ¢ ja 3. Kosinin ja sinin méaritelmien
mukaan

Ra(2) =cosai+sinay,

ja edelld todettuja laskusédéantojé soveltaen

Ra(j) = Ra (Rw/z(i))
= Rrj2 (Ra(i))
= R,T/Q(cosai—i—sinaj)
= cosa Ry /(1) +sina Ry 2(7)

=cosaj —sinazt.
Kierretyt kantavektorit ovat siis

Ra(2) = cosai +sinaj
Ra(j) = cosaj —sinai.

Yhtalosta
Ra15(i) = Rg(Ra(i))

saadaan nyt helposti (aktiivinen lukija suorittaa yksi-
tyiskohdat) yhteenlaskukaavat

cos (o + ) = cosacos B — sin asin 8
sin (o + ) = sinacos 8 + cos asin 3,

ja niistd edelleen kosinin parillisuutta ja sinin paritto-
muutta soveltaen vihennyslaskukaavat

cos (v — ) = cosaccos B + sin asin
sin (o — ) = sinacos 8 — cos asin .

On késittamétonta, ettd opetussuunnitelmista vastaa-
vat henkil6t ovat "unohtaneet” néin hienon ja keski-
médraiselle pitkdn matematiikan opiskelijalle helpos-
ti avautuvan tavan perustella ndmé tédrkedt kaavat.
MAQOLKkin kannattaa ulkolukua ja kaavakokoelmasta
lunttaamista vastauksessaan ns. m:n paivan kirjeeseen:
”Oikean, ongelman ratkaisemisessa tarvittavan tiedon
etsiminen laajasta tietokokoelmasta on hyodyllinen tai-
to, joka on syytd oppia lukiossa.” (Ks. [6] ja [7].) Ei-
ko kuitenkin olisi hyédyllisempéé oppia ymmdrtdmdadn
matematiikkaa perusteista ldhtevien ja loogisesti ete-
nevien esitysten kautta?

Aktiivinen lukija pystyy nyt johtamaan ldhes kaikki
keltaisen kirjan trigonometrian kaavat. Melkein vitsind
voi esimerkiksi todeta, ettd kosinin vahennyslaskukaa-
vasta seuraa

2

cos? a + sin® a = cos (@ — a) = cos 0 = 1.

Ainakin kaksinkertaisen kulman kosini ja sini seké
komplementti- ja suplementtikulmien kosinit ja sinit
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kannattaa katsoa vélittomasti, silld joitakin niista kay-
tetddn seuraavissa esimerkeissd ilman erillista mainin-
taa. My6s tangentin yhteen- ja vihennyslaskukaava on
hyvé selvittad itselleen, silld viimeksi mainittuun pe-
rustuu mm. kahden suoran vélisen kulman laskeminen
analyyttisen geometrian kurssilla. Sanomattakin on sel-
vad, ettd tatd laskutapaa ei mitenkdédn voi perustella
tuolla kurssilla.

Esimerkkeja

Seuraavia tehtévia voisi epéilemétta ratkaista symbo-
liseen laskemiseen kykenevilla laskimella, mutta tuol-
loin suoritukseen saattaisi jdadé kohtia, joita ratkaisija
ei ymmarré. Laskin toimisi siind tapauksessa kuten tii-
betildinen rukousmylly: sitd vain pyoritetdédn ja rukous
kieppuu korkeuksiin ilman, etté pyorittajalla on selvia
késitysta sen siséllostd. Oppimisen kannalta on siis pa-
rempi johtaa itse tarvittavat vilitulokset.

Esim. 1 Maéritettava funktion f(z) = sinx sin (a + )
suurin ja pienin arvo.

Ratk. Ensimméiseksi ehkéd tulee mieleen sinin yh-
teenlaskukaavan soveltaminen jalkimmaéiseen tekijaan,
mutta se johtaisi ilmeisesti alkuperéistd hankalampaan
ongelmaan. Hieman parempi ajatus on laskea funktion
derivaatta

f'(x) = coszsin (a + z) + sinz cos (a + x)
= sin (a + 2z),

ja ratkaista tehtédva normaalina dariarvotehtavéina. De-
rivaattaa ei kuitenkaan tarvita, jos huomaa, etta kah-
den sinin tulo saadaan kosinin vihennys- ja yhteenlas-
kukaavoista:

cos (o — f3) — cos (a + B) = 2sinasin S.
Sijoittamalla tdéhdn o = a + x ja § = = saadaan
f(x) =1(cosa— cos(a+ 2z)),
mistéd tulos jo ndkyykin.
Esim. 2 Osoitettava, ettd sdannollisen 7-kulmion si-

vun s ja eripituisten lavistdjien a ja b vélilla vallitsee
yhtélo

1
S

ISEN
SN

_|_

Ratk. Tamén 70-luvun ylioppilastehtdvan trigonomet-
rinen ratkaisu on suoraviivainen sinilauseen sovellus,
jonka yksityiskohdissa tosin tarvitaan tiettyd nippé-
ryytta. Sijoittamalla 7-kulmio ympyrén sisddn ndhdaan
kehakulmia

Kuvio 4.

vastaavien kaarien avulla, ettd sivu ja lavistdjat muo-
dostavat kolmion, jonka kulmat ovat «, 2« ja 4a. Sini-
lauseen avulla saadaan

sin « sinda  sina

= .a = y
a s J b s

n sin o

sinda )
Oikealla oleva sulkulauseke on siis osoitettava ykkosek-
si ehdolla 7o = 7. Kirjoitetaan se aluksi muotoon

sin 2«

josta edelleen
1 1 1 ( sin a

a b s

sin 2«

sin « (sin 4o + sin 2ar)

sin 2asin 4o
Tama ilmeisesti yksinkertaistuu, jos onnistutaan laske-
maan osoittajassa oleva sinien summa. Tarvittava apu-
tulos saadaan sinifunktion yhteen- ja vdahennyslasku-
kaavoista:
sin (z + y) + sin (r — y) = 2sinz cos y.

Yhtéaloparista
r+y =4«
T —yY =2«

seuraa r = 3« ja y = «, joten
sin4a + sin 2a = 2 sin 3a cos a.

Niinpa

sina (sinda +sin2a) 2 sin a cos acsin 3o

sin 2« sin 4« sin 2« sin 4«

sin 2« sin 3«

sin 2« sin 4o

_ sin 3«

~ sinda

_ sin(r —4a)  sinda
sindee sindo ’

ja vaite on todistettu.

Seuraavassa vield muutama harjoitus aktiivisen lukijan
mietittavaksi.

1. Osoita, ettd sin (x + ) sin (z — y) = sin® x — sin? y.

2. Maéérita funktion f(x) = acosz + bsinz suurin ja
pienin arvo.

3. Osoita, ettd jos tanz € Q, niin my6s cos2z € Q ja
sin 2z € Q.
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Jannenelikulmiosta

Edellisen kappaleen harjoituksista selviytyneen aktii-
visen lukijan kannattaa my6s perehtyd jo mainittuun
olympiavalmennussivustolla olevaan jireddn trigono-
metriapakettiin [5]. Katsotaan lopuksi sieltd erds janne-
nelikulmion ominaisuus. Téllaisen nelikulmion vastak-
kaiset kulmat ovat toistensa suplementtikulmia, joten
niiden kosinit ovat toistensa vastalukuja. Siksi kosini-
lauseen avulla on mahdollista 16yt4a4 sivujen ja lavista-
jien véalisia yhtaloité, joissa kulmat eivéit ole eksplisiit-
tisesti mukana. Asetetaan tehtavéiksi 16ytad mahdolli-
simman yksinkertainen tallainen yhtalo.

Olkoot jannenelikulmion sivut a, b, ¢ ja d seké lavisté-
jat e ja f.

Kuvio 5.

Kosinilause antaa e:n neliélle yhtalot

e? = a? +b? — 2abcosa
€2 =c?+d?+2cdcos a,

joista kosinitermin eliminoimisella saadaan

e(ab + cd) = a*cd + b?cd + c2ab + d*ab
= (a*cd + d?*ab) + (c2ab + b*cd)
= ad(ac + bd) + be(ac + bd)
= (ad + be)(ac + bd).

Siis
o (ad+ be)(ac + bd)
‘ (ab+ cd)

IKlaudios Ptolemaios, (n.85-n.165), kreikkalainen astronomi.

Toisen lavistdjan nelié 10ytyy mukavimmin nidkokul-
maa muuttamalla: sijoittamalla edelliseen a — b, b —
¢, c—d,d— ajae— f, saadaan

2= (ab + cd)(ac + bd)
B (ad + be)
Niinpéa
e?f? = (ac + bd)?,
eli

ef =ac+ bd.

Tama kaunis tulos on keksijansd mukaan nimetty Pto-
lemaioksen' lauseeksi:

Jannenelikulmion ldvistdjien tulo on vastakkaisten si-
vujen tulojen summa.

Lauseen perinteinen, ehké jopa alkuperdinen, todistus
16ytyy teoksessa [3]. Aktiivinen lukija miettinee, voisiko
Ptolemaioksen lauseen avulla ratkaista edelld esitetyn
7-kulmio-ongelman yksinkertaisemmin!
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Lukion matematiikkakilpailun avoimen sarjan

alkukierroksen tiimoilta

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Matemaattisten Aineiden Opettajien Liitto MAOL jar-
jestdd vuosittain matematiikkakilpailun lukiolaisille.
Kilpailussa on kolme sarjaa ja kaksi kierrosta. Sarja-
jako perustui alkuaan siihen, milla luokalla kilpailija
opiskeli ja mitd hidnen niin ollen voitiin olettaa osaa-
van, mutta luokattoman lukion myo6té sarjajako perus-
tuu vain oppilaan ikdan. Kilpailun perus- ja vélisar-
joissa on yldikédraja, mutta avoimeen sarjaan voi osal-
listua kuka hyvéinsad lukiolainen. Kéytdnnossd suurin
osa avoimen sarjan osallistujista on ainakin kolmannel-
la lukiovuodellaan. Asia ei tietysti ole aivan yksioikoi-
nen, mutta voi karkeasti odottaa, ettéd kilpailun osal-
listujat edustaisivat suunnilleen ikédluokkansa parhai-
ta matematiikan osaajia. Vastauksista saisi siis jonkin-
laista ldpileikkausta runsaan 11 vuoden matematiikan
opiskelujen mahdollisesta hyvésta tuotoksesta.

Kilpailun ensimméinen kierros kéydadn kouluissa.
MAOL lahettaé kilpailutehtéivét kaikkiin kouluihin, ja
kilpailun jarjestdminen on siten yleensé matematiikan-
opettajien vastuulla. Vastaukset palautetaan kilpailu-
toimikunnalle arvostelemattomina, ja kaikkien osallis-
tujien vastaukset toivotaan palautettavan.

Vuonna 2011 alkukilpailu pidettiin 1. marraskuuta.
Kilpailutoimikunta sai avoimen sarjan vastauksia kaik-
kiaan 121 lukiosta. TAmé& on noin 35 % Suomen lukiois-
ta. Loput 65 % ovat pitaneet kilpailun jarjestamisté
tarpeettomana, koulun aikatauluihin sopimattomana
tai sitten ovat jarjestdneet kilpailun, mutta katsoneet

paremmaksi olla ldhettdméatta suorituksia kilpailutoi-
mikunnalle. Kilpailuvastauksia saapui yhteensé 546 eli
keskiméérin 4,5 lukiota kohden. Joissakin lukioissa kil-
pailukoe oli selvésti jarjestetty koko pitkdn matematii-
kan opiskeluryhmélle. Téllaisista kouluista saapui pal-
jon melko vahén asiaa sisdltavia vastauspapereita. Jois-
takin lukioista vastauksia tuli vain yksi tai pari.

Tehtavéit arvosteltiin samalla asteikolla, maksimissaan
kuusi pistettd joka tehtdvésté, joten maksimipistemé&a-
raksi tuli 24. Kokonaisuudessaan pistejakauma ei ollut
kovin normaalijakauman mukainen: keskiarvo oli noin
5,5, ja aivan ilman pisteitd jai 111 kilpailijaa. Parhaa-
seen neljannekseen sijoittuivat ainakin 9 pistettd saa-
neet.

Mita kilpailutoimikunnan saamat vastaukset kerto-
vat suomalaisten abiturienttien osaamisesta? Katso-
taan tehtavé tehtavalta.

Tehtava 1

Kilpailun ensimmaéinen tehtédva oli, niin kuin odottaa
sopikin, helpoin. Tehtévéssa oli oheinen kuvio ja teks-
ti: Kuviossa ison ympyrdn side on 6, pienet ympyrdt
ovat samankokoisia ja sisin sekd uloin ympyrd sivua-
vat muita ympyroitd. Mddritd kuvion varjostetun osan
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ala. Tehtévaa voi kritisoida: kaikki informaatio ei sisél-
ly tekstiin, vaan osa on arvattava kuvasta. Kuvan mu-
kaan kukin kuudesta pienestd ympyréstéd sivuaa paitsi
sisintd ja ulointa ympyrad, myos viereisid ympyroita.
Tehtévan teksti sallisi sellaisenkin tilanteen, jossa jot-
kin kuudesta pienestd ympyrasté leikkaisivat toisiaan.
Myoskéddn sitd, ettd sisimmén pienen ympyran keski-
piste yhtyy uloimman ympyréan keskipisteeseen, ei teh-
tavéssd ilmoiteta; kun sisimmén ja uloimman ympyran
valissé on vahintddn kaksi samanséteistéd sivuavaa ym-
pyréd, keskipisteiden yhtyminen on valttamatonta.

Kun kuviosta luettavat ilmeiset symmetriat hyviksyy,
niin halutun pinta-alan voi laskea hiukan eri reitteja.
Joka tapauksessa on huomattava, ettd ison ympyréan
halkaisija on kolme pienen ympyran halkaisijaa, mis-
té seuraa, ettd pienen ympyran sdde on 2. Kysytty ala
on kuudesosa jadnnoksestd, kun ison ympyrin alasta
762 = 367 poistetaan seitsemin pikkuympyrin alaa,
7-4m ja kuusi pikkuympyroiden valiin jaavaa ympyréan-

kaarikolmiota, sellaista kuin kuvan kaarien ZY, Y X

—~

ja X Z rajoittama kuvio. Olennaista on, ettd ympyroi-
den sivuamispisteet ovat niiden keskipisteitd yhdisté-
villd janoilla: tAmahén seuraa siitd, ettd sivuavien ym-
pyroiden sivuamispisteisiin piirretyt sidteet ovat molem-
mat kohtisuorassa ympyroiden yhteistd tangenttia vas-
taan ja ovat siis saman suoran janoja. Néain ollen ym-
pyrankaarikolmion ZY X ala on tasasivuisen kolmion
OPQ ala vihennettyné kolmella pienen ympyran kuu-
denneksella. Koska OP = 4, tasasivuisen kolmion ala

1
on 542 sin60° = 44/3. Kun laskutoimitukset suorite-

10
taan, kysytyn alueen alaksi tulee 37 44/3. Hiukan

suoremmin péadsee perille, jos ldhtee liikkeelle sektoris-
ta, joka on ison ympyrén kuudennes ja siis alaltaan 67,
vihentéd siitd tasasivuisen kolmion alan 44/3 ja kaksi
pienen ympyran kolmannesta eli — - 47. Edelleen on

mahdollista vihentdad uloimman ympyrdn alasta sen
sddnnollisen kuusikulmion, jonka kérjet ovat kuuden

valiympyrén keskipisteet, ala sekd kuusi pienen ympy-
ran kahden kolmanneksen kokoista sektoria. Kuusikul-
mion alan laskeminen edellyttaé jélleen sen yhden kuu-
denneksen muodostaman tasasivuisen kolmion alan las-
kemista.

Koska jokainen naista strategioista perustuu siihen, et-
té ympyroiden sivuamispisteet (kuten kuvan X) sijait-
sevat ympyroiden keskipisteiden yhdysjanoilla (kuten
PQ) eikd tdmé suoraan ndy tehtdavin mukana ollees-
sa kuviossa, tédysiin pisteisiin edellytettiin, ettd tdhan
asiaan olisi jotain huomiota kiinnitetty. Adrimmaéisen
harvoissa vastauksissa néin tapahtui, vaikka kolmion
OPQ@ kulmien ja sivujen suuruuksia oli ahkerasti pe-
rusteltu. Néinpa yleisin tehtdvéstd annettu pisteméaéra
oli 5. (Nollaksi arvioituja vastauksia oli yksi vdhem-
mén; kaikissa muissa tehtavissé 0 oli myds yleisin pis-
temadra. )

Kilpailijat saivat kayttdd apuvélineinddan laskimia ja
taulukkokirjoja, toisin kuin matematiikkakilpailuissa
yleensd. Tama johti useat ratkaisijat likiarvolaskuihin;
puhdasta likiarvolaskelmaa, vaikka se olisikin johtanut
oikeannékoiseen tulokseen, ei pidetty aivan taydellise-
néd. Arvostelijoiden ratkaisu on periaatteellinen: teh-
tdva koskee olennaisesti R-séteistd ympyrdé, ei tiet-
tyd konkreettista tilannetta. Ja onhan ketjussa, jossa
mukana on vihennyslaskujakin, aina tarjolla olennai-
sen pyoristysvirheen vaarakin, jota ei etukédteen osaa
arvioida. Aika monet suhtautuivat lukuarvoihin kovin
suurpiirteisesti. Kun laskin néytti alueen pinta-alaksi
vahan yli 3,5, vastaukseksi annettiin ”4”. Lienee opit-
tu, ettd kun mittausdata, tédssi siis uloimman ympy-
ran side, on kerrottu yhdelld merkitsevélld numerol-
la, ei vastauksessakaan saisi olla enempééd tarkkuutta.
Taulukkokirjan kayttd ja ilmeisesti muussa yhteydes-
sé kuin matematiikassa annettava tieteellisen kirjoitta-
mistavan opetus johti aika monet vastaajat hiukan koo-
misenoloiseen esitystapaan: tasasivuisen kolmion alan
laskemiseen kaytetty menetelmé esitettiin ldhdeviittei-
neen "MAOL, s. 30”.



14

Solmu 1/2012

Oma lukunsa on sitten oikeaksi vastaukseksi saatu
"tarkka arvo”. Pieni kokoelma téallaisia:

1 107 — 12 P
0 v, u, AV
3 3 6
M, 31 8sin60°, 67— or— 2V1Z,
6 3 3
. 42
8w—<M—3~w-22)
2
6 b
o . 2 _ 92 [e)
60° o 4-VE-2 (100, 5
360° 2 360°
205 -1 — 4
(57—6\/5)7 2(3r—2vV3—- =1 ,
3 3
7207r _612\/E, 6m — (4\/5—27r—|— 13—47r) ,

2

3
"Sieventdminen” ei ole tarkkaan mééritelty toimenpi-
de, ja numeerisen likiarvon tuottamisen kannalta saat-
taa olla aika yhdentekevddkin se, mihin muotoon tal-
laisen ratkaisun saattaa.

(57 — 6V/3).

Vield muutama havainto: yllattdvin moni kilpailija
kéytti tehtdvan ympyroistd nimitystd pallo. Kolmion
alan laskeminen oli usealle kilpailijalle ylivoimaista tai
outoa. Aika monelle tasasivuisen kolmion ala oli sa-
ma kuin sivun neli6. Muutama vastaaja oli onnistunut
padtteleméddn néin: kuviossa on kahta ympyrankaari-
monikulmiota, kumpaakin kuusi identtistad kappaletta.
Olkoon toisen, kysytyn kuvion ala x ja toisen y. Silloin
6(x +y) =36mr —7-4r = 87 jamyés ¢ +y = éw.

3
Tamaéan jéalkeen kilpailija "ratkaisi” yhtaloryhman

6z + 6y = 87
4

T + y=§ﬂ'

arvaamalla y:n arvon!

Tehtava 2

Kilpailun toisessa tehtévéassa oli ratkaistavana Diofan-
toksen yhtéloksi nimetty yhtalo

z? + (10y — y*)? + ¢® = 2011,

ja tehtdvin tekstissd vield tdsmennettiin, ettd etsitté-
vianéd ovat yhtdlon kokonaislukuratkaisut. Pistesaldol-
la mitattuna tehtdvd osoittautui sarjan toiseksi vai-
keimmaksi. Ratkaisu on kuitenkin suoraviivainen. Yh-
télon vasen puoli on aina vihintédn yb, ja jos |y| > 4,
y® > 45 = 212 > 4000. Ratkaisua varten riittid, kun
kéy lapi y:n kokonaislukuarvot véliltd [—3, 3] ja toteaa,
ettd kokonaisluku = toteuttaa yhtdalon vain tapaukses-
sa y = 3; silloin voi olla x = 29 tai x = —29. Jos ha-
luaa, niin laskutyotd voi hiukan lyhentdéd havainnolla

2011 = 3 mod 4. Koska parillisten lukujen neliét ovat
neljélla jaollisia ja parittomien =1 mod 4, on yhtélon
vasemman puolen kolmen nelidluvun oltava parittomia,
joten erityisesti y on pariton.

Ratkaisuissa esiintyi aika monta sellaista, joissa ratkai-
su (z,y) = (29,3) annettiin ilman mitddn selvityksia
siitd, miksi se on (melkein) ainoa ratkaisu. Téllaista
arvauksenluontoista havaintoa ei kovin monin pistein
palkittu. Tehtdvan tekstin ilmaus "Diofantoksen yhté-
16” ja taulukkokirjan tunnollinen selaaminen johtivat
sangen monen vastaajan kopioimaan vastauspaperiinsa
MAOL-taulukot-kirjan (vuoden 2006 laitoksen) sivulla
57 esiintyvén lineaarisen eli ensimméisen asteen Dio-
fantoksen yhtélon yleisen ratkaisun, jolla ei ole mitédén
tekemistd tdman tehtdvin kanssa. Taulukkokirjan kir-
joittaja ei ndytd muistaneen, ettd Diofantoksen yhtélo
on laajempi késite. Toinen "késitelaajennus” pilkahti
aika monissa ratkaisuissa: perusteluksi y:n mahdollis-
ten arvojen rajaamiselle esitti usea sitéd, ettd yhtdlon
vasen puoli on (y:n suhteen) ”ylospain aukeava paraa-
beli”. Paraabeli on kuitenkin kartioleikkaus ja sellaise-
na toisen asteen kayra. Joskushan kylla puhutaan kuu-
tioparaabelista tai semikuubisesta paraabelista.

Tehtava 3

Kolmas kilpailutehtéavé tuotti pisteitd noin neljannek-
sen enemman kuin toinen. Tehtévéana oli osoittaa, etté

kaavalla )
¢ — 2011z +1
fo) ==

médritelty funktio f toteuttaa epdyhtdlon |f(z) —
f(y)| <2011 kaikilla reaaliluvuilla z ja y.

Yksinkertaisin todistus lienee se, jossa lasketaan kol-
mioepayhtalod kayttaen

|f(z) = fy)] = 2011

y
y2+1 22+1

ly| |z|
<2011 +
- (|y|2+1 lz|* +1
ja sitten sovelletaan molempiin yhteenlaskettaviin re-
laatiosta (a — 1)2 > 0 vilittomiisti seuraavaa epiyhté-
164
a 1

< —.

a?+1 7~ 2
Muutamat kilpailijat olivat tdmén huomanneet. Useim-
mat oikeat ratkaisut perustuivat havaintoon |f(z) —

< ) —min £(£). Maksimin ia minimin méz.
f(y)|7r{1€aﬂg<f() rtrélﬂgf() aksimin ja minimin maa

rittdminen sujuu normaalia rataansa. Funktion f deri-
vaatalla osoittautuu olevan tasan kaksi nollakohtaa eli
potentiaalista f:n dariarvokohtaa, jotka ovat —1 ja 1,

1 1
f(=1)= §~2013ja f(1) = —5-2009. Kun vield otetaan
huomioon, etti Erf f(x) = 1, havaitaan, ettd f(—1)

on f:n globaali maksimi ja f(1) globaali minimi. Lisik-
si f(—1) — f(1) = 2011. — Ta4ma4 ratkaisu, joka esiintyi
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hyvinkin monessa paperissa selkeénd ja tdsmaéllisend,
pani olettamaan, ettd jokseenkin samanlainen tehtdva
lienee jossain suositussa oppikirjassa. Kolmannessa teh-
tavéssa oli kaikkiaan eniten tdysin pistein arvosteltuja
vastauksia, melko tasan 10 % kaikista.

Kun funktioista ja niiden kuvaajista puhutaan, ovat
tyyppid y = f(z) olevat yhtilot tavallisia. Taméa lie-
nee harhauttanut muutamat kilpailijat selvitteleméén
|f(x)— f(y)]:n sijasta lauseketta | f(z) — f(f(x))]. Siita
muodostuu tehtdvan funktion tapauksessa aika naytta-
va murtolauseke.

Tehtava 4

Viimeinen tehtdva tuotti pisteitd védhiten. Tehtédvin
teksti meni ndin: Taso laatoitetaan valkoisilla ja mustil-
la yksikkonelioilla niin, ettd toisiaan koskettavilla laa-
toilla on joko kokonainen yhteinen sivu tai vain yhtei-
nen kdrki. Tasoon piirretyn janan sanotaan olevan val-
koinen, jos on olemassa sellaiset valkoiset laatat, ettd
jana pysyy ndiden sisdpuolella lukuun ottamatta koh-
tia, joissa se leikkaa sivuja; vastaavasti mddritellddan
musta jana. Osoita, ettd taso voidaan laatoittaa niin,
ettei minkddn valkoisen tai mustan janan pituus ole
suurempi kuin 5.

Laatoitustehtévéat ovat yksi suosittu matemaattisen kil-
patehtdvan laji. Vaikka tehtdvin teksti oli pitkdhkd,
se jatti muutamia védrintulkintamahdollisuuksia, sel-
laisia, jotka eivat heti tule laatoitustehtdvid enemmaén
ndhneen mieleen. Jotkin kilpailijat tulkitsivat valkean
ja mustan janan ehdossa esiintyvin sanan sivu niin, et-
ta se ei sisdlla nelion kérkeéd. Nain ei olisi mahdollista
asettaa valkoista janaa kulkemaan kahden toisiaan kér-
jessé koskettavan valkoisen laatan kautta. Vield anka-
ramman eston loivat kilpailijat, joille taso ei ollut joka
suuntaan darettomiin jatkuva, vaan esimerkiksi 4 x 4-
levy.

Tehtévan ratkaisuiksi tarjottiin aika monenlaisia laa-
toitusjarjestelmia. Monesta saattoi heti ndhda, ettei ol-
tu ajateltu loppuun asti, mutta pisteitd jaettiin myos
yrityksistéd, joiden puutteellisuus ei heti ollut aivan il-
meinen. Kelvollisiksi ratkaisuiksi osoittautuivat aina-
kin oheisten kuvien mukaiset laatoitukset. Kummasta-
kin 1oytaéd enintdédn sellaisen yksivérisen janan, jonka
pituus on V42 422 = /20 < 5. Tehtévi arvosteltiin
aika lievdsti. Oikeanlainen kuvio ilman enempié perus-
teluja tuotti jo runsaasti pisteita.

Lopuksi

Kilpailun tulokset ovat melko karut. Sen yksi ilmei-
nen tarkoitus, matematiikan pariin kannustaminen, ei
varmaan toteudu ainakaan niiden kilpailijoiden koh-
dalla, joille kaikki tehtdvét osoittautuivat ylivoimai-
siksi. Lukion matematiikkakilpailun perus- ja vélisar-
joissa on ryhdytty kédyttdmadn monivalintatehtavia,
joista useampi kilpailija luultavasti aina jonkin pis-
teen saa. Riman laskemisella ei kuitenkaan olisi pel-
késtddn myonteisia seurauksia. Kun matematiikkakil-
pailua markkinoidaan véylanéd esimerkiksi kansainva-
lisiin matematiikkaolympialaisiin, ei ylioppilastutkin-
tolautakunnan ratkaisu, vaikeuksien kiertdminen mah-
dollisimman kaukaa, voi olla tervettd politiikkaa. Lé&-
hes kaikkialla maailmassa vastaavien kilpailujen tehté-
vat ovat selvisti suomalaisia vaativampia. Kilpailun on
voitava seuloa esiin niitdkin, jotka todella osaavat ja
ajattelevat.

Yksi organisatorinen muutos voisi olla hyviksi. Jos
kilpailu olisi kolmiportainen, niin ettd koulutason al-
kukierroksen ja valtakunnallisen loppukilpailun véliin
asettuisi alueellinen kilpailu, voisi ensimméinen kier-
ros olla helpompi ja samalla kannustavampi. Alueel-
lisen kierroksen jarjestamiseen tulisi voida rekrytoida
Matemaattisten aineiden opettajien alueellinen kerho-
organisaatio ja eri puolilla maata sijaitsevat yliopistot
ja korkeakoulut. Tadmén vision Suomessa olisi kylla ny-
kyistd enemmén matematiikasta oikeasti kiinnostunei-
ta opettajia, ja heilld innostuneita oppilaita.
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Solmun Matematiikkadiplomit

Marjatta Nddatanen
Dosentti, Helsingin yliopisto

Lukudiplomilla on jo vuosia kannustettu oppilaiden lu-
kemisharrastusta, niinpd opettajien taholta tuli toive
saada my6s matematiikkadiplomi. Solmun etusivulta
http://solmu.math.helsinki.fi on nyt suora reit-
ti matematiikkadiplomisivulle. Sielld on ohjeet ja en-
simméiset kuusi diplomia tehtévineen. Diplomit eivat
ole tiukasti sidottuja vuosiluokkiin, vaikkakin niiden
numerointi kertoo etenemisestd suunnilleen vuosiluok-
kien mukaisesti. My0s ylempien luokkien oppilaat voi-
vat kokeilla néita ja diplomisivuilta 16ytyvia lukiollekin
sopivia tehtévia.

Diplomien kaytto ja palaute

Diplomeihin voi pyytaéd vastaukset koulun sdhképos-
tiin, samalla saadaan késitystd diplomien levidmisesté.
Esimerkiksi seuraavilla paikkakunnilla on kouluja, jois-
sa diplomitehtdvia lasketaan: Helsinki, Espoo, Vantaa,
Sastamala, Ristiina, Ilmajoki, Nurmijarvi, Hollola, My-
nédmaki, Laukaa, Lumijoki, Oulainen, Joroinen, Seiné-
joki, Oulu, Karstula, Lohja, Kuopio, Nousiainen, Rii-
himé&ki, Huittinen, Kokkola, Oulunsalo, Vehmaa, Jy-
véaskyld, Haukipudas, Joensuu, Kankaanpaé, Méantsa-
14, Loimaa, Kolari, Vihti, Hartola, Haapavesi, Tuusula,
Kokkola, Ahtari, Kurikka, Lahti, Lappeenranta.

Jotkut opettajat antavat vastauksia pyytdessddn myos
palautetta. Tasséa on otteita:

- Olette tehneet hienoa tyotal

- Lapset ottivat tehtédvat innolla vastaan.

- Hienoa, etté téllainen matikkadiplomi on toteutettu
kaikkien kaytettaviksi, kiitos siital

- Olemme useamman luokan kanssa ottamassa kayt-
toon kehittelemdnne matematiikkadiplomit. Yritdn
saada koko koulumme innostumaan diplomista; vink-
kasin myo6s muille kuntamme alakouluille.

- Kiitos aivan ihanasta matikkadiplomista. Oppilaani
ovat aivan innoissaan siita.

- Koulumme oppilaita on innostettu ja kannustettu ma-
tikkadiplomien tekemiseen ja monet oppilaista ovat sii-
hen tosissaan perehtyneet.

- Meilld on ollut diplomeja jaossa joka luokka-asteella
(eli kaikki kolme eri diplomityopakettia), joten vas-
tauksia kaivataan jokaiselle diplomitasolle.

- Kéytin diplomeja 2. luokan kanssa viime kevaédna.
Tehtévat tehtiin kotona, palautus opelle ja seuraava
tehtédvd mukaan. Oppilaista (18) aloitti diplomin teon
aika moni, mutta kokonaan kaikki sai tehtyd noin 6-8
oppilasta. Poikia enemmén. Mielestédni he tekivit in-
noissaan ja vanhemmatkin. Mukavaa puuhaa kai se oli
kaikille, en saanut ainakaan kielteistd palautetta.

- Diplomin ulkonéké oli mieluinen ja tédrked oppilaille.
Yksi oppilas sairastui joulun jilkeen ja ldhetin hénelle
diplomitehtavét sairaalakouluun. Kyseessé oli lahjakas
oppilas, hinelle se oli hyvaé tekemista.

- Olen mainostanut diplomeja koulussani ja monet opet
ovat ottaneet/ovat ottamassa tehtévit kdyttoon. Itse
sain tiedon Luokanopettaja-lehdesté. Tiedotusta diplo-
mista voisi lisédta. En tiedd 10ytyyko siita linkkia ophal-
lituksen sivuilta.

- Nyt 3. luokan kanssa otan kevaélla diplomien suo-
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rittamisen esille. Vapaaehtoinenhan se on; pikkuisen
porkkanaa ja kehumista, niin oppilaat innostuu. Toi-
von, ettd diplomitehtdvid 16ytyy jatkoonkin ja, etté
niissé olisi myos helpohkoja tehtéviad, ehké joku taso-
ryhmitys olisi hyva open kannalta.

- Oppilaani ovat tehneet néitd hieman oman tasonsa
mukaan.

- Koulussa suunnitellaan matikkakerhoa, hyvéa aineis-
toa siihen!

- Loysin Facebookin kautta linkin tdnne Matikkadiplo-
miin ja innostuin heti. Aion ottaa oman luokkani kans-
sa “ohjelmistoon” ja suosittelen kollegoillekin, joten
voisitko lahettéda samalla vastaukset kaikkiin diplomei-
hin eli T - VI (mahtaako viimeinen olla lilan haastava
kuudes luokkalaisillekin, mutta jospa joku osaisi)?

- Meilld innostuttiin tdné syksyna suorittamaan diplo-
meja (IV, V ja VI). Suorittajina talld hetkelld kahdek-
sas- ja yhdeksésluokkalaisia oppilaita. Ahkerimmilla al-
kaa jo olla ensimmaéiset diplomit laskettuna, joten oli-
sinkin oikeita vastauksia vailla.

- Olen luokanopettajana Helsingissd, ja olen nykyis-
ten 3. luokkalaisteni kanssa aloittanut Solmun matik-
kadiplomit tdnd syksynd — oppilaat ovat olleet innos-
tuneita.

- Kerroin diplomista opettajakokouksessa ja useampi
opettaja kiinnostui diplomista.

- Kéytdmme kehittdmidnne Matematiikkadiplomeita
eriyttdmiseen koulussamme. Haluaisimme saada tehté-
vien (kaikki diplomit) vastaukset koulumme kiyttoon.
- Olen ensimmadisen luokan opettaja. Luokassani on in-
nokkaita oppilaita, jotka ovat erityisen motivoituneita
matematiikan tehtéviin. Olenkin tarjonnut heille pal-
jon lisimateriaalia ja matikkadiplomi, josta kollegani
vinkkasi, oli myos oiva lisa! Oppilaat ovat tehneet teh-
tédvid innoissaan kotona vanhempiensa kanssa.

- Meilld on kovasti innostuttu matikkadiplomien teke-
misestd. Sain teiltd vastaukset ykkoseen ja kakkoseen.
Nyt nopeimmat ovat jo nelosessa. Laittaisitko minulle
vastaukset kolmosesta eteenpéin.

- Luokassani on matemaattisesti erittdin lahjakas op-
pilas ja haluaisin tarjota hénelle lisid haastetta, kun
oppikirjan tehtévisté ei niihin ole.

- Huomasin sivuillanne matematiikkadiplomit ja toivoi-
sin saavani tasté lisdd potkua lahjakkaan oppilaan ma-
tematiikkaharrastukselle. Voisinkohan saada vastauk-
set ndihin I-VI tehtdviin? Samalla tulevaa ajatellen oli-
si kdytossd pankki myos muille luokka-asteille.

- Kiitokset loistavista diplomeista. Niistd on saanut
mm. oppilaille motivoivaa eriyttdmismateriaalia.

- Matematiikkadiplomi on kiva juttu ja iloinen ulko-
naoltaan — kiitos!

- Alakoulun toisluokkalainen oppilaani ratkaisi diplomi
I:n viikonlopun aikana. Nyt hén odottaa jatkoa.

- Luin téssd taannoin Opettaja lehdestd mukavasta ma-
tematiikkadiplomi toiminnasta. Hienoa, ettd innokkai-
ta kehittajia riittad! Onko toimintaa tarkoitus vield li-
sétd muillekin luokille?

- Kaynnistelimme ténd vuonna ensimmaéistd kertaa

Matematiikkadiplomin suorittamista. Neljdsluokkalai-
set innostuivat asiasta kovasti. Tarvitsemme nyt diplo-
mitehtédvien ratkaisuja helpottamaan korjaamista. Op-
pilaat suorittavat tehtavida IV ja V. Kiitos tédstd innos-
tavasta tavasta tukea oppilaiden matematiikan harras-
tamistal

Kasin vai koneella?

Moderni aivotutkimus vahvistaa vanhat uskomukset,
etteivit lapsen aivot kehity kunnolla ilman sormilla
harjoitettavaa hienomotoriikkaa. Késilla ja erityisesti
joka sormella on aivoissa oma alueensa. Tarttumaote
mahdollisti aikanaan tyokalujen kéayton, jolle ihmisen
ylivalta lajina suureksi osaksi perustuu. Yleisesti pé-
tee, ettd aivot muokkautuvat koko eldmén ajan. Kayt-
tamatta jadvit aivojen alueet pienenevét ja harjoitetut
kehittyvat. Esimerkiksi sokeilla kuuloaisti ottaa kéyt-
toon toimettomaksi jadneitd nédkoalueita. Muusikoil-
la kehittyvit erityisesti oman soittimen kayttoon tar-
vittavat hienomotoriikan aivoalueet ja tuotetun musii-
kin prosessointiin tarvittavat kuuloalueet. Mahdolli-
simman monipuolinen toiminta yllapitdéd aivoja, tdma
koskee seké fyysistd ettd henkistd puolta. Esimerkiksi
vanhenemisen mukana supistuneita aivoalueita on saa-
tu korjaantumaan liikuntaa lisidmaélld. Sanonta "use it
or lose it” pitdisi ottaa kiyttoon Suomessakin.

Aivojen tarvitsemaa harjoitusta ei saada, jos lapset siir-
tyvit suoraan tietokoneen ddreen kdymaéatta ensin la-
pi perinteistd hienomotoriikkavaihetta. Jo nykynuorten
késialoja katsomalla nikee, ettd on vihennetty liikaa
luontaista hienomotoriikan kiyttod ja harjoitusta siir-
tymaélld lilan varhain koneen kayttoon. On viltetty ké-
denhallinnan opettelun vaivaa, mutta samalla menetet-
ty aivojen tarvitsemaa harjoittelua. Lapsuudessa aivot
muokkautuvat huomattavan nopeasti, joten on erityi-
sen tirkedd harjoittaa lapsuusaikana mahdollisimman
monipuolista toimintaa. Pohja koko elaméé varten luo-
daan silloin. Niinpa diplomitehtévissd internetid kéy-
tetddn vain jakeluun, tehtavéipaperit tulostetaan ja al-
kuvaiheen tehtavat ratkotaan késin. Perusteluna késil-
14 eikd koneella tyoskentelyyn on siis aivotutkimuksen
vahvistama ja jo vuosituhansia eri puolilla maailmaa
kéytetty tieto aivojen kehittymisen ja hienomotoriikan
yhteydesta. Myohemmin kaytetddn myos koneita apu-
na.

Monipuolista toimintaa

Lukudiplomin tavoin myo6s matematiikkadiplomi antaa
mahdollisuuden hauskalle ja hyodylliselle harrastuksel-
le, tarjoaa haasteita ja hauskaa ja monipuolista toi-
mintaa lapsille; niissd péasee vaikka sdveltdmaéén ja lei-
pomaan. Arviointia ja tulosten tarkistamista harjoite-
taan, jotta suuruusluokat tulevat tutuiksi — viime ai-
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koina on ylioppilaskirjoituksissakin annettu mieletto-
mié vastauksia suuruusluokkatehtéviin. Oppilaille pai-
notetaan keskittynytta itsenéistd tyoskentelyé ja jous-
tavaa mutta perusteltua loogista ajattelua. Matematii-
kan talon rakentamisessa on alkuperustus erittdin téar-
kedd. Silloin syntyvit perustiedot ja asenteet. Diplomi-
toiminta ei ole oppilaiden vélistd kilpailua, vaan niil-
14 oppilas voi ottaa mittaa itsestdén. Tehtavia ratkais-
taessa on toivottavaa keskustella toisten kanssa, jotta
my6s matematiikan kielen kayttd kehittyy ja itse ku-
kin joutuu pukemaan sanoiksi ajattelunsa. Oppilas voi
kysyéd neuvoa ja tehdd yhteistyota. Térkeintd on, ettd
innostus herdd ja oppilaat huomaavat oppivansa ma-
tematiikkaa. Diplomi palkitsee harrastuksen ja antaa
ponnistelun jélkeisen tuloksen ilon. Tehtévilld tarjo-
taan lapsille kokemuksia matematiikan késitteista, jot-
ka tarkentuvat myohemmin noustaessa portaita kon-
kreettisesta abstraktiin. Matematiikan oman rakenteen
kéytté pohjana on téarkeda.

Diplomien kaytto koulussa ja kotona

Diplomitehtévia voi tehdé yksin, kaverien kanssa, per-
heen yhteisend harrastuksena, oppitunnilla. Diplomi-
tehtévat sopivat myos kerhotoimintaan, matematiikka-
kummitoimintaan, eriyttdmiseen ja kertaukseen. Joka
tapauksessa on toivottavaa, ettd vanhemmat osallistu-
vat lastensa harrastukseen ainakin tukemalla sité. Suo-
malaisille oudoimpien tehtavétyyppien johdattelua on
yleisissd ohjeissa Solmun Diplomisivuilla, sieltd 10ytyy
myo6s oheislukemistoa.

Opettajien palautteen mukaan intoa tehtévien tekoon
on ollut. Niitd on tehty kotona yksin, perheen tai ysta-
vien kanssa. Matematiikan oppitunneilla on annettu li-

séohjeita ja aina on voinut tulla kysyméén apua, jos on
ollut tarvis. Diplomin ulkonéko oli mieluinen ja téarkeé
oppilaille. Myds sivujen kaunista ja ilmavaa ulkonakoéd
on kiitelty. Kiitosta on tullut tehtdvien monipuolisuu-
desta ja siité, ettd ovat haastavia ja erilaisia kuin oppi-
kirjoissa. Ajanpuute on ongelma, ellei ole mahdollista
jarjestdd kerhoa tai muuta ylimééréistd tukea koulus-
sa. Usein oppilaat saivat tehtédvit kotitehtavien tapaan
osissa aina sitd mukaa, kun oli késitelty vastaavia teh-
tavia tunneilla. Tunnilla kaytiin lyhyesti ldapi, mitd pi-
taisi tehdé ja seuraavalla tunnilla tehtavéit palautettiin.
Yhteiseen palautekeskusteluun ei useinkaan ollut riit-
tévésti aikaa.

Matematiikkakummitoimintaa

Kummi, joka on ohjannut lasta matematiikan kaunii-
seen maailmaan Solmu-lehden tehtédvien avulla, kertoi
kokemuksiaan: Jo ensimméisen diplomin tehtévét oli-
vat erilaisia kuin oppikirjan tehtévét ja lapsen innostus
ja mielenkiinto tehtévien suorittamiseen ylitti kaikki
odotukset. Tehtavit vaikeutuivat sopivasti ja aihepii-
rejé oli monta, joten mielenkiinto séilyi. Erityisen kiin-
nostavilta ja hauskoilta tuntuivat tehtavét, joihin liittyi
mittaamista tai tilastollisia koesarjoja. Noppaa innos-
tuttiin heittdmadn 600 kertaa ja lanttia noin 100 ker-
taa. Oli suuri ilo saada seurata lasta, joka kokee oival-
tavansa uusia asioita ja saa tyydytystd osaamisestaan
ja onnistumisestaan ja tédten oppii tarkeitéd asioita kou-
lua ja eldmid varten. Kummi tulosti diplomin vérillise-
né oikein valokuvapaperille ja kehysti sen kivaa juhlaa
varten. Yhteinen hauska harrastus jatkuu.

Taloudellisen tuen Solmun toiminnalle on antanut Jen-
ny ja Antti Wihurin séétio.

Verkko-Solmusta http://solmu.math.helsinki.fi l0ytyviad oppimateriaaleja

Lukualueiden laajentamisesta (Tuomas Korppi)

Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta nikokulmasta (Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen)

Geometrian perusteita (Matti Lehtinen)
Geometria (K. Viisila)

Algebra (Tauno Metsénkyld ja Marjatta Nédtéanen)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmié lukiolaisille (Jukka Pihko)
Algebra (K. Viisala)
Matematiikan historia (Matti Lehtinen)
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Matematiikka kiehtoo taas

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Alex Bellos: Kiehtova matematiikka. Seikkailu
numeroiden ihmemaassa. Suomentanut Eero Sark-
kinen. Docendo 2011. 448 s. Pehmeékantinen, 37,90 eu-
roa.

Kiehjgova
matematiikka

numeioiden ihmemaisia

Matematiikka kiehtoo. Ellen tietdisi sitd, voisin kat-
soa kirjahyllyéni, josta 16ytyvit sekd Carol Vorderma-
nin Kiehtova matematiikka (WSOY 1997) ettd Lea

ja Tt Lepmanin Kiehtovaa matematiikkaa (MF-
KA 1997). WSOY-yhtyméin kuluva Docendo on nyt
julkaissut ldhes samannimisen teoksen. (Alkuteoksen
nimi on Isossa-Britanniassa Lewis Carroll -vaikutteiset
Alex’s Adventures in Numberland ja Yhdysvalloissa He-
re’s Looking at Fuclid; klassikon Liisan seikkailuista
Thmemaassa kirjoittaja Carroll oli matemaatikko ja oi-
kealta nimeltdén Charles Dodgson ).

Kirjailija Alex Bellosin parinkymmenen vuoden ta-
kaisen yliopistotutkinnon péadaineet ovat olleet mate-
matiikka ja filosofia. Hdn on kuitenkin toiminut pit-
kéadn lehtimiehend, englantilaisten lehtien Brasilian-
kirjeenvaihtajana. Matematiikan parissakin hin sanoo
olevansa tavallaan ulkomaankirjeenvaihtaja. Itse asias-
sa kirjan taustalla onkin ollut matkoja, ainakin Japa-
niin, Intiaan, Yhdysvaltoihin ja Saksaan. Mutta mistéa
Bellos raportoi matematiikan maailmassa matkailtu-
aan?

Bellosin kirjassa on 12 lukua, numeroituna nollasta yh-
teentoista, kukin noin 30 sivun mittainen. Kunkin lu-
vun teemana on jokin laskentoa tai matematiikkaa si-
vuava kuriositeetti. Kirja ei ole matematiikan yleisesi-
tys suurelle yleisolle.

Nollannen luvun teemana on primitiivinen lukukéasit-
teen muodostuminen. Viitteitéd siitd, miten lukukésite
on voinut muodostua, Bellos saa Amazonin alueen al-
kukantaisten heimojen parissa tehdyistd havainnoista
ja pienilld vauvoilla sekd simpansseilla tehdyistd ko-
keista. Toisessa luvussa ollaan sitten 10-jarjestelmén
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parissa ja esitelldidn eksoottinen liike, joka tdhtda lu-
vun 12 ottamiseksi lukujirjestelmén kantaluvuksi. Lu-
kuun on siséllytetty my6s japanilaiset pikkulasten hel-
mitaulukilpailut. Seuraava luku ldhtee liikkeelle nume-
rologiasta, josta siirrytddn Pythagoraan lauseeseen ja
sitten origami-taitteluihin. Ylen suuresti Bellos ihaste-
lee japanilaisen origamitaiteilija Kazuo Hagan havain-
toja nelibnmuotoisen paperin taitteiden ominaisuuksis-
ta, jotka kylla ovat aika triviaaleja euklidisen geomet-
rian kannalta tarkasteltuina. Alussa mainittu Lepma-
nin pariskunnan kirja, jota kustantajankaan varastosta
ei endd yhtdédn kappaletta 10ydy, sisdltdd muuten kat-
tavan selvityksen geometrian rakentamisesta paperin-
taittelun avulla.

)

Seuraavaksi Bellos kéy esitteleméén intialaista "veda-
aritmetiikkaa”. Saamme hammaéstellda mm. kertolaskua
8 x 9, jonka voikin tehd& niin, ettd tulon viimeiseksi
numeroksi kertoo luvut 10 — 8 eli 2 ja 10 — 9 eli 1 ja
ensimmaéiseksi numeroksi ottaa jalkimmaéisen numeron
summasta 849 eli numeron 7. Bellos ei selitd tata mys-
tistd "temppua” ja muita vastaavia esittdmidén, vaik-
ka ne ovat yksinkertaisesti ymmarrettévissa vahalla al-
gebralla. Seuraava luku vie tarkastelemaan péassélas-
kutaiturien ja numeronmuistajien hammaéstyttavia ky-
kyja sekd m:n desimaalien laskemista. Seuraavassa lu-
vussa teemana on sitten algebra. Logaritmin méaaritel-
méstd edetddn laskuviivaimeen ja muihin laskulaittei-
siin.

Kirjan luku 6 on omistettu ajanvietematematiikalle.
Sudokut esitelldan, samoin tangramit. Seuraavan luvun
inspiraationa on toiminut kokonaislukujonojen verkko-
tietosanakirja, mainio On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences. Luvussa esitelladn myos suurten alkuluku-
jen etsimistd ja joitakin sarjojen suppenemiseen liit-
tyvid hauskoja totuuksia kuten se, ettd jos harmoni-
sesta sarjasta poistetaan ne termit, joiden nimittéjés-
sé esiintyy yhdekséinen, jiljelle ja&d suppeneva sarja.
Oman lukunsa on saanut kultaisen leikkauksen suhde
eli luku ¢ (jota kutsutaan kaiken aikaa fiiksi) ja sii-
hen liittyen Fibonaccin jono. Kirjan pisin luku on nu-
mero 9. Siiné késitellaédn todenndkoisyytté, uhkapelejéa
ja peliautomaatteja. Tilastotiedetta késittelevian luvun
jilkeen siirrytddn pédtokseen, jossa lukijalle tarjoil-
laan epéaeuklidista geometriaa latvialais-amerikkalaisen
Daina Taiminan virkkausmallien kautta. Viimein paa-
dytadn Georg Cantorin joukko-oppiin ja darettomyyk-
sien luokitteluun.

Bellos esittelee aiheitaan todella lehtimiehen tapaan.
Melkein aina teksti rakentuu henkilokuvan ja haastat-
telun pohjalle. Kirjoittajan kiinnostuksen kohteet ovat
usein alueilta, joiden kytkos matematiikkaan on 16y-
h&hko. m:n desimaalien ulkoa opettelu, kilpailevien ja-

panilaislasten néppéaryys helmitaulun kaytossé, oppi-
vaiset simpanssit tai hedelmépeliautomaattien ohjel-
mointi eiviat ehkéd ole sitd, mitéd itse haluaisin ma-
tematiikan populaariesityksestd ensimméiseksi lukea.
Esimerkiksi maailmanlaajuinen matematiikkakilpailu-
liike olympialaisineen on jéanyt Bellosilta huomaamat-
ta, vaikka helmitaulu- ja péadssilaskukilpailuista saam-
mekin tietoja. Mutta paljon relevanttiakin Bellos on
katsaukseensa koonnut, eikd naytéa siltd, ettd kirjan lu-
kija juuri esitietoja kaipaisi.

Siella taalld pistaé esiin kirjoittajan lievd ulkopuolisuus
ja asiantuntemattomuuskin. Keskihajonta ei ole jakau-
man leveys, Diofantos ei elanyt ”joskus 00—200-lukujen
valilld eaa.” (vaan "jaa.”), David Hilbert ei todistanut,
ettd “oli mahdotonta esittdd hyperbolinen pinta kaava-
na”; vaan suunnilleen sen, ettd hyperbolista pintaa ei
voi upottaa isometrisesti, pituuden siilyttden, kolmi-
ulotteiseen avaruuteen. Ja kaikki historian l&hteet ker-
tovat antiikin kuution kahdentamisongelman, Deloksen
ongelman, tarinan ihan toisin kuin Bellos. Mutta sehan
on joka tapauksessa tarina.

Kirjansa kiitossivulla Bellos ilmaisee kiitollisuudenvel-
kansa peréti 89:1le nimetylle henkildlle. Kiehtova mate-
matitkka on padosin suomennettu sujuvasti ja termit-
kin ovat melkein poikkeuksetta kohdallaan (vaikka ku-
vion verteksi on kylla kdrki, suora, jana ja viiva véliin
sekoittuvat ja alaotsikossa muutamassa muussakin pai-
kassa saattaisi sana luku paremmin vastata kirjailijan
tarkoitusta kuin numero). Hyvi oivallus suomentajalta
on kirjassa usein esiintyvin “epdintuitiivisen” suomen-
taminen sanalla vaistonvastainen. Kirjan painotekniik-
ka ei tee oikeutta valokuville. T4td korvaa 16-sivuinen
varivalokuvaliite, josta saamme néhda monet Bellosin
haastattelemista henkiloistd ja mm. jdljenncksen 1847
Englannissa julkaistusta Fukleideen Alkeiden vériku-
vaversiosta. Kiitosta annan myo6s kattavalle hakemis-
tolle. Sen sijaan kirjan lopun sanaston selityksistd ei
kaikin osin oikein saa selvdd. Esimerkiksi: "Monikul-
mio: kaksiulotteinen suljettu muoto, joka koostuu aé-
rellisestd madréstéd suoria viivoja”. "Luonnollinen lu-
ku: kokonaisluku, joka voidaan saavuttaa laskemalla
yvkkosestd ylospédin 17. "Kokonaisluku: luku joka on
joko luonnollinen luku, negatiivinen luonnollinen luku
tai nolla”.

Miksi en kaikkiaan oikein osaa innostua Bellosin kirjas-
ta? Mielestdni matematiikka on perusolemukseltaan ai-
ka lailla muuta kuin kokoelma pelejé ja vaistonvastaisia
temppuja. Matematiikan erityisominaisuuteen, sen to-
tuudellisuuteen ja tietynlaiseen absoluuttisuuteen Bel-
los ei kajoa. Mutta kyllé kirja on kaikkiaan hyva lisa jo
nyt sentddn aika laajaan suomenkieliseen matemaatti-
seen populaarikirjallisuuteen.
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Wolfram|Alphasta, parametriesityksista ja hiukan

muustakin

Ari Koistinen
Lehtori, Metropolia ammattikorkeakoulu

Alkanut vuosi on tietokoneen isédné pidetyn 23.6.1912
syntyneen matemaatikko Alan Turingin juhlavuosi.
Matematiikka on nykyisen informaatioteknologian pe-
rusta. Tietojenkésittelytiede kehittyi alunperin mate-
matiikan erdédna osa-alueena, ja toisaalta tietokoneiden
rakentaminen edellytti matemaattisiin lainalaisuuksiin
nojaavaa pitkélle kehitettyd teknologiaa. Voidaan siis
sanoa, ettd matematiikka on sekd ”softan” ettd “rau-
dan” takana.

Nyt informaatioteknologia maksaa velkaansa matema-
tiikalle kahdellakin eri tavalla. Ensimméainen néisté on
se, ettd nopeasti kehittyvin IT:n tarpeet, kuten vaik-
kapa valtavien tietomassojen késittely ja hallinta seka
ns. tiedon louhinta, edellyttévéit aivan uudenlaista ma-
tematiikkaa ja saavat aikaan uusia matematiikan osa-
alueita, vieden nédin matematiikan kehitysté eteenpéin.
Samalla 16ytyy uusia sovellusmahdollisuuksia jo kauan
sitten luodulle matematiikalle.

Toinen IT:n velanmaksumuoto ovat sen tarjoamat
mahdollisuudet suorittaa rutiininomaisia matemaatti-
sia operaatioita nopeasti ja vaivattomasti. Numeeriseen
ja symboliseen laskentaan kehitettyja tietokoneohjel-
mia on ollut jo kymmeni& vuosia, ja niiden ansiosta
matemaattisten menetelmien sovellusmahdollisuuksien
méadra on kasvanut rajaihdysmaéisesti. Esimerkiksi suur-
ten matriisien késittely ilman tietokoneiden apua olisi

toivottoman tyo6lds tehtava.

Ennen tehokkaiden PC-koneiden aikakautta oli tyypil-
listd, ettd vahdnk&an vaativampi laskenta tehtiin kes-
kustietokoneella, johon otettiin yhteys pédtteeltd, ja
supertietokoneita kéiytetddn tdhian tapaan edelleenkin.
Paljon uudempi asia on, ettd matemaattisten ohjelmis-
tojen mahdollisuudet ovat kenen tahansa kéytettavisséa
internetissd. Tunnetuimpia esimerkkeja téastd on Wol-
fram|Alpha, www.wolframalpha.com.

Wolfram|Alpha on erdénlainen internet-hakukoneen
ja matematiikkaohjelman yhdistelma. Jalkimmaisesta
osasta vastaa Wolfram|Alphan taustalla toimiva sa-
man yhtion, Wolfram Researchin, jo 1980-luvulla ke-
hittdmé ohjelma Mathematica. Suuri osa Mathema-
tican kaskyista toimii Wolfram|Alphassa sellaisenaan,
mutta erityisti Wolfram|Alphassa on se, ettd kaskyilla
ei ole tiukkaa syntaksia, vaan ohjelma pyrkii heuris-
tisesti tulkitsemaan kayttédjéin syotettd, ja tulkitsemi-
sen onnistuessa se varsinaisten internet-hakukoneiden
tapaan tulostaa ruudulle paljon aiheeseen liittyvia in-
formaatiota. Syntaksin vapaus merkitsee esimerkiksi
Mathematica-ohjelmaan verrattuna sitd, ettd kayttéa-
jin ei tarvitse tietdd, milloin kéytetdéan aaltosulkuja,
milloin hakasulkuja ja milloin tavallisia sulkumerkke-
jé, joilla kaikilla on Mathematicassa oma tarkoituksen-
sa. Téllaisen vapauden ja heuristisen tulkinnan k&an-
topuolena on kuitenkin riski vadriin tulkintoihin.
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Yksinkertaisia esimerkkeja

Wolfram|Alphaan voi antaa syotteitd kayttdmalla
englannin kieltd, matemaattisia lausekkeita tai ndiden
yhdistelmié. Jokainen voi itse kokeilla yksinkertaisia
matemaattisia operaatioita, ja esimerkkeja 10ytyy ver-
kosta paljon, esimerkiksi suoraan Wolfram|Alphan péé-
sivulta kohdasta "examples”. Kdydédéan téssd ldpi muu-
tama esimerkki. Kannattaa syottdd ndma késkyt itse
Wolfram|Alphaan ja tarkkailla tuloksia.

Yhtéloiden ratkaisemiseksi riittdd yksinkertaisimmil-
laan kirjoittaa pelkkd yhtélo, tai jopa ainoastaan yhta-
16n toinen puoli, jos toinen puoli on nolla. Esimerkiksi:

x"3-2x72+x

Nollakohtien liséksi saat paljon muutakin tietoa, mm.
funktion kuvaajan, derivaattafunktion, integraalifunk-
tion seké paikalliset dariarvot.

Kirjoittamalla
solve x73-2x72+x = 0
tulee vain kuvaaja ja yhtédlon ratkaisut.

Jos muuttujia on useita, voit valita, minkd muuttujan
suhteen yhtélo ratkaistaan:

solve x*xy-x"2+y = 0 for y

Maéaratyn integraalin voi laskea esimerkiksi seuraavas-
ti:

integrate sin(x) from O to Pi

Ne, jotka tuntevat LaTeXin syntaksin, voivat kayttaa
sitakin:

int_07\pi \sin{x} dx

Mainittakoon, ettd Wolfram|Alpha osaa tulkita oikein
myo6s tastd hiukan vapaamman muodon

int_0"pi sin(x)
mutta sen sijaan
int 0 pi sin(x)

on jo hiukan liian vapaamuotoinen esitys: sen ohjel-
ma tulkitsee — kuten hyvin luonnollista onkin — tulon
0-m-sin(x) = 0 integraalifunktioksi, ja sellaisiahan ovat
kaikki vakiofunktiot.

Wolfram|Alpha selviytyy my6s matriisioperaatioista.
Se edellyttad jo hiukan tiukempaa syntaksia, silla epé-
madridisen numerojonon tulkitseminen matriisiksi juuri
silloin, kun kéyttdjd tarkoittaa matriisia, vaatisi tieto-
koneohjelmalta jo ldhes telepaattisia kykyjd. Matriisin
alkiot syotetiadn aaltosulkujen sisilld (kuten Mathema-
ticassa) ja my6s matriisin rivit erotetaan toisistaan si-
semmilld aaltosuluilla, esimerkiksi erds matriisitulo:

{{3, 4} s {2 :3}} * {{_1 ,0} s {4 ,9}}

Jos haluttaisiin tehda hieman laajempia laskelmia esi-
merkiksi matriiseilla, niin viimeistdan téssé vaiheessa
tulisi vastaan erds Wolfram|Alphan merkittivd puute
verrattuna varsinaisiin matematiikkaohjelmiin: matrii-
sien, lukujen tai funktioiden tallentaminen muuttujiin
ei ole mahdollista, eikd tyoskentelya nédin ollen voi jat-
kaa kiyttdmalla suoraan muuttujaan tallennettua edel-
lisen késkyn tulosta. Téstd syystda Wolfram|Alpha so-
veltuu hyvin ldhinné pienimuotoisiin, nopeisiin lasku-
tehtéviin.

My6s yksinkertaiset fysiikan laskut sujuvat. Kokeile
esimerkiksi syotetté

m=1000 kg v=10 m/s kinetic energy

Parametriesitykset

Mathematica tarjoaa erittdin hyvéat mahdollisuudet vi-
sualisoida parametriesityksid tasossa tai avaruudessa.
Néma mahdollisuudet ovat useimmissa muissa mate-
matiikkaohjelmissa melko heikot ainakin kolmiulotteis-
ten parametriesitysten osalta. Wolfram|Alphan toimin-
nallisuus kuitenkin vastaa taltd osin Mathematicaa, ai-
nakin melko yksinkertaisten tapausten osalta.

Luodaan aluksi lyhyt katsaus siihen, miki on paramet-
riesityksen idea. Esimerkiksi suora, joka kulkee pisteen
(2, — 1) kautta ja joka on vektorin i+ 4 j suuntainen,
voidaan esittdd parametriesityksend

r=2+1t
= —1+ 4t,

missé parametri t saa kaikki reaaliarvot. Kaikki pisteet,
joiden koordinaatit saadaan téstéd jollakin parametrin
t arvolla, ovat suoralla. Esimerkiksi pistetta (4,7) vas-
taa parametrin arvo 2. Wolfram|Alphalla tdmé suora
voidaan piirtda kaskylla

parametricplot 2+t , -1+4t

Ympyrin parametriesityksessd parametrilla ¢ on hy-
vin havainnollinen geometrinen tulkinta: kulma. Tun-
netustihan kulman kosini on ympyrén kehépisteen x-
koordinaatti ja sini on y-koordinaatti, joten yksikkdym-
pyrin kehé koostuu pisteistd (cost,sint). Jos ympyran
keskipiste on esimerkiksi (—1,3) ja side 4, voidaan ym-
pyra piirtda kaskylla

parametricplot -1+4cos(t), 3+4sin(t)

Wolfram|Alpha osaa itse maarittd4 sopivan vaihteluvé-
lin parametrille, kaikki kulman arvot vélilla [0, 27]. Sen
voi my6s méarittaa itse: kokeile lisata edellisen kaskyn
perdan "t from O to 2Pi/3”. Kuinka kuva muuttuu?
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Kolmiulotteisia parametriesityksié voi visualisoida kés-
kylla parametricplot3d. Edellisten kaksiulotteisten esi-
tysten pohjalta saadaan mielenkiintoisia kolmiulottei-
sia esimerkkejd, kun lisatddn kolmas koordinaatti z.
Esimerkiksi korkkiruuvi:

parametricplot3d {cos(t), sin(t), 0.1t}
t from O to 30

Aaltosulut eivit ole valttdmattoméit, mutta ne helpot-
tavat kdskyn lukemista. Kokeile muuttaa lukuja 0,1 ja
30 ja mieti, miké niiden merkitys on.

3% WolframAlpha =z

‘ [param etricplot3d {cos(t), sin(t), s} tfrom 0 to 2P, sfrom 0 to 4 E}

Input interpretation

cos(r)
t=0to 2x
3D parametric plot sin(r)
s=0to 4

Parametric plot:

Kéyttamalla yhtd parametria saadaan kdyrid. Sen si-
jaan pinnat avaruudessa vaativat kaksi parametria. Esi-
merkiksi lierion vaipan voi ajatella muodostuvan paal-
lekkéin pinotuista ympyroisté, ja kulman liséksi tarvi-
taan z-koordinaattia vastaava parametri, joka on téssa
esimerkissa s:

parametricplot3d {cos(t), sin(t), s}
t from O to 2Pi, s from O to 4

Mieti, kuinka saat piirrettyd kartion. Se onnistuu
muokkaamalla hiukan lierion parametriesitysta.

Loppukevennys ja vertailua Googleen

Jo todettujen Wolfram|Alphan puutteiden vuoksi —
mm. se, ettd tuloksia ei voi tallentaa muuttujiin jatko-
tyoskentelyd varten — ei Wolfram|Alphaa ja varsinaisia
matematiikkaohjelmia voine pitdé toistensa kilpailijoi-
na. Niiden pédasialliset kiyttotarkoitukset ovat erilai-
sia.

Kuvaajien piirron osalta Wolfram|Alphan kenties mer-
kittavin kilpailija on — ehké hiukan ylldttaen, tai sitten
ei — Google. Parin kuukauden ajan Google-hakujen yh-
teydesséd on toiminut uusi ominaisuus, joka piirtdéd ku-
vaajia matemaattisista lausekkeista. Parametriesityk-
siin se ei ilmeisesti vield pysty, mutta lukija voi syottaa
seuraavan sekd Googleen ettd Wolfram|Alphaan ja ar-
vioida, kumpi tuottaa kauniimman lopputuloksen (ja
misté ero tuloksissa johtuu):

(sqrt(cos(x))*cos(200*x) +sqrt (abs(x))-0.7)

*(4-x*x)70.01, sqrt(9-x~2), -sqrt(9-x~2)
from -4.5 to 4.5

Lahteita ja muita linkkeja

http://www.wolframalpha.com

http://matta.hut.fi/matta3/WwA/ (Simo K. Kivelidn
Wolfram|Alpha —opas)

http://education.wolfram.com/index.html.en
(Wolfram Education Portal — mm. tietoa siitd, kuinka
Wolfram|Alphalla voi tehdéd widgetteji)

http://insidesearch.blogspot.com/2011/12/
showing-some-love-to-math-lovers.html

Tulosta koulusi ilmoitustaululle Solmun etusivulta http://solmu.math.helsinki.fi

— Solmun juliste

— Monikielisen matematiikkaverkkosanakirjan juliste


http://www.wolframalpha.com
http://matta.hut.fi/matta3/WA/
http://education.wolfram.com/index.html.en
http://insidesearch.blogspot.com/2011/12/showing-some-love-to-math-lovers.html
http://insidesearch.blogspot.com/2011/12/showing-some-love-to-math-lovers.html
http://solmu.math.helsinki.fi
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Pelitehtavia

Tuomas Korppi

Tamankertaisissa tehtédvissd analysoimme yksinkertai-
sia peleja. Tehtdvat 1-6 ovat helppoja, ja soveltuvat
arvioni mukaan yliasteelle!. Tehtdvit 7-11 ovat vai-
keampia, ja niissd vaaditaan matematiikan harrastu-
neisuutta.

Voittostrategia tarkoittaa menetelmad, jota kayttamal-
14 pelin voittaa varmasti. Optimistrategia tarkoittaa
strategiaa, jolla voittaa mahdollisimman paljon, tai hé-
vidd mahdollisimman vdhén, jos voittaminen on mah-
dotonta.

Helpot tehtavat

Tehtava 1. Kivikasassa on n kived. 2 pelaajaa pelaa
seuraavasti: Kumpikin ottaa kasasta vuorollaan 1 tai
2 kived. Ndin jatketaan, kunnes kaikki kivet on otettu.
Se pelaaja voittaa, joka ottaa kasan viimeisen kiven.
Kummoalla pelaajalla on voittostrategia?

Tehtava 2. Poyddlld on 2n tikkua, joiden pituudet
ovat 1, 2, ..., 2n. Kaksi pelaajaa pelaa pelid, jossa kum-
pikin ottaa vuorollaan péyddltd tikun. Kun kaikki ti-
kut on otettu, se pelaaja voittaa, jonka ottamien tikku-
jen yhteispituus on suurempi. Optimistrategia on selvd,
mutta kuinka monta yksikkod pelin voittaja jad voitolle,
kun kumpikin pelaaja pelaa optimistrategialla? (Tehtd-
vddn on olemassa helppo ratkaisu, jossa ei tarvitse tun-
tea mitadan summakaavoja.)

Tehtava 3. Sama kuin edelld, mutta aloittaja ottaa
ensimmdiselld vuorollaan yhden tikun, ja tdmdn jdal-
keen kumpikin ottaa aina vuorollaan kaksi tikkua (kun-
nes pelin viimeiselld vuorolla otetaan taas yksi jaljelld-
oleva tikku). (Tehtdvddn on olemassa helppo ratkaisu,
jossa ei tarvitse tuntea mitddn summakaavoja.)

Tehtava 4. Erddssd raha-automaattipokeripelissa pe-
laaja voi yrittad tietyissd tilanteissa tuplata. Tuplauk-
sessa pelaaja asettaa panokseksi summan s, ja auto-
maatti arpoo kortin tavallisesta 52 kortin pakasta. Pe-
laajan tulee arvata, onko kortti pieni (kuutonen tai al-
le) vai iso (kasi tai yli). Assd lasketaan vain pieneksi
kortiksi.

Jos pelaaja arvasi oikein, hin saa takaisin alkuperdisen
panoksensa s sekd voittoa s:n verran, ja jos pelaaja ar-
vast vadrin, hdn menettdd panoksensa. Jos automaatin
arpoma kortti on seiska, pelaaja menettid panoksensa.

Laske pelaajan wvoiton odotusarvo tuplauksessa, kun
tappio lasketaan negatitviseksi voitoksi. (Jos et tiedd,
mitd odotusarvo tarkoittaa, katso Liite 1.) Jddko pe-
laaja pitkdlld aikavdlilla voitolle vai tappiolle tuplauk-
sessa?

Tehtava 5. Musta Maija -korttipelin sddnndt loytyvdt
Liitteestd 2. Osoita, ettd kahden pelaajan Musta Mai-
ja -peli pddattyy vdistamdtta lopulta, pelasivatpa pelaajat
kuinka fiksusti tai typerdsti tahansa.

LJoukossa on pari rahapelitehtévii, mutta opettajille huomauttaisin, etts uskon rahapelien matematiikan ymméartamisen olevan
paras suoja rahapelien haittoja vastaan. Henkil6, joka ymmartdd, miksi tietyissid peleissa ei voi jaada voitolle, ei myoskdan syyda

niihin rahojaan.
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Mitd voit sanoa kolmen pelaajan Mustasta Maijasta?

Tehtava 6. A ja B pelaavat seuraavaa pelid, johon
kumpikin on asettanut samansuuruisen panoksen. En-
sin A heittad noppaa. Sen jalkeen A saa halutessaan
ehdottaa panosten tuplausta. Jos A ehdottaa tuplausta,
B woi joko hyviksyd tuplauksen, jolloin A ja B asetta-
vat kumpikin alkuperdisten panostensa verran lisdd pa-
nosta peliin, tai luovuttaa, jolloin B hdvidd alkuperdi-
sen panoksen ja peli padttyy. Peli jatkuu B:n nopan-
heitolla. Suurempi tulos voittaa, paitsi ettd B voittaa
tasatilanteessa.

Milld ensimmdisen nopan silmdluvuilla A:n kannattaa
ehdottaa tuplausta? Milld ensimmdisen nopan silmdalu-
vuilla B:n kannattaa hyviksyd tuplaus? (Pelaajan kan-
nattaa pelata niin, ettd hdan maksimoi voittosumman
odotusarvoa, kun tappio mielletidn negatiiviseksi voi-
toksi. Jos et tiedd, mitd odotusarvo tarkoittaa, katso
Liite 1.)

Kumpi pelaaja jad pitkalla aikavdlilld voitolle, kun pe-
lié toistetaan useita kertoja ja pelaajat pelaavat niin
kuin heiddn kannattaa pelata?

Haastavammat tehtavat

Tehtava 7. Musta Maija -korttipelin sddanndt loytyvdit
Liitteestd 2. Oletetaan, ettd Musta Maija -pelissd on n
pelaajaa, 2 < n < 10. Milld n:n arvoilla joku pelaajista
pddsee vaistamdattd lopulta eroon korteistaan, pelasivat-
pa pelaajat kuinka fiksusti tai typerdsti tahansa?

Tehtava 8. Kaksi pelaajaa pelaa hutunkeittoa seuraa-
vasti: Ensimmdisend pelaava heittdd pesdpallomailan
ilmaan, ja toisena pelaava nappaa siitd kiinni satunnai-
sesta kohdasta. Tamdn jalkeen ensimmdisend pelaava
ottaa mailasta kitnni niin, ettd hdnen kdtensd kosket-
taa toisena pelaavan kdttd ja on kahvan puolella mailaa
verrattuna toisena pelaavan kdteen. Tdamdn jdlkeen toi-
sena pelaava irroittaa otteensa mailasta ja ottaa mai-
lasta kiinni niin, ettd hdnen kdtensd koskettaa ensim-
mdisend pelaavan kdttd ja on kahvan puolella mailaa
verrattuna ensimmdisend pelaavan kdteen. Ndin jatke-
taan, kunnes jompi kumpi pitdda kiinni mailan kahvan-
puoleisesta padsta (osa kdadestd saa jadda tyhjan padlle.
Oletetaan myds, ettd mikd tahansa nollasta eroava pi-
tuus mailaa mahdollistaa otteen saamisen.) Tdma pe-
laaja voittaa pelin.

Oletetaan, ettd kun maila otetaan heitosta kiinni, kd-
den ja mailan kahvanpuoleisen pddn vdliin jada k:m ver-
ran tilaa. Kun pelaajat tdmdn jalkeen ottavat mailas-
ta kiinni, he voivat valita otteensa viemdn tilan vdliltd
[n,m]. Kummalla pelaajalla on voittostrategia hutun-
keitossa, kun k, n ja m ovat annettuja?

Tehtava 9. Osoila, eltd jatkinshakissa (siis siing, jota
pelataan rajoittamattomalla pelialueella, ja jossa pitdd

saada viisi riviin) toisena pelaavalla ei ole voittostra-
tegiaa.

Tehtava 10. Kaksi pelaajaa pelaa ddrettomdlld ruutu-
paperilla seuraavaa pelia: Toinen pelaa rasteilla, toinen
nollilla. Kumpikin merkkaa vuorollaan oman merkkin-
sd johonkin vapaaseen ruutuun. Se pelaaja voittaa, jo-
ka saa merkittyd 2 x 2 -blokin itselleen. Talloin peli
myds padttyy. Osoita, ettd kummallakaan pelaajalla ei
ole voittostrategiaa.

Tehtava 11. Tdta pelid pelataan ddrettomdlld ruutu-
paperilla, ja kutsumme ruutujen reunaviivojen leikkaus-
pisteitd paikoiksi.

Yksi pelaaja pelaa seuraavasti: Alussa dadrettomalld
ruutupaperilla on merkitty ddrellinen mddard paikkoja.
Vuorollaan pelaaja aina merkitsee yhden merkitsemdt-
toman paikan ja vetdd viivan viiden perdkkdisen merki-
tyn paikan kautta vaakasuoraan, pystysuoraan tai dia-
gonaalisesti. (Kaksi merkittyd paikkaa ovat siis viivan
alku- ja loppupiste, ja kolme vitvan sisdipisteiti.) Kaksi
vedettyd viivaa saa leikata korkeintaan yhdessd pistees-
sd, eli ne eivdt saa “kulkea pddllekkdin”. Osoita, ettd
pelid ei voi jatkaa ddarettomiin.

Ratkaisut

(1) Oletetaan, etté kasassa on kolmella jaollinen méa-
ra kivia. Talldin toisena pelaava pystyy varmistamaan
aina omalla siirrollaan, ettd kasaan jad hénen siirtonsa
jélkeen kolmella jaollinen méaré kivid. Lopulta kasassa
on kolme kived, ja ensimmaéisend pelaava ottaa niisté 1
tai 2, ja toisena pelaava voi ottaa loput ja voittaa.

Jos kasan kivien madra ei ole kolmella jaollinen, voi
ensimmaéisend pelaava jattda kasaan ensimmaisen siir-
tonsa jilkeen kolmella jaollisen méédrdn kivid ja voit-
taa pelaamalla samoin kuin toisena pelaava edellisessé
kappaleessa.

(2) Optimistrategialla kumpikin ottaa vuorollaan ka-
sassa jaljelld olevista pisimmén tikun. Ajatellaan tikut
pareiksi niin, ettd 2n ja 2n—1 mittaiset ovat pari, 2n—2
ja 2n — 3 mittaiset ovat pari ja niin edelleen. Kustakin
parista pelin aloittaja ottaa pidemmén ja toisena pe-
laava lyhyemmaén. Jokaisessa parissa ensimmaisené pe-
laava jaa yhden yksikon voitolle, joten hén jad koko
pelisséd n yksikkod voitolle.

(3) Ajatellaan tikut pareiksi samoin kuin edellisessi
tehtavissa. Nyt pelaajat jadvat pareissa vuorotellen yh-
den yksikon voitolle. Jos n on parillinen, pareja on pa-
rillinen maéaré, ja kumpikin jad yhtd monta kertaa voi-
tolle. Siis tasapeli. Jos n on pariton, ja& pelin aloittaja
yhden kerran enemmén voitolle, joten hédn voittaa yh-
den yksikon.

(4) Kaytetddn samaa notaatiota kuin liitteessa.
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Merkitddn ¢; ="Pelaaja arvasi oikein”, t5 ="Pelaaja
arvasi vadrin” ja t3 ="Kortti on seiska” Nyt p; = 6/13
(huomaa, etti veikkasipa pelaaja pientd tai isoa, hé-
nelld on kuusi mahdollisuutta kolmestatoista osua oi-
keaan), po = 6/13 ja ps = 1/13. Nyt t; = s (se, kuinka
paljon pelaaja saa voittoa), to = —s ja t3 = —s. Siis
odotusarvo on 6/13 x s +6/13 x (—s) +1/13 x (—s) =
—s/13. Siis odotusarvo on negatiivinen, ja pelaaja jaa
pitkalld aikavalilla tappiolle.

(5) Huom! Seuraavassa 52 (korttipakan korttien luku-
médrd) on yliraja, eli se on luku, joka on varmasti riit-
tdvan suuri. On mahdollista, ettd se on lilankin suuri,
mutta tdmé ei vihenné ratkaisun oikeellisuutta.

Kahden hengen peli:

Aina kun pelissa lyontivuoro vaihtuu pelaajalta toisel-
le, kortteja poistuu pelista. Jos siis lyontivuoro vaihtuu
vahintddn 52 kertaa, on jompi kumpi pelaajista padssyt
kaikista korteistaan eroon ja voittanut pelin.

Aina kun saman pelaajan lyontivuoro séilyy, hdn me-
nettdd kasikorttejaan ja nostaa uusia kortteja pakasta
tai pddsee eroon késikorteistaan. Néin pelaaja padsee
eroon korteistaan, jos hén péddsee lydméadn vihintdan
52 kertaa perakkain.

Siis kahden hengen pelissé lyontivuoro voi vaihtua pe-
laajalta toiselle korkeintaan 52 kertaa, ja kahden pe-
rakkéisen vaihtumisen vélissd voi olla korkeintaan 52
lyontivuoroa. Niinpa kahden hengen peli kestda kor-
keintaan 52 x 52 lyontivuoroa.

Kolmen hengen Musta Maija puolestaan j&a jumiin
mm. silloin, jos pelaajat aina lyovit yhden kortin ja
aina nostavat kiteen heille lyédyn kortin.

Jos pelaajia on enemmén kuin kolme, peli muuttuu kol-
men hengen peliksi siind vaiheessa kun sopiva méara
pelaajia on padssyt eroon korteistaan (ellei peli ole jaa-
nyt jumiin sitd ennen). T4ll6in saatetaan kohdata sama
ongelma kuin kolmen hengen Mustassa Maijassa.

(6) Oletetaan, ettd A:n voittotodenndkdisyys ensim-
maéisen nopanheiton jilkeen on p, kun B:n mahdolli-
nen luovutus jitetdan huomiotta. A:n voittosumman
odotusarvo tuplaamattomassa pelissia on p — (1 — p) =
2p — 1, tuplatussa pelissd 2(2p — 1) = 4p — 2 ja 1, jos
B luovuttaa. 1 > 2p — 1 aina, jadp —2 > 2p —1 jos ja
vain jos p > 1/2 (yhtasuuruus toteutuu jos ja vain jos
p = 1/2.) Amn kannattaa siis ehdottaa tuplausta, jos
p > 1/2, olla ehdottamatta, jos p < 1/2 ja péitos on
yhdentekevi, jos p = 1/2.

Oletetaan, ettd B:n voittotodennékoisyys ensimméi-
sen nopanheiton jéalkeen on ¢, kun B:n mahdollinen
luovutus jatetddn huomiotta. B:n kannattaa hyvéiksyé
tuplaus, jos ja vain jos 2(¢ — (1 — q)) > —1, eli jos
q > 1/4 (yhtdsuuruuden vallitessa padtos on yhdente-
keva).

l.nopan p=1-—g¢q kannattaa kannattaa
tulos ehdottaa hyvéksya
1 0 ei kylla
2 1/6 ei kyll&
3 1/3 ei kyll&
4 1/2 yvhdentekeva kylla
5 2/3 kylla kylla
6 5/6 kylla ei

Alla kéytan samaa notaatiota kuin liitteessi. Vii-
meiseen kysymykseen vastaamiseksi muodostetaan ta-
paukset ¢;="Ensimméisen nopan tulos on yksi ja A
voittaa”, to="Ensimmaisen nopan tulos on yksi ja B
voittaa”, t3="Ensimmaéisen nopan tulos on kaksi ja A
voittaa”, t4="Ensimmaéisen nopan tulos on kaksi ja B
voittaa” jne. Maéritetdan tapahtumien todennékoisyy-
det ja tapahtumien rahalliset arvot (pelaajan A kan-
nalta) ja asetetaan ne pelaajan A voittosumman odo-
tusarvon (kun tappio mielletddn negatiivisena voitto-
na) kaavaan. Havaitaan, ettid termit piv; + pove ja
Pp11v11 + p12v12 kumoavat toisensa, samoin kuin termit
DP3V3 + Pavs ja povg + provio. Koska prvr + pgvg = 0,
odotusarvo on psvs + pevg = (2 —4)/36 = —1/18. Siis
B jaa pitkéalla aikavélilla voitolle.

(7) Ratkaisu: Joku pelaajista padsee viistamatta lopul-
ta eroon korteistaan jos ja vain jos n on parillinen.

n parillinen: Jaetaan pelaajat porukoihin A ja B niin,
ettd jokainen istuu kahden vierasta porukkaa edusta-
van valissa.

Aina kun pelissa lyontivuoro vaihtuu porukalta toisel-
le, kortteja poistuu pelista. Jos siis lyontivuoro vaihtuu
porukalta toiselle vahintddn 52 kertaa, on joku pelaa-
jista pédssyt kaikista korteistaan eroon.

Aina kun lyontivuoro siilyy samalla porukalla, joku
porukan pelaajista menettdd kasikorttejaan ja nostaa
uusia kortteja pakasta tai padsee eroon késikorteistaan.
Néin joku porukan pelaajista paédsee eroon korteistaan,
jos sama porukka pédsee lydbméan vihintdédn 52 kertaa
perdakkéin.

Siis lyontivuoro voi vaihtua porukalta toiselle korkein-
taan 52 kertaa, ja kahden perakkiisen vaihtumisen va-
lissd voi olla korkeintaan 52 lyontivuoroa, ennenkuin
joku on péadssyt eroon korteistaan. Niinpa kestdéd kor-
keintaan 52 x 52 lydntivuoroa, ennenkuin joku on paés-
syt eroon korteistaan.

n pariton: Oletetaan, ettéd jokainen lyo aina yhden kor-
tin ja nostaa hénelle lyodyn kortin kéteen. Jokainen
pelaaja on joka toisella kierroksella lyGjén roolissa ja
joka toisella kierroksella nostajan roolissa. Niinpa pe-
laaja ei padse korteistaan eroon, vaan héanen kasikort-
tiensa maard alkaa vaihdella kuuden ja viiden valilla.

(8) Kutsutaan perusstrategiaksi strategiaa, jossa otteen
koko on viahintddn mailan loppuosa, jos mailaa on jal-
jella korkeintaan m:n verran, ja muutoin otteen koko
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on n + m — z, missd x on vastustajan edellisen otteen
koko.

Olkoon y reaaliluku. Merkitadn f(y):11& pienintd po-
sitiivista reaalilukua, jolle on olemassa kokonaisluku ¢
siten, ettd f(y) =y + £(n +m).

Jos f(k) > m, toisena pelaava pystyy voittamaan pe-
russtrategialla.

Jos n < f(k) < m, ensimméisens pelaava voi jit-
tdd ensimmadiselld otteellaan mailaan pituuden k', jolle
f(K) = n+m ja tdmén jilkeen voittaa perusstrategial-
la.

Jos f(k) < n, ensimméisend pelaava ottaa ensimméi-
sen otteensa n:n kokoisena. Tamén jalkeen pituutta jaa
mailaan k" yksikkod, jolle f(k') > m. Nyt ensimmaéise-
né pelaava voittaa perusstrategialla.

Tehtévassd teimme idealisoivan oletuksen, ettd miké
tahansa pituus mailaa viimeisesséa otteessa riittaa voit-
toon. Kédytdnnon pelitilanteet ovat sellaisia, ettd tuon
pituuden on oltava vahintdén pieni vakio a. Kiinnostu-
nut lukija voi miettid, kuinka tehtdvin ratkaisu muut-
tuu téalla vaatimuksella.

(9) Lyhyt todistus: Aloitussiirrosta ei missién tilan-
teessa ole haittaa ensimmaisend pelaavalle.

Pitkd todistus: Oletetaan, ettd toisena pelaavalla on
voittostrategia S. Nyt ensimmaéinen pelaaja voi pela-
ta ensimmaisen siirtonsa mielivaltaisesti, ja sen jélkeen
S:n mukaan kuvitellen, ettd ensimmaista siirtoa ei ole
tehty. Jos jossain vaiheessa S:n mukaan ensimméisen
pelaajan pitdd tehdé se siirto, jota han ei kuvittele teh-
neensé, hin lakkaa kuvittelemasta, ettéd kyseista siirtoa
ei ole tehty, tekee mielivaltaisen siirron ja alkaa jatkos-
sa kuvitella, ettd hén ei ole tehnyt tuota mielivaltaista
siirtoa. Koska S on voittostrategia ja siitd siirrosta, jo-
ta ensimméinen pelaaja ei kuvittele tehneensé, ei ole
ensimmaéiselle pelaajalle haittaa, ensimméinen pelaaja
voittaa vélttdmatta. Ristiriita.

(10) Ajatellaan ruutupaperi tiiliseindkuvioksi”, joka
koostuu 2 x 1 -"tiilistd”. Huomataan, ettd jokaisen
2 x 2 -blokin pitdé siséltdd yksi edellisessé virkkeessa
kuvitelluista "tiilistd”. Nyt kumpikin pelaaja pystyy es-
tdmadn toista pelaajaa voittamasta pelaamalla aina sa-
maan "tiileen” kuin vastustajan edellinen siirto (tai pe-
laamalla mielivaltaisesti, jos samassa “tiilessd” on jo
oma merkki.)

(11) Ajatellaan, etta jokaisella merkitylld paikalla on
kahdeksan ilmansuuntaa. Jokainen vedetty viiva kulkee
kahdeksan merkitty paikka—ilmansuunta -parin kaut-
ta (yksi viivan kussakin péétepisteessé ja kaksi kussa-
kin sisdpisteessi.) Kaksi viivaa ei voi kédyttdd saman
paikan samaa ilmansuuntaa, koska télloin ne leikkai-
sivat useammassa kuin yhdessé pisteessia. Koska vuo-
rolla merkitadan yksi paikka (kahdeksan ilmansuun-

taa) ja vedetéén viiva kahdeksan merkitty paikka—
ilmansuunta -parin kautta, vapaiden merkitty paikka—
ilmansuunta -parien maéré séilyy koko ajan vakiona.
Koska pelitilanteen yla-, ala-, oikeassa ja vasemmas-
sa reunassa on vaistamattd vapaita merkitty paikka—
ilmansuunta -pareja (esim. jokaisen rivin, jolla on mer-
kittyja paikkoja, idénpuolimmaisessa merkityssd pai-
kassa on vapaa ilmansuunta itdén péin), vieldpé sitd
enemman mitd enemman paikkoja on merkitty, peliti-
lanne ei voi kasvaa mielivaltaisen suureksi.

Liite 1: Odotusarvo

Tutkitaan aluksi pelid, jossa A vetdd yhden kortin ta-
vallisesta 52 kortin pakasta. Jos kortti on punainen, A
voittaa 3 euroa, ja jos kortti on musta, A héviaéd 3 eu-
roa.

Merkitaén ¢1:114 tapahtumaa ”vedetty kortti on punai-
nen” ja to:lla tapahtumaa ”vedetty kortti on musta”.
Kun pelataan yksi peli, seuraavat kaksi ehtoa pétevét:

1. Ei ole mahdollista, ettd kumpikin tapahtumista t;
ja to tapahtuu.

2. Jompi kumpi tapahtumista ¢; ja to tapahtuu.

Ensimmaéinen ehto pétee siksi, ettd kortti ei voi olla yh-
taikaa punainen ja musta, ja jalkimméinen ehto siksi,
ettd jokainen kortti on joko punainen tai musta.

Tapahtumilla t; ja t; on todenndkoisyydet p; ja pas.
Koska puolet pakan korteista on punaisia ja puolet
mustia, py = 1/2 ja pa = 1/2.

Liséksi tapahtumiin ¢, ja o liittyy luvut vy ja ve. Kos-
ka A voittaa kolme euroa punaisella kortilla, voidaan
madrittad vy = 3, ja koska A havida kolme euroa mus-
talla kortilla, voidaan méarittda ve = —3.

Nyt A:n voittosumman odotusarvo (kun tappio laske-
taan negatiiviseksi voitoksi) lasketaan kaavalla

P1v1 + pava.

Téssa tapauksessa siis odotusarvo on (1/2) x3+(1/2) x
(—=3) = 0. Samalla kaavalla odotusarvo voidaan laskea
kaikissa tilanteissa, joissa numeroidut ehdot (1) ja (2)
patevat.

Tutkitaan seuraavaksi pelid, jossa pakkaan on lisdtty
kaksi jokeria (joita ei lasketa mustiksi eikd punaisiksi
korteiksi). Tavallisten korttien osalta peli etenee kuten
edellisessd kohdassa, mutta jokerin vetaessdan A havi-
44 yhden euron.

Nyt ¢; ja to ovat kuten edelld, ja mukaan tulee uusi
tapahtuma t3, joka on ”vedetty kortti on jokeri”. Kun
pelataan yksi peli, seuraavat ehdot patevit:

1. Ei ole mahdollista, ettd kaksi tai useampia tapah-
tumista t1, t2, t3 tapahtuu.
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2. Valttamatta joku tapahtumista ¢1, t2, t3 tapahtuu.

Nyt p1 = 26/54 = 13/27, po = 26/54 = 13/27 ja
ps = 2/54 = 1/27. Vastaavasti v1 = 3, vo = —3 ja
vy = —1. Amn voittosumman odotusarvo (kun tappio
lasketaan negatiiviseksi voitoksi) saadaan kaavalla

P1v1 + p2v2 + p3vs.

Meidén tapauksessamme odotusarvo on siis 13/27 x 3+
13/27 x (—=3)4+1/27 x (—=1) = —1/27. Samalla kaavalla
odotusarvo voidaan laskea my6s muissa sellaisissa ta-
pauksissa, joissa ehdot (1) ja (2) toteutuvat.

Jos tapahtumia on enemmén kuin kolme, odotusarvon
kaava muodostetaan aivan samalla periaatteella, sum-
mattavia on vain enemmén. Kuitenkin ehtojen (1) ja
(2) vastineiden tulee péted. (Jos taas tapahtumia on
vain yksi, t1, talloin ¢; tapahtuu vélttaméatté, eli p; = 1,
ja odotusarvo on yhtéd kuin v;.)

Voittosumman odotusarvo (kun tappio mielletdén ne-
gatiivisena voittona) on hyvd mittari sille, mité tapah-
tuu pitkissa sarjoissa, joissa samaa peliéd toistetaan mo-
nia kertoja. T&lloin pelaaja voittaa keskiméadrin yhdes-
sé pelissd odotusarvon verran (jos odotusarvo on po-
sitiivinen) tai haviad keskiméarin yhdessi pelissa odo-
tusarvon verran (jos odotusarvo on negatiivinen). Jos
odotusarvo on nolla, pelaaja jaa keskiméarin omilleen.

Lopuksi vield kiinnostuneita lukijoita varten muodolli-
sesti patevd odotusarvon madritelma.

Olkoot tq, ..., t, mahdollisia tapahtumia, jotka toteut-
tavat seuraavat ehdot:

e On mahdotonta, ettd kaksi tai useampia tapahtu-

mia jonosta t1,...,t, tapahtuu.
e Viistdmaétta joku tapahtumista tq, ..., t, tapahtuu.

Olkoon kaikilla 7,1 < ¢ < n, luku p; todennékéisyys,
ettd t; tapahtuu. Talloin valttamatta p1 +---+p, = 1.

Oletetaan, ettd jokaiseen tapahtumaan t¢;, 1 < i < n,
on liitetty lukuarvo v;. Nyt muuttujan v odotusarvo
madritetadn kaavalla

p1v1 + - +ann

Se on siis lukujen vy, . .
tettu keskiarvo.

., U, todennéakoisyyksilld paino-

Liite 2: Mustan Maijan sadnnot

Peliin osallistuu 2-10 pelaajaa, ja pelissé kaytetdan ta-
vallista 52 kortin korttipakkaa. Kortit sekoitetaan ja jo-
kaiselle pelaajalle jaetaan viisi korttia, ja loput korteis-
ta asetetaan kuvapuoli alaspéain nostopakaksi. Nostopa-
kan paallimmaéinen kortti asetetaan kuvapuoli ylospéin

poikittain nostopakan alle, ja sen maa maérds valt-
timaan. Poikittain asetettu kortti on nostopakan alin
kortti. Valttimaan kortteja kutsutaan valteiksi. Pata
ei voi olla valttia, joten jos valtiksi kadntyi pata, nos-
tettu kortti palautetaan pakan keskelle, ja uusi kortti
kdannetadn maaradmaan valttimaa. Toistetaan kunnes
saadaan valtiksi joku muu maa kuin pata. (Jos suuril-
la pelaajamadrilld ndyttaé siltéd, ettd nostopakassa on
pelkkid patoja, suoritetaan uusi jako.)

Patakuningatar on erikoiskortti, ja sitd kutsutaan Mus-
taksi Maijaksi.

Vuorolla vuorossa oleva pelaaja lyo kortteja kddestdan
pOytdan seuraavin rajoituksin:

1. Korttien tulee olla samaa maata (tédssid suhteessa
Musta Maija lasketaan padaksi.)

2. Korttien méara ei saa ylittda seuraavan pelaajan
késikorttien maaraa.

Taman jilkeen, jos nostopakassa on jiljelld kortteja
ja vuorossa olevalla pelaajalla on vihemmaén kuin viisi
korttia kédessdédn, vuorossa oleva pelaaja nostaa nos-
topakasta kortteja, kunnes hénelld on viisi korttia ka-
desséén.

Tamén jélkeen seuraavana vuorossa oleva pelaaja (jota
kutsumme uhriksi) voi yrittda kaataa lyddyt kortit ka-
sikorteillaan. Mikd tahansa kortti kaatuu korkeammal-
la kortilla samaa maata (dssé on korkein). Miké tahan-
sa ei-valttikortti kaatuu milld tahansa valtilla. Yhdella
kortilla voi kaataa vain yhden kortin. Mustaa Maijaa ei
voi kaataa millddn kortilla, eikd Mustalla Maijalla voi
kaataa mitdédn korttia. Kaataminen on vapaaehtoista.
Kaadetut kortit ja ne kortit, joita kdytettiin kaatami-
seen, poistetaan pelisté.

Jos uhri ei kaatanut kaikkia lyotyja kortteja, hdn ottaa
kaatamatta jadneet kortit kdteensa.

Jos uhrilla on téssé vaiheessa vihemmaén kuin viisi kort-
tia kddessddn ja nostopakassa on jiljella kortteja, uh-
ri ottaa nostopakasta kortteja, kunnes hénelld on viisi
korttia kédessédan.

Jos uhri kaatoi kaikki lyodyt kortit, peli jatkuu uhrin
lyontivuorolla. Jos taas uhri nosti kaatamatta jaanei-
ta kortteja kéteensa, peli jatkuu uhrista seuraavan pe-
laajan lyontivuorolla. Jos pelaajia on jéljella vain kak-
si, uhrista seuraava pelaaja on sama pelaaja, joka 16i
kortteja uhrille.

Kun nostopakan loputtua pelaaja padsee eroon kasi-
korteistaan, han on ulkona pelistd eikd enédd osallistu
sithen. Viimeinen pelaaja, jolla on kortteja kddessaén,
niiden joukossa Musta Maija, on hévinnyt pelin.
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Olisiko ammattini matemaatikko?

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Ian Stewart: Kirjeitd nuorelle matemaatikolle.
Suom. Juha Pietildinen. Terra Cognita 2007, 215 s.
Ovh. 25 e.

KIRJEITA NUORELLE
MATEMAATIKOLLE

IAN STEWART

Suomentanut
JUHA PIETILAINEN

Terra Cognita

Aina silloin télldin kohtaan nuoren henkilén, joka ky-
syy minulta, mitd matemaatikko oikeastaan tekee. El4-
ménurana matemaatikko ndyttad varmaan abstraktim-
malta kuin esimerkiksi opettaja (joita kaikki nakevit),

arkkitehti, insinoori tai juontaja (joka nykyéadn usein
niyttiytyy nuoren toiveammattina). Kysyjélle voin to-
ki jotain vastata, itse koetun tai muilta kuullun perus-
teella. Mielelldni kuitenkin suosittelen ammatinvalinta-
suunnitelmissaan matemaatikkoa yhtena vaihtoehtona
pitaville nyt esilla olevaan kirjaan tutustumista.

Englantilainen Tan Stewart (s. 1945) on matemaatik-
ko, jonka tieteellinen julkaisutoiminta késittelee mm.
Lien algebroja ja katastrofiteoriaa. Hin on kuitenkin
tunnetumpi monista matematiikkaa ja luonnontietei-
té kasittelevistd yleistajuisista kirjoistaan. Professorin
virkatyokin liittyy, harvinaista kylla, tallaiseen kirjoit-
tamiseen. Han on Warwickin yliopiston matematiikan
kansantajuistamislaitoksen (sellainen tosiaan on ole-
massal), Mathematics Awareness Centren johtaja.

Stewart on ottanut tehtdvikseen paivittdd maanmie-
hensd G.H. Hardyn kuuluisan, vuonna 1940 ilmesty-
neen Matemaatikon apologian, jonka suomennos oli
vuonna 1997 toimintansa alkaneen Kimmo Pietiléi-
sen Terra Cognita -kustantamon ensimmaéinen julkaisu.
Hardyn kirja on pitkdén ollut selkeimmin matematii-
kan olemusta yleistajuisesti, tyylikkddsti ja esteettises-
ti korkeatasoisesti esittelevi pikku teos. Stewartin suo-
mentaja Juha Pietildinen kirjoittaa sujuvasti ja korrek-
tisti — vvyn ja langon sekoittuminen on luettava ajan
ilmidksi, sukulaisuussuhteiden merkityshén taitaa yli-
malkaan olla vihenemassa.

Tan Stewart rakentaa kirjansa 21:std kuvitteellisesta
kirjeestd nuorelle ystavélleen Megille, joka kirjan aika-
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na etenee matematiikasta kiinnostuneesta lukiolaises-
ta matematiikan opiskelijaksi, jatko-opiskelijaksi, post-
dociksi ja viimein oikeaksi matemaatikoksi, yliopisto-
virkaan. Meg, arvattavasti Margaret, on sindnsa péivi-
tys: yksi Hardyn lainatuimpia virkkeitd koskee mate-
matiikkaa nuoren miehen alana. Stewart esittelee ma-
tematiikkaa itseddn siten kuin siitd voisi ajatella ole-
van tarpeen kertoa vasta koulumatematiikkaan tutus-
tuneelle ja kertoo siitd, miten hén itse tuli ldhteneek-
si alalle. Yliopisto-opiskelija Meg saa neuvoja mate-
matiikan lukemisesta ja oppimisesta, todistuksen ole-
muksesta, soveltavan ja puhtaan matematiikan erois-
ta seké ajatuksia matematiikan filosofisesta rakentees-
ta. Jo tieteen portteja kolkuttelevalle neuvotaan tut-
kijoiden hierarkiaa ja yhteistyota. Kerrotaanpa amma-
tin mukanaan tuomista pikku ongelmista kuten konfe-
renssimatkoista eksoottisiin maailmankolkkiin omituis-
ten lentoyhtididen kyydissd. Vaikka Stewartin tausta
on anglosaksinen, suurin osa hénen tekstistdédn on pé-
tevdd muissakin kulttuureissa, Suomessakin. Matema-
tiikka on kovin kansainvélinen tiede.

Diplomitehtavien oheislukemistoa

Keneltdpa nuori, jonka mieleen véldhtéisi elaméd ma-
temaatikkona, menisi tietoja kyselemddn? Kun mate-
maatikkoja kuitenkaan ei ole kovin tihedssé, ainakaan
yliopistopaikkakuntien ulkopuolella, ei monenkaan l&-
hipiiriin voi oikeaa matemaatikkoa kuulua. Paras tie-
donantaja voisi olla opettaja. Harva matematiikan-
opettaja tietdd omakohtaisesti kovinkaan paljon oikeas-
ta matematiikasta, matematiikasta sellaisena kuin ma-
temaatikko sen kohtaa. Néin ollen hén ei, vaikka pa-
rastaan yrittdisikin, osaa antaa kovin realistista ku-
vaa matemaatikon eldmaésté ainakaan ohi opintojen pe-
rusvaiheiden. Stewartin kirja olisi mainiota luettavaa
niin matematiikan opettajille kuin opinto-ohjaajillekin.
Eniten sitd suosittelen kuitenkin jokaiselle matematii-
kasta vdhan keskiméardistd enemmaéan kiinnostuneelle
nuorelle. Kirjan luettuaan voi olla hiukan varmempi sii-
téd, saattaisiko tulevaisuus matemaatikkona olla omien
toiveiden téyttymystd vai ei. Varmoja vastauksiahan
néihin eldmén tarkeisiin kysymyksiin ei kukaan pysty
antamaan.

Osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka var-

masti kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoité:

Desimaaliluvut, mité ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Adrettomistd joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Gaussin jalanjéljissa

K. Viisala: Algebra

Yldkoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus
K. Viisild: Geometria

Lukuteorian diplomitehtavét


http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html
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21507

Tuomaksen tehtavia
Tuomas Korppi

Reaalilukujen jérjestelmé tavanomaisine laskutoimi-
tuksineen on kaikille tuttu, mutta voidaanko reaalilu-
vuille méaritelld muita laskutoimituksia niin, ettd tu-
tut laskulait séilyvét, eli hienommin sanottuna saadaan
kunta? Taménkertaisissa tehtavissd pohdimmekin, voi-
daanko kunnan yhteenlaskuksi valita reaalilukujen ker-
tolasku.

Hiukan teoriaa

Jos K on joukko, periaatteessa mitd tahansa funktiota
K x K — K voidaan pitda laskutoimituksena joukossa
K. Meille tutut laskutoimitukset kuitenkin tottelevat
erilaisia laskulakeja, esimerkkiné vaikkapa se, etté re-
aaliluvuille péatee
a+(b+c)=(a+b)+c

Abstraktissa algebrassa tutkitaankin yleensé sellaisia
rakenteita, joiden laskutoimitukset toteuttavat erilai-
sia laskulakeja. Erds téllainen rakenne on kunta, jonka
maédrittelemme seuraavaksi.

Viisikko (K,®,®,0,I) on kunta, jos K on joukko,
P: K xK - K, ®: KxK — K,jO]l e K, se-
ké seuraavat aksioomat patevat.

1. (a@b)®c=aa® (b®c) kaikilla a,b,c € K.
2. O®a=akaikillaa € K.

3. Kaikilla a € K on olemassa b € K, jolle a® b = Q.

a®b=">® a kaikilla a,b € K.
(a®b)®
I®a = a kaikilla a € K.

c=a® (b c) kaikilla a,b,c € K.

N ov e

Kaikilla a € K, a # O, on olemassa b € K, jolle
a®b=1I.

8. a®b=>b®a kaikilla a,b € K.

9. a®(b®c)=(a®b)® (a®

10. 0 £ 1

¢) kaikilla a,b,c € K.

Kunnassa on siis méaaritelty yhteen- ja kertolaskut se-
k& ykkos- ja nolla-alkiot, jotka tottelevat tavanomaisia
laskulakeja. Aksiooman 3 nojalla kaikilla alkioilla on
myo0s vasta-alkio seké aksiooman 7 nojalla kaikilla nol-
lasta eroavilla alkioilla on kédénteisalkio.

Tuttuja kuntia ovat rationaalilukujen kunta, reaalilu-
kujen kunta ja kompleksilukujen kunta, tavallisilla las-
kutoimituksillaan ja nolla- ja ykkosalkioilla varustet-
tuna. Kunta on kuitenkin méaritelty abstraktisti niin,
ettd mikd tahansa joukko, joka on varustettu aksioo-
mat toteuttavilla laskutoimituksilla ja nolla- ja ykkos-
alkioilla on kunta. On esimerkiksi olemassa kahden al-
kion kunta, jonka ainoat alkiot ovat O ja I ja jossa
06l=160=Il=1ja060=I10l=00 =
O0I=Ic0=0.

Liitteessd annetaan liséda esimerkkejd kunnista. Voit lu-
kaista liitteen téssa vélissd, tai siirtyd suoraan tehtéa-
viin.
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Tehtavat

Tehtéviin 2-5 vaaditaan paitsi vastaus, myos sen to-
distus. Tehtévit on pisteytetty, joten voit kokeilla, mo-
nenko pisteen edestd saat tehtdvid ratkaistua. Joihin-
kin tehtdviin on myo6s vihjeitd, jotka helpottavat teh-
tavédd, mutta vahentavit pistesaalista. Jos luet viiden
pisteen vihjeen, saat tehtdvéstd vain viisi pistetta. Jos
luet kolmen pisteen vihjeen, saat tehtédvéstd vain kol-
me pistettd, ja jos luet yhden pisteen vihjeen, saat vain
yvhden pisteen.

Kunnassa voidaan laskea aika pitkélle samalla tavoin
kuin reaaliluvuillakin. Seuraavassa tehtdvéssd johdam-
me hiukan liséda laskulakeja.

Tehtava 1. (1 piste)

Olkoon (K,®,®,0,1) kunta. Todista seuraavat vdit-
teet:

1. Jos a,b,c € K, pitee (a®b)®@c=(a®c)® (bRc).
Jos a,be K, jaa®b=0, niin myis b a = 0.
Jos a,be K, jaa®b=1, niin myés b® a = 1.

Josae K,ad O =a.

Josae K, a®1=a.

Lopuissa tehtédvissd pohdimme, onko olemassa kunta-
rakenteita, joissa reaalilukujen kertolasku on kunnan
yhteenlasku.

Jos et saa seuraavaa tehtavaa tehtya, on alla yhden pis-
teen vihje.

Tehtiva 2. (3 pistetta)

Olkoon ®: RxR =R, a® b=ab ja O =1. Onko ole-
massa paria (®,1) siten, ettd (R, ®,®,0,1) on kunta?

Jos et saa seuraavaa tehtdvad tehtyé, on alla viiden pis-
teen vihje, kolmen pisteen vihje ja yhden pisteen vihje.

Tehtava 3. (7 pistetta)

Olkoon @: R\ {0} x R\ {0} — R\ {0},a®db = ab
ja @ = 1. Onko olemassa paria (®,1) siten, ettd
(R\ {0}, ®,®,0,I) on kunta?

Jos et saa seuraavaa tehtavaa tehtya, on alla yhden pis-
teen vihje.

Tehtava 4. (3 pistettd)

Olkoon Ry = {z € R| z > 0}. Olkoon @: Ry x Ry —
Ri,adb=abjo O =1. Olkoon lisiksi @: Ry xRy —
Ry,a ®b = a’. Onko olemassa alkiota 1 siten, etti
Ry, ®,®,0,1) on kunta?

Jos et saa seuraavaa tehtdvda ratkaistua, on alla vii-
den pisteen vihje, kolmen pisteen vihje ja yhden pis-
teen vihje.

Tehtava 5. (7 pistetta)

Olkoon Ry = {z € R |z > 0}. Olkoon ®: Ry x Ry —
Ry,a®b=abja O = 1. Onko olemassa paria (®,1)
siten, ettd (R4, ®,®,0,1) on kunta?

Viiden pisteen vihjeet

(3) Ei ole.

(5) Kylld on.

Kolmen pisteen vihjeet

(3) Todista ensin seuraavat kaksi lemmaa.

Lemma 1. Olkoon (K,®,®,0,1) kunta. Talloin O ®
r = O kaikilla kunnan alkioilla x € K.

Lemma 2. Olkoon (K,®,®,0,1) kunta, jossa T®1 #
Q. Olkoon x € K. Tdllgin on olemassa y € K, jolle
yby==wx.

(5) Tutki funktiota f: R — Ry, f(z) = e”. Se on bijek-
tio, ja pitee f(z +y) = f(z) @ f(y) kaikilla z,y € R,
sekia f(0) = 0.

Yhden pisteen vihjeet

(2) Ei ole.

(3) Kolmen pisteen vihjeen Lemman 1 todistuksessa on
hyodyllistd pohtia alkiota (0 & Q) ® .

Todista, ettd kolmen pisteen vihjeen Lemmassa 2 voi-
daan valita y seuraavasti: Olkoon b sellainen, ettd
IeD)@b=1 Nyty=ax®Hb.

Jotta padset kdyttdméadn Lemmaa 2 tehtdvan ratkai-
sussa, tee vastaoletus ja tutki tuloa (I ® I) ® a, missi
a> 1.

(4) Ei ole.
(5) Olkoon f kuten kolmen pisteen vihjeessi. Yritd

médritelld ® niin, ettd pétee f(xy) = f(z) ® f(y) kai-
killa z,y € R.
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Ratkaisut

(1) Naytamme kohdan 1. Muut ovat samankaltaisia,
mutta helpompia. (a®b)@c=c®@(a®b) = (cRa)®
(c@b)=(a®c)® (b c).

(2) Ei ole. Tehdéén vastaoletus: Pari (®, ) on olemassa.
Aksiooman 3 nojalla on olemassa b € R, jolle 0pb = O.
Mutta nyt 0b = 1, miké ei padde millaén b € R. Risti-
riita.

(3) Todistetaan ensin kolmen pisteen vihjeessé annetut
lemmat:

Lemma 1: Oz =(000)@zx=(0cz2)® (0® x).

On olemassa b siten, ettd (0 @ z) @ b = O. Siis
O=0O@z)eb=(0Ozr)O0Ox2x)e&b =
O®z)e(Ox)ab) =03 .

Lemma 2: Olkoon b sellainen, ettd (I® 1) ® b = 1. Nyt
(z@b) @ (20b) =2 (bdb) =20 (I0b)® (Ieb)) =
z@(Iel)®b) =zl =u=.

Nyt ratkaistaan itse tehtéva, eli osoitetaan, ettd vaa-
dittua paria ei ole olemassa.

Tehd&én vastaoletus: Pari (®,I) on olemassa.

Olkoon a > 1. Nyt I@el)®a=(I®a)® (I®a) =
a®a =a?+# 1= 0. Siis Lemman 1 nojalla (I&1) # O.

Olkoon z < 0. Lemman 2 nojalla on olemassa y €
R\ {0}, jolle y ®y = x, eli yy = x. TAmé& on kuiten-
kin ristiriita sen kanssa, ettd negatiivisilla luvuilla ei
ole neliGjuurta.

(4) a®b = b®a ei pide. Esimerkiksi 2% # 3%, Myoskiin
a®(b®c)= (a®b)® c ei pade. Esimerkiksi 22° = 256,
mutta (22)3 = 64.

(5) Osoitetaan, ettd vaadittu pari on olemassa. Tutki-
taan funktiota f: R — R, f(x) = €*. Se on bijektio,
ja lisdksi pétee f(xz +y) = e%e¥ = f(x) @ f(y) sekd
1(0) = 0.

Miéritelliin z @ y = f(f~1(x)f 1 (y))
sekd I = e.

_ e(ln r)(lny)’

Nyt patee f(1) = L Olkoot z,y € R annettuja,
ja merkitddn a« = f(z),b = f(y). Nyt a ® b =
FFHa) f7H0)), eli f2) @ fy) = f(zy).

Nyt kaikki aksioomat voidaan todistaa helposti, kaik-
ki samaa strategiaa kiyttien. Todistamme esimerkkiné
aksioomat 9 ja 7.

Ensin 9:

Olkoon a,b,c € Ry. Olkoot z,y,z € R sellaiset, ettd
f@)=a, f(y)=bja f(z) =c

Sitten 7:

Olkoon a € Ry, a # O, annettu. Olkoon = € R sel-
lainen, ettd f(x) = a. Koska f(0) = O ja f on bijek-
tio,  # 0. Nyt on olemassa y € R, jolle zy = 1. Siis
I[=7fQ) = flzy) = f(x) © fly) = a® f(y). Siis on
olemassa b = f(y), jolle a® b =1.

Liite
Esimerkki 1

Tama esimerkki vaatii hiukan esitietoja lukuteoriasta.

Olkoon p alkuluku. Jos a € Z, méiritetdan a:mn ekvi-
valenssiluokka [a] = {b € Z | a = b mod p}. Olkoon
a,b € Z. Havaitaan, ettd [a] = [b] jos ja vain jos a = b
mod p.

Merkitddn Z, = {[a] | a € Z}. Havaitaan, ettd Z, =
{[0],1],...,[p — 1]}, eli Z,:ss& on p alkiota.

Jos a,b,c,d € Z, a =b mod p ja ¢ =d mod p, pitee
my6s a +c¢=b+d mod p ja ac = bd mod p. Siis, jos
[a] = [b] ja [c] = [d], patee myés [a + ¢] = [b+ d] ja
[ac] = [bd]. Niin ollen voidaan méaritelld ekvivalenssi-
luokkien joukossa laskutoimitukset @©: Z, x Z, — Z,,
[z] @ [yl = [z +y] ja @: Zp X Ly = Ly, [x] ® [y] = [zy].
Merkitddn O = [0] ja I = [1].

Niahdééan helposti, ettd (Z, 4+, x,0,1) toteuttaa kaikki
muut kunta-aksioomat, paitsi aksiooma 7 ei toteudu.

Nyt voidaan todistaa helposti, ettd (Z,, ®, ®,0,1) to-
teuttaa kaikki kunta-aksioomat paitsi aksiooma 7, jo-
hon palaamme hetken padstd. Kaikki muut aksioo-
mat todistetaan samalla strategialla. Naytamme esi-
merkkind aksiooman 9. Olkoot [a],[b],[c] € Z,. Nyt
[a] @ ([l @ [c]) = [a] @ ([b+]) = [a(b+c)] = [ab+ac] =
[ab] @ [ac] = ([a] ® [b]) ® ([a] & [c]). Toisena esimerk-
kind ndytdmme aksiooman 3. Olkoon [a] € Z,. Nyt
a+ (—a) =0, joten [a] & [—a] = [a + (—a)] = [0] = O.

Olkoon [a] € Z,, [a] # O. Nyt a ei ole jaollinen p:ll4, jo-
ten Fermat'n pienen lauseen nojalla a?~' =1 mod p.
Siis [a] ® [aP72] = [aP~1] = [1] = L. Siis [a]:]la on kiin-
teisalkio [aP~2], ja aksiooma 7 toteutuu.

Siis (Zyp, @, ®,0,I) on kunta.

Esimerkki 2

Haluamme maééritelld rationaalifunktioiden joukon.
Némaé ovat funktioita, jotka saadaan kahden polyno-
min osaméadrand. Koska nimittdjapolynomilla voi olla
nollakohtia, emme voi méaéaritelld rationaalifunktioita
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koko R:ssa. Néin ollen annamme seuraavan madaritel-
man.

Olkoon

K' ={f:R\A—R|ACR on iirellinen ja on
olemassa reaalikertoimiset polynomit P, @,
joille f(z) = P(z)/Q(z) aina, kun f(z) on

méaaritelty. }

Miaritellidan joukossa K’ yhteen- ja kertolaskut
O: K'xK' - K, ®: K' x K' - K’ seuraavasti: Ol-
koot f,g € K'. Asetetaan (f & g)(z) = f(x) + g(x)
aina, kun sekd f(x) ettd g(z) ovat méidriteltyja, ja
(f®g)(x) = f(z)g(x) aina, kun seké f(z) ettd g(x) ovat
méaariteltyja. Maaritelladn Q' vakiofunktioksi O/ (z) =
0 kaikilla « € R ja I’ vakiofunktioksi I'(z) = 1 kaikilla
rz eR.

Havaitaan helposti, ettd (K',®,®,0’,T') toteuttaa
kaikki muut kunta-aksioomat, paitsi ei aksioomia 3 ja
7. Kaikki muut aksioomat nédytetddn samalla tavalla.
Néytamme esimerkkind aksiooman 9.

Olkoot f,g,h € K’. Aina, kun f, g, h ovat méaéaritel-
tyjé pisteessd xz, pitee (f ®@ (¢ ® h))(z) = f(x)(g &
h)(x) = f(z)(g(x) + h(z)) = f(z)g(x) + f(x)h(x) =
(F@g) @)+ (f & h)(@) = ((f ©9) & (f @ h))(z). Koska
funktiot f®(g@®h) ja (f®g)®(f®h) on midritelty sa-
moissa pisteissa (ts. aina kun kaikki funktioista f, g, h
ovat madriteltyji), ja ne ovat samoja kaikissa pisteissi,
joissa ne on méidritelty, f® (¢ ®h) = (f®g)® (fR@h).

Rationaalifunktioilla
r+1
(z+1)(xz—-1)

ja

Solmun matematiikkadiplomit

on ainoastaan se ero, ettd ensimmaéinen ei ole méaéaritel-
ty pisteessd —1. Haluamme kuitenkin ajatella, ettd né-
mé ovat sama funktio. Kun téllainen tilanne kohdataan
matematiikassa, yleensd muodostetaan ekvivalenssiluo-
kaksi kutsuttu joukko, johon laitetaan kaikki ne oliot,
joita halutaan kohdella samoina. Tamén jilkeen jat-
kossa pelataan ekvivalenssiluokkien joukolla. Nain ol-
len annamme seuraavat méaritelmét:

Olkoon f € K'. Maaritellaan [f] = {g € K’ | g(x) =
f(z) kaikilla x € R\ A, A C R on &d4rellinen}. Olkoon
K={lf]lfeK'}.

Havaitaan, ettd jos [f] = [f'] ja [¢] = [¢], niin myds
[fog=[f®d]jalf®g]=][f ®g']. Ndin ollen voi-
daan K:ssa méaritelld laskutoimitukset &: K x K — K
ja@: KxK — K, [fl®lg] = [fog]ja [f]®[g] = [fog].
Madritelldan O = [0'] ja I = [I'].

Siitd, ettd (K',®,®,0',T') toteuttaa kaikki kunta-
aksioomat paitsi 3 ja 7, seuraa helposti, ettd myos
(K,®,®,0,I) toteuttaa ndmé aksioomat. Ndytdmme
esimerkkind aksiooman 9. Olkoon [f], [¢], [h] € K. Nyt
flo(gle ) =[fle(geh]) =[fegeh)] =I[f®
g)e(feh)]=[fegelfeh] = (fleld) e (fle[h).

(K,®,®,0,I) toteuttaa myos aksioomat 3 ja 7. Nay-
tamme aksiooman 7. Aksiooma 3 on samankaltainen
mutta helpompi.

Olkoon [f] € K, [f] # O. Siis lukuunottamatta &é-
rellistd pistejoukkoa f(z) = P(x)/Q(z), missa P ja Q
ovat polynomeja, ja P, () eivit ole identtisesti nolla. Siis
P:114 on vain adérellinen mééra nollakohtia. Nyt voidaan
muodostaa g, g(x) = Q(x)/P(x), joka on méiritelty ai-
na, kun P(x) on erisuuri kuin nolla, eli kaikkialla 44~
rellistd médraa pisteitd lukuunottamatta. Siis g € K’
ja[g] € K. Nyt f(x)g(z) =1 aina, kun f(z), g(x) ovat
madriteltyja. Siis [f] @ [g] = [f ® ¢g] = L. Siis aksiooma
7 toteutuu.

Peruskoululaisille tarkoitetut Solmun matematiikkadiplomit I-VI tehtdvineen ovat tulostettavissa osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Vastauksia voi pyytdd koulun sdhkoépostiin.


http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

	Sisällys
	Uuden päätoimittajan mietteitä
	Baltian Tie 2011 -joukkuematematiikkakilpailu Greifswaldissa Saksassa
	Lukion trigonometriaa
	Lukion matematiikkakilpailun avoimen sarjan alkukierroksen tiimoilta
	Solmun Matematiikkadiplomit
	Matematiikka kiehtoo taas
	Wolfram|Alphasta, parametriesityksistä ja hiukan muustakin
	Pelitehtäviä
	Olisiko ammattini matemaatikko?
	Tuomaksen tehtäviä

