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Pelitehtavia

Tuomas Korppi

Téamaéankertaisissa tehtavissa analysoimme yksinkertai-
sia peleja. Tehtavit 1-6 ovat helppoja, ja soveltuvat ar-
vioni mukaan yldasteelle!. Teht#viit 7-11 ovat vaikeam-
pia, ja niissd vaaditaan matematiikan harrastuneisuut-
ta.

Voittostrategia tarkoittaa menetelmaé, jota kiyttamaél-
1& pelin voittaa varmasti. Optimistrategia tarkoittaa
strategiaa, jolla voittaa mahdollisimman paljon, tai hé-
vidd mahdollisimman véhén, jos voittaminen on mah-
dotonta.

Helpot tehtavat

Tehtdava 1 Kivikasassa on n kived. 2 pelaajaa pelaa
seuraavasti: Kumpikin ottaa kasasta vuorollaan 1 tai
2 kived. Ndin jatketaan, kunnes kaikki kivet on otettu.
Se pelaaja voittaa, joka ottaa kasan viimeisen kiven.
Kummalla pelaajalla on voittostrategia?

Tehtava 2 Poyddllc on 2n tikkua, joiden pituudet
ovat 1, 2, ..., 2n. Kaksi pelaajaa pelaa pelid, jossa kum-
pikin ottaa vuorollaan poyddltd tikun. Kun kaikki ti-
kut on otettu, se pelaaja voittaa, jonka ottamien tikku-
jen yhteispituus on suurempi. Optimistrategia on selvd,
mutta kuinka monta yksikkod pelin voittaja jid voitolle,

kun kumpikin pelaaja pelaa optimistrategialla? (Tehtd-
vddn on olemassa helppo ratkaisu, jossa et tarvitse tun-
tea mitiadn summakaavoja.)

Tehtava 3 Sama kuin edelld, mutta aloittaja ottaa en-
stmmdiselld vuorollaan yhden tikun, ja tdmdn jdilkeen
kumpikin ottaa aina vuorollaan kaksi tikkua (kunnes
pelin viimeiselld vuorolla otetaan taas yksi jdiljelldoleva
tikku). (Tehtdvddn on olemassa helppo ratkaisu, jossa
ei tarvitse tuntea mitian summakaavoja.)

Tehtidva 4 FErdadssd raha-automaattipokeripelissd  pe-
laaja voi yrittdd tietyissd tilanteissa tuplata. Tuplauk-
sessa pelaaja asettaa panokseksi summan s, ja auto-
maattt arpoo kortin tavallisesta 52 kortin pakasta. Pe-
laajan tulee arvata, onko kortti pieni (kuutonen tai al-
le) vai iso (kasi tai yli). Assi lasketaan vain pieneksi
kortiksi.

Jos pelaaja arvasi oikein, hin saa takaisin alkuperdisen
panoksensa s sekd voittoa s:n verran, ja jos pelaaja ar-
vasi vadarin, hdn menettid panoksensa. Jos automaatin
arpoma kortti on seiska, pelaaja menettid panoksensa.

Laske pelaajan wvoiton odotusarvo tuplauksessa, kun
tappio lasketaan negatiiviseksi voitoksi. (Jos et tiedd,
mitd odotusarvo tarkoittaa, katso Liite 1.) Jdiko pe-
laaja pitkdlla aikavdlillid voitolle vai tappiolle tuplauk-
sessa?

1 Joukossa on pari rahapelitehtivis, mutta opettajille huomauttaisin, ettd uskon rahapelien matematiikan ymmértimisen olevan
paras suoja rahapelien haittoja vastaan. Henkils, joka ymmértdd, miksi tietyissd peleissi ei voi jaada voitolle, ei myoskdan syydé

niihin rahojaan.
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Tehtavad 5 Musta Maija -korttipelin sddnndt loytyvdt
Liitteestd 2. Osoita, ettd kahden pelaajan Musta Mai-
ja -peli pddttyy vdistamdttda lopulta, pelasivatpa pelaajat
kuinka fiksusti tai typerdsti tahansa.

Mitd voit sanoa kolmen pelaajan Mustasta Maijasta?

Tehtadva 6 A ja B pelaavat seuraavaa pelid, johon
kumpikin on asettanut samansuuruisen panoksen. FEn-
sin A heittdd noppaa. Sen jalkeen A saa halutessaan
ehdottaa panosten tuplausta. Jos A ehdottaa tuplausta,
B woi joko hyviksyd tuplauksen, jolloin A ja B aset-
tavat kumpikin alkuperdisten panostensa verran lisdd
panosta peliin, tai luovuttaa, jolloin B hdvidd alkupe-
rdaisen panoksen ja peli padattyy. Peli jatkuu B:n nopan-
heitolla. Suurempi tulos voittaa, paitsi ettd B wvoittaa
tasatilanteessa.

Milld ensimmdisen nopan silmdluvuilla A:n kannattaa
ehdottaa tuplausta? Millid ensimmdisen nopan silmdlu-
vuilla B:n kannattaa hyviksyd tuplaus? (Pelaajan kan-
nattaa pelata niin, ettd hdn maksimoi voittosumman
odotusarvoa, kun tappio mielletidn negatiiviseksi voi-
toksi. Jos et tiedd, miti odotusarvo tarkoittaa, katso
Liite 1.)

Kumpi pelaaga jad pitkdalld aikavdlilla voitolle, kun pelid
toistetaan useita kertoja ja pelaajat pelaavat niin kuin
heiddn kannattaa pelata?

Haastavammat tehtavat

Tehtava 7 Musta Maija -korttipelin sddinndt loytyvdt
Liitteestd 2. Oletetaan, ettd Musta Maija -pelissd on n
pelaajaa, 2 < n < 10. Milld n:n arvoilla joku pelaajista
pddsee vaistamdttda lopulta eroon korteistaan, pelasivat-
pa pelaajat kuinka fiksusti tai typerdsti tahansa?

Tehtava 8 Kaksi pelaajaa pelaa hutunkeittoa seuraa-
vasti: Ensimmdisend pelaava heittdd pesdpallomailan
ilmaan, ja toisena pelaava nappaa siitd kiinni satunnai-
sesta kohdasta. Tdmdn jdlkeen ensimmdisend pelaava
ottaa mailasta kiinni niin, ettd hdanen kditensd kosket-
taa toisena pelaavan kdttd ja on kahvan puolella mailaa
verrattuna toisena pelaavan kdteen. Tdmdn jilkeen toi-
sena pelaava irroittaa otteensa mailasta ja ottaa mai-
lasta kitnni niin, ettd hdanen kdtensd koskettaa ensim-
mdisend pelaavan kdttd ja on kahvan puolella mailaa
verrattuna ensimmdisend pelaavan kdteen. Ndin jatke-
taan, kunnes jompi kumpi pitid kitnni mailan kahvan-
puoleisesta padsti (osa kddestd saa jaddd tyhjin pddlle.
Oletetaan myds, ettd mikd tahansa nollasta eroava pi-
tuus mailaa mahdollistaa otteen saamisen.) Tamd pe-
laaja voittaa pelin.

Oletetaan, ettd kun maila otetaan heitosta kiinni, kd-
den ja mailan kahvanpuoleisen pddan vdliin jid k:n ver-
ran tilaa. Kun pelaajat timdn jilkeen ottavat mailas-
ta kiinni, he voivat valita otteensa viemdn tilan valiltd

[n,m]. Kummalla pelaajalla on voittostrategia hutun-
keitossa, kun k, n ja m ovat annettuja?

Tehtava 9 Osoita, ettd jatkanshakissa (siis siindg, jota
pelataan rajoittamattomalla pelialueella, ja jossa pitdd
saada viisi riviin) toisena pelaavalla ei ole voittostrate-
giaa.

Tehtava 10 Kaksi pelaajaa pelaa ddrettomdlla ruutu-
paperilla seuraavaa pelii: Toinen pelaa rasteilla, toinen
nollilla. Kumpikin merkkaa vuorollaan oman merkkin-
sd johonkin vapaaseen ruutuun. Se pelaaja voittaa, jo-
ka saa merkittyd 2 x 2 -blokin itselleen. Tdlloin peli
myds padttyy. Osoita, ettd kummallakaan pelaajalla ei
ole voittostrategiaa.

Tehtava 11 Tdta pelid pelataan ddrettomdlld ruutupa-
perilla, ja kutsumme ruutujen reunaviivojen leikkaus-
pisteitd paikoiksi.

Yksi pelaaja pelaa seuraavasti: Alussa ddrettémalld
ruutupaperilla on merkitty ddrellinen mddrd paikkoja.
Vuorollaan pelaaja aina merkitsee yhden merkitsemdt-
tomdn paikan ja vetdd viivan viiden perdkkdisen merki-
tyn paikan kautta vackasuoraan, pystysuoraan tai dia-
gonaalisesti. (Kaksi merkittyd paikkaa ovat siis vitvan
alku- ja loppupiste, ja kolme viivan sisapisteitd.) Kaksi
vedettyd vitvaa saa leikata korkeintaan yhdessd pistees-
sd, eli ne ewdit saa "kulkea pddllekkdin”. Osoita, ettd
pelid ei voi jatkaa ddrettomiin.

Ratkaisut

(1) Oletetaan, ettéd kasassa on kolmella jaollinen méaa-
réd kivid. Tallin toisena pelaava pystyy varmistamaan
aina omalla siirrollaan, ettd kasaan ja& hédnen siirtonsa
jalkeen kolmella jaollinen méara kivid. Lopulta kasassa
on kolme kived, ja ensimméisend pelaava ottaa niista 1
tai 2, ja toisena pelaava voi ottaa loput ja voittaa.

Jos kasan kivien méiré ei ole kolmella jaollinen, voi
ensimméisend pelaava jattda kasaan ensimméisen siir-
tonsa jilkeen kolmella jaollisen méaran kivid ja voit-
taa pelaamalla samoin kuin toisena pelaava edellisessa
kappaleessa.

(2) Optimistrategialla kumpikin ottaa vuorollaan ka-
sassa jaljella olevista pisimmén tikun. Ajatellaan tikut
pareiksi niin, ettd 2n ja 2n—1 mittaiset ovat pari, 2n—2
ja 2n — 3 mittaiset ovat pari ja niin edelleen. Kustakin
parista pelin aloittaja ottaa pidemmén ja toisena pe-
laava lyhyemman. Jokaisessa parissa ensimméisené pe-
laava jad yhden yksikon voitolle, joten hin j&a koko
pelissa n yksikkod voitolle.

(3) Ajatellaan tikut pareiksi samoin kuin edellisesséi
tehtavissa. Nyt pelaajat jaavit pareissa vuorotellen yh-
den yksikon voitolle. Jos n on parillinen, pareja on pa-
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rillinen maara, ja kumpikin jad yhtd monta kertaa voi-
tolle. Siis tasapeli. Jos n on pariton, ja& pelin aloittaja
yvhden kerran enemmén voitolle, joten hén voittaa yh-
den yksikon.

(4) Kaytetddn samaa notaatiota kuin liitteessa.

Merkitaan t; ="Pelaaja arvasi oikein”, to ="Pelaaja ar-
vasi vaarin” ja t3 ="Kortti on seiska”. Nyt p; = 6/13
(huomaa, etté veikkasipa pelaaja pientéd tai isoa, hé-
nelld on kuusi mahdollisuutta kolmestatoista osua oi-
keaan), po = 6/13 ja p3 = 1/13. Nyt ¢; = s (se, kuinka
paljon pelaaja saa voittoa), to = —s ja t3 = —s. Siis
odotusarvo on 6/13 X s+ 6/13 x (—s) +1/13 x (—s) =
—s/13. Siis odotusarvo on negatiivinen, ja pelaaja jaa
pitkalla aikavélilla tappiolle.

(5) Huom! Seuraavassa 52 (korttipakan korttien luku-
médrd) on yldraja, eli se on luku, joka on varmasti riit-
tavin suuri. On mahdollista, ettd se on liiankin suuri,
mutta tdma ei vihenné ratkaisun oikeellisuutta.

Kahden hengen peli:

Aina kun pelissé lyontivuoro vaihtuu pelaajalta toisel-
le, kortteja poistuu pelista. Jos siis lydntivuoro vaihtuu
vahintdén 52 kertaa, on jompi kumpi pelaajista padssyt
kaikista korteistaan eroon ja voittanut pelin.

Aina kun saman pelaajan lyontivuoro siilyy, hdn me-
nettad kisikorttejaan ja nostaa uusia kortteja pakasta
tai padsee eroon kisikorteistaan. Nain pelaaja padsee
eroon korteistaan, jos hin pédsee lyomadn vihintaan
52 kertaa perakkiin.

Siis kahden hengen pelissd lyontivuoro voi vaihtua pe-
laajalta toiselle korkeintaan 52 kertaa, ja kahden perak-
kéisen vaihtumisen vilissa voi olla korkeintaan 52 lyon-
tivuoroa. Niinpa kahden hengen peli kestda korkeintaan
52 x 52 lydntivuoroa.

Kolmen hengen Musta Maija puolestaan jaa jumiin
mm. silloin, jos pelaajat aina lyovit yhden kortin ja
aina nostavat kdteen heille lyddyn kortin.

Jos pelaajia on enemmén kuin kolme, peli muuttuu kol-
men hengen peliksi siind vaiheessa kun sopiva maara
pelaajia on padssyt eroon korteistaan (ellei peli ole jaa-
nyt jumiin sitd ennen). T#lloin saatetaan kohdata sama
ongelma kuin kolmen hengen Mustassa Maijassa.

(6) Oletetaan, ettd A:n voittotodennikoisyys ensim-
méisen nopanheiton jédlkeen on p, kun B:n mahdolli-
nen luovutus jatetddn huomiotta. A:n voittosumman
odotusarvo tuplaamattomassa pelissi on p — (1 —p) =
2p — 1, tuplatussa pelissé 2(2p — 1) = 4p — 2 ja 1, jos
B luovuttaa. 1 > 2p — 1 aina, ja 4p — 2 > 2p — 1 jos
ja vain jos p > 1/2 (yhtdsuuruus toteutuu jos ja vain
jos p =1/2.) A:n kannattaa siis ehdottaa tuplausta, jos
p > 1/2, olla ehdottamatta, jos p < 1/2 ja pa&tds on
vhdentekevi, jos p = 1/2.

Oletetaan, ettd B:n voittotodennékoisyys ensimméi-
sen nopanheiton jialkeen on ¢, kun B:n mahdollinen
luovutus jatetddn huomiotta. B:n kannattaa hyviksyé
tuplaus, jos ja vain jos 2(¢ — (1 — ¢)) > —1, eli jos
q > 1/4 (yhtdsuuruuden vallitessa paatos on yhdente-
kevd).

l.nopan p=1-—g¢q kannattaa kannattaa
tulos ehdottaa hyviksya
1 0 ei kylla
2 1/6 ei kylla
3 1/3 ei kylla
4 1/2 yhdentekevé kylla
5 2/3 kylla kylla
6 5/6 kylla ei

Alla kdytdn samaa notaatiota kuin liitteessé. Vii-
meiseen kysymykseen vastaamiseksi muodostetaan ta-
paukset t;="Ensimmaéisen nopan tulos on yksi ja A
voittaa”, to="Ensimmaéisen nopan tulos on yksi ja B
voittaa”, t3="Ensimméisen nopan tulos on kaksi ja A
voittaa”, t4="Ensimmaéisen nopan tulos on kaksi ja B
voittaa” jne. Maaritetdan tapahtumien todennakoisyy-
det ja tapahtumien rahalliset arvot (pelaajan A kan-
nalta) ja asetetaan ne pelaajan A voittosumman odo-
tusarvon (kun tappio mielletdén negatiivisena voitto-
na) kaavaan. Havaitaan, ettd termit piv; + pova ja
p11v11 + p12v12 kumoavat toisensa, samoin kuin termit
P3U3 + Pavs ja povg + provie. Koska prur + pgvg = 0,
odotusarvo on psvs + peve = (2 —4)/36 = —1/18. Siis
B jaa pitkalla aikavalilla voitolle.

(7) Ratkaisu: Joku pelaajista paisee viistamatta lopul-
ta eroon korteistaan jos ja vain jos n on parillinen.

n parillinen: Jaetaan pelaajat porukoihin A ja B niin,
ettd jokainen istuu kahden vierasta porukkaa edusta-
van valissa.

Aina kun pelissé lyontivuoro vaihtuu porukalta toisel-
le, kortteja poistuu pelista. Jos siis lyontivuoro vaihtuu
porukalta toiselle vahintadn 52 kertaa, on joku pelaa-
jista padssyt kaikista korteistaan eroon.

Aina kun lyontivuoro siilyy samalla porukalla, joku
porukan pelaajista menettdéd késikorttejaan ja nostaa
uusia kortteja pakasta tai padsee eroon késikorteistaan.
Néin joku porukan pelaajista péésee eroon korteistaan,
jos sama porukka pédsee lydoméaédn vahintdan 52 kertaa
peréakkain.

Siis lyontivuoro voi vaihtua porukalta toiselle korkein-
taan 52 kertaa, ja kahden perdkkiisen vaihtumisen va-
lissd voi olla korkeintaan 52 lyontivuoroa, ennenkuin
joku on pédssyt eroon korteistaan. Niinpé kestédé kor-
keintaan 52 x 52 lyontivuoroa, ennenkuin joku on paés-
syt eroon korteistaan.

n pariton: Oletetaan, ettd jokainen lyd aina yhden kor-
tin ja nostaa héanelle lyodyn kortin kiateen. Jokainen pe-
laaja on joka toisella kierroksella ly6jan roolissa ja joka
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toisella kierroksella nostajan roolissa. Niinpa pelaaja
ei padse korteistaan eroon, vaan hénen késikorttiensa
madrd alkaa vaihdella kuuden ja viiden valilla.

(8) Kutsutaan perusstrategiaksi strategiaa, jossa otteen
koko on vidhintddn mailan loppuosa, jos mailaa on jal-
jella korkeintaan m:n verran, ja muutoin otteen koko
on n +m — x, missi x on vastustajan edellisen otteen
koko.

Olkoon y reaaliluku. Merkitéén f(y):114 pienintd po-
sitiivista reaalilukua, jolle on olemassa kokonaisluku ¢
siten, ettd f(y) =y + {(n+ m).

Jos f(k) > m, toisena pelaava pystyy voittamaan pe-
russtrategialla.

Jos n < f(k) < m, ensimmaéisend pelaava voi jat-
tAd ensimmaiselld otteellaan mailaan pituuden k', jolle
f(k") = n+m ja tdmén jilkeen voittaa perusstrategial-
la.

Jos f(k) < n, ensimméiseni pelaava ottaa ensimmaéi-
sen otteensa n:n kokoisena. Téamén jalkeen pituutta jaa
mailaan k' yksikkod, jolle f(k’) > m. Nyt ensimméise-
né pelaava voittaa perusstrategialla.

Tehtaviassi teimme idealisoivan oletuksen, ettd miké ta-
hansa pituus mailaa viimeisessd otteessa riittda voit-
toon. Kéytédnnon pelitilanteet ovat sellaisia, ettd tuon
pituuden on oltava vihintdéan pieni vakio a. Kiinnostu-
nut lukija voi miettid, kuinka tehtévan ratkaisu muut-
tuu talla vaatimuksella.

(9) Lyhyt todistus: Aloitussiirrosta ei missdén tilan-
teessa ole haittaa ensimméisend pelaavalle.

Pitkd todistus: Oletetaan, ettd toisena pelaavalla on
voittostrategia S. Nyt ensimméinen pelaaja voi pela-
ta ensimmaéisen siirtonsa mielivaltaisesti, ja sen jélkeen
S:n mukaan kuvitellen, ettd ensimmaista siirtoa ei ole
tehty. Jos jossain vaiheessa S:n mukaan ensimméisen
pelaajan pitaé tehda se siirto, jota hén ei kuvittele teh-
neensé, hian lakkaa kuvittelemasta, ettd kyseista siirtoa
ei ole tehty, tekee mielivaltaisen siirron ja alkaa jatkos-
sa kuvitella, ettd hén ei ole tehnyt tuota mielivaltaista
siirtoa. Koska S on voittostrategia ja siita siirrosta, jo-
ta ensimmainen pelaaja ei kuvittele tehneensé, ei ole
ensimméiselle pelaajalle haittaa, ensimméinen pelaaja
voittaa valttaméttéa. Ristiriita.

(10) Ajatellaan ruutupaperi “tiiliseinikuvioksi”, joka
koostuu 2 x 1 -“tiilistd”. Huomataan, ettd jokaisen
2 x 2 -blokin pitda sisaltad yksi edellisessa virkkeessé
kuvitelluista "tiilistd”. Nyt kumpikin pelaaja pystyy es-
tdméén toista pelaajaa voittamasta pelaamalla aina
samaan “tiileen” kuin vastustajan edellinen siirto (tai
pelaamalla mielivaltaisesti, jos samassa "tiilessd” on jo
oma merkki.)

(11) Ajatellaan, ettd jokaisella merkitylld paikalla on
kahdeksan ilmansuuntaa. Jokainen vedetty viiva kulkee

kahdeksan merkitty paikka—ilmansuunta -parin kaut-
ta (yksi viivan kussakin péétepisteessi ja kaksi kussa-
kin sisépisteessi.) Kaksi viivaa el voi kiyttdd saman
paikan samaa ilmansuuntaa, koska talloin ne leikkai-
sivat useammassa kuin yhdessa pisteessd. Koska vuo-
rolla merkitddn yksi paikka (kahdeksan ilmansuun-
taa) ja vedetddn viiva kahdeksan merkitty paikka—
ilmansuunta -parin kautta, vapaiden merkitty paikka—
ilmansuunta -parien méara siilyy koko ajan vakiona.
Koska pelitilanteen yla-, ala-, oikeassa ja vasemmas-
sa reunassa on vaistdméttd vapaita merkitty paikka—
ilmansuunta -pareja (esim. jokaisen rivin, jolla on mer-
kittyja paikkoja, idédnpuolimmaisessa merkityssd pai-
kassa on vapaa ilmansuunta itéin piin), vieldpé sitd
enemman mitd enemman paikkoja on merkitty, peliti-
lanne ei voi kasvaa mielivaltaisen suureksi.

Liite 1: Odotusarvo

Tutkitaan aluksi pelid, jossa A vetdd yhden kortin ta-
vallisesta 52 kortin pakasta. Jos kortti on punainen, A
voittaa 3 euroa, ja jos kortti on musta, A hivida 3 eu-
roa.

Merkitédn t;:114 tapahtumaa "vedetty kortti on punai-
nen” ja to:lla tapahtumaa “vedetty kortti on musta”.
Kun pelataan yksi peli, seuraavat kaksi ehtoa péatevét:

1. Ei ole mahdollista, ettd kumpikin tapahtumista ¢;
ja to tapahtuu.

2. Jompi kumpi tapahtumista ¢; ja to tapahtuu.

Ensimmainen ehto pétee siksi, ettd kortti ei voi olla yh-
taikaa punainen ja musta, ja jalkimméinen ehto siksi,
ettd jokainen kortti on joko punainen tai musta.

Tapahtumilla t; ja t; on todenndkoisyydet p; ja po.
Koska puolet pakan korteista on punaisia ja puolet
mustia, p; = 1/2 ja ps = 1/2.

Lisdksi tapahtumiin 1 ja to liittyy luvut v1 ja vs. Kos-
ka A voittaa kolme euroa punaisella kortilla, voidaan
madrittad vy = 3, ja koska A hivida kolme euroa mus-
talla kortilla, voidaan maarittda vo = —3.

Nyt A:n voittosumman odotusarvo (kun tappio laske-
taan negatiiviseksi voitoksi) lasketaan kaavalla

p1v1 + p2va.

Téssé tapauksessa siis odotusarvo on (1/2) x3+4(1/2) x
(—3) = 0. Samalla kaavalla odotusarvo voidaan laskea
kaikissa tilanteissa, joissa numeroidut ehdot (1) ja (2)
patevat.

Tutkitaan seuraavaksi pelid, jossa pakkaan on lisétty
kaksi jokeria (joita ei lasketa mustiksi eikd punaisiksi
korteiksi). Tavallisten korttien osalta peli etenee kuten
edellisessd kohdassa, mutta jokerin vetdessiddn A hévi-
44 yhden euron.
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Nyt t; ja to ovat kuten edelld, ja mukaan tulee uusi
tapahtuma t3, joka on "vedetty kortti on jokeri”. Kun
pelataan yksi peli, seuraavat ehdot péatevét:

1. Ei ole mahdollista, ettd kaksi tai useampia tapah-
tumista t1, ts, t3 tapahtuu.

2. Vilttaméatta joku tapahtumista tq, t2, t3 tapahtuu.

Nyt p1 = 26/54 = 13/27, po = 26/54 = 13/27 ja
p3 = 2/54 = 1/27. Vastaavasti v; = 3, vg = —3 ja
vy = —1. A voittosumman odotusarvo (kun tappio
lasketaan negatiiviseksi voitoksi) saadaan kaavalla

P1v1 + p2v2 + p3vUs.

Meidén tapauksessamme odotusarvo on siis 13/27 x 3+
13/27 x (=3)+1/27 x (—1) = —1/27. Samalla kaavalla
odotusarvo voidaan laskea my0s muissa sellaisissa ta-
pauksissa, joissa ehdot (1) ja (2) toteutuvat.

Jos tapahtumia on enemmén kuin kolme, odotusarvon
kaava muodostetaan aivan samalla periaatteella, sum-
mattavia on vain enemmén. Kuitenkin ehtojen (1) ja
(2) vastineiden tulee péted. (Jos taas tapahtumia on
vain yksi, t1, tdlloin ¢; tapahtuu valttamatté, eli p; = 1,
ja odotusarvo on yhté kuin v;.)

Voittosumman odotusarvo (kun tappio mielletdén ne-
gatiivisena voittona) on hyvai mittari sille, mitd tapah-
tuu pitkissé sarjoissa, joissa samaa pelid toistetaan mo-
nia kertoja. Talloin pelaaja voittaa keskiméarin yhdes-
sé pelissd odotusarvon verran (jos odotusarvo on po-
sitiivinen) tai hévidé keskiméérin yhdessé pelisséd odo-
tusarvon verran (jos odotusarvo on negatiivinen). Jos
odotusarvo on nolla, pelaaja jia keskimadrin omilleen.

Lopuksi vield kiinnostuneita lukijoita varten muodolli-
sesti pétevi odotusarvon médritelma.

Olkoot t1, ..., t, mahdollisia tapahtumia, jotka toteut-
tavat seuraavat ehdot:

e On mahdotonta, ettd kaksi tai useampia tapahtumia
jonosta tq,...,t, tapahtuu.

e Viistamaétta joku tapahtumista ¢4, ..., %, tapahtuu.

Olkoon kaikilla 4,1 < ¢ < n, luku p; todennakdoisyys,
ettd t; tapahtuu. Talloin valttadmatta p1 +- - - +p, = 1.

Oletetaan, ettd jokaiseen tapahtumaan¢;, 1 <i < mn,on
liitetty lukuarvo v;. Nyt muuttujan v odotusarvo méa-
ritetddn kaavalla pjv; + - -+ 4+ prv,. Se on siis lukujen
V1, ..., U, todennakoisyyksilld painotettu keskiarvo.

Liite 2: Mustan Maijan sddnnot

Peliin osallistuu 2-10 pelaajaa, ja pelissa kiytetdan ta-
vallista 52 kortin korttipakkaa. Kortit sekoitetaan ja jo-
kaiselle pelaajalle jaetaan viisi korttia, ja loput korteis-
ta asetetaan kuvapuoli alaspédin nostopakaksi. Nostopa-
kan paallimmaéinen kortti asetetaan kuvapuoli ylospéain

poikittain nostopakan alle, ja sen maa ma&rda valt-
timaan. Poikittain asetettu kortti on nostopakan alin
kortti. Valttimaan kortteja kutsutaan valteiksi. Pata
ei voi olla valttia, joten jos valtiksi kadntyi pata, nos-
tettu kortti palautetaan pakan keskelle, ja uusi kortti
kddnnetdan madrdamadn valttimaa. Toistetaan kunnes
saadaan valtiksi joku muu maa kuin pata. (Jos suuril-
la pelaajaméarilla ndyttéa siltd, ettd nostopakassa on
pelkkid patoja, suoritetaan uusi jako.)

Patakuningatar on erikoiskortti, ja sitd kutsutaan Mus-
taksi Maijaksi.

Vuorolla vuorossa oleva pelaaja ly6 kortteja kidestaan
pOytddn seuraavin rajoituksin:

1. Korttien tulee olla samaa maata (tdssi suhteessa
Musta Maija lasketaan padaksi.)

2. Korttien méara ei saa ylittdd seuraavan pelaajan
késikorttien maaraa.

Tamén jalkeen, jos nostopakassa on jéljelld kortteja ja
vuorossa olevalla pelaajalla on vihemmaén kuin viisi
korttia kidessdén, vuorossa oleva pelaaja nostaa nos-
topakasta kortteja, kunnes hénelld on viisi korttia ka-
dessédan.

Téamén jdlkeen seuraavana vuorossa oleva pelaaja (jota
kutsumme uhriksi) voi yrittdé kaataa lyddyt kortit k-
sikorteillaan. Mikd tahansa kortti kaatuu korkeammal-
la kortilla samaa maata (dssé on korkein). Miké tahan-
sa ei-valttikortti kaatuu milld tahansa valtilla. Yhdella
kortilla voi kaataa vain yhden kortin. Mustaa Maijaa ei
voi kaataa millaan kortilla, eikd Mustalla Maijalla voi
kaataa mitddn korttia. Kaataminen on vapaaechtoista.
Kaadetut kortit ja ne kortit, joita kiytettiin kaatami-
seen, poistetaan pelista.

Jos uhri ei kaatanut kaikkia lyotyja kortteja, han ottaa
kaatamatta jadneet kortit kiteensa.

Jos uhrilla on téssé vaiheessa vihemman kuin viisi kort-
tia kidessddn ja nostopakassa on jiljelld kortteja, uh-
ri ottaa nostopakasta kortteja, kunnes hanelld on viisi
korttia kidessdan.

Jos uhri kaatoi kaikki lyodyt kortit, peli jatkuu uhrin
lyontivuorolla. Jos taas uhri nosti kaatamatta jadnei-
té kortteja kiteensd, peli jatkuu uhrista seuraavan pe-
laajan lyontivuorolla. Jos pelaajia on jaljella vain kak-
si, uhrista seuraava pelaaja on sama pelaaja, joka 16i
kortteja uhrille.

Kun nostopakan loputtua pelaaja pédsee eroon kési-
korteistaan, hén on ulkona pelistd eikd endd osallistu
sithen. Viimeinen pelaaja, jolla on kortteja kiddessadn,
niiden joukossa Musta Maija, on havinnyt pelin.
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