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Johdanto

Geometrian asema ja merkitys matematiikan kentéassa on vuosien kuluessa muuttunut. Se
ei sellaisenaan endd pitkédn ole ollut tutkimuksen eturintamaa (vaikka monet sen jélkeldi-
set suoraan alenevassa polvessa toki ovat). Matematiikan alkeisopetuksessa geometria on
siirtynyt lahinna leiki ja laula -osastoon. Kokemus on osoittanut, etta monien verrattain
pitkéllekin matemaattisesti koulutettujen ihmisten (matematiikan opettajien!) geometrian
tietamys on hammastyttavan niukkaa.

Tama kannustava havainto savyttaa aiheiden ja nakokulman valintaani. Pyrin esittele-
main geometriaa hiukan silla tavoin kuin sitéa koulussa viela jokin vuosikymmen sitten teh-
tiin: aksiomaattisena ja deduktiivisena jarjestelména. Kohdeyleisokseni ajattelen nykyiset
ja tulevat matematiikan opettajat sekd matematiikasta aidosti kiinnostuneet lukiolaiset.
Talo ei kesta ilman perustusta. En usko matematiikan opetuksen kaikin osin onnistuvan
ilman sita perspektiivid, jonka geometrian jarjestelman — ja my0s siina esiintyvien faktojen
— tuntemus suo.

Téassa esityksessa pyrin kohtalaisen taydellisesti rakentamaan euklidisen tasogeometrian
jarjestelméan sen aksioomista lahtien. Kayttaméani aksioomajirjestelma on David Hilbertin
Grundlagen der Geometrie -teoksen mukainen, mutta aksioomat otetaan kayttoon vahitel-
len, tarpeen mukaan. Paapaino ei kuitenkaan ole erityisesti aksiomatiikan kysymyksissa.
Aksioomien riippumattomuuden ja jarjestelmén taydellisyyden tarkastelu jad muihin yh-
teyksiin. Aksioomista johdetaan geometrisen todistamisen perustyotkalut kuten kolmioiden
yvhtenevyyslauseet. Aksioomien jalkeen esittelen joitakin geometrian jarjestelmain sisil-
tyvia ainakin oman kasitykseni mukaan mielenkiintoisia tuloksia. Tasogeometrian perus-
kuvauksiin tutustutaan. Kolmiulotteisen geometrian esittely on tehdaan vahemman pe-
danttisesti. Kurssin loppupuolella kaydaan vield katsomassa ”epaeuklidisia” geometrioita
ja projektiivisen geometrian alkeita.

Melko suuri osa valttamattomiakin paattelyaskelia on sijoitettu harjoitustehtaviin. Esi-
tyksen logiikan hahmottuminen vaatii ehdottomasti naiden lapikaymisen. Harjoituksia ei
néin ollen ole pidettéva ”laskuharjoituksina”, vaan pikemminkin ”(geometrisen) ajattelun
harjoituksina”.

Esitys kayttaa hyvaksi erinaisia yleisen matematiikan perustuloksia, esimerkiksi ekviva-
lenssirelaation ominaisuuksia ja induktioperiaatetta.



1 Euklidisen tasogeometrian aksioomat

Geometriaa voidaan pitdd ensimmaisend suurisuuntaisena yrityksend maailman — téssa
tapauksessa tilan, avaruuden — matemaattiseksi mallintamiseksi. Malli rakentuu muu-
tamasta kasitteesta, joistakin niita toisiinsa kytkevista aksioomista ja suunnattomasta
maarasta aksioomien perusteella todeksi osoitettavia lauseita.

Geometrian aksioomajarjestelma voidaan rakentaa eri tavoin. Tunnettuja ovat Eukleideen
Yrovxera- eli Alkeet'-teoksessa noin 2300 vuotta sitten julkaisema jirjestelms ja David
Hilbertin vihin yli sata vuotta sitten esittimi?. Viimeistiin Hilbertin ajoista lihtien
geometrian jarjestelma on perustunut aistihavainnoista irrotettuihin maarittelemattomiin
peruskasitteisiin piste, suora, taso. Vaikka geometriasta niain tehdaan aivan abstrakti op-
pirakennelma, kasitteiden valiset relaatiot rakennetaan vastaamaan havaintomaailmamme
mukaisia késityksidmme pisteista ja suorista. RakennustyOssd on ainoastaan pyrittava
huolellisesti valttamaan pelkkiin havaintoihin perustuvia johtopaatoksia.

Geometria pyrkii mallittamaan meitd ympéaroivaa todellista havaittavaa tilaa. On mel-
kein vaistamatonta, etta aksioomia on useita, paljon enemman kuin esimerkiksi ryhman
tai luonnollisten lukujen aksioomia. Aksioomat on luontevaa ottaa kayttoon véhitellen.
Monia eri geometrioita on maéariteltavissa niin, ettd kdytetaan joitakin euklidisen geomet-
rian aksioomien osajoukkoja tai jarjestelmia, joissa joitakin aksioomia hiukan muutetaan.
Tassa esityksessa ensisijaisena tavoitteena on kuitenkin kuvata nimenomaan Eukleideen
jarjestelméa.

Aloitamme tasogeometriasta ja laajennamme tarkasteluamme ”avaruuteen” myohemmin.
Lahtokohtana on siis toistaiseksi ominaisuudeton ja struktuuriton perusjouko 7, jota kut-
summe tasoksi. Tason alkioita nimitamme pisteiksi. Tasossa on osajoukkoja, joita kut-
summe suoriksi. Pisteitd merkitsemme isoin kirjaimin A, B, ..., suoria pienin kirjaimin
a, b, ... Pisteisiin ja suoriin liittyy eraita relaatioita, jotka méaaritellaan sitd mukaa, kuin
ne tulevat esityksen kannalta ajankohtaisiksi.

1.1 Liittymis- ja jarjestysaksioomat
Ensimmaisen aksiooman perusajatus on ”"kahden pisteen kautta kulkee vain yksi suora”.

Aksiooma 1. Jokaista kahta eri pistettd A ja B kohden on olemassa yksi ja vain yksi
suora a niin, ettd A € a ja B € a.

Aksiooman 1 mukaista pisteisiin A ja B liittyvaa suoraa a voidaan merkita symbolilla AB.
Jos A € a, sanotaan, ettd suora a kulkee pisteen A:n kautta tai ettd piste A on suoralla

! Erinomainen englanninkielinen laitos on Sir Thomas L. Heathin toimittama
ja runsaasti taustoittama The Thirteen Books Fuclid’s FElements, joka on saata-
vissa kolminiteisend nidottuna Dover-kustantamon tuotteena. Uudenaikaisempi ly-
henne Eukleideen teoksesta on Benno Artmannin Fuclid — The Creation of Mathema-
tics, Springer 1999. Alkeisiin voi tutustua my0s internetissa, esimerkiksi osoitteessa
http://alephO.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html

2 Hilbertin Grundlagen der Geometrie ilmestyi 1899. Siité on julkaistu lukuisia lisattyja
painoksia; itsellani on 9. painos vuodelta 1962.
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a tai suoran a piste. Jos A ¢ a, sanotaan, ettd piste A on suoran a:n ulkopuolella. Jos
A € a ja A € b, sanotaan, ettd a ja b letkkaavat toisensa pisteessa A.

Toinen aksiooma tuo mukanaan ajatuksen tason kaksiulotteisuudesta.

Aksiooma 2. Jokaisella suoralla on ainakin kaksi pistetta. Tasossa on ainakin kolme
pistettd, jotka eivdt ole samalla suoralla.

Pisteiden kesken voi vallita relaatio valissa. Relaatio maarittyy seuraavien kolmen aksioo-
man avulla. Jos ajatellaan valissa oloa arkihavainnon kannalta, niin aksioomista ensim-
maéinen tuntuu itsestdan selvalta. Teorian formaalin rakentumisen kannalta se on tietenkin
asetettava.

Aksiooma 3. Jos piste B on pisteiden A ja C valissa, niin A, B ja C ovat suoran AC
eri pisteitda ja B on pisteiden C ja A valissa.

Seuraavan aksiooman ajatussisalto on se, ettd suora on paattymaton: ”jokaisen pisteen
tuolla puolen on viela piste”.

Aksiooma 4. Jos A ja C ovat eri pisteitd, niin suoralla AC' on sellainen piste B, etta C
on A:n ja B:n vdlissd.

Valissa olemisen maarittely vaatii viela seuraavan, tahdn mennessa esittdmiimme aksioo-
miin sisaltyméattoman taydennyksen.

Aksiooma 5. Kolmesta saman suoran pisteesta enintaan yksi on muiden kahden valissa.

Pisteet A ja B seka kaikki pisteet, jotka ovat pisteiden A ja B vilissa, muodostavat joukon,
jota kutsutaan janaksi [A, B]. Janaa [A, B] on tapana merkitd myos AB. (K&ytannot
janan merkitsemisessi vaihtelevat. Esimerkiksi saksalaisella kielialueella merkinti AB on
tavallinen.) Koska ”AB” on myo6s suoran merkinté, on kaksitulkintaisuuteen johtavissa
tilanteissa sanallisesti osoitettava, tarkoitetaanko janaa AB vai suoraa AB.

A ja B ovat janan AB pdatepisteet ja A:n ja B:n vilissa olevat pisteet ovat janan AB
sisapisteet. Aksiooman 3 nojalla AB = BA. Pisteen C kuuluminen janaan AB ilmaistaan
myo6s sanomalla, ettd C on janalla AB. Myo6s muut aksiooman 1 jilkeen esitetyt ilmaukset
voidaan sovittaa janoihin sind kuin suoriinkin.

Jos pisteet A, B ja C eivit ole samalla suoralla, ne maarittavat kolmion, jota merkitaan
ABC'. Janat AB, BC ja CA ovat kolmion sivut, pisteet A, B ja C kolmion kdrjet.

Eraaksi Eukleideen jarjestelman puutteeksi on aikojen kuluessa havaittu se, etta tiettyja
kuvioiden leikkausominaisuuksia on kéytetty hyvéaksi ilman perusteluja. Saksalainen Mo-
ritz Pasch (1843-1930) esitti vuonna 1882 seuraavan aksiooman, jonka sisdllyttdminen
geometrian perusoletuksiin korjaa Eukleideen jaljiltd geometriaan jaanytta aukkoa.



Aksiooma 6. (Paschin aksiooma). Olkoon piste C
suoran AB ulkopuolella; olkoon a suora ja A ¢ a, B ¢
a, C ¢ a. Jos a leikkaa janan AB, niin se leikkaa
ainakin toisen janoista AC' ja BC.

Paschin aksiooman havainnollinen sisalté on, etta jos

suora tyontyy kolmion sisdan, se tulee sieltd myos
ulos. Eukleides kaytti tata tietoa implisiittisesti hy-
vaksi. Paschin aksioomaan joudutaan useasti vetoa-
maan paattelyissa, jotka koskevat pisteiden jarjestysta
suoralla.

Y

B

1.2  Liittymis- ja jarjestysaksioomien seurauksia

Esittdmiemme aksioomien perusteella voimme jo todistaa muutamia lauseita. Niista en-

simmaisesta seuraa, etta pisteita on paljon.

Lause 1.2.1. Jos A # C, on olemassa ainakin yksi
piste, joka on A:n ja C:n vdlissd.

Todistus. Aksiooman 2 nojalla on olemassa piste F,
joka ei ole suoralla AC. Suoralla AFE, joka aksiooman
1 nojalla on eri suora kuin AC, on aksiooman 4 pe-
rusteella piste F' niin, ettd F on A:n ja F:n valissa.
Suoralla F'C' on piste G niin, ettd C' on F':n ja G:n va-
lissé. Piste F ei ole suoralla AC. Siis AC'F on kolmio.
Suora GFE leikkaa janan AF. Aksiooman 6 perusteella
se leikkaa AC':n tai C'F:n. Mutta jos se leikkaisi C'F:n,
se olisi sama kuin C'F, eikd E voisi olla A:n ja F:n véa-
lissa. Siis GE leikkaa janan AC'. Siis A:n ja C:n valissa
on piste. [J

>

Hiukan samalla tekniikalla, toistuvasti Paschin aksioomaan vedoten, voimme todistaa myos

seuraavan aksioomaa 5 taydentavan tuloksen.

Lause 1.2.2. Jos eri pisteet A, B ja C ovat samalla
suoralla, niista yksi on kahden muun valissa.

Todistus. Oletetaan, ettd A ei ole B:n ja C:n valissa
eikd C' ole A:n ja B:n vilissd. On olemassa piste D,
joka ei ole suoralla AC. Suoralla BD on aksiooman
4 perusteella piste G, niin ettd D on B:n ja G:n va-
lissd. Sovelletaan aksioomaa 6 ensin kolmioon BCG ja
suoraan AD ja sitten kolmioon ABG ja suoraan C'D.
Aksiooman mukaan AD leikkaa janan GC' pisteessa
E. Samoin perustein C'D leikkaa AG:n pisteessa F.
Mutta koska C'F' leikkaa kolmion AEG sivun AG, sen
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on leikattava myo6s sivu AE. Tama merkitsee, ettd D on A:n ja E:n vilissd. Mutta suora
GD leikkaa kolmion AC'E sivun AE. Sen on leikattava toinenkin sivu, siis AC. Mutta
AC"11a ja BD:lla ei ole muita yhteisia pisteitd kuin B. On todistettu, ettd B on A:n ja
C'n valissa. [

Edellisen lauseen avulla voidaan tdydentda Paschin aksioomaa. Suora voi leikata kolmion
sivuista kahta tai ei yhtdén (harjoitustehtava 3).

Seuraava lause osoittaa, ettd useasta saman suoran pisteesté voidaan valita kaksi niin, etta
muut ovat ndiden valissa. Hiukan mutkikas todistus kayttaa olennaisesti hyodyksi Paschin
aksioomaa.

Lause 1.2.3. Jos suoralla on nelja eri pistettd, ne voidaan nimetd kirjaimin A, B, C' ja
D niin, ettd B on sekd janalla AC' ettd janalla AD ja C on sekd janalla AD ettd janalla
BD.

Todistus. Olkoot A, B, C' ja D saman suoran a eri pisteité.

1. Osoitetaan ensin: Jos B on janalla AC' ja C on

janalla BD, niin B ja C ovat janalla AD. Olkoon E \
suoran a ulkopuolella oleva piste. Olkoon F' sellainen

suoran E'C piste, ettd F on F':n ja C':n valissia. Aksioo- E
man 6 nojalla suora AE leikkaa kolmion BCF sivun

BF pisteessa G. Suora F' B leikkaa kolmion ACFE si- H
vun AC pisteessd B. Se leikkaa siis myos sivun AF.
Siis G on janalla AE. Suora DG leikkaa kolmion AC'E
sivun AFE; se leikkaa siis myos sivun EC pisteessa H. A B \ D

EH leikkaa kolmion ADG sivun DG. Se leikkaa siis

myo6s sivun AD. Leikkauspiste on C, joten C' on ja-

nalla AD. Samoin osoitetaan, ettd B on talla janalla.

2. Osoitetaan sitten, ettd jos B on janalla AC ja C

janalla AD, niin C' on janalla BD ja B janalla AD. Va- F
litaan piste G suoran a ulkopuolelta ja piste I’ suoralta
BG@G niin, ettd G on janalla BF'. Suora F'C ei leikkaa
kolmion ABG sivua BG eiké sivua AB. Se ei siis leik-
kaa myoskédan sivua AG. Mutta F'C leikkaa kolmion
ADG sivun AD, joten sen on leikattava myo6s sivu GD
pisteessa H. Mutta F'H leikkaa kolmion BDG sivun
G D, joten se leikkaa my6s sivun BD. Leikkauspiste on
C, joten C on janalla BD. Todistuksen ensimmaisesta
osasta seuraa nyt, ettd B on janalla AD.

>
Q
w]

3. Olkoon nyt suoralla a jotkin nelja eri pistetta P, ), R ja S. Valitaan niistd kolme.
Lauseen 1.2.2 mukaan néistd yksi on kahden muun vélissda. Olkoon () pisteiden P ja R
vilissa. Jos neljas piste S on sellainen, ettd R on P:n ja S:n vilissd, voidaan kohdan 2
perusteella valita A =P, B=Q, R=C ja S = D. Jos P on S:n ja R:n vilissi, voidaan
kohdan 2 perusteella valita R = A, Q = B, P = C ja S = D. Oletetaan sitten, ettd S on
P:n ja R:n valissa. Jos lisdksi Q on P:n ja S:n valissa, voidaan 2. kohdan mukaan valita
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P=A Q=B,S=CjaR=D. Jos taas S on P:n ja Q:n valissa, 2. kohdan mukaan
voidaan valita P = A, S = B, Q = C ja R = D. Jos viimein P on S:n ja Q:n valissi,
voidaan 1. kohdan perusteella valita A=S, P=B,Q=Cja R=D.

Edellisen lauseen perusteella voidaan induktiolla johtaa tulos, jonka mukaan mika tahansa
aarellinen suoran pisteiden joukko voidaan nimeta pisteiksi A, B, C, D, ..., K niin, etta
B on jokaisella janalla AC', AD, ... AK, C on janoilla AD, ..., AK ja janoilla BD, ...,
BK jne.

Harjoitustehtavia

1. Todista, etta tason kahdella eri suoralla on joko yksi yhteinen piste tai ei yhtaan yhteista
pistetta.

2. Osoita, etta janan paatepisteet ovat yksikasitteiset.

3. Jos A, B ja C eiviat ole samalla suoralla eivitka suoralla a ja jos a leikkaa janat AB ja
AC, niin a ei leikkaa janaa BC.

4. Osoita, etta jokaisella janalla on darettoméan monta pistetta.

1.3  Puolitaso, puolisuora ja kulma

Esittdmiemme aksioomien perusteella voimme todistaa, etta piste jakaa suoran ja suora ta-
son kahteen osaan. Aloitamme tasosta. Kaytamme hyvéksi ekvivalenssirelaatioon liittyvaa
ekvivalenssiluokan kasitetta.

Lause 1.3.1. Jokainen tason suora a jakaa me tason pisteet, jotka eivat ole suoralla a,
tasan kahteen joukkoon, joilla on se ominaisuus, ettd jos A ja B kuuluvat samaan joukkoon,
janalla AB ja suoralla a ei ole yhteisid pisteitd, ja jos A ja B kuuluvat eri joukkoihin, niin
janalla AB ja suoralla a on yhteinen piste.

Todistus. Maéritelladn tason a:han kuulumattomien
pisteiden joukossa relaatio ~ asettamalla P ~ @), jos
ja vain jos janalla PQ ei ole yhteisia pisteitd suoran
a kanssa. Osoitetaan, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio.
Olennaista on osoittaa, ettd ~ on transitiivinen. Ellei
néin olisi, olisi olemassa pisteet P, ) ja R, joille patisi a
P~QjaQ ~ R, muttei P ~ R. Jos P, QQ ja R eivit
ole samalla suoralla, syntyy ristiriita Paschin aksioo- B
man kanssa. Jos taas P, Q ja R ovat samalla suoralla,
niin janalla PR on suoran a piste X. Talloin voidaan
toistaa lauseen 1.2.3 todistus ja nayttaa, etta X on ja-
nalla PQ tai janalla QQ R, mika on taas ristiriidassa sen
kanssa, mita pisteista P, @ ja R oletettiin. Relaatio ~




tayttaa selvasti muutkin ekvivalenssirelaation ehdot, joten a:han kuulumattomat tason
pisteet jakautuvat ekvivalenssiluokkiin. Aksiooman 2 perusteella on olemassa tason piste
A, joka ei ole suoralla a. Jos C' on jokin suoran a piste, niin aksiooman 3 perusteella
on olemassa suoran C'A piste B, niin ettd C' on A:n ja B:n valissd. Pisteiden A ja B
kesken ei vallitse relaatio ~. Ne kuuluvat siis eri ekvivalenssiluokkiin. Eksivalenssiluokkia
on ainakin kaksi. Toisaalta, jos D on mielivaltainen suoran a ulkopuolinen piste, niin
harjoitustehtévan 3 ja lauseen 1.2.3 perusteella a ei leikkaa jompaakumpaa janoista AD,
BD, eli D kuuluu joko A:n tai B:n edustamaan ekvivalenssiluokkaan. [J

Edellisen lauseen mukaisia kahta ekvivalenssiluokkaa kutsutaan suoran a maarittamiksi
puolitasoiksi. Samaan puolitasoon kuuluvien pisteiden sanotaan olevan samalla puolella
suoraa a. Eri puolitasoihin kuuluvat pisteet ovat er: puolella tai vastakkaisilla puolilla
suoraa a.

Jos A, B, O ja C ovat suoran pisteitd ja O on pisteiden B ja C valissd, mutta ei pis-
teiden A ja B valissé, niin pisteiden A ja B sanotaan olevan pisteen O samalla puolella,
mutta pisteiden B ja C olevan pisteen O eri puolilla. Pisteen O samalla puolella olevat
pisteet muodostavat yhdessa pisteen O kanssa puolisuoran eli sdteen eli puolisditeen. O
on puolisuoran paatepiste. Jokainen piste jakaa suoran kahdeksi puolisuoraksi. Puolisuo-

. .o oe % . . R .. % . % .
raa merkitdan OA tai OA. Jos O on A:n ja B:n valissd, OA ja OB ovat vastakkaiset
puolisuorat.

Jono janoja AB, BC, ..., JK, KL on pisteet A ja L yhdistava murtoviiva. Murtovii-
vaa voidaan merkitd AB...L. Jos A = L, murtoviiva on monikulmio ja janat AB jne.
ovat monikulmion sivuja ja pisteet A, B, ... sen kdrkid. Jos monikulmion kéarjet ovat

eri pisteita eika sen sivuilla ole muita yhteisia pisteitd kuin kérjet, niin monikulmio on
yksinkertainen. Voidaan osoittaa, ettd jokainen yksinkertainen monikulmio jakaa tason
(itseensd kuulumattoman osan) kahteen osaan, sisé- ja ulkopuoleen, niin, ettd jos A on
sisdpuolen ja L ulkopuolen piste, niin jokaisella murtoviivalla AB...L on ainakin yksi
yhteinen piste monikulmion kanssa.

Kahden ei samaan suoraan sisialtyvan puolisuoran AB ja AC' yhdiste on kulma. A on
kulman kdarki ja puolisuorat AB ja AC sen kyljet. Kulmaa merkitaan Z/BAC. Kulman
aukeama on niiden tason pisteiden joukko, jotka ovat sekd samalla puolella suoraa AB
kuin C' etta samalla puolella suoraa AC kuin B.

Kulmaa koskevissa tarkasteluissa tarvitsemme usein
seuraavaa Paschin aksioomalle sukua olevaa tulosta.

Lause 1.3.2. Jos piste D on kulman BAC aukea-
massa, niin puolisuora AD leikkaa janan BC. F

Todistus. Valitaan suoralta AB piste E siten, ettd A on
E:n ja B:n vilissa. Silloin E on eri puolella suoraa AC
kuin B. Jokainen janan EC piste (paitsi C') on samalla
puolella suoraa AC kuin E. Jokainen puolisuoran AD
piste (paitsi A) on samalla puolella suoraa AC kuin

D. Siis jana EC ei leikkaa puolisuoraa AD. Toisaalta AD:n vastakkainen side on eri
puolella suoraa AB kuin C ja jana EC. Siis EC ei leikkaa suoraa AD. (Myo6skédan ei
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voi olla A = E tai A = (). Paschin aksiooman perusteella suora AD leikkaa kolmion
EBC sivun CB pisteessa F'. On vield osoitettava, ettd F' on puolisuoralla AD. Koska F
on samalla puolella suoraa AB kuin C' ja D, se ei voi olla puolisuoran AD vastakkaisella
puolisuoralla. [J

1.4 Yhtenevyysaksioomat

Kaksi janaa voi olla keskendén relaatiossa, jota kutsumme yhtenevyydeksi. Janojen AB ja
CD yhtenevyyttd merkitdan AB = CD tai AB = C'D. Yhtenevia janoja voidaan nimittia
myo0s yhta pitkiksi janoiksi. Kéasitetta ”pituus” tai "mittaluku” emme kuitenkaan vielé ota
kayttoon. Yhtenevyysrelaatio maaritellaan seuraavien kolmen aksiooman avulla.

—
Aksiooma 7. Jos AB on jana ja CE on puolisuora, niin on olemassa yksi ja vain yksi

puolisuoran CE piste D niin, ettd AB = CD.
Aksiooma 8. Jos CD = AB ja EF =2 AB, niin CD = EF.

Lause 1.4.1. Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.
Todistus. On todistettava, ettd relaatio on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen.

Olkoon AB jana ja C’—E> puolisuora. Aksiooman 7 perusteella puolisuoralla on piste D
niin, ettd AB = CD. Koska AB = CD ja AB = CD, seuraa aksioomasta 8, etta
AB = AB. Yhtenevyys on refleksiivinen. Olkoon nyt AB = C'D. Koska myos CD = CD,
on CD = AB. Yhtenevyys on symmetrinen. Olkoon AB = CD ja CD = EF. Silloin
myos EF = CD, ja aksiooman 8 perusteella AB = FF. Yhtenevyys on transitiivinen. [

Aksiooma 9. Olkoot A, B ja C pisteita suoralla a ja olkoon B A:n ja C:n vilissd. Olkoot
A’', B' ja C' pisteitd suoralla a’ ja olkoon B’ A':n ja C':m valissa. Jos AB = A'’B’ ja
BC = B'C’, niin AC = A'C’.

Aksiooman 9 nojalla on mahdollista méaritelld janojen AB ja C'D yhteenlasku. Valitaan
pisteiden A ja B jarjestys. Olkoon r puolisuoran BA vastakkainen puolisuora. Valitaan
r:1td piste E niin, ettd BE = C'D (aksiooma 7). Jana AE on janojen AB ja C'D summa;
merkitadn AE = AB + CD. Jos B on janalla AC, niin jana AB on janojen AC ja BC
erotus.

Jos AB ja C'D ovat janoja, niin sanomme, ettd AB on lyhempi kuin C'D tai CD on
pitempi kuin AB jos ja vain jos pisteiden C' ja D vilissa on piste E siten, ettda CE = AB.
Merkitsemme téata asiaintilaa AB < CD.

Harjoitustehtavia
5. Osoita: jos AB~ A'B’ ja CD = (C'D’, niin AB+CD = A'B'+C'D’.
6. Osoita: jos AB < CD ja CD < EF, niin AB < EF.

7. Osoita: jos AB ja C'D ovat kaksi janaa, niin seuraavista kolmesta vaihtoehdosta yksi
ja vain yksi on tosi: AB=CD, AB<CD, CD < AB.
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Myos kahden kulman kesken voi vallita relaatio, jota kutsutaan yhtenevyydeksi. Sita,
ettd kulma ZABC on yhteneva kulman Z/DFEF kanssa, merkitdan ZABC = /DFEF tai
/ABC = ZDFEF. Yhtenevia kulmia voidaan kutsua myo6s yhta suuriksi kulmiksi. Tama
ei merkitse sita, ettd kulma olisi maéaritelty jollain mittayksikolla mitattavaksi suureeksi.
Kulmien yhtenevyyden maéarittelevat seuraavat kaksi aksioomaa.

Aksiooma 10. Jos ZBAC on kulma ja DE on puolisuora ja F' piste, joka ei ole suoralla

DE, on olemassa yksi ja vain yksi puolisuora EG, samalla puolen suoraa DE kuin F', niin
ettd /BAC = /GED.

Aksiooma 11. Jos «, 3 ja v ovat kolme kulmaa ja jos f = a, v = «a, niin = 7.
Periaatteessa samoin kuin janojen yhtenevyyden tapauksessa voidaan nayttaa, etta kul-

mien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio. Kulmien ja janojen yhtenevyys kytkeytyy toi-
siinsa kolmioiden yhtenevyyden kautta.

Sanomme, ettd kolmiot ABC' ja DEF ovat yhtenevit, jos ja vain jos AB = DE, AC =
DF, BC = EF, /BAC = /EDF, /ABC = /DFEF ja LACB = /DFFE. Talloin
merkitsemme ABC = DEF.

Aksiooma 12. Olkoot ABC ja DEF kolmioita. Jos AB = DFE, AC = DF ja /BAC =
/ZEDF, niin ABC = DEF'.

Aksiooma 12 on kolmioiden yhtenevyyskriteeri sks.

Jos ZBAC on kulma ja D on sellainen suoran AC' piste, ettd A on D:n ja C':n vélissa, niin
kulmat Z/BAC ja ZBAD ovat vieruskulmia.

Lause 1.4.2. Olkoot /BAC ja Z/BAD wvieruskulmia ja olkoot /B'A'C" ja /B'A'D’ vie-
ruskulmia. Jos LZBAC = £/B'A'C’, niin ZBAD = /B’A'D’.

Todistus. Aksiooman 7 perusteella on mahdollista olettaa, ettd AB = A'B’, AC = A'C'
ja AD = A’D’. Aksiooman 12 perusteella kolmiot ACB ja A’C’'B’ ovat yhtenevat. Siis
LZACB = LA'C'B’ ja CB = ('B’. Harjoitustehtavan 5 tuloksen perusteella DC =
D'C’. Aksiooman 12 perusteella kolmiot DC'B ja D'C’'B’ ovat yhtenevét. Siis /ZBDA =
/B'D'A" ja BD = B’D’. Mutta nyt aksiooman 12 perusteella kolmiot BDA ja B'D’A’
ovat yhtenevat. Siis ZBAD = /B'A’D’. [J

Jos A on pisteiden B ja C vilissa ja pisteiden D ja E valissa, niin kulmat Z/BAD ja ZEAC
ovat ristikulmia.

Lause 1.4.3. Ristikulmat ovat yhta suuret.

Todistus. Olkoot Z/BAD ja /EAC ristikulmia. Molemmilla kulmilla on vieruskulmana
/BAFE. Koska kulma ZBAFE on yhteneva itsensa kanssa, ovat sen vieruskulmat yhtenevia:
/BAD = /EAC. O

Kulmille voidaan maéaritella yhteenlasku ja vahennyslasku sekd suuruusjarjestys. Koska
kulma on maéaritelty niin, ettd sen aukeama on aina puolitason osa, kaikkia kulmia ei voi
laskea yhteen.

Lause 1.4.4. Olkoon /BAC kulma ja olkoon puolisdde AD kulman /BAC aukeamassa.

—
Oletetaan, ettd LBAD = /B'A'D' ja Z/DAC = /D'A'C’ ja etti puolisuorat A'B’ ja
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— — —
A'C" ovat eri puolilla suoraa A'D’. Silloin A'B’ ja A'C’ muodostavat kulman, /B'A'C’ =

—
ZBAC ja A'D’ on kulman £B'A'C’ aukeamassa.

Todistus. Jana BC' leikkaa puolisuoran AD lauseen 1.3.2 perusteella. Nimetaan leik-
kauspiste D:ksi ja nimetddn B’, C’ ja D’ tarvittaessa uudelleen niin, ettda AB = A'B’,
AC =2 A'C'" ja AD = A’D’. Oletusten ja aksiooman 12 perusteella kolmiot ADB ja
A'D'B’ ovat yhtenevia. Siis ZADB = /A’D'B’. Kolmioista ACD ja A'C’'D’ saadaan
samoin, ettd ZADC = /A’D'C’. Olkoon E’ piste suoralla B’D’ niin, ettd D’ on B’:n ja
E’:n valissa. Koska ZADB = £/ A’D’'B’, niin lauseen 1.4.2 perusteella ZADC = LA'D'E’,
joten aksiooman 11 nojalla ZA'D'E’ = /A’D’'C’. Aksiooman 10 perusteella puolisuorien
— —

D'E' ja D'C’ on oltava samat. Siis B/, D’ ja C’ ovat samalla suoralla, D’ B":n ja C':n
valissd. Aksiooman 9 perusteella BC' = B'C’. Jos A’, B’ ja C' olisivat samalla suoralla,

— —
olisi D’ talla suoralla. A’B’ ja A’C’ muodostavat kulman. Koska ZABD = /A’'B’D’, niin
kolmiot ACB ja A’C’'B’ ovat yhtenevat. Siis /BAC = /B’A’C’. Lisaksi D’ on B":n ja
—_—
C’:n valissi, joten A’D" on kulman /B’A’C’ aukeamassa. [J
Olkoot /BAC ja ZEDF kulmia. Sanomme, ettd ZBAC on pienempi kuin ZEDF', jos

kulman ZEDF aukeamassa on puolisuora DG niin, ettd /BAC = /GDF'. Talléin mer-
kitdan ZABC < ZEDF.

Harjoitustehtavia

[a¥)

8. Todista: jos «, 3, o ja 3’ ovat kulmia, o = o/ ja f = 4, niin a < (3 silloin ja vain
silloin, kun o/ < '

9. Todista: jos a < 3 ja f < 7, niin o < 7.

10. Todista: jos « ja (8 ovat kulmia, niin seuraavista vaihtoehdoista yksi ja vain yksi on
tosi: a < (3, B < a, a = (.

11. Osoita, ettad kolmioiden yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

*

Kulma, joka on yhtd suuri kuin sen (kumpi hyvénsi) vieruskulma, on suora. Jos kaksi
suoraa a ja b leikkaa toisensa niin, ettd yksi leikkauskulma on suora (ja siis kaikki nelja
leikkauskulmaa ovat suoria), sanotaan, ettd suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Talloin merkitaan a_Lb.

Lause 1.4.5. Kaikki suorat kulmat ovat yhtenevia.
Todistus. Olkoot ZC'AB ja /EDF suoria kulmia ja ZCAH ja /JDEFE niiden vieruskulmia.
Oletetaan, ettda Z/CAB < ZEDEF. Silloin kulman ZEDF' aukeamassa on puolisuora l)_d,

niin, ettd /GDF = Z/CAB. Nyt puolisidde DE on kulman ZJDG aukeamassa. Siis
/ZJDE < /ZJDG. Mutta ZJDFE on kulman ZEDF vieruskulma, joten Z/JDE = /EDF.
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Lauseen 1.4.2 perusteella /JDG = /HAC =2 /CAB. Nainollen /ZEDF < /ZCAB. Tama
on ristiriidassa alussa tehdyn oletuksen kanssa. Siis onkin oltava /CAB = /EDF. U

Lause 1.4.6. Kolmiossa ABC on AC = BC. Silloin £
LCAB = ZCBA. (Pons asinorum.)

Todistus. (Eukleides.) Valitaan suoralta C'A jokin
piste D, niin ettd A on C:n ja D:n valissd. Suo-
ralla C'B on yksikasitteinen piste F niin, ettd B on
C:n ja E:m vilissd ja BE = AD (aksiooma 7). Nyt
CD = CFE (aksiooma 9). Kolmiot CDB ja CEA ovat
yhtenevid (aksiooma 12). Siis ZADB = /BFEA ja
AFE = DB. Siis kolmiot ADB ja BEA ovat yhte-
nevia. Siis /BAD = ZABE. Lauseen 1.4.2 nojalla
ZCAB = /ZCBA. O

Harjoitustehtavia

12. Esita yksinkertaisempi todistus lauseelle 1.4.6.
13. Kolmiossa ABC on ZCAB = ZCBA. Osoita, ettd AC = BC.

14. Todista: jos AB = DE, AC = DF ja ZABC = ZDFEF, niin joko kolmiot ABC' ja
DEF ovat yhtenevia tai ZACB ja ZDFE ovat vieruskulmia. (Yhtenevyyskriteeri ssk.)

*

Kolmio, jossa on kaksi yhtenevaa sivua, on tasakylkinen; yhta pitkat sivut ovat tallaisen
kolmion kyljet. Lauseen 1.4.6 ja harjoitustehtdavan 13 sisalto voidaan lausua niin, etta
tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhta suuret ja kolmio, jossa on kaksi yhta suurta
kulmaa, on tasakylkinen. Tasakylkisten kolmioiden olemassaolo ei ole aivan ongelmatonta.
Jos AB on jana ja C, D pisteitd samalla puolen suoraa AB ja Z/CAB = /DBA, ei tiedeta,
leikkaavatko AC ja BD.

Lause 1.4.7. Jos AB on jana, on olemassa tasakylkinen kolmio ABC, AC = BC.

Todistus. Olkoon D piste suoran AB ulkopuolella. Jos ZDAB = /DBA, tasakylkinen
kolmio on 16ytynyt. Ellei, niin joko ZDAB < ZDBA tai /ZDBA < ZDAB (harjoitusteh-
tava 10). Oletetaan, ettd ZDBA < ZDAB. Silloin kulman BAD aukeamassa on piste

E niin, ettd ZBAE = ZDBA (aksiooma 10). Lauseen 1.3.2 perusteella puolisuora AE
leikkaa janan BD; olkoon leikkauspiste C'. Kolmiossa ABC on ZCAB = ZCBA, joten se
on tasakylkinen (harjoitustehtavé 13).

Lause 1.4.8. Jos kolmioissa ABC ja DEF on AB = DF, BC = EF joa CAX= FD, niin
kolmiot ovat yhtenevdt (yhtenevyyslause sss).
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Todistus. Valitaan piste G eri puolelta suoraa DFE kuin
F niin, ettd ZEDG = ZCAB ja DG = AC (aksioo- C
mat 10 ja 7). Kolmiot ABC ja DEG ovat yhtenevia
(aksiooma 12). Yhdistetddn F' ja G janalla. Olete-
taan, ettd F'G leikkaa janan DE D:n ja E:n vilissa
olevassa pisteesséd. (Tapaukset, joissa néiin ei ole, ovat A B
analogisia ja jaavéat harjoitustehtéviksi.) Koska DF =
AC =2 DG ja EG =2 BC = EF, kolmiossa DGF on
/ZDFG = DGF jakolmiossa FFG on ZEFG = EGF.
Lauseen 1.4.4 perusteella ZDFG = /DGE. Mutta
tasta seuraa, ettd kolmiot DEF ja DEG ovat yhtene-
vid (aksiooma 12). Koska DEG ja ABC ovat yhtene- D E
via, ovat myos ABC ja DEF yhtenevia. [J

Harjoitustehtavia

15. Tédydenna lauseen 1.4.8 todistus tapauksilla, joissa jana F'G sisaltaa pisteen E tai D
tai joissa F'G ei leikkaa janaa DFE.

16. Osoita, ettd kulman /BAC aukeamassa on piste D siten, ettda /BAD = /DAC.

17. Osoita, etta janalla AB on yksi ja vain yksi piste C siten, ettd AC = CB. Piste C' on
janan AB keskipiste.

18. Kolmioissa ABC ja A’B'C’" on BC = B'C' ja AB = A'B’. Liséksi kulmat Z/BCA ja
ZB'C'A” ovat suoria. Osoita, ettd kolmiot ovat yhtenevid (”Suorakulmainen ssk”).

*

Suora a, joka kulkee janan AB keskipisteen C' kautta ja joka on kohtisuorassa suoraa AB
vastaan, on janan AB keskinormaali.

Lause 1.4.9. Kaikille janan AB keskinormaalin pisteille D patee AD = BD. Jos E on
piste, jolle AE = BE, niin E on AB:n keskinormaalin piste.

Todistus. Jos D on keskinormaalin piste, niin kolmiot AC'D ja BC'D ovat yhtenevia (sks),
joten AD = DB. Jos AE = BE, niin kolmiot ACE ja BCE ovat yhtenevié (sss). Kulma
/ACEFE on vieruskulmansa /BC'FE suuruinen, joten se on suora. F on siis keskinormaalin
piste. UJ
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Lause 1.4.10. Kolmion kulmien vieruskulmat ovat
kolmion toisia kulmia suuremmat. A F

Todistus. Olkoon ABC kolmio ja ZACD kulman
/BCA vieruskulma. Osoitetaan, ettd ZBAC <
ZACD. Olkoon E janan AC keskipiste (harjoitus-
tehtdva 17). Olkoon F se suoran BFE piste, jolle
BE = FFE ja F on F:n ja B:n vilissi. Kolmiot ABE
ja CFE ovat yhtenevia (sks). Siis ZACF = /BAC.
Jotta nahtaisiin, ettd LACF < ZACD, on viela osoi-

tettava, etta C'F on kulman ZACD aukeamassa. Kon-
struktion mukaan F' ja D ovat kumpikin eri puolilla
suoraa AC' kuin B, joten F' on samalla puolella suo-
raa AC (lause 1.3.1). Koska E on F:n ja B:n vélissi,
FE ja F ovat samalla puolella suoraa C'D. Koska E
on C:n ja A:n vilissd, A ja E ovat samalla puolella
suoraa C'D. Siis F ja A ovat samalla puolella suoraa
CD. F on néin ollen kulman ACD aukeamassa, joten

—
puolisuora C'F':kin on. [J

Sanomme, ettd kolmiossa ABC' sivu BC' ja kulma /BAC, sivu CA ja kulma ZABC sekéa
sivu AB ja kulma ZACB vastaavat toisiaan. Sanomme myo0s, ettd kulma ABC on sivujen
BA ja BC vdlinen kulma.

Lause 1.4.11. Kolmiossa pienempda sivua vastaa pienempt kulma ja pienempad kulmaa
pienempi Sivu.

Todistus. Oletetaan, ettd AB < AC. Silloin janalla AC on piste D niin, ettd AD = AB.
Lauseen 1.4.6 perusteella ZABD = ZADB. Piste D on selvisti kulman ZABC' aukea-
massa, joten ZABD < ZABC. Sovelletaan lausetta 1.4.10 kolmioon BC'D. Kyseisen
lauseen perusteella /BC'D < ZABD. Jalkimmainen véite todistetaan epésuorasti ensim-
maisen vaitteen perusteella. [J

Harjoitustehtavia
19. Todista, etta kolmiossa sivu on aina pienempi kuin kahden muun sivun summa.

20. Osoita: jos ZABC = /DFEF, ZACB = /DFFE ja BC = EF, niin kolmiot ABC ja
DEF ovat yhtenevii. (Yhtenevyyskriteeri ksk).

21. Osoita: jos ZABC = /DEF, ZACB = /DFFE ja AB = DFE, niin kolmiot ABC ja
DEF ovat yhtenevii. (Yhtenevyyskriteeri kks).
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1.5 Yhdensuuntaiset suorat

Suorat a ja b ovat yhdensuuntaiset, jos ne ovat sama suora tai jos ne eivat leikkaa toisiaan.
Suorien a ja b yhdensuuntaisuus merkitédén al|b.

Lause 1.5.1. Olkoot a, b ja c eri suoria. Oletetaan, etta c leikkaa a:n ja b:n pisteissa A
ja B, ettd C on suoran c piste niin, ettd B on A:n ja C:n vdlissa. Olkoot vield D € a ja
E € b samalla puolella suoraa ¢ olevia pisteiti. Jos ZBAD = ZCBE, niin a|b.

Todistus. Jos a ja b leikkaavat pisteessa F' samalla puo- c
len c:ta kuin D ja E, kolmio AF' B ei ole lauseen 1.4.10

. e . N B
mukainen. Ristikulmien yhtasuuruuden avulla sama b .
paattely patee myos, jos a ja b leikkaisivat toisensa eri /
puolella suoraa c kuin D ja E. [ A

Lauseessa 1.5.1 mainittuja kulmia Z/BAD ja Z/CBE al/ °
samoin kuin niiden ristikulmia sanotaan samakohtai- ¢

siksi kulmakse.
Esitamme nimenomaan euklidiselle geometrialle olennaisen yhdensuuntaisaksiooman eli pa-

ralleeliaksiooman seuraavassa englantilaisen John Playfairin (1748-1819) vuonna 1795 kir-
jaamassa muodossa:

Aksiooma 13. Jos a on suora ja A ¢ a, on olemassa enintdin yksi suora b siten, ettd
A € b ja al||b (Playfairin aksiooma).

Lause 1.5.2. Jos a||b ja ¢ leikkaa a:n, mutta ¢ # a, niin ¢ leikkaa b:nkin.

Todistus. Jos c ei leikkaa b:td, niin c||b. Té&lloin a:n ja c:n leikkauspisteen kautta kulkee
kaksi eri suoraa, jotka ovat b:n suuntaisia. Aksiooman 13 mukaan tdma on mahdotonta.
0

Lause 1.5.3. Jos suora letkkaa kahta yhdensuuntaista suoraa, niin samakohtaiset kulmat
ovat yhtd suuret.

Todistus. Olkoon al|b ja leikatkoon ¢ a:n pisteessd A ja b:n pisteessd B. Lauseen 1.5.1
mukaan sellainen B:n kautta piirretty suora b’, joka synnyttad suorakolmikkoon a, b, ¢
yhté suuret samakohtaiset kulmat, on a:n suuntainen. Aksiooman 13 perusteella b = b'.
O

Lause 1.5.4. Kolmion kulman vieruskulma on kolmion muiden kulmien summa.
Todistus. Olkoon ABC' kolmio ja olkoon C' suoralla BC' D:n ja B:n valissd. Kulma
LABC < LACD (lause 1.4.10). Kulman ZACD aukeamassa on siis puolisuora CE niin,

ettd LZECD = ZABC. Lauseen 1.5.1 perusteella AB||CE. Mutta lauseen 1.5.3 nojalla
/BAC=/ZACE. O

Nelikulmio ABCD, jossa AB||CD ja AD|BC, on suunnikas. Suunnikas ABCD, jossa
ZABC on suora kulma, on suorakulmio eli suorakaide. Suorakulmio ABCD, jossa AB =2
BC, on nelio.

Lause 1.5.5. Jos ABCD on suunnikas, niin AB = CD.

Todistus. Kolmioissa ABC' ja C DA on lauseen 1.5.3 nojalla /CAB =2 /ACD ja /BCA =
ZDAC. Kolmiot ovat yhtenevia (ksk; harjoitustehtdva 12). Siis AB = CD. O
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Lause 1.5.6. Olkoot a, b ja ¢ kolme yhdensuuntaista suoraa. Leikatkoon suora d suorat a,
b ja C pisteissd A, B ja C ja leikatkoon suora e ndmd suorat pisteissi A, B' ja C'. Jos
AB = BC, niin A’B’ = B'C".

Todistus. Olkoon d’ pisteen B kautta kulkeva suoran d suuntainen suora. Leikatkoon d’ suo-
rat a ja c pisteissa A” ja C”. Silloin nelikulmiot A” A’B’B ja BB'C’'C" ovat suunnikkaita.
Kolmioissa AA” B ja CC"B on ZABA"” =2 CBC" (ristikulmia) ja ZBAA"” = BCC" (lause
1.5.3). Kolmiot ovat siis yhtenevét (ksk). Siis A”B = BC"”. Mutta koska A”"B = A’B’ ja
BC" = B'C’ (lause 1.5.5), on myos A’B’ =~ B'C’. O

Harjoitustehtavia

22. Osoita, ettd yhdensuuntaisuus on ekvivalenssirelaatio.

23. Kulmille ZABC ja ZDEF pétee seuraavaa: AB||DE, CB||FE ja A ja D ovat samalla
puolella suoraa BE sekéd C' ja F' ovat samalla puolella suoraa BE. Osoita, ettd ZABC &
ZDEF.

24. Olkoon A ¢ a. Osoita, ettd on olemassa B € a niin, ettd ABla. B on A:n kohtisuora
projektio suoralla a.

25. Osoita: jos kolmioissa ABC' ja DEF on kaksi keskenddn yhtenevaa kulmaa, niin
kolmioiden kolmannetkin kulmat ovat keskenaan yhtenevét.

26. Osoita, etta suorakulmion kaikki kulmat ovat suoria kulmia.

1.6 Ympyra

Jos O ja A ovat pisteita, niin O-keskinen ja OA-sdteinen ympyrd I' on niiden pisteiden B
joukko, joille OB = OA. Piste O on I''n keskipiste ja jana OA I''n sdde. Aksioomasta 7
seuraa, etta jos a on mielivaltainen O:n kautta kulkeva suora, niin talla suoralla ja I':1la on
tasan kaksi yhteisté pistettd C' ja D; O on C:n ja D:n vélissd. C'D on I'in (erés) halkaisija.

Osoitamme, ettd ympyrélld on vain yksi keskipiste.

Lause 1.6.1. Jos I' on O-keskinen ja O A-sdteinen ympyrd ja O'-keskinen, O’ A’-sateinen
ympyrd, niin O = O'.

Todistus. Jos O # O, tarkastellaan suoraa OO’. Se leikkaa I':n kahdessa pisteessa C ja
D niin, ettd O on C:n ja D:n vilissid. Koska O ja O’ ovat I':n keskipisteitd, OC =2 OD ja
O'C =2 O'D. Lisdksi O ja O’ ovat janalla CD. Jos E ei ole suoralla C'D ja F' on sellainen
suoran OF piste, ettd E on janalla OF, niin suora F'O’ leikkaa kolmion CDFE sivun C'D
(koska O’ on janalla C'D. Paschin aksiooman mukaan F'O’ leikkaa joko kolmion sivun CE
tai sivun ED. Oletetaan, ettd FO' leikkaa sivun ED. Silloin FO' leikkaa my6s kolmion
EOD sivun OD, joten leikkauspiste O’ on janalla OD. Lauseen 1.2.3 todistuksen toinen
osa voidaan toistaa, ja saada tulos, jonka mukaan O on janalla CO’. Silloin CO < CO’ =
O'D < OD. Toisaalta OC = OD. Ristiriita! [



17

Olkoon I' O-keskinen ja OA-sdteinen ympyra. Sanomme, ettd B on I':n sisdapuolella, jos
B = O tai jos OB < OA. Sanomme, ettd B on I':n ulkopuolella, jos OA < OB.

Jos suoralla a ja ympyralla I on yksi ja vain yksi yhteinen piste, niin a on I':n tangentti.
Talloin sanotaan myos, ettd a ja I' sivuavat toisiaan ja ympyrian I' ja suoran a ainoa
yhteinen piste on suoran ja ympyran sivuamispiste. Samoin, jos kahdella ympyralla on
yksi ja vain yksi yhteinen piste, ympyrat sivuavat toisiaan; yhteinen piste on ympyroiden
sivuamispiste.

Lause 1.6.2. Olkoon I' O-keskinen ja OA-sdateinen ympyrd. Olkoon suora a pisteen A
kautta kulkeva ja suoraa OA vastaan kohtisuora suora. Silloin a sivuaa I':aa ja a:n kaikki
pisteet A:ta lukuun ottamatta ovat I':n ulkopuolella. Jos suora a on ympyrdn I' tangentti
ja A on a:n ja I':n yhteinen piste, nitn OA La.

Todistus. Olkoon B # A suoran a piste. Kolmiossa OAB on ZOAB suora. Kulma ZOBA
on lauseen 1.4.10 perusteella pienempi kuin ZO AB:n vieruskulma eli pienempi kuin ZOAB
itse. Lauseen 1.4.10 perusteella OA < OB. Siis B on I':n ulkopuolella. Olkoon sitten a
I':n tangentti ja A a:n ja [':n yhteinen piste. Piste O ei kuulu suoraan a, koska O A leikkaa
I':n kahdessa pisteessid. Olkoon B € a siten, ettd OBla (harjoitustehtiva 24). Olkoon
BD =~ BA, B janalla AD. Kolmiot OAB ja ODB ovat yhtenevia (sks). Siis OD = OA.
Siis D € I'. Tama ei ole mahdollista, jos B # A. Siis B= A, OAla. OJ

Lause 1.6.3. Jos suoralla a ja ympyralla T' on yhteinen piste, mutta a ei ole I':n tangentti,
nin a:lla ja I':lla on tasan kaksi yhteista pistetta.

Todistus. Edellisen lauseen todistuksesta nahdéan, etta jos A on a:n ja I':n yhteinen piste,
mutta a ei ole I':n tangentti, niin a:lla ja I':lla on toinen yhteinen piste D ja A:n ja D:n
vilisséd on piste B siten, ettd OB _La. Oletetaan, ettd a:han kuuluisi vield kolmas I':n piste

C. Oletetaan, ettd C on puolisuoralla BA. Harjoitustehtévan 18 mukaan kolmiot OBA ja
OBC ovat yhtenevat. Tasta seuraa, ettd C' = A. O

Jana AB, jonka molemmat paatepisteet ovat ympyralla I', on ympyran I' janne.

Lause 1.6.4. Olkoot pisteet O, O" ja A samalla suoralla. Olkoon T' O-keskinen ja OA
sateinen ympyrd ja T O'-keskinen ja O’ A-sdteinen ympyrd. Silloin T ja TV sivuavat toi-
siaan. Jos kaksi ympyrdad T' ja TV sivuavat toisiaan pisteessi A, niin A ja ympyroiden
keskipisteet O ja O" ovat samalla suoralla.

Todistus. Lauseen 1.6.1 todistuksen argumentoinnilla voidaan torjua se, etta I':lla ja I':lla
olisi toinen yhteinen piste suoralla OA. Oletetaan sitten ettd ympyroilld on yhteinen piste
B, joka ei ole suoralla OA. Oletetaan, ettd O' on O:n ja A:n vélissid. Silloin OAB ja
O’ AB ovat tasakylkisia kolmioita. Siis ZOBA =~ ZOAB = Z0O’BA. Tama ei ole mahdol-
lista. Olkoon sitten A O:n ja O":n valissid. Kolmiot OAB ja O’ AB ovat tasakylkisid, joten
/OBA= /0AB ja Z/0'BA = /0'AB. Mutta kulmat ZOAB ja O’ AB ovat vieruskulmia.
Siis myos ZOBA ja ZOAB ovat vieruskulmia ja O, B ja O’ ovat samalla suoralla. Tama-
kadn ei ole mahdollista. Siis I':lla ja I':lla ei ole muita yhteisid pisteitd kuin A. Olkoot
sitten I" ja I pisteessid A sivuavat ympyrat ja O, O’ ndiden keskipisteet. Jos O, O’ ja A
eivit ole samalla suoralla, niin O # O’. Olkoon C' se suoran OO’ piste, jolle AC LOO’
(harjoitustehtéva 24). Olkoon B # A se suoran AC piste, jolle CB = AC. Kolmiot OAC
ja OBC' ovat yhtenevid (sks). Siis OA = OB. Samoin ndhdéan, ettd O’'A = O’'B. Siis
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myos B on molemmilla ympyroilla T' ja I'V. Koska tamé ei ole mahdollista, paatelladn, etta
O, O’ ja A ovat samalla suoralla. []

Lause 1.6.5. Jos ympyroilla on yhteinen piste, mutta ne eiwwat sivua toisiaan, niilla on
tasan kaksi yhteista pistetta.

Todistus. Jos ympyr6illd on yhteinen piste A, mutta ympyrat eivit sivua toisiaan, niin
A ja ympyroiden keskipisteet O, O’ eivét ole samalla suoralla, ja ympyroilla on toinenkin
yhteinen piste B (edellisen lauseen todistus). Jos D olisi kolmas yhteinen piste, niin kolmiot
OO'A, OO'B ja OO’'D olisivat kaikki yhtenevid (sss). Koska nyt ZAOO' = /BOO' =
DOO’, puolisuora OD on joko puolisuora OA tai puolisuora OB. Piste D on valttamatta
joko A tai B. [

Harjoitustehtavia

27. Jos ympyrét ' ja TV sivuavat toisiaan pisteessi A, niin joko jokainen I'':n piste (paitsi
A) on I''n ulkopuolella tai jokainen I":n piste (paitsi A) on I':n sisépuolella.

28. Osoita, etta ympyran I' sisdpuoli on kupera: jos A ja B ovat I':n sisdpuolella, niin jana
[AB] on I':n sisépuolella.

*

Eukleideen jarjestelméa kritisoitiin jo antiikin aikana siité, ettd aksioomista ei voitu johtaa
kahden ympyran leikkauspisteen olemassaoloa. Tama vaatiikin oman aksioomansa.

Aksiooma 14. Olkoot T' ja I kaksi ympyrad. Jos I :uun kuuluu ainakin yksi T':n sisalld
oleva piste ja ainakin yksi I':n ulkopuolella oleva piste, niin I ja I' leikkaavat toisensa.

Harjoitustehtavista 27 ja lauseesta 1.6.5 seuraa, ettd I' ja IV leikkaavat toisensa tasan
kahdessa pisteessa.

Lause 1.6.6. Olkoon I' ympyra ja a suora, ja olkoon suoralla a piste A, joka on I':n
sisalla. Silloin a leikkaa T':n.

Todistus. Jos I':n keskipiste O on suoralla a, niin a leikkaa I':n (aksiooma 7). Jos O ei ole
suoralla a, niin suoralla a on piste B siten, ettd OB _La (harjoitustehtdva 24). Olkoon O’
suoralla OB niin, ettd B on O:n ja O":n vilissid ja OB = O'B. Olkoon IV O’-keskinen
ympyra, jonka sade on I':n siteen kanssa yhteneva. Suora OO’ leikkaa ympyran IV pis-
teissd C' ja D; nimetddn pisteet niin, ettd O ja C ovat samalla puolella pistetta O’ ja D
vastakkaisella puolella. Koska OB < OA (lause 1.4.10), niin OB on pienempi kuin I':n
ja I':n séde. Siis O’'B < O'C. Tasté seuraa, ettd O ja C ovat samalla puolella suoraa a.
Jos C on O:n ja B:n valissa, niin OC < OB, joten C on I':n sisdpuolella. Jos taas O on
C:n ja B:n vilissd, niin O on myo6s C:n ja O’:n vilissa, ja OC < O'C; nytkin C on I':n
sisdpuolella. Toisaalta O’ on O:n ja D:n vilissa, joten O’'D < OD. D on siis I':n ulkopuo-
lella. Aksiooman 14 perusteella I' ja I leikkaavat toisensa pisteessd E. Nyt OF = O'FE,
OB = O'B, joten kolmiot OBE ja O’ BE ovat yhteneviét (sss). Koska ZOBE = /0'BE,
kulma ZOBE on suora kulma. Siis £ on suoralla a. [



19

Lause 1.6.6 ja sita edeltavat lauseet antavat oikeutuksen sellaisille harpin ja viivoittimen
avulla tehtaville konstruktioille, joissa etsittavat pisteet loytyvat suorien ja ympyroiden
leikkauspisteina.

Harjoitustehtavia

29. Todista: jos suorat a ja b leikkaavat toisensa pisteessid C' ja sivuavat ympyraa I'
pisteissa A ja B, niin CA = CB.

30. Todista, ettd kolmion ABC' kulmien puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessa
1.

31. Todista, etta I keskipisteena voidaan piirtda ympyra, joka sivuaa kolmion ABC kaikkia
sivuja. (Kolmion sisdén piirretty ympyra.)

Seuraava lause on saanut nimensd vanhimmasta nimeltd tunnetusta matemaatikosta, n.
600 eKr elaneesta Thales Miletolaisesta.

Lause 1.6.7. Olkoon AB ympyrdn I' halkaisija ja C
jokin muu I':n piste kuin A tai B. Silloin ZACB on c
suora kulma (Thales).

Todistus. Lauseen 1.5.4 perusteella kulman ZACB vie-

ruskulma on kulmien ZC'AB ja ZCBA summa. Ol- o
koon O T':n keskipiste. Kolmiot OCA ja OBC' ovat

tasakylkisia. Siis ZACB kulmien ZCAB ja Z/CBO

summa. Mutta néin ollen ZAC B on vieruskulmansa

suuruinen ja siis suora. [J

Olkoot A ja B O-keskisen ympyréan I' pisteitd. Oletetaan, ettd AB ei ole ympyran halkai-
sija. A, B ja kaikki ne I':n pisteet C, joille C' on kulman ZAOB aukeamassa, muodostavat
kaaren AB. Muut ympyran I' pisteet muodostavat kaaren AB komplementtikaaren. Jos
C on kaaren AB komplementtikaaren piste, niin C ei ole suoralla AB (lause 1.6.3). Kulma
ZACB on (erés) kaarta AB vastaava kehikulma. Euklidissa tasogeometriassa seuraavalla
lauseella, kehdkulmalauseella, on suuri tyokaluarvo.

Lause 1.6.8. Olkoon I' O-keskinen ympyrd ja olkoot A ja B kaksi I':n pistetta; A ja B
eiwdt ole I':n halkaisijan padtepisteet. Jos C ja D ovat samalla puolella suoraa AB olevia
I':n pisteita, niin ZACB = /ADB.
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Todistus. Olkoot C'; D ja O samalla puolen suoraa AB. c
Silloin C ei ole kulman ZAO B aukeamassa: jos se olisi,

OC leikkaisi janan AB pisteessi, joka olisi I':n ulko-

puolella. Olkoon E sen ympyran halkaisijan toinen

paatepiste, jonka toinen paatepiste on C. Jos E on

kulman ZAOB aukeamassa, niin ZAOB =2 ZAOF +

/FOB. Kolmion kulman vieruskulmalauseen 1.5.4 ja

lauseen 1.4.6 nojalla ZAOFE = 2/ACO ja /ZEOB = A B
2/0CB. Siis ZAOB =2 2/ACB. E

Jos E ei ole kulman ZACB aukeamassa, esimerkiksi jos O ja B ovat eri puolilla suoraa
AC, paadytaan samaan tulokseen vahentamalld kulmasta FOB kulma FOA ja kulmasta
ECB kulma FCA. Kulma ZACB on ('sta riippumatta puolet kulmasta ZAOB.

Olkoon sitten C' eri puolella suoraa AB kuin O. Jo todistetun mukaan kulmien /BAC
ja ZCBA summa on puolet kulmasta ZAOB. Se on toisaalta sama kuin kulman ZACB
vieruskulma. C'sté riippumatta tdméa vieruskulma on sama, joten myos ZACB on C':sté
riippumatta sama. []

Nelikulmio ABC'D on jannenelikulmio, jos ABC D:n ympari voidaan piirtda ympyra.

Harjoitustehtavia

32. Osoita: jos I' on O-keskinen ympyra, a I':n tangentti, A a:n ja I':n yhteinen piste, D
a:n piste ja B I':n piste, kumpikin samalla puolella suoraa O A, niin ZAO B on kaksi kertaa
/DAB.

33. Osoita: jos A, B ja C eivit ole samalla suoralla, niin on olemassa yksi ja vain yksi
ympyra I', johon kaikki kolme pistetta kuuluvat.

34. Osoita: jos C ja D ovat samalla puolella suoraa AB ja ZACB = ZADB, niin A, B,
C ja D ovat samalla ympyrélla.

35. Osoita: Jos ABCD on jannenelikulmio, niin ZABC' ja ZC' DA ovat vieruskulmia.

36. Osoita: jos C ja D ovat eri puolella suoraa AB ja kulmat ZACB ja ZADB ovat
toistensa vieruskulmia, niin A, B, C' ja D ovat samalla ympyralla.

1.7  Piirtaminen harpilla ja viivoittimella

Euklidisen tasogeometrian aksioomien voi katsoa esittavan sita, mita on tehtavissa harpin
ja viivoittimen avulla. Hiukan tarkentaen geometriset piirrostehtavat palautuvat seuraa-
viin perustehtaviin.

1. Suoran piirtdminen kahden pisteen kautta (aksiooma 1) — viivoitin.
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2. Ympyran piirtdminen, kun ympyran keskipiste ja yksi ympyran piste tiedetadn — harppi.
Ankaran tulkinnan mukaan edelliset kaksi piirrosta ovat ainoat sallitut. Niitd kombinoi-

malla saadaan sitten muita piirroksia. Esitetdin seuraavaksi tavalliset perusoperaatioita
yvhdistelemalla tehtavat piirrokset.

3. Ympyrén piirtdminen, kun keskipiste O ja sdteen kanssa yhteneva jana AB tunnetaan. —
Piirretaén B-keskinen ympyréa C; A:n kautta. Piirretdan O-keskinen ympyra Co A:n kautta
ja B-keskinen ympyra C3 O:n kautta. Ne leikkaavat pisteessd D. Puoloisuora BD leikkaa
Cy:n pisteessd E. Piirretadn D-keskinen ympyrd C, E:n kautta. Se leikkaa puolisuoran
OD pisteessa F. Koska BD 2 OB = BO 20D ja ED = FD, niin OF 2 EB = AB. O-
keskinen ympyra F':n kautta on siis haluttu ympyra. — Koska téllainen ”janan siirtaminen”
voidaan aina tehda, voidaan kaytannossa jana siirtda ”jaykkaa harpia kuljettamalla”.

4. Tunnetun janan kanssa yhtenevén janan erottaminen puolisuorasta (aksiooma 7) —
harppi.

5. Kulman siirtdminen Kulman ZABC kanssa yhtenevin kulman piirtdminen niin, etta

kulman toinen kylki on puolisuora EF (aksiooma 10).— Valitaan puoliséiteelta B—C>' piste
C;. Piirretadn ympyré, jonka keskipiste on B ja sidde BC4. Se leikkaa puolisuoran BA
pisteessd A;. A1C; < 2BC; (kolmioepéayhtdld). Piirretddan E keskipisteend ympyra I,

jonka sdde on BC':n kanssa yhtenevi. Se leikkaa EFm pisteessa Fi ja EFn vastakkaisen
puolisuoran pisteessa Fo; F1Fy = 2 BC:. Piirretadn F; keskipisteend ympyra 'y, jonka
sdde on A;C;. Suora E'F leikkaa tdméan ympyran pisteissid G ja H. Koska GF, < FyF ja
HF, < FyF, toinen pisteista GG ja H on I':n sisdpuolella ja toinen ulkopuolella. Aksiooman
14 nojalla I ja 'y leikkaavat pisteessid G;. Kolmiot BC1 Ay ja Fy EG ovat yhtenevia (sss).

6. Suoran a kanssa yhdensuuntaisen suoran piirtdminen pisteen A ¢ a kautta. — Valitaan
suoralta a piste B. Piirretddn suora AB. Valitaan suoralta a piste C # B. Valitaan
suoralta AB piste D niin, ettd A on B:n ja D:n valissa. Piirretdan kulma /DAFE = Z/ABC
niin, ettd F ja C ovat samalla puolen suoraa AB. Nyt AFE||a.

7. Janan AB keskinormaalin piirtdminen. — Piirretdan A-keskinen ja A B-séteinen sekéd B-
keskinen ja BA-siateinen ympyra. Ympyrat leikkaavat kahdessa pisteessa C' ja D. Suorat
CD ja AB leikkaavat pisteessd M. Kolmiot ADC ja BCD ovat tasakylkisid ja yhtene-
vid (sss). Siis LZACM = /BCM. Kolmiot CAM ja CBM ovat yhtyenevia (sks). Siis
JAMC = /BMC ja AM = MC'. Vieruskulmansa kanssa yhteneva kulma on suora. Siis
CD1AB.

8. Janan puolittaminen. — Ks. edellinen.

9. Suoraa a vastaan kohtisuoran suoran piirtdminen pisteen A kautta. — Valitaan suoralta a
piste B. Piirretdin A-keskinen ympyra B:n kautta. (Jos ympyré sivuaa suoraa a, valitaan
suoralta a jokin toinen piste, ja aletaan alusta.) Se leikkaa a:n pisteisséd B ja C'. Piirretdén
janan BC' keskinormaali. Koska BA = C A, tama keskinormaali sisdltda A:n.
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10. Kulman ZBAC puolittaminen. — Piirretdan A-keskinen ympyréa. Se leikkaa ABm
pisteessa Bj ja AC:m pisteessd C. Piirretdén Bi- ja C1-keskiset ympyrat, siteind (esimer-
kiksi) B1C ja C1B;y. Ympyrat leikkaavat pisteissd D ja E. DE on B;Cf:n keskinormaali;
B1C4:n keskipiste M on kulman BAC aukeamassa ja D ja E ovat eri puolilla suoraa B1CY.

— B G — —
Puoliside AM on jompi kumpi sateistd AD, AFE; olkoon se AD. Kolmiot DAA; ja DAB;
ovat yhtenevié (sss). Siis ZB1AD = /DAA,.

11. Janan AB jakaminen n:ksi keskendén yhteneviaksi osaksi. — Piirretddan puolisuora AC ,
joka ei yhdy suoraan AB. Erotetaan ACH1td jana AA;. Merkitdan Ay = A. Erotetaan

puolisuoran AkAjy_; vastakkaiselta puolisuoralta jana AxAry1 = AA, k=1,2,...,n—1.
Piirretaén jokaisen Ax:n kautta A,, B:n suuntainen suora ax. ai leikkaa janan AB pisteessa
By.. Nyt kaikki janat By_1Bj ovat keskenéén yhtenevia (lause 1.5.6), By = A, B,, = B.

On runsaasti yksinkertaisia piirustustehtavia, joiden suorittaminen vaatii muita kuin edella
lueteltuja keinoja. Esimerkiksi kulman jakaminen kolmeksi keskenaan yhteneviksi kul-
maksi on tehtava, jonka ratkaiseminen ei onnistu pelkalla harpilla ja viivoittimella.
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2  Yhdenmuotoisuus ja pinta-ala

Kolmioiden yhtenevyyden ohella toinen keskeinen euklidisen geometrian tyokalu on kol-
mioiden yhdenmuotoisuus. Yhdenmuotoisuus vaatii, ettd on voitava maéaaritella janojen
kesken relaatio, jota kutsutaan suhteeks: ja kahden janaparin samasuhteisuus eli verannol-
lisuus.

2.1 Janojen laskutoimitukset

Olemme tottuneet liittdmaan janoihin mittaluvun, pituuden. Geometrian ja alkuaan lu-
kumaaran ilmaisemista varten kehittyneen lukujarjestelman toisiinsa kytkeminen ei kui-
tenkaan ole itsestadn selvaa. Erityisesti tiettyjen janojen yhteismitattomuus pakotti ke-
hittamaan melkoisen mutkikkaan menetelméan verrannollisuuden tasmallisen méaarittelyn
aikaansaamiseksi. Fukleideen jarjestelméassa tama tehdaan olennaisesti Eudoksos Knidos-
laisen (n. 408 — n. 355 e.Kr.) rakentaman suhdeopin avulla. Suhdeoppia on aina pidetty
Eukleideen Alkeiden vaikeimpana osana. Tama esityksemme etenee hiukan suoremmin,
muttei toisaalta osu ihan maaliin. Emme onnistu esittamaan geometristen suureiden mit-
talukuja oikeina reaalilukuina, vaan joudumme tyytymaan ikdan kuin geometrian omien
tarpeiden pohjalle rakentuvaan laskentoon. Se riittad kuitenkin esimerkiksi yhdenmuotoi-
suuskasitteen maarittelyyn ja yhdenmuotoisuuden perusominaisuuksien todistamiseen.

Aikaisemmin olemme todenneet, ettd janojen kongruenssi on ekvivalenssirelaatio. Ekviva-
lenssiluokille, joita merkitsemme pienin kirjaimin ja joita voidaan myos kutsua janoiksi,
voimme madritelld yhteenlaskun kayttamalla hyvaksi luokkien edustajia ja niiden yhteen-
laskua. Mikali sekaannuksen vaaraa ei ole, ekvivalenssiluokasta voidaan kayttaa sen edus-
tajan nimea: relaatio AB € ¢ voidaan merkitd AB = c.

Yhteenlasku on liitannainen ja vaihdannainen. Lisaksi yhteenlasku synnyttaa vahennys-
laskun. Jos a ja b ovat kaksi janojen ekvivalenssiluokkaa, niin joko @ = b, on olemassa
ekvivalenssiluokka c siten, ettd a + ¢ = b tai on olemassa ekvivalenssiluokka d siten, etta
a = b+ d. Valitsemme nyt yhden ekvivalenssiluokista ja kutsumme sita yksikkojanaksi.
Tata luokkaa merkitsemme symbolilla 1.

Maarittelemme kahden janan a ja b tulon ab seu- F
raavasti. Olkoon AB 1:n edustaja ja DE b:n edus-
taja. Konstruoimme suorakulmaisen kolmion ABC a at

niin, ettd ZABC on suora kulma ja BC € a eli

BC = a. Olkoon ZBAC = «. Silloin o on pienempi A { B D A E

kuin suora kulma. (Lause 1.5.4). Konstruoidaan suo-

rakulmainen kolmio DFEF siten, etta DE € beli DE

=bja LZEDF = «. (F on olemassa lauseen 1.5.3 perusteella.) Maéritelldédn nyt tulo ab
janan I'E edustamaksi ekvivalenssiluokaksi.
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Tulon ominaisuuksia esitellaan seuraavissa harjoitustehtavissa. Olennainen tyokalu useim-
pien ominaisuuksien todentamisessa on sopiva jannenelikulmio.

Harjoitustehtavia

37. Osoita, etta tulo on hyvin maaritelty, ts. ettd maaritelma ei riipu kaytetyista ekviva-
lenssiluokkien edustajista.

38. Osoita, ettéd tulo on vaihdannainen ja liitdnnainen.
39. Osoita, ettd méaéritellyt summa ja tulo noudattavat osittelulakia a(b + ¢) = ab + ac.
40. Osoita, etta jokaista janaa a kohden on olemassa jana b siten, ettd ab = 1.

*

b
Edellisen harjoitustehtdvén tulos oikeuttaa merkinnin b/a eli — eli b : a. Itse asiassa

olemme edellisissé harjoitustehtavissa todistaneet osia siita, ettéiajanat maariteltyjen las-
kutoimitusten kautta tulevat olemaan eraan kunnan positiiviset alkiot. Tata tietoa, jonka
taydellisen todistamisen jatdmme lukijoille (se on luonnollisesti tydlds, muttei vaikea),
kaytamme jatkossa hyvaksi.

Jos b/a = d/c, sanomme, etté janat a ja c ovat verrannollisia janoihin b ja d.

2.2 Kolmioiden yhdenmuotoisuus

Noudatamme vastedes Leonhard Eulerin (1707-87) kdytto6n ottamaa merkintétapaa. Jos
ABC on kolmio, niin BC' € a, CA € bja AB € ¢ tai BC = a, CA=0bja AB = c. Ellei
sekaannuksen vaaraa ole, kiytamme samaa nimeamisperiaatetta myos, jos kolmion karkiin
liittyy pilkkuja tai alaindekseja.

Sanomme, ettd kolmiot ABC ja A’B’'C’ ovat yhdenmuotoiset, jos kolmioiden vastaavat
kulmat (ZABC ja ZA'B'C’ jne.; puhutaan my6s vastinkulmista) ovat yhtenevid ja jos
a/a’ =b/b =c¢/c.

Samoin kuin yhtenevyyden yhteydessa, myos yhdenmuotoisuuden toteamiseksi riittaa, kun
osa yhtenevyyden maaritelmén ehdoista tayttyy. Erityisesti yhdenmuotoisuuteen riittaa
kahden kolmion kulmaparin yhtenevyys.

Lause 2.2.1. Jos kolmioissa ABC ja A'B'C' on L/ABC = /A'B'C’ ja /BCA =
/ZB'C"A’, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset (yhdenmuotoisuuslause kk ).

Todistus. Harjoitustehtavan 25 perusteella myés Z/CAB = /C’'A’B’. Piirretadn kolmion
ABC kulmien puolittajat. Ne leikkaavat toisensa pisteessa I (harjoitustehtéava 30). Olkoot
D, E ja F pisteen I kohtisuorat projektiot (harjoitustehtéva 24) suorilla BC, C'A ja AB.
Janat ID, IE ja IF ovat yhtenevia; olkoon r niiden ekvivalenssiluokka. Yhtenevista
kolmioista AF'I ja AEI saadaan AF = AFE. Vastaavat tarkastelut voidaan tehda kolmion
muiden kéarkien ymparilla. On siis perusteltua merkita AF = AF = x, BD = BF =y,
CD = CFE = z. Kolmiosta A’ B’'C’ saadaan vastaavilla konstruktioilla janat z’, v/, 2’ ja r’.
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Konstruoidaan suorakulmainen kolmio GHJ, jossa /JGH = /IAF ja GH = 1. Olkoon
JH = d. Janojen kertolaskun maaritelméan mukaan » = dxr. Kun verrataan kolmioita
A'F'I' ja GHJ, saadan samoin r’ = dz’. Siis /2’ = r/r’. Vastaavalla tavalla saadaan
y/y =r/r" ja z/2 = r/r’. Olkoon r/r’" = k. Silloin = kx', y = ky' ja z = kz’. Nyt
a=x+y=ka' +ky =k(z'+v')=ka. Samoin b = kb, c = kc'. Siis a/a’ =b/b = ¢/ .
O

Lause 2.2.2. Jos B’ ja C' ovat kolmion ABC' sivujen AB ja AC pisteitd ja jos B'C'||BC,
niin ABC' ja AB'C’ ovat yhdenmuotoisia. Jos B’ ja D ovat sivujen AB ja AC pisteitd ja
kolmiot ABC' ja AB'D ovat yhdenmuotoiset, niin B'D|BC.

Todistus. Jos B'C’||BC, niin lauseen 1.5.3 perusteella kolmioiden ABC' ja AB'C’ vastaavat
kulmat ovat yhtd suuria. Olkoon sitten kolmio AB’D yhdenmuotoinen kolmion ABC
kansa. Olkoon C’ janalla AC niin, ettd B’C’||BC. Olkoon AB' = ¢/, AC' =V, AD =d.
Oletuksen mukaan ¢’ /¢ = d/b. Koska todistuksen alun perusteella AB’C" on kolmion ABC
kanssa yhtenevé, on ¢/ /¢ = b’ /b. Tésté seuraa d = b’. Aksiooman 7 perusteella C’ = D. O

Lause 2.2.3. Jos kolmioissa ABC ja A'B'C" ona/a’ =b/b = ¢/, niin ABC ja A'B'C’
ovat yhdenmuotoiset (yhdenmuotoisuuslause sss).

Todistus. Oletetaan, ettda AB < A’B’. Olkoon D janalla B’A’ niin, ettd B'D = BA.
Olkoon E janalla B'C’ niin, ettda DE|A’C’. Edellisen lauseen perusteella kolmiot B'ED
ja B'C'A’ ovat yhdenmuotoiset. Siis B'E/a’ = B'D/c = ¢/¢’. Mutta a/a’ = ¢/, joten
B'E = a. Samoin DE = b. Kolmiot B'ED ja BC' A ovat yhtenevia (sss). Tama merkitsee,
etta kolmioiden B’ED ja BC' A kulmat ovat yhtéd suuret ja niin muodoin my6s kolmioiden
BCA ja B'C’A’ kulmat ovat yhtd suuret. Kolmiot ovat yhtenevia. [

Lause 2.2.4. Olkoot a, b ja ¢ yhdensuuntaisia suoria. Leikatkoon suora d ndmd suorat
pisteissi A, B ja C ja suora e kyseiset suorat pisteissi D, E ja F. Silloin AB/BC =
DE/FEF.

Todistus. Jos d||e, vaite seuraa lauseesta 1.5.5. Muussa tapauksessa piirretdan A:n kautta
e:n suuntainen suora, joka leikkaa b:n ja c:n pisteissa G ja H. Silloin kolmiot ACH ja ABG
ovat yhdenmuotoiset, joten AC/AB = AH/AG. Viite seuraa siité, ettd AC = AB + BC
ja AH = AG+ GH ja AG=Z DE, GH = EF. U

Harjoitustehtavia

41. Olkoot C' ja D janan AB pisteité ja olkoon AC/CB = AD/DB. Osoita, ettd C' = D.
Olkoot X ja Y suoran AB pisteita, ja olkoot X ja Y janan AB ulkopuolella. Olkoon
AX/BX = AY/BY. Osoita, ettd X =Y.

42. Todista kolmiot yhdenmuotoisiksi, jos niissd on kaksi paria verrannollisia sivuja ja
niiden véliset kulmat ovat yhté suuret (yhdenmuotoisuuslause sks).

43. Todista, ettd jos ABC' on suorakulmainen kolmio ja kulma Z/BCA on suora kulma,
niin
a? +b% = 2.



26

(Pythagoras; huomattakoon, ettd tédssd liikkutaan jana-aritmetiikan kunnassa, eiké pinta-
alaa ole vield edes mééritelty.)

*

Esitamme viela kolme kolmioiden yhdenmuotoisuuteen perustuvaa keskeista ja monia so-
velluksia omaavaa lausetta.

Lause 2.2.5. Jos kaksi ympyran jannetta leikkaa toisensa niin, etta leikkauspiste jakaa
janteet ositn a ja b seka c ja d, niin
ab = cd

Todistus. Olkoon E janteiden AD ja BC' leikkauspiste. Kolmioissa ABE ja CDE on
/ABE = /CDEFE ja /BAFE = /DCE. Kolmiot ovat yhdenmuotoiset, joten

AE  CE
EB  ED’
Tama on yhtapitavaa vaitteen kanssa. [
Tulo AFE - ED = EB - CFE, joka siis riippuu vain E:std, on pisteen E potenssi ympyran I’

suhteen. Kéisite méaritelladn samoin myds ympyran ulkopuolisille pisteille (harjoitusteh-
tava 45).

Harjoitustehtavia

44. Muotoile ja todista edellistd lausetta vastaava tulos tilanteessa, jossa suorat AD ja
BC leikkaavat toisensa ympyran I ulkopuolella.

45. Suora a sivuaa ympyraa I’ pisteessd A, suora b leikkaa I':n pisteissd B ja C. a ja b
leikkaavat pisteessi P. Osoita, etti PA? = PB - PC.

46. Ympyroilla I ja IV on sama keskipiste; I':n sdde on pienempi kuin I'V:n. Suora a sivuaa
I:aa pisteessd, A ja suora b sivuaa I':aa pisteessd B. Suorat leikkaavat pisteessd P ja jana
PB leikkaa I'":n pisteessi C. Osoita, etti PB? — PA? = BC?.

Lause 2.2.6. (Menelaos n. 70 — n. 130). Leikatkoon suora a suorat BC, CA ja AB
pisteissa X, Y ja Z. Silloin
BX CY ‘ AZ 1 1)
CX AY BzZ (
Jos X, Y ja Z ovat suorien BC, CA ja AB pisteitd, joille pdtee (1) ja jos pisteistd kaksi
tai ei yhtadn on kolmion ABC sivuilla, niin X, Y ja Z ovat samalla suoralla.
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Todistus. Piirretadn A:n kautta BC:n suuntainen suora. Leikatkoon a sen pisteessa D.
Kolmiot AZD ja BZX ovat yhdenmuotoiset (kk). Siis

Az _ bz
AD  BX’
Kolmiot ADY ja CXY ovat yhdenmuotoiset (kk). Siis

AY CY
AD  COX’
Viite seuraa, kun edellisistd verrannoista eliminoidaan AD. Lauseen kaénteisen puolen

todistamiseksi asetetaan suora b pisteiden X ja Y kautta. Se leikkaa suoran AB pisteessia
Z'. Lauseen alkuosan perusteella

BX cYy AZ

S =1.
CX AY BZ

Tésta ja (1):sté seura, ettd AZ/BZ = AZ'/BZ'. Harjoitustehtdvén 42 tuloksen perusteella
Z = 7'. Pisteet X, Y ja Z ovat suoralla b. [J

Lause 2.2.7. (Giovanni Ceva, 1674-1734) Olkoot X,
Y ja Z kolmion ABC' sivujen BC, C'A ja AB pisteitd
ja leikatkoot suorat AX, BY ja CZ toisensa pisteessd

P. Silloin
BX CY AZ

XC YA ZB
Jos (2) pitee, niin suorat AX, BY ja CZ leikkaavat
toisensa samassa pisteessa.

1. 2)

Todistus. Todistetaan ensin lauseen alkuosa. Piirretdan A:n kautta BC':n suuntainen suora.
Leikatkoon suora BY sen pisteessa V' ja suora C'Z sen pisteessa U. Kolmiot BCY ja VAY
ovat yhdenmuotoisia (kk). Siis

CcY BC

VA~ AV )
Kolmiot BCZ ja AUZ ovat yhdenmuotoisia (kk), Siis

AZ AU

7B~ BC @

Kolmiot BX P ja VAP ovat yhdenmuotoisia (kk). Siis

BX PX
AV T PA’ ©)

Kolmiot XCP ja AUP ovat yhdenmuotoisia (kk). Siis

XC PX
AT - PA (6)
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Yhtaloistéd (4) ja (5) saadaan
BX AV

XC AU
Kerrotaan yhtélot (7), (3) ja (4) puolittain. Saadaan

BX CY AZ AV BC AU

XC YA ZB AU av BC V-

Lauseen jalkiméaisen osan todistamiseksi oletetaan, ettd AX ja BY leikkaavat toisensa
pisteessd P ja ettd C'P leikkaa AB:n pisteessid Z’. Samoin kuin Menelaoksen lauseen
tapauksessa nahddan, ettd Z = Z’, mika todistaakin vaitteen. [J

2.3 Kuvioiden samaosaisuus ja samasisaltoisyys

Samoin kuin mittaluvun liittaAminen janaan, myos kuvion kokoa oikein kuvaavan mittalu-
vun synnyttdminen on epatriviaali tehtava. Pyrimme ensin selvittdméan, miten kahdesta
kuviosta on mahdollista todeta sama-alaisuus ja sitten muodostamaan kytkennan jo luo-
tuun janan mittalukuun. Yksinkertainen perusajatus on se, etta yhtenevat kolmiot ovat
alaltaan yhta suuret. Osoittautuu, ettd jo kahden kuvion samankokoisuuden méarittely
tuottaa ongelmia.

Edella kolmio on ollut kolmen pisteen ja niita yhdistavien janojen konfiguraatio. Piddmme
nyt kolmiota ABC siné tason osajoukkona, jonka muodostaa kolmion luonnollisella tavalla
maarittaméan kolmen puolitason leikkauksen ja kolmion kolmen sivun yhdiste. Mainittu
puolitasojen leikkaus on kolmion sisdosa; sisdosan pisteet ovat kolmion sisdapisteitd. Kol-
miot, joilla ei ole yhteisia sisapisteita, eivat peitd toisiaan.

Sanomme, etté tason joukko, joka voidaan esittad toisiaan peittamattomien kolmioiden yh-
disteena, on kuvio. Voidaan osoittaa, etta kahden kuvion yhdiste on kuvio ja kuvioon sisal-
tyvén kuvion komplementti em. kuvion suhteen (yhdistettyné janoihin, jotka muodostavat
kyseisen komplementin reunan) on kuvio. Késite olla peittdmétta toisiaan laajennetaan
koskemaan myos kuvioita.

Tilannetta ”kahdella kuviolla on sama pinta-ala” voi ldhestya kolmesta suunnasta. Ku-
vioiden P ja P’ sanotaan olevan samaosaiset, jos ne voidaan esittda yhdisteind

n

P:U&,P:Om,
i=1 i=1

missa jokainen K; ja K j’ on kolmio, jokaiset K;, K| ovat yhtenevid ja jokaiset K;, Kj,
missé i # j ja jokaiset K, K j’., i # j, ovat toisiaan peittdméattomid. Toinen tapa ajatella
kahta kuviota ”samankokoisiksi” on seurava: Kuviot P ja P’ ovat samasisdltdiset, jos ne
voidaan tdydentaa samaosaisin kuvioin samaosaisiksi kuvioiksi. Tama merkitsee, etta on
oltava olemassa samaosaiset kuviot Q) ja Q' siten, ettd P ja @) eivit peitéd toisiaan, P’
ja @' eivat peitd toisiaan ja P U Q, P’ U Q' ovat samaosaiset. Samaosaiset kuviot ovat
samasisaltoisia. Kaanteinen vaite on ongelmallisempi. Tyydyttava pinta-alan késite vaatii
viela pinta-alafunktion maarittelemisen.
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Lause 2.3.1. Olkoot P = ABCD ja P' = ABEF suunnikkaita ja olkoot C, D, E ja F
samalla suoralla. Silloin P ja P’ ovat samasisdltdiset.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd F' ja E ovat puolisuo-

ralla DC. Koska AD||BC ja AF||BE, niin ZDAF = D E__C

ZCBE (harjoitustehtiva 23) ja AD = BC, AF = BE E
(lause 1.5.5). Siis kolmiot Q@ = AFD ja Q" = BEC
ovat yhtenevia. Jos F' on janalla DC, niin PU Q =
P’ U @', mista vaite seuraa. Jos C on janalla DF,
niin janat AF ja BC' leikkaavat toisensa pisteessa G.
Olkoon @1 kolmio GFC ja @2 kolmio ABG. Nyt
PUQr =QUQ, ja PUQR: = Q UQ, Mairitel-
méan mukaan P ja P’ ovat samasisiltoiset. [

Lause 2.3.2. Olkoon D kolmion ABC sivun AC keskipiste ja olkoon E sellainen piste,
ettd ABED on suunnikas. Silloin kolmio ABC' ja suunnikas ABED ovat samaosaisia.

Todistus. Olkoon F' BC'n ja ED:m leikkauspiste. Koska DFE|AB, ZCAB = ZCDF,
kolmiot ABC' ja CFC ovat yhdenmuotoiset (kk). Koska D puolittaa janan AC, niin F
puolittaa janan CB. Siis FFB = F'C. Koska ABED on suunnikas, BE = AD = DC.
Samakohtaisina kulmina ZDCF = ZEBF. Kolmiot DFC ja EF B ovat yhtenevid (sks).
Mutta tdméa merkitsee, ettda ABC' ja ABED ovat samaosaisia. []

Olkoon ABC' kolmio. Harjoitustehtdavian 24 perusteella suoralla BC' on piste D siten,
ettd AD 1 BC. Jana AD on kolmion ABC A:sta piirretty korkeusjana ja D korkeusjanan
kantapiste. Vastaavasti maarittelemme kolmion muista karjista piirretyt korkeusjanat ja
niiden kantapisteet. Edellisista kahdesta lauseesta seuraa heti

Lause 2.3.3. Olkoot ABC' ja A’B'C’ kolmioita ja AD, A’D’ niiden korkeusjanoja. Jos
BC = B'C' ja AD =2 A'D’, niin ABC ja A’B’C’ ovat samasisdltoiset.

Voimme nyt todistaa Pythagoraan lauseen sen klassi-
sessa muodossa. Todistus on Eukleideen.

Lause 2.3.4. Olkoon ABC suorakulmainen kolmio,
missa ZBCA on suora kulma. Olkoot ACDE, CBFG g
ja BAHI kolmion ABC' ulkopuolella olevia nelioitd.
Silloin nelio BAHI on samasisaltoinen kuin nelioiden B
ACDE ja CBFG yhdiste (Pythagoras).

Todistus. (Eukleides). Leikatkoon pisteestd C' suoraa
AB vastaan kohtisuoraan piirretty suora AB:n pis-
teessa J ja HI:n pisteessd K. On helppo nahda, etta
kolmioilla EAC ja EAB on sama korkeus. Ne ovat siis B K
samasisaltoiset. Koska kulmat ZEAB ja ZCAH ovat
suoran kulman ja kulman C'AB summia, ne ovat yhta

suuret. Koska ACDFE ja BAHI ovat nelicitd, FA =2 AC' ja AB = AH. Kolmiot FAB ja
CAH ovat yhtenevié (sks). Kolmioilla AHC ja AHJ on sama korkeus. Nyt siis kolmiot
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EAC ja AH J ovat samasisaltoiset. Edelleen nelio6 AC DFE ja suorakaide AH K.J ovat sama-
sisaltoiset. Samoin osoitetaan, ettd nelic C BF'G ja suorakaide JKIB ovat samasisaltoiset.
O

Harjoitustehtavia
47. Osoita, ettd kahden kolmion yhdiste on kuvio.
48. Osoita, ettd kahden toisiaan peittdvan kolmion leikkaus on kuvio.

49. Olkoot Q1 = ABCD, Q2 = EFGH ja QQ = IJKL nelidita, Q1 ja Q2 toisiaan peitta-
méattomia ja AB = EF ja IJ =2 AC. Osoita, ettd Q1 U Q2 ja Q ovat samaosaisia.

50. Olkoon ABCD suorakaide. Osoita, ettd on olemassa suorakaide EFFGH, joka on
samasisaltéinen ABC'D:n kanssa ja jolle EF = 1.

51. Olkoot ACED, CBFG ja BAHI kolmion ABC ulkopuolella olevia neliéita ja olkoon
nelioc BAHI on samasisiltéinen kuin neliiden ACDFE ja CBFG yhdiste. Osoita, etta
/BCA on suora kulma.

2.4 Pinta-ala

Voidaan todistaa, ettd samaosaisuus on ekvivalenssirelaatio. Myos voidaan osoittaa, etta
samasisaltoisyys on ekvivalenssirelaatio. Samaosaisuudesta seuraa samasisaltoisyys. Nama
asiat voidaan todistaa maaritelmien perusteella kayttaen hyvéksi eri kolmioihinjakojen hie-
nonnuksia. Todistukset sivuutetaan tassa. Kahden kuvion samasisaltéisyyden toteaminen
ei ole ongelmatonta. Erityisesti seuraava intuition mukainen vaittama, ns. de Zoltin ak-
siooma, ei ole todistettavissa: Jos kuvio @ siséltyy kuvioon P ja P\ Q:n siséosa ei ole
tyhja, niin P ja @) eivat ole samasisaltoiset. Tamén vaittaman ja sen seurausten todistus
perustuu ns. pinta-alafunktion kisitteen, joka puolestaan nojautuu algebran ryhmaéstruk-
tuuriin tai sitd rikkaampaan struktuuriin. Jotta menettely tulisi oikeutetuksi, on viela
saatava naytto pinta-alafunktion olemassaolosta.

Sanomme, ettd Abelin ryhma G on jarjestetty, jos on olemassa joukko P C G siten, etté
jos a ja b kuuluvat P:hen, myos a + b kuuluu P:hen ja jokaiselle a € G péatee yksi ja vain
yksi seuraavista: a € P, —a € P, a = 0. P on G:n positiivisten alkioiden joukko. Jos
a — b € P, merkitaan a > b.

Funktio m, joka on maéaaritelty kaikkien kuvioiden joukossa ja jonka arvot ovat ryhmassa
G, on pinta-alafunktio, jos m(7") > 0 kaikilla kolmioilla T, jos m(7T") = m(7") aina, kun T
ja T ovat yhtenevii, ja jos m(Q1UQ2) = m(Q1)+m(Q2) aina, kun @1 ja Q)2 ovat toisiaan
peittamattomia kuvioita.
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Lause 2.4.1. Pinta-alafunktiolle m pdtee

(a) Jos kuviolla Q on epdtyhja sisiosa, niin m(Q) > 0.

(b) Jos Q ja Q' ovat samaosaisia, niin m(Q) = m(Q").

(c) Jos Q ja Q' ovat samasisdltdisid, niin m(Q) = m(Q’).

(d) Jos Q sisdltyy P:hen ja P\ Q:lla on epdtyhji sisdosa, niin m(Q) < m(P).

Todistus. Jos @ jaetaan kolmioiksi 7, niin m(Q) = >, m(7;), ja jokainen m(7;) > 0.
(a) on siis tosi. (b) seuraa siitéd, ettd yhtenevien kolmioiden pinta-ala on sama. (c):n
todistamiseksi riittad taydentda (Q ja @' samaosaisilla kuvioilla P ja P’ samaosaisiksi
kuvioiksi QU P ja Q' UP’. Koska m(QUP) = m(Q)+m(P), m(Q'UP') = m(Q’) +m(P’)
ja (b)m perusteella m(Q U P) = m(Q' U P’) ja m(P) = m(P’), on oltava m(Q) = m(Q’).
Siis (c¢) on voimassa. Koska m(P) = m(P \ Q) + m(Q) ja m(P \ Q) > 0 (a):n perusteella,
on m(P) > m(Q). O

Muodostetaan nyt ryhméa G lihtemalla liikkeelle edella maaritellyistd janojen lasku-
toimituksista. Periaatteessa samoin kuin siirryttéessd (positiivisista) luonnollisista lu-
vuista negatiivisiin, voidaan muodostaa janojen (ekvivalenssiluokkien) vasta-alkiot. Jana-
aritmetiikkaan voidaan liittaa ryhma, johon sopivat edella pinta-alafunktion méaaritelmassa
tarpeelliset kasitteet.

Lause 2.4.2. Olkoon ABC' kolmio. Jos AB = ¢, BC = a ja C:sti AB:lle piirretty
korkeusjana on CD ja A:sta BC':lle piirretty korkeusjana on AE ja jos CD = h, AE = I/,
niin ch = ah’.

Todistus. Kolmiot BC'D ja BAFE ovat yhdenmuotoiset (kk). Siis h’'/h = ¢/a. O

Lause 2.4.3. On olemassa pinta-alafunktio m, jonka arvot kuuluvat jana-aritmetiikan

muodostamaan ryhmdadn ja jonka arvo kolmiolle ABC' on iah, kun a = BC ja h on
kdrjestd A piirretty korkeusjana.

Todistus. Lauseen todistuksen esitimme tissd vain viitteellisestil. Idea on se, ettd kol-
mioille esitetty funktio on lauseen 2.4.2 perusteella hyvin maaritelty. Edelleen, jos kol-
mio jaetaan osakolmioiksi, maaritelma toimii: kolmion alaksi tulee osakolmioiden alojen
summa. Taman todistus on suoritettavissa induktiolla niin, etta tarkastellaan ensin kol-
mion ABC jakoa sellaisiin osakolmioihin, joiden yksi kédrki on A ja muut karjet ovat sivulla
BC, sitten sellaisia jakoja, joissa jako-osien kéirjet ovat ABC:n sivuilla, ja sitten yleista
tapausta. On viela tarkistettavissa, etta funktion arvo ei riipu tavasta, jolla mielivaltainen
kolmio jaetaan osiin. Etta maaritelty funktio toteuttaa kaikki pinta-alafunktion ehdot, on
helposti tarkistettavissa. [

Lause 2.4.4. Jos m(P) = m(Q), missd m on edellisen lauseen pinta-alafunktio, niin P ja
Q) ovat samasisdltoiset.

Todistus. Lauseita 2.3.1 ja 2.3.2 seka harjoitustehtavaa 50 soveltaen P voidaan nahda
samasisaltoiseksi kuin jokin suorakaide P’, jonka yksi sivu on 1 ja toinen sivu a. Samoin
@ on samasiséltoinen, kuin jokin suorakaide @', jonka yksi sivu on 1 ja toinen sivu on b.

! Tarkemman version voi lukea esim. Robin Hartshornen teoksesta Geometry: Fuclid
and Beyond, Springer 2000, s. 205-210.
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Niille suorakaiteille saadaan m(P’) = 1-a = a jam(Q') = 1-b = b. Koska samasisaltoisten
kuvioiden pinta-ala on sama, on a = m(P) = m(Q) = b. P’ ja Q" ovat samaosaiset ja siis
samasisaltoiset. Siis myos P ja @) ovat samasisaltoiset.

Kuvion @ pinta-ala on m(Q). Lauseesta 2.4.3 seuraavat tutut pinta-alakaavat. Jos suora-
kulmion R sivut ovat a ja b, miin m(R) = ab, ja etté jos suunnikkaassa ABC'D on AB = a
ja pisteestd C suoralle AB piirretyn kohtisuoran jana C'C’ = h, niin suunnikkaan ala on
ah. Nelikulmio ABCD, missé AB|/CD on puolisuunnikas. Jos CC' = h on pisteesta C

1
suoralle AB piirretty kohtisuora jana, niin puolisuunnikkaan ala on i(a + b)h.

2.5 Toisen asteen yhtalo

Edella kehitetyssa janojen laskuopissa voidaan ratkaista ”ensimmaisen asteen yhtaloita”
ax = b?. (Nelion kiyttamiselld viltetdin yksikkdjanan eksplisiittinen mukana pito.) Ver-
rantoyhtalon

eli 22 = ab ratkaisu onnistuu sellaisen puoliympyrén avulla, jonka halkaisija on a + b.

Harjoitustehtavia
52. Ratkaise ax = b2.

53. Ratkaise 22 = ab.

"Toisen asteen yhtdlo” voi olla muotoa z? + azx = b2,
2% + V2 = ax tai 22 = ax + b?, missi a ja b ovat
tunnettuja janoja. Ratkaistaan naistd ensimmainen.

Piirretaén nelio ABCD, jonka sivu on b. Erotetaan a
puolisuoralta AD jana AF = a. Olkoon E janan AF A E |p F
keskipiste. Piirretdan jana BE ja erotetaan puolisuo-
ralta EB jana EG = FEF. Selvasti EF =2 FA < b G
2
1 2
BE. Siis (BG—l— 5@) = BE? = (g) + b2, joten X
Cc
BG? +a - BG = b?. Kysytty jana z on BG. B

Harjoitustehtavia

54. Ratkaise yhtilot 22 = ax + b ja 22 + b* = ax.



33

Tunnettu toisen asteen yhtédlon kautta ratkeava tehtava on kultaisen leikkauksen kon-

struointi. Piste C' jakaa janan AB kultaisen leikkauksen suhteesssa, jos
AC (OB
AB  AC’

Jos AB = a ja AC = x, niin

a T . .
- = eli z°=a®>—axr eli 2°+ ax = d°.
r a—=x

Kultaisen leikkauksen maaritys palautuu ylla kéasiteltyyn tehtavaan.
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3 Euklidisen tasogeometrian lauseita

Rakenneltuamme geometrian perustyokalut, kolmioiden yhtenevyyden ja yhdenmuotoi-
suuden, alamme paasta kiinni mielenkiintoisempiin asioihin. Emnsin liitAimme kuitenkin
tyokaluihimme viela trigonometrian peruskasitteet.

3.1 Sini- ja kosinilauseet

Merkitadn — Eulerin kdytanteen mukaisesti — kolmion ABC' kulmia ja sivun pituuksia
seuraavasti: ZABC =3, /BCA=~, /CAB =a; AB=c¢, BC =a, CA=0.

Samomme, ettd kulma on terdvd, jos se on suoraa kulmaa pienempi ja tylppd, jos se
on suoraa kulmaa suurempi. Terdvan kulman vieruskulma on tylppa ja tylpan kulman
vieruskulma on teréva.

Jos suorakulmaisissa kolmioissa ABC ja A’B’C’ kulmat ZBCA ja ZB'C’'A’ ovat suoria ja
/BAC = /B'A'C’ = «, niin kolmiot ovat yhdenmuotoisia. Siis

BC B'C’" . AC ACY

AB ~ A'B' " AB T AB"
Koska suhteet riippuvat vain kulman a suuruudesta, on mahdollista kutsua niitda kulmasta
a riippuviksi suureiksi, edellista kulman siniks: ja jalkimmaista kulman kosiniks: ja mer-
kita niita symboleilla sin« ja cosa. Jos a on tylppa kulma, niin sen vieruskulma ¢ on
terdva. Sovimme, etta tassa tapauksessa sin a = sin ¢ ja cos o« = — cos ¢. Liséksi sovitaan,
ettd jos a on suora kulma, niin sina =1 ja cosa = 0.

Lause 3.1.1. Kaikille kulmille o pdtee
(sina)? + (cosa)? = 1.
Todistus. Pythagoraan lause (tehtédvin 44 muodossa). [

Lause 3.1.2. Jos kolmion sivut ovat a, b ja c ja sivujen a ja b vdlinen kulma on 7y, niin
kolmion ala on

—absin-y.
2 ,7/
Todistus. Jos BD = hp on kolmion karjestd B piirretty korkeusjana, niin kolmion ala on

ih pb. Mutta kolmio BC'D on suorakulmainen ja maaritelman mukaan L — sin v. Viite
a

seuraa. U

2 2 2 2

Vakiintuneen tavan mukaan merkitsemme (sin )¢ = sin“ o, (cos ) = cos® a.
Palautamme mieleen, etté jokaiseen kolmioon ABC liittyy yksi ja vain yksi ympyra, jolla
kaikki kolmion karjet ovat (harjoitus 33). Téamén kolmion ympdri piirretyn ympyrdn sé-

dettd merkitsemme kirjaimella R, ellei muun sekaannuksen vaaraa ole.
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Lause 3.1.3. ([Laajennettu] sinilause.) Kolmiossa ABC' on

a b c

=2R.

sinaw  sinf3  sinvy

Todistus. Oletetaan, ettd kulma ZBAC = « on terava. Piirretdédn kolmion ABC ympéri
piirretyn ympyran halkaisija A’B. Thaleen lauseen (1.6.7) perusteella kolmio A’BC' on
suorakulmainen ja kehdkulmalauseen (1.6.8) perusteella /BA'C = «. Siis

BC_i
BA’ 2R’

sino =

Oletetaan, ettd ZBAC = « on tylppa. Silloin A’ on eri puolella suoraa BC kuin A. Har-
joitustehtdvan 35 perusteella ZBA'C' = ¢ ja ZBAC ovat toistensa vieruskulmia. Kolmio
A’CB on suorakulmainen. Siis

BC’_&
A'B 2R’

sina = sin ¢ =

Muita kolmion sivuja ja karkia koskeva todistus on sama. [J

Lause 3.1.4. (Kosinilause.) Kolmiossa ABC' on
& =a? +b% —2abcosn.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd § on terava. Olkoon D se suoran BC' piste, jolle AD 1 BC.
Jos v on terdvé, D on B:n ja C:n valissa, jos v on tylppa, C' on B:n ja D:n valissa. Kosinin
maaritelman mukaan kummassakin tapauksessa a = ccos f+bcosyeli ccos f = a—bcosy.
Siis ¢? cos? 3 = a? + b% cos? v — 2abcos~y. Sinilauseen perusteella ¢? sin® 3 = b2 sin? v. Kun
lasketaan yhtalot puolittain yhteen ja kaytetaan hyvaksi lausetta 3.1.1, saadaan vaite. [

Lause 3.1.5. Leikatkoon kolmion ABC kulman ZCAB puolittaja sivun BC pisteessd P.
Silloin
BP AB

PC — AC”

Todistus. Kolmioista ABP ja APC saadaan sinilauseen perusteella

BP  AB PC  AC
: (1 ) ~ sin(ZAPB)’ <1 ) ~ sin(ZAPC)’
sin ( S sin | —a

Koska ZAPB ja ZAPC ovat vieruskulmia, niilld on sama sini, ja véite seuraa. [J

Edellista lausetta kutsutaan kulmanpuolittajalauseeksi. Paitsi puolisuoraa E, myos janaa
AD kutsutaan kolmion ABC' kulman ZBAC' puolittajaksi.
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Harjoitustehtavia

55. Osoita, ettd kolmion ABC' ala on
abc

AR’

56. Osoita, ettd kulman puolittaja ja kulman vieruskulman puolittaja ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

57. Kolmion ABC' kulman ZBAC vieruskulman ZC'AD puolittaja leikkaa suoran BC
pisteessa (). Osoita, etta

QB AB

QC  AC’

58. Olkoon AB jana, M sen keskipiste, P # M janan AB piste ja () janaan AB kuulu-
maton suoran AB piste niin, etté

AP AQ
PB  QB’
Osoita, etta niiden pisteiden X joukko, joille

AX AP
XB PB’

on se ympyré, jonka halkaisija on PQ (Apollonioksen ympyra).

59. Osoita, ettd jos X on kolmion ABC sivun BC piste, BX = m, XC =n ja AX = p,
niin

a(p® + mn) = b>m + n.
(Stewartin lause.)

60. Ympyrat I'; ja I'; kulkevat pisteen A kautta ja sivuavat suoraa BC' pisteissa B ja C.
Ympyroiden sateet ovat r1 ja rp. Osoita, ettd rir, = R?.

Sini- ja kosinilauseet mahdollistavat ”kolmion ratkaisemisen”, ”tuntemattomien osien” las-
kemisen tunnettujen avulla, jos eri kulmiin « liittyvét suhteet sin «c (tai cos «) ovat tiedossa.
Historiallisesti ”sinitaulukkojen” maéaritys on perustunut seuraavaan tulokseen.

Lause 3.1.6. (Ptolemaios) Jos ABC'D on ympyrdn sisidn piirretty nelikulmio, niin

AB-CD+ BC-DA = AC - BD.
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Todistus. Valitaan AC:1ta piste F siten, ettd ZABE = D
/DBC. Koska kehikulmalauseen perusteella /FAB ¢
/CDB, kolmiot ABE ja DBC ovat yhdenmuotoiset A

(kk). Siis
j_g: g_g i AB.CD = AE.BD.

Koska ZADB = ZACB ja (kolmion kulman vie-
ruskulmaa koskevan lauseen ja kehakulmalauseen pe-
rusteella) /BEC = /BAC + ZABE = /BAC + c
/ZDBC = /BAC + LCAD = ZBAD, kolmiot EBC
ja ABD ovat yhdenmuotoiset (kk).
Siis
EC DA
BC ~ BD
jaAB-CD+ BC-DA=(AE+EC)-BD=AC-BD. O

eli BC-DA=EC-BD

Harjoitustehtavia
61. Johda Ptolemaioksen lauseesta ”sinin ja kosinin yhteen- ja vahennyslaskukaavat”.

62. Osoita, etta jos pisteet A, B, C ja D eivat ole samalla ympyralla, niin

AB-CD+ BC-DA > AC - BD.

*

1
Jos kolmion sivut ovat a, b ja ¢, niin suuretta 5(@ + b + ¢) on tapana merkitd kirjaimella

p. Tata symbolia kayttiden voidaan kolmion alalle muodostaa lauseke, jossa esiintyy vain
kolmion sivuista suoraan laskettavia suureita.

Lause 3.1.7. (Heron) Kolmion alan toinen potenssi on

p(p—a)(p—0)(p—c).

Todistus. Kerrotaan lauseke 16:1la eli 24114 ja muotoillaan sitd. Hyodynnetddn lopuksi
kosinilausetta: 16p(p —a)(p—b)(p—c) =(a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)la+b—c) =
(—a? + (b+¢)?)(a? — (b — ¢)?) = (2bc — (a? — (b? + ?))(2bc + (a? — (b? + c?)) = 4b*c? —
(a® — (b% + c2))? = 4b?c? — (2bc cos a)? = 4b?c?(1 — cos? ) = 16 (Fbesin 04)2. Yhtaloketjun
oikealla puolella on kolmion alan toinen potenssi. [J
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3.2 Kolmion merkilliset pisteet

Varsin monilla kolmion kolmesta karjesta lahtevalla eri kriteerein maéritellylla suoralla
on yhteinen leikkauspiste. Harjoitustehtéavissa 30 ja 31 on osoitettu, ettd kolmion kulmien
puolittajat leikkaavat toisensa pisteessa I, joka on kolmion sisaan piirretyn ympyran keski-
piste. Kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat toisensa pisteessa O, joka on yhta etaalla
kaikista kolmion karjista ja joka siis on kolmion ympari piirretyn ympyran keskipiste.

Kolmion ABC sivujen BC, C'A ja AB keskipisteet X, Y ja Z kolmion kérkiin yhdistavat
janat AX, BY ja C'Z ovat kolmion keskijanat. Cevan lauseesta (lause 2.2.7) seuraa heti

Lause 3.2.1. Kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

Keskijanojen leikkauspiste on kolmion painopiste.

Lause 3.2.2. Jos G on kolmion ABC' painopiste ja AX, BY ja CZ ovat sen keskijanat,
niin AG : GX = 2.

Todistus. Valitaan pisteet D ja E niin, ettd ABDC' ja
ABCEFE ovat suunnikkaita. Koska suunnikkaan lavis-
tajat puolittavat toisensa, AG on janalla AD ja BG on
janalla BE. Koska DFE|BA, niin ZABG = /GED.
Koska ZAGB = Z/DGE, kolmiot ABG ja DEG ovat
yhdenmuotoisia (kk). Koska DE = 2. AB, niin
GD = 2 - AG. Koska suunnikkaan lavistajat puolit-
tavat toisensa, niin AX = DX. Siis GX + DX =
GX + (GX + AG) 2 2AG eli 2- GX =2 AG. O

Lause 3.2.3. Kolmion korkeusjanat AX, BY ja CZ leikkaavat toisensa samassa pisteessd.

Todistus. Jos kolmio on teravakulmainen, viite on valiton seuraus Cevan lauseesta ja siita,
ettd BX = ccos(£LABX) jne. Yleistd tapausta varten on piirrettavd A, B:n ja C:n
kautta BC':n, C'A:n ja AB:n suuntaiset suorat [, m ja n. Jos I:n ja m:n leikkauspiste
on D, m:n ja n:n F ja n:n ja I:'n F, niin ADBC, ABEC ja ABCF ovat suunnikkaita,
A, B ja C kolmion DEF sivujen keskipisteita ja AX, BY ja C'Z tdman kolmion sivujen
keskinormaaleja. Ne leikkaavat siis samassa pisteessd, kolmion DEF ympari piirretyn
ympyran keskipisteessa. [

Kolmion korkeusjanojen leikkauspiste on kolmion ortokeskus. Kolmion ABC korkeusjano-
jen karkipisteiden muodostama kolmio on ABC:n ortokolmio.

3.3 Lauseita kolmioista ja ympyroista

Kolmion ABC' kulmanpuolittajien leikkauspiste I on kolmion sisdén piirretyn ympyran
keskipiste; tdméan ympyran sadettd on tapana merkita kirjaimella r. Tarkastellaan nyt
kolmion ABC kulmien ZABC' ja ZACB vieruskulmien Z/DBC' ja /ECB kulmanpuolit-
tajia. Nama leikkaavat pisteessd I ja pisteen I kohtisuorat projektiot suorilla AC, CB
ja BD ovat Y, Z ja X. Yhtenevista kolmioista [4Y C ja [4ZC saadaan [4Z = [4Y. Vas-
taavasti [4Z = [4X. Téasta seuraa, ettd I, on kolmion ABC kulman ZBAC puolittajalla
ja I4-keskinen X :n kautta kulkeva ympyra sivuaa kolmion ABC sivua BC' ja sivujen AB
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ja AC jatkeita. Se on yksi kolmion kolmesta sivuympyrdstd. Merkitdan sivuympyroiden
keskipisteita symbolein I4, Ip ja Io ja niiden sateita ra, rg ja r¢.

Lause 3.3.1. Kolmio ABC on kolmion Is1glc ortokolmio.

1
Todistus. Kulma ZI4Alg on kulmien §4BAC’ ja (kolmion kulman vieruskulman suuruut-

takoskevan lauseen perusteella) ZABC'+ ZAC B summa. Mutta kulma £I4 Al- on samoin
perustein sama summa. Siis ZI4Alp on suora. [4A on kolmion I41glc korkeusjana. Sa-
moin korkeusjanoja ovat IgB ja IoC. [J

1
Kolmion ABC' sivut ovat a, b ja c. Olkoon, kuten Heronin kaavassa, p = —(a + b + c¢).

Suureiden a, b, ¢, p, , a4, 3 ja rc kesken vallitsee erindisia mielenkiiintoisia relaatioita.

Lause 3.3.2. Jokainen lausekkeista pr, (p —a)ra, (p —b)rg, (p — ¢)re on kolmion ABC
alan lauseke.

1 1 1
Todistus. Kolmioiden ABI, BCI ja C AI alat ovat 5T 507 ja ibr; kolmion ala on néiden
1 1 1
summana i(a + b+ ¢)r = pr. Kolmioiden ABI4, CBI4 ja CAI4 alat ovat 507‘,4, imA
1
ja ibr 4. Kolmion ABC' ala saadaan vahentamalld kolmion C'BI4 ala kolmioiden ABI4

1
ja CAI4 alojen summasta; se on siis —(¢ —a +b)ra = (p — a)ra. Kaksi muuta lauseketta

muodostuu samalla tavalla. [J

Harjoitustehtavia

63. Kolmion ABC sisaén piirretty ympyra sivuaa kolmion sivua BC pisteessa D ja kulman
/C AB aukeamassa oleva sivuympyréa sivuaa BC':té pisteessa E. Osoita, ettd BD = CE =

p—b.

64. Olkoot kolmion ABC' kérjista A, B ja C piirretyt korkeusjanat ha, hp ja hc. Osoita,

etta
1 1 1 1 1 1 1

r A B rc h A h B hc ’
65. Kolmion ABC sisdan piirretty ympyra sivuaa kolmion sivuja BC, C'A ja AB pisteissa

X, Y ja Z. Osoita, ettd AX, BY ja CZ leikkaavat toisensa samassa pisteessi. [Piste on
kolmion Gergonnen piste.]

66. Nelikulmion sivut ovat a, b, ¢ ja d. Osoita, ettd nelikulmion sisdan voidaan piirtaa
ympyra jos ja vain jos a + ¢ = b+ d.

*

Esitamme vield muutaman tunnetun kolmiota koskevan lauseen.
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Lause 3.3.3. Teravakulmaisen kolmion ortokeskus on sen ortokolmion sisdan piirretyn
ympyran keskipiste.

Todistus. Olkoon DEF kolmion ABC' ortokolmio ja H 3
ABC'n ortokeskus. H on ABC':n sisdpuolella. Piir-

retaan ympyra I[', jonka halkaisija on BH. Koska —
kulmat BFH ja BDH ovat suoria, pisteet D ja E
F ovat ympyralla I'. Kehakulmalauseen perusteella
/ABH = /FDH. Samalla tavoin, tarkastelemalla
ympyréad, jonka halkaisija on CH, voidaan osoittaa,
etti ZADE = /HCA. Mutta kolmiot ABE ja ACF ® c
ovat yhdenmuotoisia (kk). Siis ZABH = ZACH.

Mutta nyt onkin /FDH = /HDE. Piste H on siis

kolmion DEF kulman ZFDFE puolittajalla. Samoin

osoitetaan, etta H on kolmion muiden kulmien puolittajilla. Koska kolmion sisaan piirretyn
ympyran keskipiste on kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste, vaite on todistettu. [

Lause 3.3.4. (Euler) Kolmion painopiste, ortokeskus ja ympdri piirretyn ympyrdn keski-
piste ovat samalla suoralla.

Todistus. Olkoot X, Y ja Z kolmion ABC sivujen BC,
C A ja AB keskipisteet, O sen ympéri piirretyn ympy-
ran keskipiste, G painopiste ja H ortokeskus. Kol-
mio XY Z on yhdenmuotoinen kolmion ABC' kanssa
ja BC' =2-YZ. Piste O on kolmion XY Z korkeusja- L
nojen leikkauspiste. Yhdenmuotoisissa kolmioissa vas- ,
tinkarkien ja korkeusjanojen leikkauspisteen etaisyyk-

sien suhde on sama kuin sivujen pituuksien suhde. Siis
AH = 2-0OX. Lauseen 3.2.3 perusteella AG =2-XO. X
Koska AH||OX, ZOXG = ZHAG. Kolmiot OXG

ja HAG ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis ZOGX =

/HGA. Mutta tama merkitsee, etta O, G ja H ovat

samalla suoralla. [J

Suora OGH on kolmion ABC' Fulerin suora.

Lause 3.3.5. (Yhdeksdn pisteen ympyrd.) Kolmion
ABC sivujen AB, BC ja CA keskipisteet D, E ja F,
korkeusjanat AX, BY ja CZ, ortokeskus H ja janojen
AH, BH ja CH keskipisteet K, L ja M. Pisteet D,
E, F,X,Y, Z, K, LjaM ovat samalla ympyralla.

Todistus. Kolmiot AFK ja ABH ovat yhdenmuo-
toiset (sks), samoin kolmiot CMD ja CHB. Siis
FK|BH||DM. Kolmiot BDF ja BCA ovat yhden-
muotoiset (sks), samoin kolmiot HMC ja HCA. Siis
FDJ||AC||K M. Nelikulmio FDM K on siis suunnikas.
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Mutta BH1LAC, joten KF 1 KM. Suunnikas FFDMK on siis suorakulmio, ja ZDMK
ja ZKFD ovat suoria kulmia. Samoin osoitetaan, ettd K LDE on suorakulmio ja etta
/DFEK ja ZDLK ovat suoria kulmia. My6s kulma ZDX K on suora. Piirretaan ympyra
I', jonka halkaisija on DK . Thaleen lauseen nojalla pisteet F', L, D, X, M, E ja K ovat
talla ympyralla. Myos LE on I':n halkaisija. Koska ZLY E on suora, Y on ympyralla I'.
Koska edelleen F'M on I':n halkaisija ja ZFZM on suora, Z on ympyralla I". [J

Lause 3.3.6. (Simson) Olkoot D, E ja F kolmion ABC ympdri piirretyn ympyrdan pisteen
P kohtisuorat projektiot suorilla BC', CA ja AB. Pisteet D, E ja F ovat samalla suoralla.

Todistus. Tarkastellaan tilannetta, jossa P on kul-
man C'BA aukeamassa. Koska kulmat ZPEC ja
/ZPDC ovat suoria, pisteet F ja D ovat ympyralla,
jonka halkaisija on PC. Kehdkulmalauseen nojalla
/ZDEC = /ZDP(C. Samalla tavalla osoitetaan, etta
/AEF = /APF. Koska ABCP on jannenelikulmio,
kulmat ZABC' ja ZCPA ovat toistensa vieruskulmia
(harjoitustehtéva 35). Mutta koska kulmat ZPFB ja
/PDB ovat suoria, FFBDP on myo0s jannenelikulmio,
ja kulmat Z/DPF ja ZABC ovat toistensa vieruskul-
mia. Kulmat ZAPC ja ZFPD ovat yhtenevia, joten
LZAPF = /CPD ja myos LZFEA = ZCED. Mutta
tasté seuraa, ettd ZCED on kulman /F F A ristikulma,
ja FFED on suora. [

Suoraa DEF sanotaan kolmion ABC Simsonin suoraksi. Nimi tulee Robert Simsonista
(1687-1768); mitaédn todisteita tAmén Simsonin ja ko. suoran yhteydesté ei kuitenkaan ole.
Suora keksittiin vasta vuonna 1797.

Harjoitustehtavia
67. Osoita, etta kolmion yhdeksan pisteen ympyran keskipiste on kolmion Eulerin suoralla.

68. Todista Simsonin lauseen kadnteislause: jos pisteen P projektiot D, E ja F suorilla
BC, CA ja AB ovat samalla suoralla, niin P on kolmion ABC ympaéri piirretylla ympyralla.

3.4 Saannolliset monikulmiot

Sanomme, ettd n-kulmio Aj1A,...A, on sadnndéllinen monikulmio, jos se on kokonaan
jommassakummassa jokaisen suoran Aj;A,, AxAs, ..., A, A1 maadradmassd puolitasossa,
jOS A]_Az = A2A3 = .= An—lAn = AnAl ja jOS éA]_AzAg = ZA2A3A4 = .=
LA, 1A, A1

Lause 3.4.1. Sddnnollisen monikulmion ympdri voidaan piirtad ympyrd.
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Todistus. Olkoon I' kolmion Aj;AyAz ympari piirretty ympyra. Kolmiot AjA>A3 ja
Az A3 Ay ovat tasakylkisid ja yhtenevia (sks). Siis LA, A; Az & LAy A4A3. Koska Aj ja Ay
ovat samalla puolella suoraa Ay Az, A4 kuuluu ympyraan I'. Prosessia voidaan jatkaa ja
todeta, etta kaikki n-kulmion karkipisteet kuuluvat ympyraan I'. [J

Kolmio ABC' on tasasivuinen, jos AB = BC = C'A. Koska tasasivuinen kolmio on (kol-
mella eri tavalla) tasakylkinen, sen kaikki kulmat ovat yhtenevid. Tasasivuinen kolmio on
siis saannollinen kolmikulmio. Neli6 on sadnnoéllinen nelikulmio.

Saannollisen kuusikulmion rakentamiseksi lahdetaéin tasasivuisesta kolmiosta OAB. Kon-
struoidaan sen kanssa yhtenevat kolmiot OBC, OCD, OF A ja OEF. Silloin Z/BOD =
2-/AOB. Kulman ZAOB vieruskulma on my0s yhteneva kulman 2- ZAO B kanssa. Téasta
seuraa, ettd A ja D ovat samalla suoralla. Samoin osoitetaan, ettd B ja E ovat samalla
suoralla. Tésté seuraa, ettd ZDOE = ZAOB (ristikulmat), joten kolmiot OAB ja ODFE
ovat yhtenevi (sks). Siis DE = AB. Kuusikulmiossa ABCDEF ovat kaikki sivut yhte-
nevia ja jokainen kulma on kahden tasasivuisen kolmion kulman summana jokaisen muun
kanssa yhteneva. ABC DEF on sdannéllinen kuusikulmio.

Saannollisen viisikulmion konstruointi on hiukan mutkikkaampaa. Se perustuu viisikul-
mion ja kultaisen leikkauksen valiseen yhteyteen.

Lause 3.4.2. Jos ABCDE on sdaannollinen viisikul-

A X B
maio ja lavistajien AC ja BE leikkauspiste on F, niin
BF FE
FE BE’
E c

Todistus. Piirretaan viisikulmion ympari ympyra. Ke-
hikulmalauseen nojalla ZAEB = /ABE = /BAC.
Tasakylkiset kolmiot ABFE ja BF A ovat yhdenmuo- P
toiset (kk). Siis
BF AE
BA  BE’
Koska kehdkulma- ja vieruskulmalauseiden perusteella /CAE =2 - /DAFE = /ABFE +
/BAC =2 ZAFFE, kolmio AFE on tasakylkinen, AE = F'E. Siis

BF FE
FE BE’

g

Saannollisen viisikulmion olemassaolon osoitus ja kuvion konstruointi tehdéan edellisen
lauseen osviittojen mukaisesti. Jaetaan jana AB kultaisen leikkauksen suhteeseen pisteella
X, niin ettd AX on jako-osista suurempi. Piirretdan tasakylkinen kolmio ABF', jossa AF &
AX Piirretdan tasakylkiset kolmiot ABC' ja ABFE niin, ettd Z/ABC = /BFA =~ /BAE.
Piirretdan taskylkinen kolmio CDE, jossa CD = DE = AB. Konstruktion perusteella
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F on janoilla BE ja AC, joten /BFA = /EFC. Kultaisen leikkauksen konstruktion
perusteella

FB AB-FB
AB  FB
Kolmioiden ABF' ja BE A yhdenmuotoisuuden perusteella

FB  AB
AB FB+ FE’

Niistéd yhtéloista seuraa FFE =2 AB. Samoin ndhdaén, ettd FC = AB. Kolmiot FCFE ja
ABE ovat yhtenevit (sks). Mutta silloin CE = BE, ja my06s kolmiot EDC' ja ABE ovat
yhtenevit (sss). Jotta ABC DE néahtaisiin sddnnolliseksi, on vield varmistuttava kulmien
BCD ja AED yhtasuuruudesta. Jos ZAEB = «, niin kumpikin niistd on 3a. Koska
kolmio AF'E on tasakylkinen ja ZAFE = 2a, on my6s ZBAFE = 3a. Viisikulmion sivujen
yhtasuuruus ja sen muiden kulmien yhtasuuruus on varmistettu jo konstruktiossa.

Kysymykset saannollisten monikulmioiden konstruoitavuudesta ovat vaikeita. Gauss
osoitti, etta sdannollinen n-kulmio on konstruoitavissa harpilla ja viivottimella vain sil-
loin, kun n = 2P, p > 2, tain = 27(22" + 1), p > 0, k > 0 ja 22° + 1 on alkuluku. Titen
saannollinen 17-kulmio on konstruoitavissa harpilla ja viivoittimella, samoin saannollinen
257-kulmio ja saannollinen 65537-kulmio.

Harjoitustehtavia

69. Piirra harpilla ja viivoittimella saannollinen viisikulmio, jonka yksi sivu on annettu
jana AB.

70. Selvita, miten konstruoidaan saannollinen kahdeksankulmio.

71. Selvita, miten konstruoidaan sdidnnollinen kuusikulmio.
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4 Geometriset kuvaukset

Erés tapa lahestyd geometriaa on rakentaa jokin pohja (”avaruus”) ja méaritellé sithen geo-
metrisia objekteja sen mukaan, minkalaiset joukot ovat invariantteja tiettyjen avaruuden
kuvausten suhteen. Tassa esityksessa omaksutun tavan mukaan maarittelemme kuitenkin
keskeiset geometriset kuvaukset jo rakentamiemme ominaisuuksien varaan.

4.1 Yhtenevyyskuvaukset

Merkitsemme aksioomiemme kautta maariteltyd euklidista tasoa kirjaimella 7. Kuvaus
f 7 — 7 on yhtenevyyskuvaus, jos jokaisen 7:n suoran a kuvajoukko f(a) siséltyy johonkin
suoraan, jos jokainen jana AB on yhtenevi janan f(A)f(B) kanssa ja jos jokainen kulma
ZABC on yhteneva kulman f(A)f(B)f(C) kanssa.

Janan ja kulman yhtenevyyden transitiivisuudesta seuraa, ettd kahdesta yhtenevyysku-
vauksesta yhdistetty kuvaus on edelleen yhtenevyyskuvaus.

Lause 4.1.1. Janan AB kuvajoukko yhtenevyyskuvauksessa f on jana f(A)f(B).
Todistus. Jos C olisi pisteiden A ja B vilissd, mutta f(C') eiolisi f(A):mn ja f(B):n valissa,
olisi joko f(B) f(A)m ja f(C)m valissa tai f(A) f(B):mn ja f(C):n valissd. Edellisessa
tapauksessa olisi f(A)f(B) < f(A)f(C) = AC < AB = f(A)f(B). Ristiriita! Jalkimmai-
sesta tapauksesta paadytaan samalla tavalla ristiriitaan. [J

Lause 4.1.2. Yhtenevyyskuvaus on bijektio.

Todistus. Janan kuvautumisominaisuuden perusteella yhtenevyyskuvaus on injektio. Ol-
koon Y mielivaltainen piste. Olkoot A ja B kaksi tason pistettd. Jos Y on suo-
ralla f(A)f(B), niin suoralla AB on kaksi pistettd X3 ja X, joille BX; = f(B)Y,
BX; = f(B)Y. Koska suoralla f(A)f(B) on vain kaksi pistettd Y3 ja Yz, joille f(B)Y1
ja f(B)Y2 ovat yhtenevida BXj:n kanssa, ja koska f on injektio, on oltava Y = f(X3) tai
Y = f(X32). Olkoon sitten Y suoran f(A)f(B) ulkopuolella. On kaksi kulmaa ZABX; ja
ZABX3, jotka ovat yhtenevid Zf(A)f(B)Y:n kanssa. Tésté seuraa, ettd joko suoran BX;
tai suoran BX», kuvajoukko sisdltyy suoraan f(B)Y’; voidaan osoittaa samoin kuin edell4,
ettd Y itse asiassa on f(X) jollain suoran BX; tai BX, pisteelld X. [

Yhtenevyyskuvauksen kaanteiskuvaus on yhtenevyyskuvaus. Identtinen kuvaus on yhtene-
vyyskuvaus. Nain ollen yhtenevyyskuvaukset muodostavat ryhman, kun laskutoimituksena
on kuvausten yhdistaminen.

Jokaisen kolmion ABC kuva f(A)f(B)f(C) yhtenevyyskuvauksessa on ABC':n kanssa
yvhteneva kolmio. Ympyran, jonka keskipiste on O, kuva on samasateinen ympyra, jonka
keskipiste on f(O).

Lause 4.1.3. Jos kaikilla kolmioilla ABC f(A)f(B)f(C) = ABC, niin f on yhtenevyys-
kuvaus.
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Todistus. Olkoot A ja B kaksi tason pistettd. Olkoon C suoran AB piste ja D suoran AB
ulkopuolella. Jos C on janalla AB, kulmat ZACD ja Z/BCD ovat vieruskulmia. Koska
kolmiot f(A)f(C)f(D)ja f(D)f(C)f(B) ovat yhtenevié kolmioiden ACD ja DCB kanssa,
kulmat Zf(A)f(C)f(D) ja Zf(D)f(C)f(B) ovat toistensa vieruskulmia. T#std seuraa,
ettd f(C) on suoralla f(A)f(B). Samoin todistetaan, ettd f(C) on suoralla f(A)f(B)
tapauksissa, joissa C' ei ole janalla AB. f kuvaa siis suoran suoralle. On selvai, etta f
kuvaa janan yhtenevalla janalle. Ettd f kuvaa kulman yhtenevélle kulmalle seuraa siité,
ettd kulmaan voidaan rakentaa kolmio, joka kuvautuu yhtenevalle kolmiolle. [

Tarkastellaan seuraavaksi eraita yhtenevyyskuvausten lajeja.

Peilaus yli suoran. Olkoon a suora. Maaritelladn f, : 7 — 7 seuraavasti: jos P € a,
niin f,(P) = P. Jos P ¢ a, on olemassa yksi ja vain yksi piste @) € a niin, ettd PQ La.
Asetetaan f,(P):ksi se suoran PQ piste, jolle f(P)Q = PQ ja Q on f,(P):m ja P:n vélissa.
Kuvaus f, on peilaus suoran a yli. Kuvausta f, kutsutaan myos symmetriaksi suoran a
suhteen ja kuviota seké sen f,:n avulla tuotettua kuvaa symmetrisiksi. Peilaus suoran yli
on yhtenevyyskuvaus.

Esimerkkina peilauksen kaytosta esitetaan Fagnanon ongelman ratkaisu. Ongelmassa ky-
sytdan sitd teravakulmaisen kolmion ABC sisédén piirrettya kolmiota, jonka piiri on mah-
dollisimman pieni. Huomattakoon, etta ”sisaan piirretty kolmio” on kolmio, jonka karjet
ovat ABC'n eri sivuilla.

Probleeman ratkaisemiseksi tarkastellaan ensin mieli-

valtaisia sivujen BC, C'A ja AB pisteita X, Y ja Z.

Kun taso peilataan suoran AC yli, X kuvautuu pis-

teeksi U ja Y pysyy paikallaan. Lisaksi XY = UY z
ja ZXAC = /ZCAU. Kun taso peilataan suoran

AB yli, X kuvautuu pisteeksi V, Z pysyy paikal-

laan, XZ = VZ ja LXAB = /BAV. Kolmion v

XY Z piiri on yhta pitka kuin murtoviiva UY ZV ja

LUAV = 2 - ZBAC. Kolmioepayhtaloa kahdesti so- s c
veltamalla nahdaan, etta UY ZV on pitempi tai yhta

pitka kuin jana UV. Mutta UV on kanta tasakylki-

sessa kolmiossa, jonka huippukulma on 2 - ZBAC ja
kylki AU = AV. Kaikki téllaiset tasakylkiset kolmiot ovat yhdenmuotoisia, joten UV on

pienin silloin, kun AX on pienin. Tama taas tapahtuu silloin, kun AX | BC'. Symmetrian
vuoksi lyhimman piirin kolmiossa myos BY 1 CA ja CZ 1 AB. Minimipiirikolmio on siis
ABC':n ortokolmio.

Siirto. Olkoot A ja B kaksi tason eri pistettd. Kuvaus fap kuvaa pisteen P, joka ei ole
suoralla AB, suoran AB suuntaiselle suoralle niin, ettd ABf(P)P on suunnikas. Jos P on
suoralla AB, niin f(P) on sellainen suoran AB piste, ettd Pf(P) = AB ja joko AB on

é . é H . .o oo . .. .. ..
Pf(P)m osa tai Pf(P) on AB:n osa. fap on janan AB méarittdméa siirto. Huomataan,

etta fAB(A) = B.

Lause 4.1.4. Olkoon a janan AB keskinormaali ja blla B:n kautta kulkeva suora. Silloin

fAB = fbofa-
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Todistus. Janat Pf,(P) ja fo(P)fy(fo(P)) ovat a:ta ja b:td vastaan kohtisuorassa ja siis
AB:n suuntaisia. Kaymalla 1api P:n eri etaisyydet suorista a ja b vakuuttuu siita, etta
Pf(P)= AB jaettd P ja f(P) ovat oikeassa jarjestyksessa. [J

Edellisesta lauseesta seuraa, etta siirto on yhtenevyyskuvaus.

Yhtenevyyskuvausten kayttod geometristen tehtavien ratkaisussa valaisevat useat seuraa-
vista harjoitustehtavista. Tallaisissa tehtavissa ratkaisun perusajatus on siirtda jokin geo-
metrinen objekti yhtenevyyskuvauksella toisen geometrisen objektin ”paalle”.

Harjoitustehtavia

72. Osoita, etta peilaus yli suoran a on yhtenevyyskuvaus.
73. Osoita, ettd f4p:114 on ominaisuudet Pfap(P)||AB ja Pfap(P) = AB kaikilla P € 7.

74. Olkoot A ja B samalla puolen suoraa a. Maéaritd murtoviivoista ACB, missa C € a,
lyhin.

75. Konstruoi annetun pisteen kautta suora, joka leikkaa kaksi annettua suoraa samassa
kulmassa.

76. Kolmiosta ABC tunnetaan ¢, a —b (a > b) ja ZABC = (3. Konstruoi ABC.

77. Olkoon I' O-keskinen r-siteinen ympyré ja AB jana, jonka pituus on a < 2r. Konstruoi
sellainen ympyran I' sisdén piirretty suorakaide, jonka yksi sivu on AB:n suuntainen ja
a:n pituinen.

78. Suorat a ja b ovat yhdensuuntaiset ja c leikkaa ne. Jana AB on pitempi kuin suorien
a ja b kohtisuora etaisyys. Konstruoi tasasivuinen kolmio, jonka sivu on AB:n pituinen ja
jonka karjet ovat suorilla a, b ja c.

79. On annettu ympyrat I'; ja 'y sekd suora a. Konstruoi a:n suuntainen suora, josta I'y
ja I'p erottavat yhta pitkat janteet.

80. On annettu nelja pistettda A, B, C' ja D. Konstruoi néiden pisteiden kautta yhden-
suuntaiset suorat a, b, ¢ ja d niin, ettd a:n ja b:n etaisyys on sama kuin c¢:n ja d:n etaisyys.

*

Kierto. Merkittavan lajin yhtenevyyskuvauksia muodostavat kierrot. Kierron méaaritte-
—
lemiseksi on tarkasteltava kulmien suunnistusta. Olkoon AB puolisuora. Suora AB jakaa
—
tason kahdeksi puolitasoksi. Sovitaan, ettd naistd toinen on AB:n vasen puoli ja toinen

— — — — —
AB:n oikea puoli. AB:n vasen puoli on BA:n oikea puoli ja AB:n oikea puoli on BA:n
vasen puoli. Jos B ja C ovat samalla A:sta lahtevélla puolisuoralla ja B on A:n ja C:n

e .. .o % . % . % . %
vélissd, niin AB:n vasen puoli on AC:n vasen puoli. Jos AB ja AC muodostavat kulman
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ja jos A_C)' on AB:m vasemmalla puolella, niin se AC:n maarittamista puolitasoista, jossa
AB on, on AC:1 oikea puoli. Jos kulman ZAOC' aukeama on OA:n vasemman puolen osa

(jolloin se on samalla OC'n oikean puolen osa), niin OA on ZAOC:n oikea kylk: ja OC on
ZAOC:n vasen kylki.

Edella sanotusta seuraa, etta kahden toisiaan leikkaavan suoran muodostamissa ristikul-
missa sama suora on kummankin kulman oikea kylki ja sama suora on kummankin vasen
kylki. Samoin, jos a||b ja jos a on b:n vasemmalla puolella, niin b on a:n oikealla puolella.

Kolmio ABC' on positiivisesti suunnistettu, jos C' on AB:n vasemmalla puolella. Silloin

— —
my6s A on BC:n vasemmalla puolella ja B C'A:n oikealla puolella. Kolmio, joka ei ole
positiivisesti suunnistettu, on negatiivisesti suunnistettu. Jos A ja D ovat eri puolilla
suoraa BC', niin kolmiot ABC' ja DBC ovat vastakkaisesti suunnistettuja.

Olkoon O tason piste ja o kulma. Kuvaus f = fo o+ on kierto pisteen O ympari kulman
a verran positiiviseen kiertosuuntaan eli vastapdividn, jos f(O) = O ja kaikille P #
O OP ja Of(P) ovat yhtenevit, ZPOf(P) = « ja OP on tdmin kulman oikea kylki.
Vastaavasti kuvaus f = fo o,— on kierto pisteen O ympéri negatiiviseen kiertosuuntaan eli
mydtdpdividn, jos f(O) = O, ZPOf(P) = «a ja Of(P) on kulman ZPO f(P) oikea kylki.
Kierto on yhtenevyyskuvaus.

Lause 4.1.5. Olkoot a ja b kaksi tason suoraa, jotka eivdt ole yhdensuuntaiset eivdtka
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Oletetaan, ettd a ja b leikkaavat toisensa pisteessa O.
Olkoon « se leikkauspisteeseen syntyvista vieruskulmista, joka on pienempi kuin suora
kulma. Jos tamdan kulman oikea kylki kuuluu suoraan a, niin kuvaus f = fp o fo on kierto
kulman 2a verran pisteen O ympdri positiiviseen kiertosuuntaan.

Todistus. Olkoon P on sellainen piste, etta OPmn ja a:n valinen kulma on # < «. Silloin

L -

Of,(P):n ja b:n vélinen kulma on o — 3 samoin kuin O(f}, o f,)(P):n ja b:n vilinen kulma.
Kulma ZPO( fyo f,)(P) onsiis f+a+(a—(3) = 2a. Siita, ettd fyof, yhtenevyyskuvauksena
sailyttad kulmat, seuraa, ettd Z(fy o fo)(P)OP = 2« kaikilla P # O. O

Esimerkkina kierron kaytosta tarkastellaan Fermat’n
ongelmaa. Téssd ongelmassa etsitddn kolmion ABC
sisapistetta P, jolle AP+ BP+C P on mahdollisimman
pieni.

Yhdistetdan mielivaltainen ABC':n sisapiste P kol-
mion kérkiin. Olkoon « tasasivuisen kolmion kulma.
Kierto fa o+ kuvaa janan AC janaksi AT. Kol-
mio ACT on tasasivuinen. Piste P kuvautuu pis-
teeksi @ ja myos kolmio AP(Q on tasasivuinen. Siis
AP+ BP+CP = QP+ BP+TQ. Mutta murtoviiva
BPQT on pitempi tai yhta pitka kuin jana TB. Jos
P sijaitsee télla janalla ja ZAPT = «, niin @:kin on
samalla janalla. Nain maaritelty piste F' on tehtavan
ratkaisu.
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— Aloittamalla tarkastelu kolmion muista kérjistd saadaan kaksi muuta kolmion kérjen (C
tai A) ja sitd vastassa olevalle sivulle rakennetun tasasivuisen kolmion (C'BS tai BAR)
kérjen yhdistéavaa janaa (AS, C'R), joilla tehtévan ratkaisupiste myos on. Néiden janojen
on siis leikattava toisensa pisteessd F. F on kolmion ABC' Fermat’n piste. Huomataan,
etti kierrot fa.a.+, fB.a+ ja fo.a+ kuvaavat janat CR:n T B:ksi, ASm RC:ksi ja TB:n
AS ksi.

Peilaus pisteessa. Olkoon O kiintea piste. Kuvaus f = fo, jossa jokainen P # O

kuvautuu puolisuoran (73) vastakkaiselle puolisuoralle niin, ettd O f(P) = OP, on peilaus
pisteessa O. Kuvausta kutsutaan myos symmetriaksi pisteen O suhteen ja kuviota ja sen
kuvaa keskeissymmetrisiksi.

Selviisti fo(fo(P)) = P kaikilla P, joten fo' = fo: fo on oma kiidnteiskuvauksensa.
Jos A # B, niin AB on kolmion Pfa(P)fg(fa(P)) sivujen Pfa(P) ja fa(P)fs(fa(P))
keskipisteiden yhdysjana. Siis A(fp o fa)(P)||AB ja A(fp o fa)(P) = 2AB. Yhdistetty
kuvaus fpo fa on siis siirto AB:n suuntaisen ja kaksi kertaa AB:n pituisen janan suuntaan.

Lause 4.1.6. Siirrosta fap ja peilauksesta fo yhdistetty kuvaus foo fap on peilaus pisteen
C yli, missi CO ja AB ovat yhdensuuntaisia ja AB = 2CO ja A ja C ovat samalla

puolen suoraa BO (tai jos A, B ja O ovat samalla suoralla, CcO ja AB mddrittivit saman
suunnan,).

Todistus. Jos Q = fap(P) ja R = fo(Q), niin O on kolmion PQR sivun QR keskipiste
1

ja OC||PQ, OC = §PQ' Taméi on mahdollista vain, jos C' on PR:n keskipiste. Siis

R= fc(P). O

Sovelletaan symmetriaa pisteen suhteen tuntematto-
man viisikulmion ABCDFE konstruoimiseen sen sivu-
jen tunnetuista keskipisteistd M, N, O, P ja ). Koska
peilaus janan keskipisteen yli vaihtaa janan paat kes-
kenddn, on D = (foofnofa)(A)jaD = (fpofg)(A).
Mutta fn o fas on janan 2M N maéaarittama siirto, ja
edellisen lauseen perusteella fo o (fy o far) on pei-
laus pisteessa R, joka saadaan neljantena karkena siita
suunnikkaasta, jonka muut karjet ovat M, N ja O.
Toisaalta fp o fo on janan 2P() madrittama siirto.
Pisteet A ja D ovat sellaisen janan paatepisteet, joka
on (QP:n suuntainen ja jonka keskipiste on R. Kun A
ja D on loydetty, B, C ja E loytyvat helposti.

Lause 4.1.7. Jokainen yhtenevyyskuvaus on yhdiste siirrosta ja kierrosta tai siirrosta,
kierrosta ja peilauksesta.

Todistus. Olkoon f yhtenevyyskuvaus. Oletetaan, ettd f(A) = A ja f(B) = B joillain
A # B. Silloin f(P) = P kaikilla suoran AB pisteilld P. Olkoon C' suoran AB ul-
kopuolella. Koska ABC ja ABf(C) ovat yhtenevid, niin joko f(C) = C tai CAf(C) on
tasakylkinen kolmio, AB tdmén kolmion sivun C'f(C) keskinormaali ja f(C') Cn peilikuva
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suorassa AB. f kuvaa kaikki suoran AB rajoittaman puolitason pisteet samaan puolita-
soon, joten f on joko identtinen kuvaus tai peilaus suorassa AB. Oletetaan sitten, etta
f:114 on vain yksi kiintopiste O = f(O). Koska PO = f(P)O kaikilla P # O ja koska f
sailyttaa kulmat, niin f on joko peilaus pisteessa O tai kierto pisteen O ympari. Jos f:11a
ei ole yhtaéan kiintopistettd, voidaan valita mielivaltainen piste A. On olemassa translaa-
tio fraya. Yhtenevyyskuvauksella fraya o f on A kiintopisteena, joten siihen voidaan
soveltaa todistuksen alkuosaa.

Harjoitustehtavia

81. Olkoon f = f, peilaus yli suoran. Osoita, ettd kolmiot ABC ja f(A)f(B)f(C) ovat
vastakkaisesti suunnistetut.

82. Osoita: jos alb ovat kaksi O:ssa toisensa leikkaavaa suoraa, niin fo = fj, o f,.
83. Olkoot A # B kaksi pistetta. Selvitd, mikd on kuvaus fg o fa.

84. Suunnikkaan ABC'D sivut sivuina piirretdan neliot suunnikkaan ulkopuolelle. Todista,
ettd naiden nelididen keskipisteet ovat erdan nelion kéarjet.

85. Tasossa on annettu nelja eri pistetta, joista mitkaan kolme eivit ole samalla suoralla.
Osoita, etta on olemassa nelio, jonka sivut tai niiden jatkeet sisaltavat kukin yhden naista
pisteista.

4.2 Yhdenmuotoisuuskuvaukset

Kuvaus f : 7 — 7 on yhdenmuotoisuuskuvaus, jos jokaisen 7:n suoran a kuvajoukko f(a)
siséltyy johonkin suoraan ja jos jokainen kulma ZABC on yhteneva kulman f(A)f(B)f(C)
kanssa. Yhdenmuotoisuuskuvauksista yhdistetty kuvaus on yhdenmuotoisuuskuvaus. Yh-
tenevyyskuvaus on yhdenmuotoisuuskuvaus.

Lause 4.2.1. Yhdenmuotoisuuskuvauksessa f jokaisen kolmion ABC kuva f(A)f(B)f(C)
on yhdenmuotoinen kolmion ABC' kanssa.

Todistus. Vaite seuraa kulmien sailymisesta kuvauksessa ja yhdenmuotoisuuslauseesta kk.
0

Lause 4.2.2. Yhdenmuotoisuuskuvaus kuvaa yhdensuuntaiset suorat yhdensuuntaisille
suorille.

Todistus. Vaite seuraa kulmien sailymisesta. [
Lause 4.2.3. Jos f on yhdenmuotoisuuskuvaus ja AB ja CD ovat janoja, niin

(A f(B) _ f(C)f(D)
AB CD
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Todistus. AB ja C'D voidaan yhdistaa ketjulla kolmioita, joilla on yhteisia sivuja. f ku-
vaa nama kolmiot yhdenmuotoisille kolmioille, ja yhteisten sivujen ansioista vastinsivujen
suhde on jokaisessa parissa, jonka muodostaa kolmio ja sen kuva, sama. []

f(A)f(B)

denmuotoisuussuhde. Yhdenmuotoisuuskuvauksen kulmansailymisominaisuudesta seuraa,
ettd kolmion korkeusjana kuvautuu kuvakolmion korkeusjanaksi. Koska kolmion ala on
puolet kolmion sivun ja sita vastaan kohtisuoran korkeusjanan tulosta, kuvakolmion ala
saadaan lihtokolmion alasta kertomalla se k2:1la.

Edellisen lauseen mukainen suhde k£ = on yhdenmuotoisuuskuvauksen f yh-

Olkoon k jana-aritmetiikan alkio, ja tulkitaan k suhteeksi. Olkoon O kiinted piste. Kuvaus
f = fo.k, jonka méirittelevit ehdot fo 1 (O) = O, fo r(P) on puolisuoran OP piste ja

Ofo r(P)

op P

on O-keskinen homotetia eli venytys eli keskeissymmetria. k on kuvauksen homotetia-
suhde ja O sen homotetiakeskus. Kuviot, jotka voidaan kuvata toisilleen homotetialla,
ovat homoteettisia.

Lause 4.2.4. Homotetia fo on yhdenmuotoisuuskuvaus.

Todistus. Jos O, A ja B ovat samalla suoralla a, niin O, for(A) ja for(B) ovat myds
suoralla a. Jos A, B ja C ovat samalla suoralla, mutta O ei ole talla suoralla, niin kolmiot
AOB ja fo r(A)Ofo x(B) ovat yhdenmuotoisia (sks). Siis ZOAB = Z0 fo 1(A)fo k(B)
ja AB| fo r(A)fo.x(B). Samoin niytetdén, ettd BC|| fo r(B)fo.r(C). Tamé merkitsee,
ettd fo x(A), for(B) ja for(C) ovat samalla suoralla. Jos ZABC on kulma, niin yhden-
muotoisista kolmioista AOB, fo k(A)O fo k(B) jne. saadaan

for(A)for(B)  for(B)forx(C)  for(C)for(A)
AB - BC N CA

=k,

joten kolmiot ABC' ja fo r(A)fo.x(B)fo,x(C) ovat yhdenmuotoiset (sss). Siis ZABC =
Zfok(A)for(B)fo,k(C). O

—
On tapana kutsua myo6s kuvausta f = fo o fo r, joka kuvaa pisteen P puolisuoran OPF
vastakkaiselle puolisuoralle niin, etta

Of(P) _,
op 7

homotetiaksi. Homotetiasuhteen sanotaan talloin olevan —k; merkitdan f = fo _p. Tal-

laista kuvausta kutsutaan myos kdanteiseksi keskeissymmetriaksi ja kuvioita, jotka ovat

kuvattavissa toisilleen kaanteiselle keskeissymmetrialla kadnteisesti keskeissymmetrisiksi.

Huomataan, ettd fo —1 = fo.

Homotetian kiiénteiskuvaus on homotetia: (fo )™t = fo k-
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Harjoitustehtavia
86. Osoita, etta toisiaan sivuavat ympyrit ovat homoteettisia.

87. Osoita, etta toisiaan sivuamattomat erisdteiset ympyrat ovat seka keskeissymmetriset
etta kaanteisesti keskeissymmetriset.

88. Piste A on kiinted ympyridn I' piste. Maarita kaikkien janojen AP, missd P € T,
keskipisteiden joukko.

*

Lause 4.2.5. Jos kolmioissa ABC ja DEF on AB|DE, BC||EF ja CA||FD, niin kolmiot
ovat homoteettiset tai yhtenevat.

Todistus. Oletetaan, ettd kolmiot eivat ole yhtenevat.
Silloin ne ovat yhdenmuotoiset (kk). Olkoon
AB BC CA i
DE - EF _FD " c

Leikatkoot BE ja C'F pisteessa O. Kolmiot OCB ja
OFE ovat yhdenmuotoiset (kk). Siis

B
g—E = 8—5 =k E
D
ja O on joko molemmilla janoilla BE ja CF tai ei

kummallakaan. Kolmioissa AOC' ja DOF on
AC  OC

DF ~ OF
ja LZACO = ZACB+/BCO =2 /EFD+/0OFFE = ZOFD. Kolmiot ovat yhdenmuotoiset
(sks). Siis ZAOC = LFOD, eli A, O ja D ovat samalla suoralla, ja

40
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Siis F' = foyk(o), D= fo’k(A) ja E = foyk(B>. O

Lause 4.2.6. Jokainen yhdenmuotoisuuskuvaus on yhtenevyyskuvauksista ja homotetiasta
yhdistetty kuvaus.

Todistus. Olkoon f yhdenmuotoisuuskuvaus. Olkoon f(A) = B ja kuvatkoon f A:n kautta
kulkevan suoran a B:n kautta kulkevalle suoralle b. Jos a:n ja b:n valinen kulma on a,
kierto fa,,+ tai faa,— mahdollisesti peilaukseen yli suoran yhdistettyna kuvaa tason
suorat niiden suorien suuntaisiksi, jotka ovat kyseisten suorien kuvasuoria kuvauksessa
f. Taman jalkeen voidaan tehda siirto tai homotetia, joka kuvaa kierretyn tason kolmiot
samoille kolmioille kuin f kuvaa alkuperaiset kolmiot. [

k.
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Todistetaan viela yksi homotetioiden yhdistamista koskeva mielenkiintoinen tulos, jonka
todistus samalla valaisee kuvausten todistuksissa kayttamisen yleista tekniikkaa.

Lause 4.2.7. Olkoot kolmiot ABC' ja DEF homoteettiset, homotetiakeskuksena O, ja kol-
miot ABC ja GHI homoteettiset, homotetiakeskuksena P. Silloin kolmiot DEF jo GHI
ovat joko yhtenevdt tai homoteettiset. Jos ne ovat homoteettiset, niin homotetiakeskus R
on suoralla OP.

Todistus. Oletuksista seuraa, ettd kolmioiden DEF' ja
GH 1 vastinsivut ovat yhdensuuntaiset, joten kolmiot
ovat yhtenevat tai homoteettiset lauseen 4.2.5 nojalla.
Olkoon homotetian valittava yhdenmuotoisuuskuvaus
fRr.k. Jos kolmioiden ABC' ja DEF homotetian maé-
rittad kuvaus fo x, ja ABC'n ja GHI:n kuvaus fpy,,
niin frr = frk, © (for,)™t = f. Molemmat ku-
vaukset ovat yhdenmuotoisuuskuvauksia ja vievat kol-
mion DEF kolmiolle GHI. Kulmien ja pituussuh-
teiden sailyminen osoittaa, ettd kuvaukset vievat jo-
kaisen tason pisteen samalle pisteelle. Tarkastellaan
pistettd @ = f(O). Koska O on fo x,n kiintopiste,
Q = fpi,(0O). @ on siis suoralla OP. Toisaalta @
on myos suoralla OR. Mutta téastd seuraa, ettd R on
suoralla OQ) ja siten myo6s suoralla OP. [J

Harjoitustehtavia

89. Konstruoi terdvikulmaiseen kolmioon ABC' nelio, jonka kaksi karkea on sivulla BC
ja kaksi muuta sivuilla AB ja C A.

90. Piste M on kulman ZABC aukeamassa. Konstruoi jana, jonka péatepisteet ovat
kulman kyljilla ja jonka M jakaa suhteessa 1 : 2.

91. Kulma ABC on sellainen, etta sen kyljistd osa mahtuu paperiarkille A, mutta karki B
jad A:n ulkopuolelle. Piste P on kulman aukeamassa (ja paperilla). Selvitd, miten voidaan
maarittdd suora B P piirroksin, jotka tapahtuvat arkilla A.

4.3 Inversio

Olkoon I' ympyra, jonka keskipiste on O ja side r. Méaritelladn kuvaus f = fr: 7\ O —

7\ O seuraavasti: jos P # O, niin f(P) on se puolisuoran opP piste, jolle OP-Of(P) = r2.
Kuvaus fr on inversio eli ympyrdpeilaus.

Maaritelméan perusteella on selvaa, ettd f:n kiintopisteita ovat tdsmaélleen kaikki I':n pis-
teet, ettd f kuvaa I':n ulkopuoliset pisteet I':n sisdpuolisiksi pisteiksi ja I:n sisdpuoliset
pisteet I':n ulkopuolisiksi pisteiksi ja ettd f kuvaa jokaisen O:n kautta kulkevan suoran,
josta O on poistettu, itselleen. Selvéd on myos, ettd fr on joukon 7\ O bijektio itselleen
jaetta fr = f;l.
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Jos A on ympyran I' sisdpuolella ja B ulkopuolella, molemmat samalla O:sta lahtevalla
puolisuoralla, ja jos C on sellainen I':n piste, ettd AC = OC ja BC' = OB, niin tasakylkiset
kolmiot OAC' ja COB ovat yhdenmuotoiset. Koska OC' = r, on

OA r
r OB’
Taméa merkitsee, ettd A ja B kuvautuvat toisilleen inversiossa fr. Havainnon perusteella
A ja B ovat konstruoitavissa toisistaan.

Lause 4.3.1. Inversiossa f = fr
(1) Jokainen O:n kautta kulkeva ympyrd I'1 kuvautuu suoraksi, joka on kohtisuorassa
sitd 'y :n halkaisijaa vastaan, jonka toinen pddtepiste on O;
(2) Jokainen O :n kautta kulkematon ympyrd I's kuvautuu ympyrdiksi. O ja ympyroiden
[ ja f(I2) keskipisteet ovat samalla suoralla.
(8) Jokainen O:n kautta kulkematon suora a kuvautuu O:n kautta kulkevaksi ympy-
raksi, jonka se halkaisija, jonka toinen padtepiste on O, on kohtisuorassa a:ta vastaan.

Todistus. (1) Olkoon OA T';:n halkaisija ja P jokin
I'1:n piste. Thaleen lauseen nojalla kolmio OAP on
suorakulmainen. Olkoon B = f(A) ja Q = f(P). Tar-
kastetaan kolmiota OQB. Koska OA-OB = OP-0Q,

on
oA OP
0Q OB’

Koska molemmissa kolmioissa on /P AQ yhteinen, kol-

miot ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis ZOBQ on suora
kulma. Mutta ndin on néytetty, ettd jokainen f(P)

on f(A):n kautta kulkevalla ja O A:ta vastaan kohtisuoralla suoralla.

(2) Olkoon AC se I';:n halkaisija, joka siséltyy O:n ja
I';:n keskipisteiden kautta kulkevaan suoraan. Olete-
taan, ettd O ei ole janalla AC. (Todistus on helposti
muunnettavissa tapaukseen, jossa néin on.) Olkoon

taas B = f(A), Q@ = f(P) ja D = f(C). Samoin
kuin edella todetaan kolmiot OAP ja OQB yhden-
muotoisiksi (sks), samoin kuin kolmiot OCP ja OQD.
Kulmat ZOPA ja ZOBQ ovat yhtenevét, samoin kul-
mat ZOPC ja Z0DQ. Koska ZAPC on suora kulma,
kulmien ZAPC ja ZC'P(@ summa on suora kulma.
Kulmat ZQPC ja ZQDB ovat yhtenevien kulmien ZOPC' ja Z0ODQ vieruskulmina yh-
tenevat. Kulmien ZQDB ja ZQBD summa on siis my0s suora kulma, joten ZDQB on
suora kulma. Piste () on siis sellaisella puoliympyralld, jonka halkaisija on BD.

(3) Kolmas viite saadaan kaantadmaélld todistuksen kohta (1) toisin pain. O

Inversiokuvaus on, niin kuin yhdenmuotoisuuskuvauskin kulmat siilyttava eli konformiku-
vaus. Maaritelladn kahden pisteessd A toisensa leikkaavan ympyréan I'; (keskipiste O;) ja
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I', (keskipiste O5) leikkauskulmaksi ympyroiden pisteeseen A piirrettyjen tangenttien va-
linen kulma. (Kulman ja vieruskulman erottamiseksi mééritelmé voidaan tarkentaa niin,

ettd valitaan kummastakin tangenteista ne A:sta alkavat puolisuorat A—XZ , joille AX; on
suoran kulman /X;AO; vasen kylki. Peilaus suoran O10; yli osoittaa, ettd ympyroiden
molempiin leikkauspisteisiin A ja B muodostuu yhtenevat leikkauskulmat. Ympyréin ja
suoran leikkauskulma on suoran ja ympyran tangentin vélinen kulma. Suoran ja ympyran
molempiin leikkauspisteisiin muodostuu yhtenevét leikkauskulmat.

Lause 4.3.2. Jos ympyrdt 'y ja T'> sivuavat toisiaan, niin niiden kuvat inversiossa fr
stwuavat toisiaan. Jos I'1 sivuaa suoraa a, niin I'1:n ja a:n kuvat sivuavat toisiaan.

Todistus. Lauseessa mainittujen objektien kuvat ovat suoria tai ympyroitéa; jos lahtojou-
koilla on yksi yhteinen piste, on kuvajoukoilla yksi yhteinen piste. [

Lause 4.3.3. Suorien ja ympyroiden leikkauskulmat sdilyvdit inversiokuvauksessa f = fr.

Todistus. Leikkaustilanteissa, joissa ainakin toinen os-
apuolista on ympyra, ympyra voidaan korvata leik-
kauskulman maarityksessa tangentillaan, koska ym-
pyra ja sen tangentti kuvautuvat toisiaan sivuaviksi
ympyroiksi, joilla on sivuamispisteessa sama tangentti
(tal ympyraksi ja sen tangentiksi). Tasta seuraa, etta
riittdd, kun selvitetddn, miten toisensa pisteessd A
leikkaavien suorien a ja b vilinen kulma siilyy. Mutta
a kuvautuu I''n keskipisteen O kautta kulkevaksi ym-
pyraksi I',, jonka keskipiste O, on O:sta a:lle piirre-
tylld kohtisuoralla, ja b kuvautuu O kautta kulkevaksi ympyraksi 'y, jonka keskipiste Oy
on O:sta b:lle piirretylla kohtisuoralla. I',:n O:hon piirretty tangentti on kohtisuorassa
sadetta O,0 vastaan ja siis a:n suuntainen. Samoin I'y:n O:hon piirretty tangentti on b:n
suuntainen. O,:n ja Op:n leikkauskulma O:ssa ja siis myos f(A):ssa on sama kuin a:n ja
b:n valinen kulma. [J

Harjoitustehtavia
92. Todista lauseen 4.3.1 osa (2) tapauksessa, jossa O on janalla AC.
93. Konstruoi geometrisesti annetun pisteen kuvapiste inversiossa fr.
94. Maarita ympyran ' sisdan- ja ympari piirrettyjen nelividen kuvat inversiossa fr.

95. Neljan pisteen A, B, C ja D kaksoissuhde on

AC
AD _AC-BD
BC ~ AD-BC"
BD

Osoita, etta kaksoissuhde siilyy inversiossa.

96. Ympyra ['; leikkaa ympyran I kohtisuorasti. Osoita, ettd fr kuvaa I'1:n itselleen.
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5 Arkhimedeen aksiooma ja mittaluvut

5.1 Arkhimedeen aksiooma ja janan mittaluku

Totunnainen tapa varustaa geometrisia suureita, pituuksia, aloja, kulmia jne., mittalu-
vuilla vaatii tuekseen viela yhden aksiooman. Tahan asti kdyttoon otetuista aksioomista
ei seuraa, ettd jollakin mitalla, esim. yksikk6janalla, voitaisiin mitata mielivaltainen suure
siina mielessa, etta tietty darellinen méaara suureita riittaisi kattamaan mitattavan suureen,
esim. janan. Tama mittaamisen kannalta hyodyllinen ominaisuus kulkee Arkhimedeen ak-
stooman nimella.

Janojen yhteenlasku johtaa luonnollisella tavalla janojen kertomiseen luonnollisella luvulla:
induktiomé&éritelmé olisi 1- AB =2 AB ja jos n- AB = AC, niin (n+1) =2 AB = AC+ AB.
Aksiooma 15. (Arkhimedeen aksiooma.) Jos AB ja C'D ovat mielivaltaisia janoja, on
olemassa positiivinen kokonaisluku n siten, ettd n- AB > CD.

Arkhimedeen aksiooma tuntuu — samoin kuin muutkin esittdmamme aksioomat — vastaa-
van mielikuvaamme maailmasta. On kuitenkin mahdollista rakentaa euklidisen geomet-
rian jarjestelmié, joissa Arkhimedeen aksiooma ei ole voimassa. Aksiooma on riippumaton
muista esittamistamme aksioomista.

Arkhimedeen aksiooma mahdollistaa reaalisen mittaluvun liittdmisen jokaiseen janaan.
Perustana on jokin jana AB, jolle annetaan mittaluku 1. Jos AB jaetaan k:hon yhtenevian

1
osaan, jokaiselle naistd annetaan mittaluku —. Jos janalla C'D on mittaluku a, niin janalla

n-CD on mittaluku na. Nain saadaan mittaluvut kaikille janoille, jotka ovat jonkin AB:n
tasaosan monikertoja, ts. muotoa ¢- AB, missa ¢ on positiivinen rationaaliluku. Jos C'D on
mielivaltainen jana, Arkhimedeen aksiooman mukaan C'D < n - AB jollain n € N. Niiden
rationaalilukujen ¢ joukko &, joilla ¢ - AB < CD tai q- AB = CD on siis rajoitettu, joten
joukolla on pienin ylédraja. Janan C'D pituus |C'D| on reaaliluku sup €.

Se, etta nain maaritelty pituus vastaa normaalia pituuden mielikuvaa esim. janojen lasku-
toimitusten suhteen, vaatii periaatteessa samat tarkastelut kuin mita tehdaan, kun ratio-
naalilukujen joukko laajennetaan reaalilukujen joukoksi liittamalla siihen ylhaalta rajoitet-
tujen rationaalilukujoukkojen pienimmat ylarajat. On osoitettavissa, ettd nain méaaritelty
mittaluku on yhteensopiva aikaisemmin maéaritellyn jana-aritmetiikan kanssa. Olennaisin
kohta tassa todistuksessa on

Lause 5.1.1. Olkoon OA jana-aritmetiikan yksikkdjana. Jos |OA| = 1, niin kaikilla
janoilla a ja b on |a - b| = |allb].
Todistus. Piirretdan suorakulmainen kolmio OAB, jossa AB = a. Mitataan janaa AB

1
janalla OA,, jonka mitta on —. Arkhimedeen aksiooman perusteella on olemassa m,,
n
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siten, ettd joko m, - OA, = AB tai m, - OA, < AB < (m, + 1) - OA,,. Piirretdan
suorakulmainen kolmio OCD, jossa OC = b ja ZCOD = ZBOA. On olemassa p,, siten,
ettd joko p,,-OA,, = OC taip,-OA, < OC < (p,+1)-OA,. Valitaan pisteet Co = O, C1,
C>, ..., Cp puolisuoralta oC siten, ettd C;Cj+1 = OA,,. Piirretaan pisteiden C; kautta
OD:n suuntaiset suorat, jotka leikkaavat C'D:n pisteissa D;. Jos D;+1:n kautta piirretty
OC'n suuntainen suora leikkaa C;D;:n pisteessa F;, niin kolmiot OAB ja E;Dj+1D; ovat
yhdenmuotoiset, yhdenmuotoisuussuhteena 1 : n. Jana D;+1D; tulee siis mitatuksi janalla,
jonka mittaluku on —, ja néita janoja sisiltyy D;+1D;:hin ainakin my,, muttei m, + 1
n
kappaletta. Koska janoja D;+1D; on yhtd monta kuin janoja C;Cj+1, eli p,, kappaletta,

mp . . n . . . .
on puiin < |CD]|. Koska |a| on lukujen - Ja |b| lukujen % pienin yldraja, on

2
seuraa, ettd jonoilla (m,,) ja (p,) on yhteinen osajono n;, jolle

1
la||b] < |CD| = |ab|. Toisaalta CD < (p, + 1)(m, + 1)—. Supremumin mééritelmésta
n

My,

lim = |al, lim Pry _ |b].
1—00 My 1—00 T

. . 1 My, 1
ti (2 ) () il
12— 00 n; n; n; n;

Tésté seuraa, ettd |CD| = |ab| < |al|b|. O
Arkhimedeen aksiooman vallitessa péatee pinta-aloille seuraava aikaisempaa tulosta tayden-
tava tulos.

Talle jonolle

Lause 5.1.2. Kaksi suunnikasta, joilla on sama kanta
ja sama korkeus, ovat samaosaisia.

Lauseen todistus perustuu siihen, ettd suunnikkaat
voidaan jakaa — Arkhimedeen aksiooman perusteella
— tasavalisin yhdensuuntaisin suorin aarelliseen maa-
radn sellaisia suunnikkaita, jotka ovat keskendan sa-
maosaisia. Kuvio osoittaa todistuksen idean.

Koska kolmio on aina samaosainen sellaisen suunnik-
kaan kanssa, jonka kanta on sama kuin kolmion kanta
ja jonka korkeus on puolet kolmion korkeudesta, seu-

raa edellisesté lauseesta, ettd — Arkhimedeen aksiooman voimassa ollessa — samakantaiset
ja samakorkeuksiset kolmiot eivat ole ainoastaan samasiséaltoiset vaan myos samaosaiset.

5.2 Kulman mittaluku

Arkhimedeen aksiooman kulmaversiossa on otettava huomioon, ettd olemme méaéaritelleet
kulman vain ”konveksin joukon reunana”.

Lause 5.2.1. Olkoon ZAOB ja ZAOC kulmia. Silloin on olemassa ei-negatiivinen koko-
naisluku n siten, etta ZAOC —n - LAOB < ZAOB.
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1
Todistus. iéAOC on suoraa kulmaa pienempi. Piirretdan suorakulmainen kolmio OAD,

1
missd ZOAD on suora ja ZDOA = §4AOC'. Valitaan puolisuoralta AD piste B niin, etta
ZAOB on lauseessa mainittu kulma. On olemassa luonnollinen luku k, jolle k- AB > AD.

Olkoot By = B, By, ..., By, puolisuoran AD pisteitd, joille B; Bj+1 = AB. Havaitaan, etta
jokainen ZOB;Bj+1 on tylppa, mistd seuraa, ettd OBj+1 on kolmion OB;B;+1 pisin sivu.
Esimerkiksi soveltamalla kolmion kulmanpuolittajaa koskevaa lausetta 3.1.5 kolmioon

1
OB;Bj+2 nahdéan, ettd /B;OBj+1 > ZBj+10Bj+>. Kulmaa ZDOA— §4AOB suurempi

kulma saadaan enintdén k:n kulman ZAOB summana. Téten kulmaa ZAOC — ZAOB
suurempi kulma saadaan enintdan 2k:n kulman ZAOB summana. [J

Geometriselta kannalta kulman mittaus poikkeaa janan mittauksesta. Kulmaa ei voi jakaa
mielivaltaisiin tasaosiin. Kulman jakaminen 2% :ksi yhteneviksi kulmaksi onnistuu kulman-
puolituksella. Looginen tapa valita kulmalle yksikko olisi 1ahtea jostakin konstruoitavasta
kulmasta, esim. suorasta kulmasta tai jostain tasasivuisen kolmion tai saannollisen viisi-
kulmion kulmasta, ottaa se tai sen jokin tasaosa kulman yksikoksi, ja méaritella muiden
kulmien mittaluvut samalla periaatteella kuin janojen mittaluvut. Historiallisesti kulman
yksikoksi on kuitenkin vakiintunut suoran kulman 90. osa eli aste, 1°. Kulman ZAOB
mittaluku |ZAO B| méaritetdén selvittdmaélld, kuinka monta 1° suuruista kulmaa, kuinka
monta asteen 60.-osan eli minuutin suuruista kulmaa, kuinka monta minuutin 60.-osan eli
sekunnin suuruista kulmaa jne. ZAO B:hen tasan siséltyy.

On sopimusasia nimittda kahden vastakkaisen puolisuoran yhdistetta oikokulmaksi ja an-

taa sille mittaluku 180°. Usein on tapana liittaa puolisuorapariin (74, O—é kulman ZAOB
ohella toinenkin "kulma AOB” ja kutsua ZAOB:n vasenta kylked tamén toisen ”kulman”
oikeaksi kyljeksi. Merkitdan téata objektia ZOAB. Tama laajennettu kulmakésite mahdol-

listaa kahden mielivaltaisen kulman ZAOB ja ZCPD yhteenlaskun. Olkoon OB /AOB:n
oikea kylki. Naiden kulmien summa ei ehka ole maéaritelty, mutta eri puolella suoraa O A

kuin B oleva puolisuora O—E>, jolle ZAOE = ZCPD, on olemassa. Jos nyt OB on kulman
EOB:n vasen kylki, sovitaan, ettd ZAOB + ZCPD = ZEOB. Jos ZEOF on kulman
ZFEOB: vieruskulma, sovitaan, ettd |[ZEOB| = 180° + |ZEOB|.

Laajennetun kulman aukeaman maérittelyksi ei kelpaa aikaisemmin antamamme kulman
aukeaman madrittely. Noudatetaan jatkossa seuraavaa sopimusta: jos ZAOB on edelld
sanotun mielessa laajennettu kulma, niin sen aukeama on se tason 7 osa, joka jaa jaljelle,
kun tasosta poistetaan kulman ZAOB aukeama ja tdméan kulman kyljet.

Laajennettu kulmakasite tekee mahdolliseksi liittaa kahteen puolisuoraan OA ja OB kaksi

"kulmaa”. Ne maarittyvét siita, onko OA kulman vasen vai oikea kylki. Ellei sekaannuksen
vaaraa tule, molempia kulmia merkitdan ZAOB.
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Harjoitustehtavia

97. Osoita, etti sin(54°) =

98. Osoita, ettd kulman ZAOB aukeama on sen OA:n mérittimin puolitason, johon B

ei kuulu, ja sen OB:n miirittiméin puolitason, johon A ei kuulu, yhdiste.

*

5.3 Ympyran mittaaminen

Olkoon I' O-keskinen ja 1-sdteinen ympyra. Olkoon AB I':n halkaisija. Tarkastellaan
murtoviivaa AP, P> ... P,_1B, missa P;:t ovat I':n pisteitd, samalla puolen AB:ta. Olkoon
ABCD suorakaide, BC = 1. Jos OP; leikkaa murtoviivan BC'DA pisteessd (;, niin
kolmioista OP; P;+1 ja OQ;Q;+1 ndhdaén helposti, ettd P;Pi+1 < Q;Qi+1 (missd Q;Q;+1
ymmaérretaan murtoviivan pituudeksi, jos C' tai D on janalla Q);Q;+1. Tasta seuraa, etta
murtoviivan m = AP P> ... P, B pituus on < 4. m on siis ylhdalta rajoitettu. Maaritellaan
puoliympyréin AB pituudeksi 7 kaikkien murtoviivojen m pituuksien pienin ylaraja. Jos
mielivaltaisen r-sateisen puoliympyran pituus maéaritellaan samoin sen sisaan piirrettyjen
murtoviivojen pituuksien pienimpéana ylarajana, saadaan kolmioiden yhdenmuotoisuuden
avulla osoitettua, ettd pituus on 7r.

Jos edella 1-sateisien puoliympyran ympari piirretty suorakaide korvataan sdannollisen 2"-
kulmion puolikkaalla, ja jos tdman murtoviivan pituus on P,, niin voidaan todeta samoin
kuin edella, ettd mielivaltaisen ympyréan sisdan piirretyn murtoviivan pituus on < P,. Siis
m < P,. Jos p, on ympyran sisaan piirretyn saannollisen 2"-kulmion puolikkaan pituus,
niin p, < . Selvasti p, < pp+1 ja Ppa1 < Py

Olkoot S, ja s, edella kasiteltyjen ympyran ympari ja ympyran sisadn piirrettyjen saan-
nollisten 2"-kulmioiden alat. Koska monikulmiot voidaan jakaa tasakylkisiksi kolmioiksi,
joiden yhteinen karki on ympyrdn keskipiste, on S,, = P, ja s, = p,Tn, Mmissa r, on
ympyran keskipisteen etdisyys sisddn piirretyn monikulmion sivuista. (Tata etdisyytté
kutsutaan sédédnnollisen monikulmion apoteemaksi.)

Tarkastellaan suuretta S,, — s,,. Jos A on O-keskisen B
1-sdteisen ympyran ympari piirretyn 2”-kulmion karki

ja B ja C' ympyran sisaan piirretyn 2™-kulmion kér- D E

kia, jotka on sijoitettu niin, ettd ne yhtyvat pisteisiin, A c
joissa ympyran ympari piirretty 2”-kulmio sivuaa ym-
pyraa, niin S, —s, on 2" kertaa kolmion ABC' ala. Jos
D ja E ovat ympyrin ympéri piirretyn 27 *1-kulmion
karkia ja A, F' ja C ovat ympyran sisddn piirretyn
27+ kulmion kérkid, niin S,+1 — Snpe1 on 271 ker-
taa kolmion FFC ala. Koska OF on kiﬂman /ZBOC
puolittaja ja OB > OC, niin EC < §BC’. Liséksi 0
/FEC > /ZABC > 90°. Kolmion ABC' ala on




58

1
EAB-BC-sin(ZABC’) ja kolmion FEC alaon 3 FE-EC-sin(£FEC). Edellisten vertailujen

1
perusteella kolmion FFEC ala on < 1 kertaa kolmion ABC ala. Mutta tésté seuraa, etta
1
Sn+]_ — Sp+1 < §(Sn — Sn). Siis

lim (S, —s,) =0.

n—oo

1
Koska r, <1,on 0 < P, —p, =8, — — - s, < S, — 8p. Siis P, — p, — 0, kun n — oo.
Tasta seuraa m = lim,, o0 pp = lim,, o 711371.

Ympyran I' pinta-alaksi S voidaan sopia kaikkien ympyran sisadn piirrettyjen monikul-
mioiden alojen pienin ylaraja. Jokainen tallainen ala on < S, ja s, < S. Edelliset raja-
arvotarkastelut johtavat tulokseen S = w. Vastaava tarkastelu tilanteessa, jossa ympyran
sade on 7, johtaa kolmioiden yhdenmuotoisuuden kautta siihen, etta tallaisen ympyran ala
on mr2.

Harjoitustehtavia

Sn, 1
= ——-90° | .
— cos (2n_l )

100. Laske suureiden S, ja s, antamat m:n likiarvot, kun n = 2, 3, 4 ja 5.

99. Osoita, etta

101. Osoita oikeaksi Vietan kaava
2_\/T 1+1\/T Lo1fr 1
 V2V2 2V2\2 2VY2 2V2
%

Olkoon ZAOB kulma. Oletetaan, ettda OA = OB = r. O-keskinen r-sidteinen ympyra,
josta A ja B on poistettu, jakautuu kahdeksi osajoukoksi, joista toinen on kulman ZAOB
aukeamassa ja toinen kulman ZAOB:n aukeamassa. Osajoukot ovat A:n ja B:n médrit-
tamat I':n pienempi ja suurempi kaari. Kaaret voi yksiloida liittamalla niiden nimiin yksi
kaarella sijaitseva piste. Se kulmista ZAOB, jonka aukeamassa kaari AC'B sijaitsee, on
kaarta AC' B vastaava keskuskulma.

Jos samaa pituudenmaarittelyn prosessia kuin mita edella kaytettiin puoliympyran pituu-
den maaritykseen, sovelletaan O-keskisen ja r-sdteisen ympyran kaariin, ndhdaan, etta
kaaren AB pituus on verrannollinen keskuskulman ZAOB suuruuteen. Koska 180° kaarta

o :
180° |ZAOB]|, kun |ZAOB| mi-

5
tataan asteissa. Tama relaatio mahdollistaa myos suhteen — kayttdmisen keskuskulman

vastaava kaarenpituus on 77, on kaaren AC'B pituus s =

r
ja yleisemminkin kulman mittalukuna; suhdetta kutsutaan absoluuttiseksi kulmamitaksi.
Kulman, jolle s = r, sanotaan olevan yhden radiaanin suuruinen.
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5.4 Konstruktiot pelkalla harpilla

Arkhimedeen aksiooma yhdistettyna inversiokuvaukseen antaa keinon suorittaa euklidiset
konstruktiot pelkalla harpilla. Harpilla ei voi piirtaa suoraa, mutta sen sijaan ratkaista
tehtavan, jossa on maaritettava pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran ja pisteiden C' ja
D kautta kulkevan suoran leikkauspiste samoin kuin etsia suoran, joka kulkee A:n ja B:n
kautta seka C-keskisen ja D:n kautta kulkevan ympyran leikkauspiste. ” Harppigeometriaa”
kutsutaan tanskalaisen Georg Mohrin ja italialaisen Lorenzo Mascheronin mukaan Mohrin—
Mascheronin geometriaksi.

Lause 5.4.1. Se puolisuoran AB piste C, jolle AC = 2 - AB, on konstruoitavissa pelkdlld
harpilla.

Todistus. Piirretdan B-keskinen ympyrd I' A:n kautta. Piirretdan A-keskinen ympyra
B:n kautta. Se leikkaa I':n pisteessd D. Kolmio ABD on tasasivuinen. Piirretddn D-
keskinen ympyrd A:n (ja B:n) kautta. Se leikkaa I''n my0s pisteessi E. Kolmio BED
on tasasivuinen. Piirretaan viela E-keskinen ympyra D:n kautta. Se leikkaa I''n myo0s
pisteessa C'. Kolmio BC'E on tasasivuinen. Tasasivuisten kolmioiden yhdenmuotoisuuden
nojalla /DBC = /DBE + /EBD = /DAB + ZADB. Tasta seuraa, ettda ZABD ja
/D BC ovat vieruskulmia ja C on suoralla AB. Koska BC = AB, AC =2-AB. U

Edellisesta lauseesta seuraa, ettd myos se puolisuoran AB piste C, jolle AC =n - AB on
konstruoitavissa harpilla, kaikilla n € N.

Lause 5.4.2. Pisteen P kuva inversiossa fr on konstruoitavissa pelkalla harpilla.

Todistus. Olkoon I' O-keskinen r-sateinen ympyra.

Osoitetaan ensin, ettd jos OP > %7’, niin pisteen P
kuva () inversiossa fr voidaan konstruoida pelkalla
harpilla. Piirretdan ympyra keskipisteena P pisteen
O kautta. Taméa ympyra leikkaa I':n pisteissd A ja
B. Piirretdan A ja B keskipisteina ympyrat pisteen O
kautta. Ne leikkaavat toisensa myos pisteessa (). Kon-
struktion mukaan O, ) ja P ovat samalla suoralla,
janan AB keskinormaalilla. Kolmiot PAO ja AOQ

ovat tasakylkisid ja niilli on yhteinen kulma ZAQOQ.
Kolmiot ovat yhdenmuotoiset. Siis

0Q _ 04
OA OP

eli OP - 0Q = OA? = r?. Q on siis fr(P). Jos OP < %r, P-keskinen O:n kautta

kulkeva ympyra ei leikkaa I':aa. Mutta Arkhimedeen aksiooman nojalla on olemassa n

siten, ettd n- OP > 57‘. Piste S, jolle OS = n - OP, on konstruoitavissa harpilla, samoin

T = fr(S). Konstruoidaan vield piste @, jolle OQ = n - OT. Koska OS - OT = r?, on

myos l OS-(n-0T)=0P-0Q = r?. Pisteen P kuva inversiossa fr on Q. O
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Geometristen konstruktioiden suorittaminen edellyttaa seuraavien tehtavien ratkaisemistas:
1) etsi kahden ympyrén leikkauspiste; 2) etsi kahden suoran leikkauspiste; 3) etsi suoran
ja ympyran leikkauspiste.

Tehtévista ensimmainen on luonnollisesti suoritettavissa pelkdn harpin avulla. Kahden
jalkimmaisen suorittamista varten tarvitaan pari havaintoa inversioista.

Lause 5.4.3. Jos ympyrat I' ja I'y leikkaavat toisensa kohtisuorasti pisteissa A ja B, niin

Todistus. T'1 ei kulje O:n kautta ja I'1:n keskipiste on I':n pisteisiin A ja B piirrettyjen
tangenttien leikkauspiste P. Koska inversio fr sailyttaa kulmat ja ympyran I' ja kuvaa
ympyran ympyréaksi, fr(I'1) on A:n ja B:n kautta kulkeva ympyré, jolla on pisteisséd A ja
B samat tangentit kuin I';:114. fi-(I'1):n keskipiste on siis my6s P, joten fr(I';) =T'7. O

Lause 5.4.4. Olkoon Oy ympyrdn 'y keskipiste ja O ympyrin T keskipiste ja Ty = fr(I'1).
Silloin fr(O1) = fr,(0).

Todistus. Pisteen O7 kautta kulkevat suorat ovat I'1:n
halkaisijoina kohtisuorassa I'1:ta vastaan. Olkoon a jo-
kin tallainen halkaisija. Koska inversio sailyttaa kul-
mat, fr(a) on O:n kautta kulkeva ympyra, joka on
kohtisuorassa fr(I'1):td vastaan. fr-(O1) on puolisuo-

ralla OO; ja ympyralla fr(a) eli sen on oltava se suoran
OO01 ja ympyran fr(a) leikkauspisteisté, joka ei ole O.
My6s ympyréan I', = fr(I'1) keskipiste O, on télla

puolisuoralla. Koska fr, kuvaa 7,:ta vastaan kohtisuoran ympyran fr(a) samaksi ympy-

raksi ja pisteen O puolisuoralle 020, on fr,(O):n oltava suoran OO; ja fr(a):n leikkaus-
piste. UJ

Edellinen lause mahdollistaa kolmion ABC' ympari
piirretyn ympyran I'; keskipisteen O konstruoimisen
harpilla. Olkoon I' A-keskinen B:n kautta kulkeva
ympyra. Olkoon D = fr(C). Koska I'; kulkee A:n
kautta, fr(I'1) on B:n ja D:n kautta kulkeva suora a.
Edellisen lauseen perusteella fir(O) on sama kuin A:n
kuva E peilauksessa yli suoran a. O on siis fr(E). —
Konstruktioon sisaltyva A:n peilaus yli suoran a to-
teutuu luonnollisesti harpilla, kun piirretaan B- ja D-
keskiset A:n kautta kulkevat ympyrit; niiden toinen
leikkauspiste on E. Muut toimenpiteet ovat inver-
sioita.

Pisteiden A ja B kautta kulkevan suoran ja pisteiden C' ja D kautta kulkevan suoran leik-
kauspiste l0ydetadn tdmén jalkeen invertoimalla pisteet O-keskisessd ympyréssa pisteiksi
A, B', C" ja D', maarittamalla kolmioiden OA’B’ ja OC’D’ ympari piirretyt ympyrat ja
niiden leikkauspiste, ja invertoimalla tama leikkauspiste. Samaa tekniikkaa voidaan kéyt-

A
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taa ympyran ja suoran leikkauspisteen maarittamiseen. Edellisten tarkastelujen perusteella
on siis voimassa

Lause 5.4.5. Kaikki pisteet, jotka voidaan annetuista pisteista lahtien konstruoida harpin
ja vitwoittimen avulla, voidaan konstruoida myds pelkdn harpin avulla.

Harjoitustehtavia
102. Selvita, miten etsitddn annetun janan AB keskipiste pelkalld harpilla.

103. Kaytossa on viivoitin ja harppi, joka on ruostunut kiinni. Selvitd, miten nailla
tyokaluilla voidaan piirtda suoraa a vastaan kohtisuora suora pisteen A kautta.
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6 Geometria koordinaatistossa

Rakentamamme euklidisen tasogeometrian jarjestelma, vaikka se pyrkiikin mallintamaan
havaintomaailmaa, on sinansé abstrakti ja muusta matematiikasta irrallaan. Perusjoukko
T, taso, ja perusobjekti, suora, seka perusrelaatiot ”valissa”, ”yhteneva” on otettu kayt-
toon sellaisinaan. Geometrialle voidaan esittdd erilaisia malleja, matemaattisia jarjestel-
mia, joiden objektit toteuttavat geometrian aksioomat. Téarkein tallainen malli lienee
koordinaattigeometria, ”analyyttinen geometria”. Osoitetaan seuraavassa, ettd tuttu ana-
lyyttinen geometria on todellakin aksioomamme tayttava geometrian jarjestelma. Todistus
edellyttaa kohtalaisen paljon laskemista.

6.1 Suorat ja janat koordinaattigeometriassa

Olkoon 7 = R? = {(z, %) | = € R,y € R}. Jokaiset nelji reaalilukua xq, %o, a, b, joille
a? + b2 # 0, maarittavit suoran £ = {(zo, Yo, a, b) = {(z, y) | r = z0+at, y = yo +bt, t €
R}.

Lause 6.1.1. {(xo, Yo, a, b) = £(x1, y1, ¢, d) jos ja vain jos ad = bc ja b(xog — x1) =
a(Yo — y1)-

Todistus. Oletetaan, etté ¢(xo, Yo, a, b) = £(x1, y1, ¢, d) = £. Mielivaltaisella (z, y) € £ on
olemassa reaaliluvut ¢ ja u niin, ettd © = xg + at = r1 + cu ja y = yo + bt = y1 + du. Siis
ro—x1 = cu—at jayo—y1 = du—>bt. Jos a = 0, edellinen yht&lo voi toteutua eri u;n arvoilla
vain, jos ¢ = 0 ja xg — x1 = 0. Samoin, jos b = 0, jalkimmainen yhtalo voi toteutua vain,
jos d =0 ja yo — y1 = 0. Kummassakin tapauksessa lauseessa vaitetyt yhtalot toteutuvat.
Olkoon sitten ab # 0. Kun yhtaloista xo — z1 = cu — at ja yo — y1 = du — bt eliminoidaan
t, saadaan b(zg — 1) — a(yo — y1) = (bc — ad)u. Jotta tdma patisi kaikilla u, on oltava
b(zo — x1) = a(yo — y1) ja ad = be.

Olkoon sitten b(xg — z1) = a(yo — y1) ja ad = be. Oletetaan, ettd (z, y) € £(zo, Yo, a, b).
Josa=0,onb#0jasiisc=0jaxg =121 jad#0. Silloin x =29 =21 jay =yo+ bt =
Y1+ (Yo —y1+0t) =y +d (%ﬁbt
paatelldan tapauksessa a # 0, b = 0. Olkoon sitten a # 0 ja b # 0. Silloin myé6s ¢ # 0 ja
d # 0. Oletetaan, etté (x, y) € £(zo, Yo, a, b). Silloin

= y1 +du. Siis (z, y) € (21, y1, ¢, d). Samoin

ja

<xo—m1+at>
r=x9+at=x1+c| ——— | =21+ cu,

C
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- bt b(xo —
y—yotbt—yy ra (o Y g (Mo ae)
d d ad c

To —x1 +at

:y1+d<
c

>:y1+du.

Siis (z,y) € ¥l(x1,y1, ¢ d) ja €(xo, Yo, a, b) C £(z1, 11, ¢, d). Samoin osoitetaan
{(xo, Yo, a, b) D l(x1, 11, ¢, d). O
Kahden eri pisteen (zo, yo) ja (z1, y1) kautta kulkee ainakin suora ¢o = ¢(xg, yo, 1 —
xo, Y1 — Yo). Aksiooma 1 vaatii, ettd pisteiden kautta ei kulje muita suoria. Oletetaan,
ettd ¢ = l(x2, y2, a, b) kulkee myds pisteiden (xg, yo) ja (x1, y1) kautta. Silloin ovat
voimassa yhtalot

To = T2 + atp

Yo = y2 + bto
T1 = T2 +ats
Y1 =y2 + btla

missé tg # t1. Kahdesta ensimmaisesta yhtéalosta seuraa b(xo —x2) = a(yo —y2) ja kaikista
yhtéloista b(xo — x1) = a(yo — y1). Lauseesta 6.1.1 seuraa, ettd o = ¢. Aksiooma 1 on
voimassa. Samoin on selvad, ettd aksiooma 2 on voimassa.

Relaatio wdlissd madritellisin niin, ettéd (2, y) on pisteiden (o, yo) ja (21, y1) ((zo —21)%+
(Yo —y1)? > 0) villissi, jos # = (1 —t)xg +tz1 ja y = (1 —t)yo + tyy jollakin t € (0, 1). On
helppo néhda, etta aksiooma 3 toteutuu, samoin aksioomat 4 ja 5.
Pisteiden A = (xo, yo) ja B = (x1, y1) méaarittdma jana AB on joukko {(z,y) | x =
(1 —t)zo +twy, y= (1 —t)yo +ty1, 0 < ¢ < 1}
Aksiooman 6, Paschin aksiooman, voimassaolon tarkastamiseksi katsotaan kolmiota ABC,
missd A = (z1, y1), B = (22, y2) ja C = (z3, y3). Suora /¢, joka leikkaa janan AB, on
((1 — to)x1 + toxa, (1 —to)yr + toyz, a, b). Eri tapauksissa voidaan laskea, etté ¢ leikkaa
joko janan AC ta BC. Lasketaan esimerkiksi tapaus a > 0, x2 > xo = (1 — tg)x1 + toxa,
r3 > xp ja

v2—% _ b _ ys—1o

< =< .
T2 — X0 a r3 — X0

Oletuksista seuraa

_ YW b a(ys —yo) — b(z3 — x0)

0 - = y
xr3 — X a a(l's—«??o)

0< b y2—yo _ b(z2 —w0) —aly2 — o)
a T2 — o a(xz — xo) ’

eli a(ys —yo) — b(w3 —x0) > 0, b(z2 — 20) — a(y2 —yo) > 0. Kun edelliset yhtélot lasketaan
yhteen, saadaan vield a(yz — y2) — b(z3z — x2) > 0. Kun yht&loista

xo + at = x2 + (23 — x2)u
Yo + bt = y2 + (y3 — y2)u
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ratkaistaan u, saadaan

U= b(z2 — o) — a(y2 — o) ja 1—u=

a(ys — y2) — b(xz — x2)

Edella sanotun perusteella v > 0, 1 —u > 0, joten yhtdloryhmaéan ratkaisun tuottama piste
(zo + at, yo + bt) on janalla BC.

Pisteiden A = (x1, y1) ja B = (x2, y2) madrittdma puolisuora AB on joukko
{(z, y)lw =21+ t(z2 — 21), y =y2 + t(y2 — y1), t = O}.
Suoran x = xo+at, y = yo+bt maaritteleméat puolitasot voidaan 16ytaa erikseen tapauksissa
a = 0 (joukot, joissa x < xg ja © > xo) ja b = 0 (joukot, joissa y > yo ja y < yo) sekd
tapauksissa ab # 0 (joukot, joissa bx — ay < bzg — ayo ja bx — ay > bxro — ayp).
Harjoitustehtavia

104. Todenna, ettd koordinaattitasossa ovat voimassa aksioomat 3, 4 ja 5.

105. Todenna Paschin aksiooman paikkansa pitavyys muuten ylla olevin oletuksin, mutta
olettaen, etta

— b
Ys "% _°
r3 — X a

106. Totea, etta ylla annettu puolitason maaritelma on sopusoinnussa aikaisemmin anne-
tun kanssa: kahta saman puolitason pistetta yhdistava jana ei leikkaa puolitason reunasuo-
raa, kahta vastakkaisissa puolitasoissa olevaa pistetta yhdistdva jana leikkaa puolitasojen
yhteisen reunan.

6.2 Kulmat ja yhtenevyys

Janojen yhtenevyys on maédriteltdvissi ”pythagoralaisesti”. Jos A = (21, y1), B =
(z2, 42), C = (x3,y3) ja D = (x4, ya), niin AB = CD silloin ja vain silloin, kun
(r2 —21)% + (y2 — y1)? = (24 — 23)% + (ya — y3)?. Merkitiin (22 — 21)? + (y2 — y1)? = 2.
Olkoon O = (zo, o) ja {(xo + at, yo + bt)|t > 0} O:sta alkava puolisuora. Té&lla puoli-
suoralla on tasan yksi piste P = (3, y3), jolle OP =2 AB; P on yhtilon (a? + b?)t? = ¢?
ainoan positiivisen juuren t generoima piste. Aksiooma 7 on voimassa. Aksiooma 8 on
triviaalisti tosi.

Aksiooman 9 todentamiseksi merkitdan A = (x1, y1), C = (22, y2) ja B = (1 — t)z1 +
b2, (1—t)yn +1o); A' = (54, 4L, €' = (zb, 9h) ja B' = ((1—u)zh +urh, (1—u)yl +ugh),
0<t<1,0<u< 1. Merkitdin vield ¢ = (2 — 1)+ (y2 —y1)?, ¢? = (2 —27)% + (b —
y1)?. Oletus AB = A’B’ on sama kuin t2c? = u?c’? ja oletus BC = B’C’ on sama kuin
(1 —t)%2c? = (1 —u)2c?. Jos t # u, saadaan helposti ristiriita. Siis t = u, joten ¢ = ¢’ ja
AC = A'C.
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Kulma on puolisuorien z = zg + at, y = yo + bt ja © = xg + ct, y = Yo + dt muodostama
pari. Ei merkitse olennaista rajoitusta, jos nyt oletetaan, ettd a® 4+ b* = ¢® 4+ d? = 1.
Maééritelladn tdman ja puolisuorien x = z1+a't, y = y1 + bt seki x = x1+c't, y = y1 +d't
(a'? + b2 = ¢> + d'? = 1) muodostaman kulman yhtenevyys ehdolla ac + bd = a'c’ + b'd'.
Huomataan, etti (ac+bd)? = (a?+b?)(c?+d?) — (ad—bc)? < 1, ja ettd yhtd suuruus pitee
vain, kun ad = be. Talloin on, kuten helppo lasku osoittaa, joko a = cja b =d tai a = —c,
b = —d. Kulmien yhtenevyyden maarittaa siis vélin (—1, 1) luku r, suureen ac + bd arvo.

Annetun kulman kanssa yhtenevén kulman piirtdminen annettu suora toisena kylkena, siis
aksiooma 10, edellyttaa, etta yhtaloparilla

A +d>=1
ac+bd=r

on kaksi ratkaisua (c, d), kun a®+b? = 1. Niin todella on. Voidaan olettaa, ettd b # 0. Kun
d ratkaistaan jalkimmaisesta yhtalosta ja sijoitetaan ensimmaiseen, saadaan c:lle toisen

asteen yhtalo
2 2
a 5 2ra r
<1+b—2)c—b—20+b—2—1:0

eli
® — 2arc+1r° —b* = 0.

Ratkaisukaavan mukaan

c=ar+\a2r2 — 12 + b2 = ar £ by/1 — r2.
Yhtéalolla on siis kaksi reaalista ratkaisua. d:n arvoiksi saadaan
d="0brF am .
Helppo lasku osoittaa, ettd puolisuorat = = xg+ (ar+bv/1 — r2)t, y = yo+ (br —ay/1 — r2)t

jax =x0+ (ar —bV1 —12)t, y = yo + (br + av1 —r2)t (t > 0) todella ovat eri puolilla
suoraa T = Tg + at, y = yo + bt.

Puolisuorat © = xg 4+ at, y = yo + bt ja © = xg9 + ct, y = yo + dt muodostavat suoran
kulman, jos ac + bd = 0.

Harjoitustehtavia

107. Suorita ylld mainittu ”helppo lasku”; yksinkertaisuuden vuoksi oleta, etta (xo, yo) =
(0, 0).

108. Osoita, ettd kulmien yhtenevyyden vélittivé lauseke ac + bd, a® 4+ b? = ¢® + d? =1,
on kulman kosini. (Valitse kulman kérjeksi (0, 0) ja toisen kyljen pisteeksi (1, 0).)
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On viela tarkastettava yhtenevyysaksiooman 12 eli sks:n paikkansapitavyys. Olkoon A =
(zo, o), B = (21, 11), C = (22, 42) ja A" = (20, Yo), B" = (21, 1), €' = (22, ¥3).
Oletetaan, etti AB = A'B’ eli (1 — 20)? + (y1 — v0)? = (2} — 24)? + (v} — v§)?> = D% ja
etti AC =2 A'C’ eli (z2—20)%+ (y2 —y0)? = (25— 6)? + (v —y)?> = D3, D1 > 0, D, > 0.
Merkitaan viela

Silloin a® + b = ¢ + d? = a’?> + b'? = ¢?> + d’? = 1. Oletetaan, etti LZBAC = /B'A'C".
Tama merkitsee yhtalod ac+bd = a’c’ +b'd’. Silloin pisteiden B, C ja B’, C' etaisyyksille
saadaan

(.’Ez — 5131)2 + (yz — y]_)z = (CDZ — CLl)]_)2 + (dDz — bD]_)Z
= (® +d*)D3 + (a® + b*)D? — 2(ac + bd) D1.D;
= (Dy —a'D1)? + (d'Dy — V' D1)? = (2 — x1)% + (5 — y1)? = D3.

Siis BC' = B’C’. Osoitetaan viela, ettd ZABC = /A'B’'C’. Puolisuorat BC' ja B'C’ ovat
r=x1+et,y=y1+ ft,x =a) +€'t, y =y1 + f't, missé

CD2 — CLD]_ f o dD2 — bDl 6/ . C/Dz — CL/D]_ f, . d’Dz — b’Dl

°T D3 D3 D3 ’ D3
Puolisuorat BA, B’A’ puolestaan ovat * = w1 — at, y = y1 — bt. On osoitettava, etta
ae +bf = a’e + b f'. Tami yhtilo on yhtépitiva yhtilon acDy; — a? + bdDy — b?Dy =
a'd Do —a’? D1+ d Dy —b'? Dy kanssa. Koska a®+b% = a’>+b? = 1jaac+bd = a'c +b'd,
yhtalo on voimassa. Kolmiot ABC ja A’B’C’ ovat todellakin yhtenevét.

6.3 Yhdensuuntaiset suorat, ympyra ja Arkhimedeen aksiooma

Aksiooman 13, paralleeliaksiooman Playfairin version, todentamiseksi lahdetén suorasta
¢ = {(zo, Yo, a, b) ja pisteestd (z1, y1) ¢ ¢. Jotta pisteen (z1, y1) kautta kulkevilla suorilla
01 = l(x1, Y1, ¢, d) ja by = £(x1, Y1, €, [) ei olisi yhteisid pisteitd £:n kanssa, ei yhtalopa-
reilla

{xo-l—at:xl-l—cu o {:L‘o—i-at:xl-l—ev

Yo + bt = y1 + du Yo +0t =y1+ fu

eli

at —cu = x1 — Xo . at —ev =x1 — Xo
ja
bt —du =y1 — yo bt — fv =11 — Yo

saa olla ratkaisuja. Valttaméton ehto edellisen yhtaloryhméan ratkeamattomuudelle on
—ad + bc = 0. Vastaavasti valttamaton ehto jalkimmaisen yhtaloryhmén ratkeamatto-
muudelle on —a f + be = 0. Koska ainakin toinen luvuista a ja b on # 0, saadaan fc = de.
Lauseen 6.1.1 perusteella /1 = ¢». Tama osoittaa, ettd koordinaattigeometriassa patee
paralleeliaksiooma.
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Piste (zo, yo) keskipisteené pisteen (x1, y1) kautta piirretty ympyra I' on janojen yhtene-
vyyden mééritelmédn mukaan niiden pisteiden (x, y) joukko, joille

(90—£E0)2+ (y—yo)z =172

missi 72 = (z1 — 20)? + (y1 — yo)?. Ympyrin sisdosan pisteissi (z — 20)? + (y — y0)? < 2.

Tarkistetaan aksiooman 13 voimassaolo. Olkoon I' r-sateinen ympyré, jonka keskipiste on
(20, Yo) ja olkoon I'1 r1-séteinen ympyré, jonka keskipiste on (z1, y1). Ympyrén I'; pisteet
ovat muotoa x = x1 + try, |t| < 1, y = y1 £ r1V1 —t?. Oletetaan, etti jokin ympyrin
I'; piste on ympyréan I' sisapuolella ja jokin ympyran I'; piste on ympyran I ulkopuolella.
Se merkitsee, ettd seuraavista neljasta epayhtaloparista ainakin yksi on tosi joillain ¢, u,
—1<t,u<l:

(z1 4+ tr1 —20)? + (y1 +r1V1 — 12 — yo)? < 12
(21 + urs — 20)® + (y1 + 11V 1 — w2 — yo)® > 12,
2 _ 2

)

)

)

(21 + ury — 20)? + (y1 — V1 — u2 — yo)? > r?,
)2
)
)
)

Y
(.131+t7‘1—5(30)2+(y1—7‘1 1—t2—yo
Y

(1 +tr1 — 20)° + (y1 — 11V 1 — 12 — y9)? < 12
(21 4 ury — 20)® + (y1 + r11V1 — 2 — yo)* > 1,
(1 +tr1 — x0)? + (y1 + 11V 1 — 12 —y9)? < 12
(z1 4+ ury — x0)? + (y1 — 11V 1 — u2 — )% > r2.

Reaalimuuttujan funktioiden s +— (21 + sr1 — 20)% + (y1 + r1v1 — 82 —40)?> — 72 ja s
(1 + sr1 — 3:0)2 + (yp — V1 — 8% — yo)z — 72 jatkuvuuden ja Bolzanon lauseen nojalla
kahdessa ensimmaéisessd tapauksessa on olemassa s, jolle (z1+sry —xo)z +(y1+r1vV1 — s?—
y0)> = r2. Kahdessa jilkimmaiisessi tapauksessa voidaan kiyttdd hyodyksi sitd, ettd
molemmat edelld mainitut funktiot saavat saman arvon, kun s = +1. Jos esimerkiksi
(x1+tr1—20)?+(y1—r1V1 — 2 —yo)? < 72 ja (w1 +ury —20)? + (y1 +r1vV1 — uZ —yo)? > r?
seki (r1 — 711 — 20)? + (y1 — v0)?> < 72, sovelletaan Bolzanon lausetta funktioon s +
(21 + sr1 — 20)? + (y1 — 11V 1 — 82 — y9)% — 72 valilld [—1, u).
Aksioomistamme viimeinen, Arkhimedeen aksiooma, on koordinaatistossa triviaali. Jos
A = (x0, yo0) ja B = (zo+ a, yo + b), niin n- AB = AE, missd E = (g9 + na, yo + nb).
Jos C = (z1,y1) ja D = (1 + ¢, y1 + d), niin n - AB > CD on yhtépitdvad ehdon
(na)? + (nb)? > c? 4 d? kanssa. Koska luonnollisten lukujen joukko ei ole rajoitettu, on
olemassa kokonaisluku n, jolle

) P4 d?

a? + b2’

Olemme verifioineet kaikki aksioomamme; koordinaattigeometriassa kaikki esittamamme
lauseet ovat siis myo0s tosia.



69
Harjoitustehtavia

109. Osoita laskemalla, etta suora ¢, joka kulkee ympyrén I' sisdpuolisen pisteen kautta,
leikkaa ympyran I

110. Médritd ympyrin (z — 29)% + (y — yo)? = r? pisteeseen (1, y1) asetetun tangentin
yhtalo.

111. Osoita laskemalla, ettd kolmion korkeusjanat leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

6.4 Algebran hyodyntaminen geometriassa

Geometrinen konstruointi koostuu operaatioista, joissa haetaan kahden suoran leikkaus-
piste, suoran ja ympyran leikkauspiste tai kahden ympyran leikkauspiste. Algebrallisesti
ensimmaista tehtavaa vastaa lineaarisen yhtaloparin ratkaisu. Toisessa tehtavassa on rat-
kaistava yhtaloryhma, jossa on yksi ensimmaisen ja yksi toisen asteen yhtalo. Tallainen
tehtava palautuu toisen asteen yhtalon ratkaisuksi. Kahden ympyran leikkauspisteen rat-
kaisemisessa tarvittavat kaksi yhtalod voidaan aina sieventdd niin, ettd niiden erotus on
ensimmaisen asteen yhtalo. Yhtalopari redusoituu siis samaksi kuin suoran ja ympyran
leikkauspisteen etsiminen. Jokainen geometrinen konstruktio voidaan siis palauttaa ket-
juksi ensimmaisen ja toisen asteen yhtaloiden ratkaisuja. Jos yhtaloiden parametrit ovat
rationaalilukuja, yhtaloiden ratkaisut ovat algebrallisia lukuja. Koska 7 ei ole algebralli-
nen luku, ei ole mahdollista geometrisin keinoin muodostaa sellaisen nelion sivua, joka olisi
pinta-alaltaan sama kuin 1-sateinen ympyra.
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7 Kolmiulotteista geometriaa

Havaintojen mukaan meita ymparoi kolmiulotteinen maailma. Tahan asti tarkastele-
mamme objekti, taso, ei siis riitd geometrian alustaksi. Geometriaa, jossa tarkastelukohteet
ovat kolmiulotteisia, sanotaan avaruusgeometriaksi tai stereometriaksit

Avaruusgeometriassa perusjoukko on avaruus, jonka alkiot ovat pisteitd. Avaruuden (epé-
tyhjind) osajoukkoina on mm. tasoja ja suoria. Kaikki se, mikd on aksioomien kautta
otettu kayttoon tasogeometriassa on totta jokaisessa avaruuden tasossa ja kaikki sellaiset
asiat, jotka liittyvat pelkastaan suoraan, ovat tosia kaikilla avaruuden suorilla. Mutta ta-
sojen keskinaisia suhteita samoin kuin tasojen ja suorien suhteita sdateleméaian tarvitaan
muutamia lisdaksioomia.

7.1 Avaruusgeometrian aksioomia

Aksiooma 16. Jos pisteet A, B ja C' eivdt ole samalla suoralla, on olemassa yksi ja vain
yksi taso T, johon pisteet A, B ja C' kuuluvat.

Tason 7 sanotaan kulkevan pisteiden A, B ja C kautta; 7:ta voidaan myo6s kutsua tasoksi

ABC.
Aksiooma 17. Jos suoran a pisteet A ja B kuuluvat tasoon T, niin a C T.

T&lloin sanotaan, etta suora a on tasossa 7. Aksioomista 16 ja 17 seuraa valittomasti, etta
on yksi ja vain yksi taso 7, joka siséltdé suoran a ja pisteen C ¢ a.

Aksiooma 18. Jos tasoilla 1 ja T2 on yhteinen piste, niilla on ainakin yksi muu yhteinen
piste.

Lause 7.1.1. Tasoilla 71 # T2 on yhteinen suora tai niilld ei ole yhtddn yhteistd pistettda.
Suoralla a, joka ei sisdlly tasoon T, on yksi tai ei yhtdan yhteistd pistetta tason T kanssa.

Todistus. Jos A € 1 ja A € 12, niin on olemassa ainakin yksi piste B, niin ettd B € 1 ja
B € 7. Aksiooman 17 nojalla suora AB sisaltyy sekéd tasoon 7 etta tasoon 12. Jos olisi
piste C', joka ei kuulu suoraan AB, mutta joka kuuluisi tasoihin 71 ja 72, niin tasoilla 7 ja
To olisi yhteisena kolme pistetté, jotka eivét ole samalla suoralla. Aksiooman 16 perusteella
olisi 71 = 7. Jalkimmaéinen vaite on véaliton seuraus aksioomasta 17. [

Aksiooma 13, paralleeliaksiooma, on tarkennettava muotoon

Aksiooma 13’. Suoran a ja sen ulkopuolella olevan pisteen A mdarittamdssd tasossa on
enintdan yksi suora b, joka kulkee A:n kautta eikd leikkaa a:ta.

Suorat a ja b ovat yhdensuuntaiset, a||b, jos ne ovat sama suora tai jos ne ovat samassa
tasossa eivatka leikkaa toisiaan. Koska yhdensuuntaisia suoria koskevat tulokset on tahan

! Kreikan oTepeoo tarkoittaa jaykkiad, lujaa; vrt. solid geometry.



71

asti todistettu tasoon sisiltyville suorille, osa todistuksista on tehtava uudestaan avaruu-
dessa. Esimerkiksi:

Lause 7.1.2. Jos a||b ja b||c, niin al|c.

Todistus. Jos a, b ja c ovat samassa tasossa, vaite seuraa yhdensuuntaisuuden transitii-
visuudesta tasossa. Oletetaan siis, ettd a, b ja ¢ eivat ole samassa tasossa. Maaritelman
mukaan a ja b ovat tasossa T ja b ja c tasossa 12. Jos a ja c leikkaisivat toisensa pisteessa
A, niin tasoilla 7 ja 7 olisi muita yhteisia pisteita kuin suoran b pisteet, joten olisi 71 = 7,
vastoin juuri tehtya oletusta. a ja c eivat siis leikkaa toisiaan. Vaitteen todistamiseksi on
nyt osoitettava, ettd a ja ¢ ovat saman tason suoria. Asetetaan taso 73 suoran a pisteiden
A ja B ja suoralla ¢ olevan pisteen C kautta. Tasoilla 72 ja 73 on yhteinen piste C', joten
niilld on yhteinen suora d. Oletetaan, ettd d # c¢. Koska b, d ja ¢ ovat kaikki tasossa 7, ja
b||c, niin paralleeliaksiooman perusteella d leikkaa suoran b pisteessd D. Silloin tasoilla 73
ja 71 on kolme yhteista, ei kuitenkaan samalla suoralla olevaa pistetta A, B ja D, joten ne
ovat sama taso: 73 = 71. Edelleen tasossa 1 on kaksi leikkaavaa tasoon 71 = 13 kuuluvaa
suoraa b ja d, joten on oltava 7o = 171 = 73. Suorat a, b ja ¢ ovat siis samassa tasossa,
vastoin tehtya oletusta. Ristiriita osoittaa, etta tasojen 13 ja 7> leikkaussuora d on sama
kuin suora c. Olemme néyttanet, ettd suorat a ja ¢ ovat samassa tasossa eivatka leikkaa
toisiaan. Siis aljc. O

Lause 7.1.3. Seuraavat objektit madrittelevat yhden ja vain yhden tason:
Suora ja sen ulkopuolella oleva piste.
Kaksi toisensa leikkaavaa suoraa.
Kaksi yhdensuuntaista suoraa.

Todistus. Suoran a pisteet A ja B seké suoran a ulkopuolinen piste C' maarittavat tason
ABC'; koska suora AB sisiltyy kokonaan tdhén tasoon, saman tason méaarittavat mitka
tahansa muut kaksi suoran AB pistetta A’ ja B’ seki C.

Jos a ja b leikkaavat toisensa pisteessa C' ja jos A € a, B € b ovat muita pisteita kuin C,
niin taso ABC' tulee maéritetyksi. Suorat AC ja BC ovat kokonaan tasossa ABC, joten
samaan tasoon paadytiaan myos muilla valinnoilla A’ € a, B’ € b.

Yhdensuuntaisuuden maaritelma sisaltaa jo sen, etta yhdensuuntaiset suorat ovat samassa
tasossa. [

Aksiooma 19. On olemassa ainakin neljd pistettd, jotka eivat ole samassa tasossa.

Aksiooma 19 pitaa sisallaan ajatuksen siitd, ettd avaruus on ainakin kolmiulotteinen; ak-
siooma 18 puolestaan sen, ettd avaruus on enintdan kolmiulotteinen. Voidaan osoittaa,
etta taso 7 jakaa avaruuden kahdeksi puoliavaruudeksi niin, etta samaan puoliavaruuteen
kuuluvat pisteet voidaan yhdistaa kokonaan téssa puoliavaruudessa kulkevalla janalla, kun
taas eri puoliavaruuksiin kuuluvat pisteet voidaan yhdistaa janalla, joka leikkaa tason 7.

Emme ryhdy rakentamaan avaruusgeometriaa samalla huolellisuudella kuin tasogeomet-
riaa. Muutamia peruslauseita on kuitenkin todistettava, jotta esimerkiksi monitahokkaista
puhuminen onnistuisi.
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7.2  Avaruusgeometrian kasitteita ja lauseita

Suora a on kohtisuorassa tasoa T vastaan, jos se leikkaa tason 7 pisteessid A ja jos al AB
kaikilla suorilla AB C 7. Suoran a ja tason 7 kohtisuorassa olon relaatiota merkitaan a_L7.

Lause 7.2.1. Leikatkoon suora a tason T pisteessd A.
Jos tasossa T on kaksi eri suoraa AB ja AC niin, ettd
al AB ja al AC, niin alT.

Todistus. Olkoon AD # AB, AC mielivaltainen tason
T suora. Voidaan olettaa, ettd D on suoran BC' ja
suoran AD leikkauspiste. Valitaan suoralta a pisteet
P ja @ eri puolilta pistettd A niin, ettd AP = AQ.
Silloin AB ja AC ovat tasoissa PBQ ja PC(Q janan
PQ keskinormaaleja, joten PB = QB ja PC = QC.
Kolmiot PBC' ja QBC ovat yhtenevit (sss). Siis
/PBC = /ZQBC. Oletetaan, ettd D on janalla BC.
Kolmiot PBD ja QBD ovat yhtenevéit (sks). Tasta
seuraa, ettd PD = QQD. Siis kolmiot PDA ja QDA

ovat yhtenevét (sss). Kulma PAD on vieruskulmansa QAD:n suuruinen, joten ZPAD
on suora. Jos D ei ole janalla BC, se voi sijaita niin, ettd B on janalla C'D, Kulmien
/ZPBC ja ZQBC yhtenevyydesta seuraa niiden vieruskulmien Z/PBD ja ZQ BD yhtene-
vyys. Kolmioiden PBD ja QBD yhtenevyys perustuu nytkin yhtenevyyslauseeseen sks,
ja loppupaatelma on sama kuin edella. [

Edelliseen lauseeseen perustuen voidaan todeta, etta mielivaltaisen pisteen P kautta voi-
daan aina asettaa taso, joka on kohtisuorassa annettua suoraa a vastaan. Téllaisia tasoja
on vain yksi. Jos P € a, voidaan asettaa a:n kautta kaksi tasoa 7 ja 7 ja piirtaa kum-
paankin a:ta vastaan kohtisuorat suorat PA ja PB. Suora a on edellisen lauseen nojalla
kohtisuorassa tasoa PAB vastaan. Jos P ¢ a, voidaan asettaa taso 7 P:n ja a:n kautta ja
asettaa a:n kautta jokin toinen taso 7. Tasossa 7 voidaan piirtda P:n kautta a:ta vastaan
kohtisuora suora PA ja tasossa 7o a:ta vastaan kohtisuora suora AB. a on kohtisuorassa
tasoa PAB vastaan.

Olkoot 71 ja 7 tasoja, joiden leikkaussuora on a. a ja-
kaa molemmat tasot puolitasoiksi, joilla on yhteisena
suora a. Kumpi hyvansa a:n maaraamista m1:n puoli-
tasoista w1 ja o1 ja kumpi hyvéansa a:n maaraamista
T2:n puolitasoista m ja o, muodostaa diedrin eli kak-
sitahokkaan. Suora a on diedrin sarmd ja puolitasot
T ja o sen kyljet.

Lause 7.2.2. Olkoon diedrin sarmd a ja sen kyljet m ja
o. Jos A ja B ovat sirman a pisteitd ja AC, BD a:ta
vastaan kohtisuorassa olevia w:n puolisuoria sekd AFE,
BF a:ta vastaan kohtisuorassa olevia o:n puolisuoria,
niin ZCAE = /DBF.
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Todistus. Voidaan olettaa, ettd AC' = BD ja AE = BF. Silloin ACDB ja ABFFE ovat
suorakaiteita, joten EF =2 AB = CD ja CD|AB, EF = AB. Lauseen 7.1.2 perusteella
CD||EF. Tasta seuraa, ettd CDFE on suunnikas. Siis CE = DF. Mutta nyt kolmiot
ACE ja BDFE ovat yhtenevét (sss). Siis ZCAE = /DBF. [J

Edellinen lause oikeuttaa pitdméain kulman ZCAFE suuruutta diedrin suuruutena. Tata
kulmaa kutsutaan diedrin kaltevuuskulmaksi tai diedrikulmaksi.

Jos tasojen muodostamien diedrien kaltevuuskulma on suora kulma, tasot ovat kohtisuo-
rassa toistaan vastaan. Lauseista 7.2.1 ja 7.2.2 seuraa heti, ettd jos suora a on kohtisuo-
rassa tasoa 7 vastaan, niin jokainen taso, joka sisaltaa suoran a, on kohtisuorassa tasoa 7
vastaan.

Lause 7.2.3. Jos taso T on kohtisuorassa toisensa leikkaavia tasoja T1 ja T2 vastaan, niin
tasojen T ja T2 leikkaussuora a on kohtisuorassa tasoa T vastaan.

Todistus. Olkoon A a:n ja 7:n leikkauspiste. Olkoon /¢; tasojen 7 ja 71 leikkaussuora ja
ly tasojen T ja 7o leikkaussuora. Diedrikulman méaritelman mukaan se 7:n suora AB,
joka on kohtisuorassa f;:td vastaan, on kohtisuorassa myos erastd 71:n suoraa vastaan.
Mutta lauseen 7.2.1 perusteella ABla. Jos AC on se 7:n suora, joka on kohtisuorassa
l5:ta vastaan, niin samoin kuin edelld ndhd&éan, ettd AC' La. Mutta nyt a on kohtisuorassa
kahta 7:n suoraa vastaan, joten lauseen 7.2.1 nojalla a L7. [J

Harjoitustehtavia

112. Todista, etta pisteen P kautta voidaan asettaa vain yksi suoraa a vastaan kohtisuora
taso.

113. Osoita, ettd janan keskipisteen kautta piirretyn janaa vastaan kohtisuoran tason
(janan keskinormaalitason) jokainen piste on yhté etdalld janan péétepisteista.

114. Olkoon P tason 7 ulkopuolella oleva piste. Osoita, ettd P:n kautta voidaan asettaa
T:ta vastaan kohtisuora taso.

115. Olkoon P tason 7 ulkopuolella oleva piste. Osoita, ettd tasosta 7 voidaan 10ytaa piste
P’ niin etta PP’ L7. Piste P’ on pisteen P kohtisuora projektio tasolla 7.

116. Suorat, jotka eivat leikkaa toisiaan, mutta eivat ole yhdensuuntaisia, ovat ristikkdisia.
Miten loydetaén suora, joka yhdistaa kaksi ristikkéista suoraa ja on kohtisuorassa molempia
vastaan?

*

Tasot, joilla ei ole yhteisia pisteitéd, ovat yhdensuuntaisia. On mukavinta sopia, ettd taso
on yhdensuuntainen itsensid kanssa. Suora, joka kulkee tason ulkopuolisen pisteen kautta
eika leikkaa tasoa, on tason suuntainen.
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Lause 7.2.4. Tason T ulkopuolella olevan pisteen P kautta voidaan asettaa yksi ja vain
yksi T:n suuntainen taso.

Todistus. Piirretadn pisteesta P kohtisuora P(Q) tasolle 7. Olkoot a ja b kaksi toisensa
pisteessa @) leikkaavaa 7:n suoraa. Silloin P:n ja a:n kautta voidaan asettaa taso 71 ja
piirtaa tassd tasossa P:n kautta suoran a suuntainen suora a’. Samoin P:n ja b:n kautta
voidaan asettaa taso 7, ja piirtdd tassi tasossa suoran b suuntainen suora b’. Suorien a
ja b’ kautta asetetaan taso 7’. Suorat a’ ja b’ ovat kohtisuorassa suoraa P() vastaan. Jos
nyt tasoilla 7 ja 7/ on yhteinen piste A, niin kulmat APQ ja AQP ovat suoria. Tama ei
ole mahdollista, joten yhteista pistetta ei ole. [

Jos kolme tai useampi taso kulkee saman pisteen P kautta, niin tason maarittamien puo-
liavaruuksien konveksi leikkausjoukko on soppi. Tasojen leikkaussuorat ovat sopen sarmat
ja piste P sopen kdrki. Soppea rajoittavat tasonosat ovat sopen sivutahkot. Ne muodosta-
vat keskendan diedreja. Samaan sivutahkoon liittyvien sdrmien valiset kulmat ovat sopen
tasokulmat. Soppi, jossa on kolme sivutahkoa, on triedri.

Lause 7.2.5. Triedrissd jokainen tasokulma on pie- P
nempi kuin muiden kahden summa.

Todistus. Olkoon P triedrin kérki ja olkoon A, B ja C
sen sarmien pisteitd. Oletetaan, ettdi ZAPC on suu-
rempi kuin kumpikaan muista triedrin tasokulmista.
Silloin janalla AC' on piste D niin, ettd LAPD =2
/ZAPB. Valitaan piste B niin, ettdi PB = PD.
Silloin kolmiot APB ja APD ovat yhtenevid (sks).
Kolmioepayhtalon perusteella AD + DC = AC <
AB+ BC = AD + BC, joten DC < BC'. Kolmioissa B
PDC ja PBC on kaksi yhta suurta sivua, mutta edel-

lisessé kolmas sivu on pienempi. Tasta seuraa, etta

/CPD < ZCPB, mista vaite seuraakin. []

Lause 7.2.6. Sopen tasokulmien summa on vihem- P
man kuin 360°.

Q

Todistus. Olkoon P sopen karki. Olkoon sopella n si-

vutahkoa. Leikatkoon taso 7 kaikki sopen sarmat; ol-

koot leikkauspisteet A, B, ..., M. ABC'...M on ku-

pera tasomonikulmio. Olkoon O jokin piste tdman mo-

nikulmion sisalld. Jokainen monikulmion ABC' ... M

kiirki on eriifin triedrin kirki. Edellisen lauseen no- M D
jalla esimerkiksi ZABC < ZABP + ZPBC. Kolmion

kulman summaa koskevan lauseen nojalla sopen ta- A

sokulmien summa on n - 180° vahennettyna kulmien B
/PAB, /PBA, ..., ZPAM summalla. Viimeksi mai-

nittu summa on suurempi kuin kulmien ZABC, ...,

/M AB summa, joka puolestaan on sama kuin n - 180° vahennettyna kulmien ZAOB,
/BOC, ..., ZMOA summalla. Taméa viimeinen summa on 360°. Viite seuraa. [J
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Tama lause mahdollistaa triedrikulmien suuruuden arvioinnin. Kaytetdan seuraavaksi
monissa soppiin liittyvissa tehtavissa kaypaa tekniikkaa, missa diedrikulmien tarkastelussa
siirrytaan tasojen normaalien avulla rakennetun uuden triedrin tasokulmiin.

Lause 7.2.7. Triedrin diedrikulmien summa on enem-
man kuin 180°.

Todistus. Olkoon triedrin kirki P ja sen sdrmét PA,
PB ja PC. Valitaan triedrin aukeamasta piste @)
ja piirretdan Q:n kohtisuorat projektiot QC’ tasolle
PAB, QA’ tasolle PBC ja QB’ tasolle PCA. Leikat-
koon taso QB’C’ suoran P A pisteessa A", taso QC'A’
suoran PB pisteessi B” ja taso QA’B’ suoran PC
pisteessa C”. Lauseen 7.2.3 nojalla tasojen PAB ja

PAC leikkaussuora PA on kohtisuorassa tasoa QB’C’ vastaan. Siis erityisesti ZPA”C’
ja ZPA"B" ovat suoria kulmia ka B’A”C’ on tasojen PAB ja PAC vélinen diedri-
kulma. Kaksi muuta diedrikulmaa saadaan samoin. Nelikulmiossa QB’A”C’ kulmat
ZQB'A” ja ZQC'A” ovat suoria, joten nelikulmio on jannenelikulmio. Siis Z/B’A”"C" =
180° — ZB’QC’. Samoin todistetaan, etta ZC'B”A’ = 180° — LC'QA’ ja LA'C"B' =
180° — ZA'QB’. Kun edellistd lausetta sovelletaan siihen triedriin, jonka karki on @ ja
sarméat QA’, QB’ ja QC’, saadaan diedrikulma samaksi kuin 540° vihennettyna triedrin
tasokulmien summalla, joka on vihemman kuin 360°. Diedrikulmien summa ylittaa siis
180°. UJ

7.3 Pallo
Niiden avaruuden pisteiden P joukko, joille OP = r, on O-keskinen ja r-siteinen pallo .

Lause 7.3.1. Jos tasolla ja pallolla on yhteisid pisteitd, nitden yhteisten pisteiden joukko
on ympyra.

Todistus. Olkoon P tason 7 ja pallon Y yhteinen piste. Asetetaan pallon keskipisteen O:n
kautta 7:n suuntainen taso. Piirretddn O:n kautta tasoa 7 vastaan kohtisuora OQ, @ € 7.
Silloin QP1LOQ, ja Pythagoraan lauseen mukaan PQ? = r2—OP?. Piste P on Q-keskisell
ja 12 — OQ?-siteiselld ympyrallda. Toisaalta kaikille tason 7 pisteille X on XQ_LQO. Jos
siis 7:n piste X on Q-keskiselld r? — OQ?-siteiselld, ympyralla, OX? = r2. joten X on
pallollakin. [

Pallon keskipisteen kautta kulkevan tason ja pallon leikkaus on pallon isoympyrd. Isoympy-
ran halkaisija ja sade ovat pallon halkaisija ja sdde. Triedri, jonka karki on pallon keskipiste
O, erottaa pallon pinnalta kuvion, jota rajaa kolme isoympyran kaarta. Tallainen kuvio on
pallokolmio. Olkoot A, B ja C triedrin sarmien ja pallon pinnan leikkauspisteet. Triedrin
kolme diedrikulmaa ovat pallokolmion ABC kulmat ja triedrin kolme tasokulmaa ovat
pallokolmion sivut. Merkitdén pallokolmion kulmia (siis diedrikulmia) ZA:lla, ZB:114 ja
ZC":11a ja sivuja, siis tasokulmia, Za:lla, Zb:11a ja Zc:11a. Pallokolmioille on voimassa kaksi
tasokolmioiden trigonometrisia perusidentiteetteja vastaavaa tulosta.

Lause 7.3.2. (Pallotrigonometrian sinilause) Pallokolmion sivuille a, b ja ¢ sekd kulmille
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A, B ja C pdtee
sin Za sin /b sin Zc¢

sn/A  sin/B sin/C’

Todistus. Olkoon M suoran OC piste ja OM = 1.
Asetetaan M:n kautta O A:ta vastaan kohtisuora taso
7. Se leikkaa OA:n pisteessi P. Olkoon N M:n
kohtisuora projektio tasolla BOA. MN sisaltyy ta-
soon 7. Koska MP1OA ja NP1OA, /MPN =
/A. Toisaalta Z/COA = /b. Suorakulmaisista kol-
mioista MOP ja M PN saadaan M N = sin Zbsin ZA.
Jos M N lasketaan kayttamalla M:n kautta asetettua
O B:ta vastaan kohtisuoraa tasoa, padstaan vastaavasti
tulokseen M'N = sin Zasin ZB. Viitoksen ensimmai-
nen yhtalo saadaan tastda. Toinen johdetaan vastaa-
vasti. [J

Lause 7.3.3. (Pallotrigonometrian [ensimmdinen] kosinilause) Pallokolmion sivuille a, b,
¢ ja kulmalle A pdtee

cos Za = cos Zbcos Zc -+ sin Zbsin Zccos L A.

Todistus. Olkoot M ja P kuten edellisen lauseen to-
distuksessa. Leikatkoon OB:ta vastaan kohtisuora
M:n kautta kulkeva taso OB:n pisteessa S. Olkoon
@ pisteen P projektio suoralla OS. Suorakulmai-
sesta kolmiosta MOS nahdidan, ettd OS = cos Za.
Suorakulmaisista kolmioista MOP ja OP(@ saadaan
0@ = cos Zbcos Zc. Kolmiosta MOP ja kolmiosta
MPN saadaan PN = sin Zbcos ZA. Koska PN1OA
ja PQLOB, on ZQPN = /BOA = Zc. Saadaan
QS = PN -sinZc = sin/ZbsinZccos LA. Koska
0SS =0Q + @S, saadaan vaite. [

Pallotrigonometrian sini- ja kosinilauseista seuraa, ettd pallokolmion kuudesta osasta Za,
/b, Zc, LA, /B ja ZC kolme voidaan ratkaista, jos kolme tunnetaan. Lauseiden merkitys
maantieteelle, tahtitieteelle ja navigoinnille on ilmeinen.

Emme puutu tarkemmin siihen, miten pallon pinnan tai sen osan pinta-ala maaritellaan.
Ympyranmitannon kanssa analogisin menetelmin voidaan osoittaa, etta pallon pinnan ala
on nelji kertaa sen isoympyrin ala. Jos pallon side on r, sen ala on siis 47r?. Kaksi
pallon isoympyraa jakaa pallon pinnan neljaksi pallokaksikulmioksi. Kukin tallainen pallo-
kaksikulmio sisaltyy johonkin isoympyroiden tasojen muodostamista diedreista. Jos taman
diedrin diedrikulman suuruus absoluuttisessa kulmamitassa on A, niin pallokaksikulmion

A

alan suhde koko pallon alaan on 9
T
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Tarkastellaan palloa, jonka séde on 1. Pallolla oleva pallokolmio ABC' siséltyy kolmeen eri
pallokaksikulmioon, jotka maarittavat ne isoympyratasot, joiden leikkaussuorat leikkaavat
pallon pinnan pisteissd A, B ja C. Leikkaussuorat kohtaavat pallon pinnan myos ”antipo-
dipisteissd” A’, B’ ja C'. Pallokolmion A’B’C’ sivut ja kulmat ovat samat kuin ABC'n.
Se sisaltyy pallokaksikulmioihin, jotka ovat ”ristikkéisia” niihin pallokaksikulmioihin nah-
den, joihin ABC sisaltyy. Mainittujen kuuden pallokaksikulmion yhteenlaskettu pinta-alan

suhde pallon pinta-alaan on
A+B+C

)

™

kyseinen ala on siis 4(A + B 4+ C). Toisaalta kuusi pallokaksikulmiota peittévét koko
pallon niin, etta pallokolmioihin ABC, A’B’C’" kuulumattomat osat peittyvat kerran ja
pallokolmiot kolmesti. Jos T' on pallokolmion ABC' (ja A’B’C’) ala, on siis

A(A+ B+ C) = 4r + 4T.

Pallokolmion ABC ala on siis A + B + C — 7, kun sen kulmat lausutaan radiaaneina. —

Jos pallon séide on 7, ala on luonnollisesti (4 + B + C' — 7)r2.

Suuretta A + B + C — 7 kutsutaan pallokolmion palloylijadmdksi.

Pallon pinnan pisteeseen A asetettu pallon séddettd O A vastaan kohtisuora taso on pallon
tangenttitaso. Se koskettaa palloa vain pisteessa A.

Harjoitustehtavia

117. Maarita etaisyys maapallon isoympyraa pitkin Oulusta Shanghaihin. Oulun sijainti
on noin 65° pohjoista leveyttd ja 25° itaista pituutta, Shanghain 31° pohjoista leveytta
ja 121° itdista pituutta. Nojaudu pallokolmioon, jonka kérjet ovat pohjoisnapa, Oulu ja
Shanghai.

118. Osoita, etta pallokolmiossa on a < b+ c.

7.4 Monitahokkaat

Kupera monitahokas on ainakin neljan tason méaarittaman puoliavaruuden yhteinen osa.
Tasojen leikkaussuorien monitahokkaaseen kuuluvat osat ovat monitahokkaan sdrmia, leik-
kaussuorien leikkauspisteet ovat monitahokkaan karjet. Monitahokasta rajoittavat tasomo-
nikulmiot ovat monitahokkaan sivutahkoja. Monikulmion karkien ymparille muodostuu
soppia. Jokainen monitahokkaan karkia yhdistava jana, joka ei ole monitahokkaan sarma,
on monitahokkaan ldvistaja.

Monitahokas on sdrmid eli prisma, jos silld on kaksi yhdensuuntaista sivutahkoa (pohjat)
ja jos sen muut sivutahkot ovat suunnikkaita, joiden toiset sivuparit ovat kaikki keskenaan
yvhdensuuntaisia. Jos sarmion pohjat ovat suunnikkaita, se on suuntaissirmio. Jos kaikki
sivutahkot ovat suorakulmioita, suuntaissarmio on suorakulmainen sarmio.
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Kupera monitahokas, jonka kaikki sivutahkot mahdollisesti yhta lukuun ottamatta ovat
kolmioita, on pyramidi. Pyramidi, jonka pohjakin on kolmio, on tetraedr: eli nelitahokas.

Tetraedrilla on runsaasti ominaisuuksia, jotka ovat analogisia kolmion ominaisuuksien
kanssa.

Lause 7.4.1. Tetraedrin ympari voidaan piirtaa pallo.

Todistus. Tetraedrin ABCD sarmien AB ja BC keskinormaalitasojen leikkaussuoran a
jokainen piste on yhta etaélla pisteista A, B ja C. Sarmén AD keskinormaalitaso leikkaa
a:n pisteessd O. O on yhta etaalla jokaisesta tetraedrin karjesta, joten O-keskinen pisteen
A kautta kulkeva pallo on tetraedrin ympéri piirretty pallo. [J

Lause 7.4.2. Janat, jotka yhdistavat tetraedrin kdrjet tetraedrin sivutahkojen painopistei-
siin, leikkaavat toisensa samassa pisteessd.

Todistus. Olkoon E tetraedrin ABCD séarméan BC keskipiste. Sivutahkojen ABC' ja DBC'
painopisteet F' ja G ovat janoilla AE ja DE; F ja GG jakavat namé janat suhteessa 2 : 1.
Tarkastellaan kolmiota AED. Koska EFF : FA = EG : ED = 1 : 3, kolmiot EGF ja
EDA ovat yhdenmuotoisia (sks). Siis FG: AD =1:3ja ZEFG = /FAD. Siis FG|AD.
Leikatkoot AG ja DF pisteessi M. Koska FG|AD, /ZFGM = /MAF. Kolmiot MFG
ja MDA ovat yhdenmuotoisia (kk), joten FM : MD = GM : MA = FG : AD =
1 : 3. Samalla tavalla ndhdaan, ettd muut tetraedrin karjen ja sivutahkon painopisteen
vhdistavat janat leikkaavat AG:n pisteessa M. [J

Piste M on tetraedrin ABCD painopiste.

Harjoitustehtavia
119. Maarita suorakulmaisen sarmion lavistajan pituus, kun sarmion sivut ovat a, b ja c.

120. Osoita, ettéd tetraedrin sisddn voidaan piirtdd pallo. (Pallo, jolle kaikki tetraedrin
sivutahkot ovat tangenttitasoja.)

7.5 Saannolliset monitahokkaat

Monitahokas, jonka kaikki sivutahkot ovat keskendan yhtenevia saannollisia monikulmioita
ja jonka kaikkien soppien sivutahkojen lukuméara on sama, on sddannaéllinen monitahokas.
Lauseesta 7.2.6 seuraa, etta sadnnollisen monitahokkaan soppi voi olla enintdan jonkin
seuraavan tyypin mukainen: kolmen, neljan tai viiden tasasivuisen kolmion kulman muo-
dostama; kolmen nelion kulman muodostama tai kolmen viisikulmion kulman muodos-
tama. Tama havainto on ensimmainen askel kohti lausetta, jonka mukaan sdannollisia
monitahokkaita eli Platonin kappaleita on tasan viisi tyyppia: saannollinen tetraedri, kuu-
tio, sadnnollinen oktaedri, ikosaedri ja dodekaedri. Saannollisen oktaedrin sivutahkoina on
kahdeksan tasasivuista kolmiota ja joka sopessa yhtyy nelja sivutahkoa. Saannéllisen iko-
saedrin sivutahkoina on 20 tasasivuista kolmiota, jotka muodostavat viisitahkoisia soppia.
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Saannollisen dodekaedrin sivutahkoina on 12 saannollistd viisikulmiota, jotka muodosta-
vat kolmitahkoisia soppia. Eukleides paattaa geometrian esityksensa tasmalleen viiden
Platonin kappaleen olemassaolon todistamiseen.

Saannollisten monitahokkaiden olemassaoloa varten tarkastellaan niiden konstruktiota.
Jos ABC on tasasivuinen kolmio, jonka sivu = 1, piirretddn kolmion keskipisteen O
kautta tasoa ABC vastaan kohtisuora suora. Taltd suoralta valitaan piste D niin, etta

2 2 1
OD = \/; Koska AO = BO = CO = 3 ? = \/;, saadaan Pythagoraan lauseesta

AD = BD = CD = 1. On siis olemassa sddnnollinen tetraedri: sen kaikki sivutahkot ovat
tasasivuisia kolmioita ja joka sopessa yhtyy kolme sivutahkoa.

Kuution olemassaolo on helppo osoittaa. Kuution sivutahkot ovat saannollisia nelikul-
mioita ja joka sopessa yhtyy kolme sivutahkoa.

Saannollisen oktaedrin olemassaolon todistamiseen riittaa tarkastella palloa, jonka sade on

1
5\/5 Asetetaan sen keskipisteen O kautta kolme toisiaan vastaan kohtisuoraa suoraa. Ne

leikkaavat pallon pinnan kuudessa pisteessa. Kahden eri suoran ja pallon leikkauspisteiden
etaisyys on Pythagoraan lauseen perusteella 1. Suorien ja pallon leikkauspisteet karkina
muodostuvan monitahokkaan kaikki sivutahkot ovat tasasivuisia kolmioita, ja joka sopessa
kohtaa nelja sivutahkoa.

Saannollisen ikosaedrin konstruktiota varten piirre-

tddn ensin tasoon sadnnollinen viisikulmio ABCDE,

jonka sivu on 1. Viisikulmion ympéri piirretyn ympy-

rin side on madritettavissa (vrt. harjoitustehtava 97),

ja niin ollen myo6s se ympyran keskipisteen P kautta

kulkevan suoran piste F, jolle FA = FA = --. =

FE = 1. Sopessa, jonka karki on F', yhtyy viisi tasa-

sivuista kolmiota. Suoralta F'P 16ytyy taman jalkeen

piste O, jolle OF = OA = OB = OC = OD = OF.

Peilataan pisteet A, B, ..., F pisteen O yli pisteiksi.
A’, ..., F'. Saadaan toinen tasasivuisten kolmioi- -
den muodostama viisitahkoinen soppi. Pythagoraan

lausetta toistuvasti soveltamalla saadaan

1 ) 1
OA = ZV 10+2V5 ja cos¢ = cos(LFOA) = 3\/5

Taso AFO on janan C'D keskinormaalitaso. Tasté seuraa, ettd tasojen FOC ja FOA’ vali-
sen diedrikulman suuruus on puolet saannollisen viisikulmion sivua vastaavasta keskuskul-
masta eli 36°. Pallokolmioon F'C' A’ voidaan soveltaa pallotrigonometrian kosinilausetta:
konstruktion perusteella Z/FOA’ = 180° — LZA’OF’, joten cos(ZCOA") = cos ¢ cos(180° —
@) +sin ¢ sin(180° — ¢) cos(36°). Kun tdmé sievennetddn, saadaan ZCOA’ = ¢. Tésté seu-
raa, ettd C A" = 1. Symmetrian vuoksi kaikki loputkin kiarkien ABCDEFA'B'C'D'E'F’
muodostaman monitahokkaan sarmat ovat yksikon pituisia. Koska jokaisessa karjessa
vhtyy viisi sivutahkoa, jotka kaikki ovat tasasivuisia kolmioita, on todellakin olemassa
saannollisia ikosaedreja.




80

Tarkastellaan ikosaedrin sivutahkojen keskipisteita.
Viiden viereisen sivutahkon keskipisteet muodosta-
vat sadnnollisen viisikulmion. Téallainen voidaan kon-
struoida jokaiseen ikosaedrin 12 soppeen. Viisikulmiot
ovat yhtenevia ja jokaisessa ikosaedrin sivutahkon kes-
kipisteessa kohtaa kolme téllaista viisikulmiota. On
siis olemassa sdannollinen dodekaedri.

Olemme todenneet, ettd mahdollisuudet rakentaa mo-
nitahokas, jonka sivutahkot ovat saannollisia monikul-
mioita ja jonka kaikkia soppia rajoittaa sama maara
sivutahkoja, rajoittuvat tilanteisiin, jossa soppea ra-
jaa kolme, nelja tai viisi kolmiota, kolme neliota tai

kolme sdannollista viisikulmiota, ja osoittaneet, ettd kaikki nadméa ovat konstruoitavissa.
Saannollisten monitahokkaiden yksikasitteisyys vaatii vield sen, ettd kuvatunlaisia soppi-
rakenteita ei voi esiintya muilla monitahokkailla kuin nyt kéasitellyilla. Tama on mah-
dollista tehda alkamalla yhdesta sopesta ja toteamalla, etta siita lahtien ei voida paatya
muunlaisiin kappaleisiin.

Harjoitustehtavia

121. Esitd monitahokas, joka ei ole mitaan edella kasiteltya viitta tyyppia, mutta jonka
kaikki sivutahkot ovat tasasivuisia kolmioita. (Vihje: on luovuttava yhdestd sdannéllisen
monitahokkaan méérittelevisté piirteesté.)

122. Maaritd sdannollisen tetraedrin ristikkéisten sdrmien etéisyys toisistaan. (Ristikkéis-
ten suorien etaisyys on molempia suoria vastaan kohtisuoran ja molempia suoria yhdistavan
janan pituus.)

7.6  Eulerin monitahokaskaava

Palloylijaaméan avulla voidaan esittaa yksinkertainen johto Fulerin monitahokaskaavalle,
joka kytkee toisiinsa monitahokkaan karkien, sarmien ja sivutahkojen lukumaaran. Olkoon
M mielivaltainen kupera monitahokas, jossa on s sivutahkoa, e sdrméaa ja v karkea. Jos
piste O on M:n sisdpuolella, niin O:n ja M:n jonkin sarméan kautta kulkeva taso leikkaa
O-keskisen 1-sdteisen pallon pitkin pallon isoympyrda. Syntyneet pallo-n-kulmiot voidaan
jakaa n — 2:ksi pallokolmioksi. Nain nahdéan, ettd pallo-n-kulmion ala on sen kulmien
summa vihennettynd (n — 2)m:114. Pallon ala 47 on siten kaikkien pallomonikulmioiden
kulmien summa K vahennettyna kaikkien pallomonikulmioiden sivujen summalla F, 7:11a
kerrottuna ja lisattyna luvulla 27s, missa s on alkuperaisen monitahokkaan sivutahkojen
lukumaara eli pallomonikulmioiden lukuméara. Mutta koska kulmasumma K kertyy kai-
kista pallomonikulmioiden yhteisista karjistd ja joka karjen ymparilla on kulma 27, on
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K = 2vurm. Toisaalta jokainen pallomonikulmion sivu lasketaan kahdesti, joten £ = 2e.
Saadaan 2uvm — 2erm + 2s7 = 47 eli Eulerin monitahokaskaava

v—e+s=2.

Kaava on voimassa valjemminkin oletuksin kuin mité edelld tehtiin. Kaavan voimassa olon
edellytys on, ettd monitahokas on yhdesti yhtenainen eli etta siina ei ole "reikia”.

Harjoitustehtavia

123. Kuperan monitahokkaan kaikki sivutahkot ovat kolmioita. Osoita, ettd sivutahkojen
lukumaara on aina parillinen.
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8 Epaeuklidisista geometrioista

Antiikin ajoista lahtien yhdensuuntaisuusaksiooma, téssa esityksessa aksiooma 13, sai vas-
taansa kritiikkid. Sen arveltiin olevan todistettavissa oleva lause. Lukuisat Eukleideen
kommentaattorit ja editoijat esittivat sille todistuksia, jotka tarkemmassa analyysissa aina
osoittautuivat luonteeltaan sellaisiksi, etté oletusten joukkoon oli lisatty jokin muu, yleensa
paralleeliaksiooman kanssa yhtapitava olettamus. Téllaisia olivat esimerkiksi se, etta yh-
densuuntaiset suorat ovat kaikkialla yhta etailla toisistaan, ettd annetusta suorasta vakio-
etaisyydelld olevat pisteet muodostavat suoran, ettd nelikulmiossa ABCD, jossa ZCAB
ja LABC ovat suoria kulmia ja AC' =2 BD, myos ZBDC' ja ZCAD ovat suoria tai ettd
kulman aukeamassa olevan pisteen kautta kulkeva suora leikkaa kulman kyljet.

Paralleeliaksiooman varsinainen selvittely tapahtui historiallisesti kolmessa vaiheessa.
1700-luvulla tehtiin merkittavia tutkimuksia siita, mita seurauksia johtuisi paralleeliaksioo-
man poistamisesta. Naiden tutkimusten tavoite oli todistaa paralleeliaksiooma epasuorasti.
1800-luvun alussa Gauss, Bolyai ja LobatSevski johtuivat toisistaan riippumatta ajatuk-
seen geometriasta, jossa paralleeliaksiooman korvaisi jokin muu olettamus. He todistivat
tallaisen geometrian perusteoreemoja. Samoihin aikoihin kehittynyt projektiivinen taso-
geometria on jarjestelmé, jossa ei ole toisiaan leikkaamattomia suoria. 1800-luvun puolen
valin jalkeen esitettiin useita konkreettisia malleja erilaisista epaeuklidista geometrioista.

Nimitysta epdeuklidinen geometria voidaan kayttaa yleensd geometriasta, jossa jotkin
euklidisen geometrian olettamukset on muutettu toisiksi, tai nimenomaan sellaisesta geo-
metriasta, jossa paralleeliaksiooma on korvattu jollain muulla oletuksella. Jarjestelméaa,
josta paralleeliaksiooma puuttuu, mutta joka muuten on euklidinen, kutsutaan neutraali-
geometriaksi.

Téassa luvussa tyydytaan esittamaan vain eridita naytteitda epaeuklidisen geometrian run-
saasta maailmasta.

8.1 Paraalleeliaksioomatonta geometriaa

Rakentamassamme geometrian jarjestelméassa péatee paralleeliaksioomasta riippumaton
lause 1.5.1, jonka mukaan suoran a ulkopuolella olevan pisteen P kautta kulkee ainakin
vksi a:ta leikkaamaton suora. Paralleeliaksiooman vaihtoehtona voisi siis tulla kyseeseen
”suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta voidaan asettaa useampia kuin yksi suora”.
Pidamme kuitenkin myo6s mahdollisuuden ”suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta ei
voida asettaa suoraa leikkaamatonta suoraa” mukana.

Toimimme nyt paralleeliaksioomattomassa neutraaligeometriassa. Sen keskeinen tyokalu
on Saccherin® nelikulmio ABCD. Siina kulmat ZDAB ja ZABC ovat suoria ja AD = BC.

! Ttalialaisen jesuiitan Giovanni Saccherin (1667-1773) yritykset todistaa paralleeliak-
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Ilman paralleeliaksioomaa emme tieda, etta nelikulmio on suorakaide. Sen sijaan voidaan
todistaa

Lause 8.1.1. Saccherin nelikulmiossa on ZADC = ZBCD. Olkoot E ja F sivujen AB
ja CD keskipisteet. Silloin ABLEF1CD.

Todistus. Piirretddn E:n kautta AB:ta vastaan kohti-

suora, joka leikkaa C'D:n pisteessa F’. Kolmiot AEF’' D . c
ja BEF' ovat yhtenevét (sks). Siis ZF'AE = /F'BE
ja AF' = BF’'. Edelleen /DAF' = /CBF’, misté
seuraa kolmioiden AF’'D ja BF'E yhtenevyys (sks). .
Téstd seuraa ZADC = /BCD ja DF' = F'C ja * E B
F' = F. Myoskin ZDFE = /DFA + ZAFE =

/FFB + /BFC = /CFE. Siis ZDFFE on suora

kulma. [

Saccherin nelikulmion yhta suuret kulmat ZCDA ja ZDC B voivat olla teravia, suoria tai
tylppia. Taman mukaisesti puhutaan tylpan, suoran ja teravan kulman hypoteesista.

Sanomme, ettd E'F' on Saccherin nelikulmion ABCD keskijana. Sanomme my6s Saccherin
nelikulmion kulmia ZADC' ja ZBCD sen yldkulmiksi.

Lause 8.1.2. Olkoon ABCD mnelikulmio jossa /DAB ja ZABC ovat suoria. Silloin
/ADC > /BCD, jos ja vain jos AD < BC.

Todistus. Oletetaan, ettd AD < BC. Olkoon E se janan BC piste, jolle BE = AD.
Edellisen lauseen nojalla ZADE = /BED. Kolmiosta DCE saadaan Z/ZECD < /BED.
Mutta ZADC > ZADE. Jos AD = BC, on edellisen lauseen nojalla ZADC = /BCD.
Jos AD > BC, voidaan péatella kuten todistuksen alkuosassa, ja saataisiin ZADC <
/ZBCD. Niin my6s lauseen ”vain jos” -osa on todistettu. [J

Lause 8.1.3. Olkoon ABCD Saccherin nelikulmio ja olkoot P ja @Q sivujen AB ja C'D
pisteitd niin, ettd PQLAB. Olkoon a« = ZADC. Jos PQ < BC, niin o on terdvd, jos
PQ = BC, niin a on suora ja jos PQ > BC, niin o on tylppa.

Todistus. Olkoon 8 = ZDQP ja v = ZPQC. Jos PQ < BC, niin a < [ (nelikulmio
AQPD) ja o < 7 (nelikulmio QBCP). Vieruskulmien  ja v summa on kaksi suoraa
kulmaa. Koska 2o < 4 7, a on terava. Muut tapaukset todistetaan analogisesti. [

Edellisen lauseen implikaatiot muodostavat ketjun, jonka perusteella ne ovat itse asiassa
ekvivalensseja.

Lause 8.1.4. Olkoon ABCD on Saccherin nelikulmio, o = ZADC, P piste suoralla CD
janan CD wulkopuolella ja Q sellainen suoran AB piste, etta PQLAB. Jos PQ > BC,
nin a on terdvd, jos PQ = BC, niin a on suora ja jos PQ < BC, niin a on tylppa.

siooma tuottivat monia tarkeita neutraaligeometrian tuloksia.
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Todistus. Oletetaan, ettd C on janalla PD. Olete-

taan, etta P(Q) > BC. Olkoon F janalla Q)P niin, etta P
QFE = BC. Silloin AQED ja BQEC ovat Sacche- D o

rin nelikulmioita. Olkoon g = ZADE = ZQFED ja
v=/BCFE = /ZQFEC. Silloin f < « ja § < ~y. Lisaksi
kolmiosta C DE nédhdaén /PCE = § > /CDE =
a— (. Kulmien /BCD = «, /BCE =~ ja ECP =0 _| .
summa on kaksi suoraa kulmaa. Mutta o +~v+ 6 > B 0
a+v+a—L0>2a. Jos PQ = BC, Saccherin nelikul-

mioista ABCD, AQPD ja BQPC saadaan

/BCD = /CDA= /QPC = /PCB.

Kulma ZBC'D on vieruskulmansa kanssa yhteneva ja siis suora. Jos PQ) < BC, erotetaan
puolisuoralta QP jana QFE = BC'. Olkoon taas ZADE = /QED = (3, Z/QEC =2 /BCE =
v ja LPCE = §. Selvasti v < . Kolmiosta CED saadaan § > ZEDC = 3 — «.
Kulmien Z/BCD = « ja ZECB = v summan ja d:n erotus on kaksi suoraa kulmaa. Mutta
a+y—d<a+y—fF+a<2a O

Tamankin lauseen implikaatiot muodostavat ketjun, jonka perusteella ne ovat itse asiassa
ekvivalensseja.

Lause 8.1.5. Jos jokin Saccherin nelikulmio toteuttaa teravin kulman hypoteesin, kaikki
Saccherin nelikulmiot toteuttavat sen. Jos jokin Saccherin nelikulmio toteuttaa suoran
kulman hypoteesin, kaikki Saccherin nelikulmiot toteuttavat sen. Jos jokin Saccherin neli-
kulmio toteuttaa tylpdan kulman hypoteesin, kaikki Saccherin nelikulmiot toteuttavat sen.

Todistus. Todistetaan lauseen teravian kulman hypo-
teesia koskeva osa. Tarkastetaan ensin kahta sellaista
Saccherin nelikulmiota, joilla on sama keskijana. Voi-
daan olettaa, ettd ABCD ja TUVW ovat Saccherin
nelikulmioita, A, T, B ja U ovat samalla suoralla,
C, V, D ja W samoin ja EF on molempien nelikul-
mioiden keskijana. Olkoon viela AB < TU. Olete-
taan, ettd ABC'D toteuttaa terdvan kulman hypotee-
sin, ts. ettd ZBCD on terdvi. Lauseen 8.1.4 (tai sen
jalkeen tehdyn huomautuksen) mukaan UV > BC.
Lauseesta 8.1.3 seuraa nyt, etta ZUVW on terava. Jos
TU < AB, sama paattely toimii kdanteisessa jarjes-

tyksessa. Osoitetaan sitten, ettéd jokaista muutakin janaa kohden 16ytyy teravakulmainen
Saccherin nelikulmio, jonka keskijana on kyseinen jana. Olkoon E'G mielivaltainen jana
puolisuoralla EB. Piirretdian G:n kautta AB:ta vastaan kohtisuora, joka leikkaa CD:n
pisteessd H. Olkoot K ja L H:n ja G:n peilikuvat peilauksessa yli FF:n. Lauseen alkuosan
todistuksen perusteella KGHL (jonka keskijana on E'F') on terdvikulmainen Saccherin
nelikulmio. Peilataan F' ja H yli EG:n pisteiksi [ ja J. Koska ZEFH on suora (lause
8.1.1), FJIH on Saccherin nelikulmio ja ZFHG on jo todettu terdvéksi. Jo todistetun
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mukaan kaikki Saccherin nelikulmiot, joiden keskijana on EG, toteuttavat teravan kulman
hypoteesin. []

Lause 8.1.6. Jokaista kolmiota ABC' kohden on olemassa Saccherin nelikulmio, jonka
ylakulmien summa on sama kuin kolmion ABC' kulmien summa.

Todistus. Olkoot D ja E AB:n ja AC:n keskipisteet.
Olkoot F', G ja H pisteiden B, A ja C kohtisuorat
projektiot suoralla DE. Oletetaan, ettd G on janalla
DE. Kolmiot ADG ja BDF ovat yhtenevét (kks),
samoin kolmiot AEG ja CEH. Siis BF = AG =
HC. Siis HFBC on Saccherin nelikulmio. Mutta
koska /FBD = /GAD ja /GAE = /ECH, on
/FBC + ZHCB sama kuin kolmion ABC' kulmien
summa. Tapauksessa, jossa G on janan DFE ulkopuo-
lella paattely on periaatteessa sama, mutta kulmien
summan sijasta on tarkasteltava erotusta. [

Lause 8.1.7. Jos on olemassa kolmio, jonka kulmien summa on pienempi kuin kaksi
suoraa kulmaa, kaikkien kolmioiden kulmien summa on pienempi kuin kaksi suoraa kul-
maa. Jos on olemassa kolmio, jonka kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa, kaikkien
kolmioiden kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa. Jos on olemassa kolmio, jonka kul-
mien summa on yli kakst suoraa kulmaa, kaikkien kolmioiden kulmien summa on yli kaksi
suoraa kulmaa.

Todistus. Oletetaan, ettd jonkin kolmion kulmien summa on pienempi kuin kaksi suoraa
kulmaa. Lauseen 8.1.6 perusteella on olemassa Saccherin nelikulmio, jonka ylakulmien
summa on alle kaksi suoraa kulmaa. Silloin jokainen Saccherin nelikulmio toteuttaa teravan
kulman hypoteesin. Lauseen 8.1.6 nojalla jokaisen kolmion kulmasumman on oltava alle
kaksi suoraa kulmaa. Lauseen muut vaittamat todistetaan samoin. [J

Edellinen kolmion kulmasumman puolittaista invarianssia koskeva lause jaottelee geomet-
rioita hyperbolisiin, euklidisiin ja elliptisitn. Hyperbolisissa geometrioissa suoraan a ja sen
ulkopuoliseen pisteeseen P liittyy kaksi P:sta lahtevaa puolisadetta, PP, ja PP, jotka
eivat leikkaa a:ta, mutta jotka ovat sellaisia, ettd jokainen P:sta alkava kulman Py PP,
aukeamassa kulkeva puolisade leikkaa a:n.

Harjoitustehtavia

124. Kolmion ABC kulmavaje 6(ABC') on luku 180°— kolmion kulmasumma. Olkoon D
sivun BC' piste. Osoita, ettd 6(ABC) = 6(ABD) + §(ADC).

125. Osoita, etta hyperbolisessa ja elliptisessa geometriassa kaksi kolmiota, joilla on samat
kulmat, ovat yhtenevia. Opastus: kayta hyvaksi edellisen tehtavan tulosta.

126. Olkoon ABC'D nelikulmio, jossa kulmat ZA, /B ja /D ovat suoria. Osoita, ettéa
kulma ZC on terava, suora tai tylppa sen mukaan, vallitseeko geometriassa teravan, suoran
vai tylpan kulman hypoteesi. Opastus: peilaa suorasssa AD.
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127. Esimerkkina epaeuklidisesta geometriasta esitetaan usein palloa. Téassa geometriassa
suoria ovat pallon isoympyrat. Mitkd muut aksioomat kuin paralleeliaksiooma eivat pade
tallaisessa mallissa?

8.2 Poincarén malli

Inversiokuvaus tekee mahdolliseksi rakentaa melko yksinkertaisesti eras tavallisimmista
epieuklidisen geometrian malleista. Se on perdisin Henri Poincarélta (ja esitetdén usein
kompleksianalyysin koneiston avulla). Koska inversio ominaisuuksineen on euklidisen geo-
metrian objekti, tama malli on itse asiassa eradnlainen euklidisen geometrian uusi tulkinta.
Tama malli vaatii pohjakseen euklidisen geometrian.

Poincarén mallin taso, P-taso II on O-keskisen ympyrén I' sisdpuoli. (Liitdmme mallin
piiriin kuuluviin kasitteisiin P-kirjaimen erottamaan niita myos tarvittavista tavallisen
euklidisen geiometrian vastaavista késitteistd.) P-tason pisteet, P-pisteet, ovat IL:n pisteet.
Tason suorat, P-suorat, ovat II:hin kuuluvat osat I':aa vastaan kohtisuorista ympyroista
ja O:n kautta kulkevista suorista. Kun seuraavassa puhutaan inversioista, tarkoitetaan
inversiota ympyrassa ['. P-suoraa v maarittava ympyra 'y on v:n kantaja.

Olkoot A ja B kaksi P-pistetta. Jos A, B ja O ovat
samalla suoralla, P-suora AB on tdmén suoran II:n si-
sapuolelle jaava osa. Tallaisia suoria on vain yksi. Jos
A, B ja O eivit ole samalla suoralla, niin D olkoon A:n
inversiokuva. Pisteiden A, B ja D kautta kulkee yksi ja
vain yksi ympyra I'y. Selvasti tama ympyra kuvautuu
inversiossa itselleen. Koska inversio sailyttaa kulmat,
I' ja I'1 leikkaavat toisensa kohtisuorasti. I'1:n Il:ssa
oleva osa on siis pisteiden A ja B kautta kulkeva P-
suora. Jokainen A:n ja B:n kautta kulkeva P-suora on
osa [':aa vastaan kohtisuoraa ympyraa. Tallaisen ym-
pyrdn kuva inversiossa on ympyréa itse (Lause 5.4.3),
siis A:n, B:n ja D:n kautta kulkeva ympyra, joka on
I';. P-suora on siis yksikéasitteinen. Aksiooma 1 on

voimassa.
Aksiooma 2 on voimassa triviaalisti. Pisteiden jarjestys P-suoralla on méariteltava. Jos

P-suora on osa tavallista suoraa, méaaritellaan P-valissaolo samaksi asiaksi kuin valissa
olo euklidisella suoralla. Jos A, B ja C ovat sellaisella P-suoralla, joka on osa O’-keskista
ympyréad [, niin tarkastellaan I':n ja I'':n leikkauspisteiden P ja @ kautta kulkevaa suoraa.
Leikatkoot AQ’, BO’ ja CO’ taman suoran pisteissa A’, B’ ja C’. Sanomme, ettd C' on A:n
ja B:n P-vilissé, jos C' on janalla A’B’. Aksioomat 3, 4, ja 5 ovat selvasti voimassa. P-
janan kasite on my0s ilmeinen. Paschin aksiooman voimassa olo on hiukan mutkikkaampi,
mutta se voidaan tarkistaa ottamalla kayttoon P-suorien maarittelemat P-puolitasot, jotka
tulevat maaritellyiksi P-suorat maarittelevien ympyroiden sisa- ja ulkopuolien avulla.

Kulmien yhtenevyys maaritellaan P-suorien leikkauspisteisiin asetettujen ympyroiden
euklidisten tangenttien valisten kulmien avulla. Kahden P-janan yhtenevyys pohjautuu
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kaksoissuhteeseen. Jos A ja B ovat [:aa vastaan kohtisuoralla ympyralld I'y, joka leikkaa
I':n pisteissa P ja @, ja P on niista se, jolle A on B:n ja P:n valissé, ja jos A’ ja B’ ovat
I':aa vastaan kohtisuoralla ympyralla I',, joka leikkaa I':n pisteissa P’ ja @', A P':n ja B:n
vélissi, niin P-janat AB ja A’B’ ovat yhtenevét, jos patee euklidinen kaksoissuhdeyhtalo

[A, B, P,Q]=[A", B', P', Q].

Aksiooma 8 on voimassa. Aksiooman 9 tarkistamiseksi oletetaan A, B ja C' saman P-
suoran pisteiksi, samoin A’, B’ ja C'. Lisdksi B on P-janalla AC ja B’ P-janalla A’C".
Josviela [A, B, P, Q] = [A’, B’, P, Q']ja|B, C, P, Q] = [B’, C', P’, @'], niin (euklidisin
mitoin)
AP BQ A'P" B'Q" . BP CQ B'P C'Q
AQ BP _ AqQ BP " BQ P BQ P
Kun edelliset yhtélot kerrotaan puolittain, saadaan
AP CQ AP C'Q
AQ CP  AQ C'P
Siis [4, C, P, Q] = [A/, C', P, Q'], joten P-janat AC ja A’C’ ovat yhtenevié.
Kulmansiirtoaksiooma 10 on voimassa. Annettuun pisteeseen A ja sen kautta kulkevaan
P-suoraan liittyy tangentti, ja haluttu kulma voidaan siirtda euklidisesti niin, etta karki
on A ja toinen kylki on mainittu tangentti a. Toista kylkeé b pisteessd A sivuava ympyra,
P-suoran kantaja, voidan konstruoida ympyrana, joka kulkee A:n ja A:n inversiopisteen
A’ kautta ja jonka keskipiste on A:n kautta piirretylla b:td vastaan kohtisuoralla suoralla.
Tallainen ympyra on yksikésitteinen. Aksiooma 11 on sama kuin vastaava euklidinen
aksiooma.

Aksiooma 7 koskee annetun janan kanssa yhtenevédn janan erottamista annetulta puoli-
suoralta. Tata varten todetaan ensin, etta jos I'y on I':aa vastaan kohtisuora ympyra, niin
inversio ympyrassa I'; kuvaa I''n I':ksi ja [':n sisdpuolen I':n sisdpuoleksi. Se kuitenkin
vaihtaa I';:n maarittamat P-puolitasot, joten sitd voidaan pitad P-peilauksena I'y:n maa-
rittdman P-suoran v yli. Jokainen inversio sailyttaa kaksoissuhteen, joten P-janan kuva
P-peilauksessa on alkuperiisen kanssa yhtenevd P-jana. Olkoon A # O jokin P-piste.
Leikatkoon A:n kautta piirretty OA:ta vastaan kohtisuora suora I':n pisteissa P ja Q. lei-
katkoon Q:n kautta piirretty I':n tangentti puolisuoran O A pisteessa A’. Yhdenmuotoisista
suorakulmaisista kolmioista OAQ ja OQA’ saadaan

04 _ 0Q
0Q OA"
Tésta seuraa, ettda A" on A:n inversiopiste. Kolmioista A’ AQ ja A’QO saadaan vastaavasti
A'AA'Q
A'Q A0

Siis O on A:n inversiopiste invertoitaessa A’-keskisessd :n kautta kulkevassa ympyrassa
I'1. T'1 on kohtisuorassa I':aa vastaan. Yhdistamalla kaksi tallaista inversiota nahdaan,
ettd on olemassa P-janan yhtenevyyden sailyttava P-tason kuvaus, joka vie minké hyvansa
P-pisteen mille hyvansa toiselle P-pisteelle.
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Olkoon nyt AB P-jana ja CD P-puolisuora. A:n O:lle kuvaava P-peilaus vie B:n pisteelle
B’ ja P-suoran AB T':n halkaisijalle PQ. C:n O:lle kuvaava P-peilaus vie vastaavasti P-
suora C'D:n I':n halkaisijalle P'Q’. O:n ympari tehtava kierto sailyttda kaksoissuhteen
[O, B', P, Q]. Tasta seuraa, ettd P-puolisuoralta C'D 16ytyy piste E niin, ettd CE on
yhtenevé janan AB kanssa. Aksiooma 7 on voimassa.

Yhtenevyysaksiooman 12, sks:n, voimassaolo perustuu suoraan konstruoituihin kulmat ja
janojen yhtenevyydet siilyttaviin kuvauksiin.

Paralleeliaksiooma ei ole voimassa. Jokaisen P-suoran AB ulkopuolisen pisteen kautta kul-
kevat suorat ovat ne P-suorat, joiden kantajat ovat C':n ja C’:n kautta kulkevia ympyroita.
Niista 1oytyy aina sellaisia, jotka eivét leikkaa AB:n kantajaa.

O-keskinen P-ympyrd on normaali euklidinen ympyra. P-peilaus, joka vie O:n A:lle vie
tamén ympyran ympyraksi, jonka jokaiselle kahdelle pisteelle B ja C' AB ja AC' ovat
yhtenevid. Tama ympyra on A-keskinen P-ympyra. Ympyroiden leikkausaksiooma 13 on
volmassa.

Olemme todenneet, ettd janojen yhtenevyyden maéritteleva kaksoissuhde [A, B, P, Q)]
on multiplikativinen. Oletetaan I' yksikkoséteiseksi. Siirretdan A O:hon P-peilauksella.
Yhdistamallad kuvaukseen kierto saadaan B kuvattua pisteeseen (b, 0). Nyt voidaan kak-
soissuhteen [A, B, P, Q] arvoksi laskea

Siis 0 < [A, B, P, Q] < 1. Tastd seuraa, ettd "normaali”, additiivinen P-etdisyys on
madriteltavissa esimerkiksi lausekkeella

d(A, B)=In([A, B, P, Q") =l G—J_FZ) .

Nahdaan, etta etaisyys voi saada kuinka suuria arvoja hyvansa. P-suoran paatepisteiden
P ja @) voidaan ajatella olevan ddrettomén kaukana. Toisaalta voidaan osoittaa, etta nain
maéaaritelty etaisyys toteuttaa Arkhimedeen aksiooman.

Olkoon ~ P-suora ja A v:aan kuulumaton P-piste. A:n kautta voidaan piirtda v:aa vas-
taan kohtisuora P-suora ¢, joka leikkaa 7y:n pisteessia B. Kuvataan v P-peilauksella O:n
kautta kulkevaksi P-suoraksi niin, ettd B kuvautuu O:ksi. Oletetaan I' yksikkosateiseksi.
Mahdollisen kierron jilkeen :n kuva on y-akseli ja A:n kuva on piste D = (b, 0), b > 0.
P-suora § kuvautuu siis x-akselille. Yksinkertainen lasku osoittaa, etté

ed(A,B) _ |

b= cd(AB) {1



Selvitetadn kulma, jonka A:n kautta piirretty v:aa leik-
kaamaton suora vahintdén muodostaa J:n kanssa. Se — c
on sama kuin y-akselia pisteessi H = (0, 1) sivua-
van ja pisteen (b, 0) kautta kulkevan ympyrén I'; ja
x-akselin valinen kulma a« = ZODE. Ympyran I'; yh-
tdld on (z —c)? + (y —1)? = 2. Koska (b, 0) toteuttaa
ympyrin yhtilon, on 6% —2bc+ 1 = 0. Leikatkoon C:n
kautta piirretty y-akselin suuntainen suora z-akselin
pisteessd, F' = (¢, 0) ja I'1:n pisteessd G = (¢, 1 — ¢). ~_
Koska CD1DFE ja CGLOF, ZDCG = «. Kehakul- —>

malauseen perusteella ZF DG = %. Saadaan
ton & — FG  c—1
M2TFD T c—b

Kun tahan sijoitetaan edelld johdettu b:n ja c:n vélinen yhteys, saadaan

Kun viela otetaan huomioon b:n lauseke, saadaan Bolyain kaava

« —
@ _ —dAB)

tan
2

89

Kaikki A:n kautta kulkevat P-suorat, jotka muodostavat a:aa suuremman kulman d:n

kanssa, ovat v:n ”suuntaisia”.

Harjoitustehtavia

128. Totea, ettd Poincarén geometriassa jokaisen kulman aukeamassa on suoria (jotka

eivat leikkaa kulman kylkid).

129. Osoita, etta kaikilla o < 60° Poincarén geometriassa on tasasivuisia kolmioita, joiden

kulmat ovat a:n suuruisia.

130. Osoita, etta jos a + B + v < 180°, niin Poincarén geometriassa on kolmio, jonka

kulmat ovat «, 3 ja .
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9 Projektiivisen geometrian alkeita

1800-luvun alussa syntynyt projektiivinen geometria oli ensimmainen todellinen Euklei-
deen luoman geometrian alueen laajennus. Projektiivista geometriaa voi ja pitaisikin la-
hestya omana aksiomaattisena jarjestelmanaan. Tarkastelemme sita tassa kuitenkin eukli-
disen tasogeometrian muunnelmana ja otamme jarjestelmaan kuuluvat ”ideaalielementit”
kayttoon heuristisesti. Aika ei salli taydellista esitysté, joten rajoitumme muutamiin de-
monstraationluontoisiin yksityiskohtiin.

Nimensa mukaisesti projektiivinen geometria tutkii ominaisuuksia, jotka sailyvat keskeis-
projektioissa tasolta tasolle. Téllaisiin ominaisuuksiin ei selvéstikdan kuulu yhtenevyys
eikd yhdenmuotoisuus. Sen sijaan suorat ovat tasoille projisoitaessa edelleen suoria, yh-
densuuntaiset yhdensuuntaisia ja leikkaukset leikkauksia. Ympyra ei projisoidu ympyraksi,
mutta projektiivisesti voidaan monesti mukavasti yleisemmin kéasitella ympyransukuisten
kuvioiden kuten kartioleikkausten ominaisuuksia. Projektiivisiin tarkasteluihin kuuluvat
abstraktit ideaalielementit, jotka tekevat monista tuloksista yhtenaisia ja kompakteja.
Paasaantoisesti projektiivisen tasogeometrian piirissa vallitsee duaalisuusperiaate, jonka
mukaan lause sailyy totena, jos siind vaihdetaan sanojen ”suora” ja ”piste” paikat. Vas-
taavasti projektiivisessa avaruusgeometriassa dualisuus on sen kaltainen, ettd "taso” ja
"piste” ovat vaihdettavissa.

9.1 Ideaaliset elementit ja keskusprojektio

Projektiivisen avaruuden alkioina voidaan ajatella olevan ”tavallisia” pisteita, suoria ja
tasoja. Jokaisella suoralla on ”tavallisten” pisteiden lisdksi yksi ideaalielementti, ”aaret-
toman kaukainen piste”. Jokaisella kahdella eri suoralla on tasan yksi yhteinen piste.
Tavallisessa mielessd yhdensuuntaiset suorat leikkaavat toisensa ideaalipisteessa. Sen si-
jaan kahdella tavallisessa mielessa toisensa leikkaavalla suoralla on eri ideaalipisteet. Tason
ideaalipisteet muodostavat tason ideaalisuoran. Keskenddn yhdensuuntaisilla tasoilla on
sama ideaalisuora. Kaikki ideaalisuorat muodostavat avaruuden ideaalitason. — Ideaalipis-
tetta merkitadn usein aarettoman symbolilla co. Koska ideaalipisteitd on enemman kuin
yksi, merkinta voi olla harhaanjohtava.

Piste ei jaa projektiivista suoraa kahdeksi osaksi; pisteen "toiselle puolelle” paasee ideaali-
pisteen kautta. Myoskaéan suora ei jaa projektiivista tasoa kahteen osaan: suoran a toiselta
puolelta toiselle voi kiertaa ideaalisuoran kautta pitkin sellaista suoraa b, joka leikkaa a:n
muualla kuin ideaalipisteessa.
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Ideaalielementtien olemusta selventaa keskusprojek-
tion tarkastelu. Olkoon O avaruuden piste. Proji-
soidaan tason ABC' pisteet tasolle LM N. Pisteen Q)
projektio on suoran OQ) ja tason LM N leikkauspiste
P. Suora a tulee projisoitumaan O:n ja a:n kautta
kulkevan tason ja tason LM N leikkaussuoraksi b. Se |
a:n piste V, jolle OV||LM N, projisoituu tason suo-
ran b ideaalipisteeksi. Suoran a ideaalipiste projisoituu
sille b:n pisteelle F', jolle OF||a. Kaikkien a:n kanssa
yhdensuuntaisten suorien ideaalipisteet projisoituvat
myo6s pisteelle F'. Pisteen V kautta kulkevan, taso-
jen ABC ja LM N leikkaussuoran suuntaisen suoran v
pisteet kuvautuvat kukin jollekin tason LM N ideaali-
suoran pisteelle. Yksikasitteinen vastaavuus suoran

v ja LM N:n ideaalisuoran pisteiden valilla perustelee sen, etta tason ideaalielementti on
juuri suora eika esimerkiksi piste. Vastaavasti tason ABC' ideaalisuoran pisteet projisioi-
tuvat F:n kautta kulkevalle s:n suuntaiselle suoralle e.

Myos ideaalipistetta voidaan pitaa projektiokeskuksena. Koska kaikki ideaalipisteen kautta
kulkevat suorat ovat yhdensuuntaisia, keskusprojektio, jossa projektiokeskus on ideaali-
piste, on sama kuin yhdensuuntaisprojektio.

Klassinen esimerkki tasogeometrian lauseen ”kolmiulotteisesta” projektiivisesta todistuk-
sesta on Desarquesin® lause. Lauseen todistus voidaan rakentaa Menelaoksen lauseen
(2.2.6) pohjalle, mutta seuraava todistus on huomattavasti yksinkertaisempi. Liséksi
lauseen tekstissa mainitut leikkauspisteet voivat olla myo6s ideaalipisteita.

Lause 9.1.1. Olkoot ABC' ja DEF kolmioita. Suorat AD, BE ja CF leikkaavat toisensa
samassa pisteessa O silloin ja vain silloin, kun suorien AB ja DE leikkauspiste P, suorien
BC ja EF leikkauspiste Q) ja suorien CA ja F'D leikkauspiste R ovat samalla suoralla.

Todistus. Oletetaan, ettd suorat AD, BE ja C'F leik-

kaavat pisteessa O. Tulkitaan kuvio triedrin OABC’

projektioksi tasolle OAB. Valitaan siis tasoon OAB

kuulumaton suora OC” ja sellainen projektiopiste, etté

C’ projisoituu pisteeksi C. Télta suoralta 16ytyy piste P

F’, joka projisoituu pisteeksi F'. Janojen C'A, C'B,

F'E ja F'D projektiot tasolle OAB ovat janat CA, 0
CB, FE ja FD. Suorat C'B ja F'E ovat samassa .
tasossa (tasossa OBC’). Ne siis leikkaavat toisensa © A D
pisteessa Q'. Mutta C’'B on tasossa ABC' ja F'E on

tasossa EDF’. Piste Q' on siis naiden tasojen leik-

kaussuoralla. Samalla perusteella janojen C’'A ja F'D

leikkauspiste R’ télla suoralla, samoin janojen AB ja

L Gérard Desargues (1593-1662) oli ranskalainen arkkitehti ja projektiivisen geometrian
edellakavija pari sataa vuotta ennen kuin ala varsinaisesti 16ydettiin.
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DE leikkauspiste P. Mutta suora PQ’R’ projisoituu tason O AB suoraksi ja pisteet @)’ ja
R’ projisoituvat BC:n ja EF:n leikkauspisteiksi ) ja AC:n ja DF:n leikkauspisteeksi R.
Tasta seuraa, ettd P, @ ja R ovat samalla suoralla.

Kadnteisen lauseen todistus on tavanomaisen epasuora. Jos P, () ja R ovat samalla suo-
ralla a, mutta C'F’ ei kulje suorien AD ja BE leikkauspisteen O kautta, niin OC' leikkaa
(esimerkiksi) janan F'D pisteessd F’. Sovelletaan lauseen jo todistettua alkuosaa kolmioi-
hin ABC ja DEF'. AC:n ja DF’":n eli DF:n leikkauspiste R, AB:n ja DE:n leikkauspiste
P ja BC:n ja EF’":n leikkauspiste Q' ovat samalla suoralla. Tamé suora on a. Koska
BC':114 ja a:lla on vain yksi yhteinen piste @), on oltava Q' = Q). Seka F ettd F’ ovat QF:n
ja DF'n leikkauspisteité, joten F' = F’. [J

Harjoitustehtavia

131. Paperilla on piste A ja kaksi suoraa, joiden leikkauspiste O on paperin (ja kenties
pdydén reunankin) ulkopuolella. Piirrd A:n kautta suora, joka (jatkettuna) kulkee O:n
kautta. Opastus: Desarguesin lause!

*

9.2 Kaksoissuhde ja projektiiviset kuvaukset

Tarkastellaan neljan samalla suoralla olevan eri pisteen A, B, C' ja D kaksoissuhdetta
(harjoitustehtava 95)

_AC BC _AC-BD
"~ AD BD AD-BC’

[A, B, C, D]

Téassa suoralle on kiinnitetty suunta, ja jananpituudet on varustettu etumerkein. Jos jokin
pisteista on ideaalinen, méaaritellaan kaksoissuhde niin, etta ne janat, joiden paatepisteena
tama ideaalipiste on, jatetaan kaavasta pois, ja kaksoissuhteen korvaa pelkka jakosuhde.
Tama sopii tietenkin yhteen "raja-arvoajattelun” kanssa, jonka mukaan ideaalipiste on
7aarettoman kaukana”.

Harjoitustehtavia
132. Olkoon [A, B, C, D] = k. Osoita, etti

B, A, D,C]=[C, D, A, B]=[D, C, B, A] = k

133. [A, B, C, D] = k. Osoita, etté
4, B, D, C]:% ja [A,C, B, D] =1—Fk

134. Osoita, ettd [A, B, C, D] # 1.
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135. Pisteet A, B, C ja D voidaan kirjoittaa jonoon 4! eri tavalla. Montako eri arvoa voi
olla pisteistd muodostetulla kaksoissuhteella?

*

Janan jakosuhde ja siis myos neljan pisteen kaksoissuhde siilyy yhdensuuntaisprojektiossa.
Se sailyy myos mielivaltaisessa keskeisprojektiossa:

Lause 9.2.1. Olkoot A, B, C ja D suoran a pisteitd ja olkoon O ¢ a. Leikatkoot suorat
OA, OB, OC ja OD suoran b, O ¢ b, pisteissi A’, B', C" ja D'. Silloin [A, B, C, D] =
[A', B', C', D'].

Todistus. Kiinnitetadn suoralle a jarjestys. Jos h on kolmioiden OAC, OAD, OBC ja OBD
yhteinen korkeus, niin kolmion alan laskukaavojen perusteella (kun kulmiin ja janoihin
sovelletaan samaa etumerkkisdantoéd) on

AC -h=0A-0C -sin(LAOC), AD-h=O0A OD -sin(LAOD)
BC-h=O0B-0Csin(/BOC) BD-h=O0B-O0OD -sin(/BOD).

Saadaan
sin(ZAOC) - sin(£BOD)

A B.C. DI = S 7B00) -sm(ZAOD) @

Koska kaksoissuhde riippuu vain O:n kautta kulkevien suorien valisistd kulmista, se on
sama kaikille sellaisille pisteistéille, jotka syntyvét, kun jokin suora leikkaa ndma nelja
suoraa. [

Lauseen todistuksessa saatu neljan kulman sineistd koostuva lauseke (1) on saman pisteen
O kautta kulkevien neljan suoran OA, OB, OC ja OD muodostaman suorakimpun kak-
soissuhde [OA, OB, OC, OD)]. Jos mika hyvéansa suora leikkaa suorakimpun nelja suoraa,
leikkauspisteiden kaksoissuhde on sama kuin suorakimpun kaksoissuhde.

Suoran pisteistojen (A, B, C, D) ja (A’, B’, C’, D’) sanotaan olevan perspektiivisid (pis-
teen O suhteen), jos jalkimmaéisen jonon pisteet ovat edellisen jonon pisteiden projektioita
keskusprojektiossa, jonka projektiokeskus on O. Relaatiota merkitadn

(A, B,C,D)A(A", B',C', D) tai (A, B,C,D)Ao(A', B',C', D).

Pisteistojen (A, B, C, D) ja (A’, B', C', D) sanotaan olevan projektiivisessa suhteessa jos
niilld on sama kaksoissuhde. Téta relaatiota merkitddn (A, B, C, D)AN(A', B', C', D’).
Lauseesta 9.2.1 seuraa, etta perspektiiviset nelikot ovat projektiivisia. Kaanteinen relaatio
ei luonnollisestikaan ole tosi. Mutta jos pisteistoilla on yhteinen alkio, projektiivisuus
implikoi perspektiivisyyden. Projektiivisuus on selvasti transitiivinen relaatio.

Perspektiivisyys ja projektiivisuus voidaan yhta hyvin maaritella suorakimpuille. Pisteen
O kautta kulkevat suorat a, b, c ja d ja pisteen O" kautta kulkevat suorat a’, b', ¢’ ja d’
ovat perspektiivisia, (a, b, ¢, d)A(a’, V', ¢/, d'), jos vastinsuorien (a:n ja a’n jne.) leik-
kauspisteet A, B, C' ja D ovat samalla suoralla. Kimput (a, b, ¢, d) ja (a/, V', ¢/, d') ovat
projektiiviset, (a, b, ¢, d) A (a’, V', ¢, d'), jos [a, b, ¢, d| = [d', ¥, ¢, d'].
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Lause 9.2.2. Olkoot A, B, C ja D saman suoran pisteitd ja A, B', C" ja D' saman suoran
pisteita. Jos (A, B, C, D)N(A, B', C', D), niin (A, B, C, D)AN(A, B', C', D’).
Todistus. Leikatkoot BB’ ja CC’ pisteessé O. Leikatkoon OD suoran AB’ pisteesséa D"
Silloin (A, B, C, D)ANo(A, B’, C’, D). Siis

(A, B, C'", D'YA(A, B, C, D)A (A, B/, C', D).

Tama on mahdollista vain, jos D' = D”. [
Todistetaan edellisen lauseen seurauksena klassinen Pappuksen' lause. Pappuksen lauseen

voi samoin kuin Desarguesin lauseenkin todistaa Menelaoksen lauseen avulla, mutta edel-
liseen lauseeseen perustuva todistus on lahes triviaali.

Lause 9.2.3. Olkoot A, B ja C suoran | ja D, E ja F suoran m pisteita. Silloin AE:n
ja BD:n leikkauspiste G, AF :n ja CD:n leikkauspiste H ja BF:n ja CE:n leikkauspiste T
ovat samalla suoralla.

Todistus. Olkoot vield J ja K AE:n ja C'D:n sekd AF:n
ja C'E:n leikkauspisteet. Nyt

(A, G, J, EYAp(A, B, C,0)Ap(K, I, C, E).

Koska perspektiivisyydesta seuraa projektiivinen vas-
taavuus, on (A, G, J, E)A(K, I, C, E). Lauseen
9.2.2 perusteella (A, G, J, EYA(K, I, C, E). Pers-
pektiivikeskus on suorien AK ja CJ leikkauspiste.
Tama piste on H. Siis G ja I ovat samalla H:n kautta
kulkevalla suoralla. [

9.3 Harmoniset pisteet ja taydellinen nelikulmio

Suoran pistenelikkoa (A, B, C, D) sanotaan harmoniseksi, jos [A, B, C, D] = —1. Vas-
taavasti nelja saman pisteen kautta kulkevaa suoraa muodostaa harmonisen kimpun, jos
niiden kaksoissuhde on —1.

Jos (A, B, C, D) on harmoninen, niin AC-BD+ AD-BC =0eli AC-(BA+AD)+ AD-
(BA+ AC) = 0. Kun tdmé yhtalo jaetaan AB - AC - AD:114, saadaan

1 1 1 1

“ap " aB ac tag "
eli 5
AB:1+71
AC T AD

AB on siis AC':n ja AD:n harmoninen keskiarvo.

L Pappus Aleksandrialainen (n. 290 — n. 340) oli viimeinen antiikin ajan merkittivi
geometrikko.
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Harmoniset pisteet liittyvat inversioon: olkoon AB = 2r ja O AB:n keskipiste. Edellinen
relaatio voidaan kirjoittaa

L1 1/ 1
AB 2r 2\r+0C r+0OD)’

Yksinkertaisten sievennyksien jialkeen saadaan OC-OD = r2. Pisteet C ja D ovat toistensa
kuvia inversiossa ympyrassé, jonka halkaisija on AB.

Harjoitustehtavia
136. Millainen on harmoninen pisteisto silloin, kun yksi pisteistd on ideaalipiste?

137. Mitd muita arvoja kuin —1 voi harmonisen pisteiston (A, B, C, D) pisteistd muo-
dostetun jonon kaksoissuhde saada?

*

Olkoot A, B, C ja D nelja pistettd, joista mitkdan kolme eivit ole samalla suoralla.

4
Pisteet maarittavat tdydellisen nelikulmion ABC D. Pisteet maarittavit yhteensa < 2) =

6
6 suoraa, ja nailld on (2) = 15 leikkauspistetta. Jokainen pisteistd A, B, C' ja D on

kolmen suoraparin leikkauspiste, joten muita leikkauspisteita on 15 — 4 -3 = 3 kappaletta.
Ne ovat AD:n ja BC':n leikkauspiste E¥;, AB:n ja C'D:n leikkauspiste F' ja AC:n ja BD:n
leikkauspiste GG. Suorat EG, GF ja EF ovat nelikulmion ABCD ldvistdjid.

Lause 9.3.1. Leikatkoon tdaydellisen nelikulmion
ABCD ldvistdja EG suoran AB pisteessa H ja suoran
CD pisteessd I. Silloin (A, B, H, F) ja (D, C, 1, F)
ovat harmonisia.

Todistus. (A, B, H, F)Ag(D, C, I, F)Aq(B, A, H
Lauseen 9.2.1 perusteella [A, B, H, F| = [B, A, H, F]
Mutta

1
(B, A, H, F|

Koska eri pisteiden kaksoissuhde ei voi olla 1, ainoa
mahdollisuus on, ettd [A, B, H, F] = —1. Koska
(A, B, H, F)Ag(D,C, I, F), (D,C, I, F) on myds
harmoninen. [

Edellista lausetta kutsutaan joskus projektiivisen geometrian peruslauseeksi. Sen perus-
teella on aina mahdollista — pelkkaa viivoitinta kayttaen — konstruoida piste, joka muo-
dostaa annettujen kolmen samalla suoralla olevan pisteen kanssa harmonisen pisteiston.
Konstruktio on yksinkertainen. Olkoot A, H ja B ovat sanotut kolme pistettéa ja olkoon H
A:n ja B:n vilissd. Valitaan piste E suoran AB ulkopuolelta. Piirretdan AE, BE ja HE.

[A, B, H, F] =
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Valitaan AFE:Ita jokin piste D. Piirretdan BD. Se leikkaa EH:n pisteessid (. Piirretdan
AG. Se leikkaa BE:n pisteessa C. Piirretadn DC'. Sen ja AB:n leikkauspiste I’ on kysytty
piste.

Koska janan paitepisteet, keskipiste ja ideaalipiste muodostavat harmonisen pisteiston,
peruslausetta voidaan kayttaa vaikkapa keskipisteen maaritykseen.

Harjoitustehtavia

138. Suorita harmonisen pisteiston (A, B, H, F') tdydentdminen tilanteessa, jossa tunne-
taan A, B ja janan AB ulkopuolinen piste F'.

139. Maarita kahden yhdensuuntaisen eripituisen janan keskipisteet pelkalla viivoittimella.

140. Tunnetaan jana C'D ja sen keskipiste I. Piirra pelkalla viivoittimella pisteen A kautta
C D:n suuntainen suora.

9.4 Pascalin lause

Todistetaan vield kuuluisa Pascalin lause, joka koskee ympyréan sisaan piirrettya kuusikul-
miota. Se perustuu olennaisesti seuraavaan havaintoon.

Jos A, B, C, D, E ja F ovat ympyran kehdn pisteitd, niin suorakimput
(FA, EB, EC, ED) ja (FA, FB, FC, FD) ovat projektiivisia. Tadmé seuraa vélittoméasti
suorakimpun kaksoissuhteen maéaritelmasta suorien valisten kulmien sinien avulla ja ke-
hikulmalauseesta, jonka mukaan kulmat ZAEB ja ZAFB jne. ovat joko yhtenevii tai
vieruskulmia.

Lause 9.4.1. Olkoot A, B, C, D, E ja F ympyrdan pisteita. Silloin suorien BC' ja EF
leikkauspiste Q, suorien CD ja F A leikkauspiste P ja suorien DE ja AB leikkauspiste P
ovat samalla suoralla.

Todistus. Olkoon K suorien DC ja EF' leikkauspiste
ja L suorien ED ja AF leikkauspiste. Edelld esi-
tetyn havainnon perusteella [CE, CF, CD, CB| =
[AE, AF, AD, AB]. Suorakimpun ja kimpun suoria
leikkaavan suoran ja kimpun suorien leikkauspisteita
koskevan kaksoissuhdetuloksen perusteella

[CEa CF; CD) CB] = [E7 F’ K’ Q]

ja
[AE, AF, AD, AB| = [E, L, D, R].
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Siis (B, F, K, Q)AN(E, L, D, R). Lauseen 9.2.2 perusteella pisteistot (F, F, K, Q) ja
(E, L, D, R) ovat perspektiiviset. Perspektiivikeskus on suorien FL eli AF ja KD eli
CD leikkauspiste, siis piste P. Myo0s vastinpisteet () ja R ovat perspektiivikeskuksen
kautta kulkevalla suoralla. Siis ), P ja R ovat samalla suoralla. [

Pascalin lause voidaan esittda huomattavasti yleisemmin ehdoin. Ympyran tilalla voi olla
mika hyvansa kartioleikkaus. Taman tekee uskottavaksi se, ettd kartioleikkaukset ovat
suoran ympyrakartion ja tason leikkauskayria, ja edella todettu tilanne voidaan siirtaa
kartion karki projektiokeskuksena kartion ympyraleikkaukselta tuolle leikkaustasoille.



Geometrian perusteita

Numeroitujen harjoitustehtavien ratkaisuhahmotelmat

1. Todista, etta tason kahdella eri suoralla on joko yksi yhteinen piste tai ei yhtadn yhteista
pistetta.

Ratkaisu. Olkoon eri suorilla a ja b yhteinen piste A. Jos niilld on toinen yhteinen piste
B, siis B # A, niin aksiooman 1 perusteella a ja b ovat sama suora. Koska a ja b ovat eri
suoria, niilla joko ei ole ollenkaan yhteisia pisteita tai vain yksi.

2. Osoita, ettd janan pddtepisteet ovat yksikdsitteiset.

Ratkaisu. Olkoon AB jana ja olkoon C'D sama jana. Oletetaan, ettd piste C' ei ole
kumpikaan pisteista A, B. Oletetaan ensin, ettd D on jompikumpi pisteistd A, B. Jos
A = D, piste B on A:n ja C:n valissi, koska B on janan C'D = C A piste, ja C' on A:n ja
B:n vilissa, koska C' on janan AB piste. Tamaéan kieltda aksiooma 5. Aivan sama paattely
torjuu myo0s tilanteen D = B. Jéiljelle jaa endd se vaihtoehto, jossa A, B, C ja D ovat
eri pisteita. Luentojen lauseen 1.2.3 nojalla nama pisteet voidaan asettaa konsistenttiin
jarjestykseen. Tieddmme, ettd C' on A:n ja B:n vilissa ja B on C':n ja D:n valissa. Lauseen
1.2.3 (todistuksen ensimmaéisen osan) perusteella C' on janalla AD. Mutta silloin C' on A:n
ja D:n valissd samoin kuin A on C:n ja D:n vélissd. Taas tultiin ristiriitaan aksiooman 5
kanssal

3. Osoita: jos A, B ja C eiwdat ole samalla suoralla eivdtkd suoralla a ja jos a leikkaa janat
AB ja AC, niin a ei leikkaa janaa BC.

Ratkaisu. Vastaoletus: suora a leikkaa kolmion ABC
sivun C'A pisteessa P, Sivun AB pisteessa @) ja si-
vun BC pisteessé R. [Nyt on syytd vapautua suoran
normaalista visuaalisesta olemuksesta.] Lauseen 1.2.2.
(tehtdvé 2) mukaan pisteistd P, (), R tasan yksi on
kahden muun vélissid. Voidaan olettaa, ettd Q on P:n
ja R:n valissa. Oletuksen mukaan C ei ole suoralla
PR. Siis PRC on kolmio. Suora AB leikkaa taman
kolmion sivun AB. Paschin aksiooman mukaan se leik-
kaa ainakin toisen sivuista PC' ja RC'. Oletetaan, etta
AB leikkaa janan RC pisteessa D. Pisteiden B ja D kautta kulkee vain yksi suora. Se on
AB. C on suoralla BD, joten C' on suoralla AB. Mutta tdmé ei ole mahdollista, koska
ABC on kolmio. Ristiriita, siis vastaoletus vaara, vaite oikea.

4. Osoita, etta jokaisella janalla on dadrettomdn monta pistetta.

Ratkaisu. Todistus perustuu luonnollisesti lauseeseen 1.2.1. Janan osajanoilta loytyy aina
lisd& pisteitd. Ongelmana voi olla se, ettd uusi piste olisi jo kaytetty. Olkoon siis AB jana.
Lauseen 1.2.1 mukaan janalla AB on piste Py, P, # A, P # B. Janan maéritelmén ja
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lauseen 1.2.3 perusteella yksikdan janan AP; sisapiste ei ole janalla Py B. Janalla P B
on piste Ps, joka ei ole P; eikd P,. Lauseen 1.2.3 perusteella jokainen janan AP; piste
kuuluu janaan AP,. Edelleen janan maaritelmén ja aksiooman 5 perusteella janoilla AP
ja P, B ei ole muita yhteisia pisteitd kuin P». Prosessia voidaan jatkaa. Induktioaskelta
varten oletetaan, ettd janan AB pisteet Py, ..., P, on niin valittu, ettd kaikki pisteet Pj,
..., Pr_1 ovat janan APy pisteitd. Jos nyt Pry1 on janan Py B piste, niin Py, ei voi olla
mikaén pisteista Py, ..., Pr_1. Lisdksi jana APy sisdltyy janaan APy, 1 ja janoilla APy
ja Pr4+1B on ainoana yhteisené pisteena Pj1. Pisteet Py, Ps, ..., Py sisaltyvat siis janaan
APy41, ja induktioaskel on valmis. Jono P;, P, ... on paattyméaton jono janan AB eri
pisteita.

5. Osoita: jos AB= A'B’ ja CD = C'D’, niin AB+CD = A'B"+ C'D’.
Ratkaisu. Miaritelméan mukaan AB 4+ C'D on jana AFE, missd B on A:n ja E:n valissa
ja BE = CD. Samoin A’B’ + C'D’ on jana A’E’, missd B’ on A’:n ja E’:n vélissa ja
B'E’ = C'D’. Janojen yhtenevyyden transitiivisuuden perusteella BE = CD = C'D’ =
B'E'. Koska AB = A'B’, seuraa aksioomasta 9, ettd AE = A'E’, eli vaite.

6. Osoita: jos AB < CD ja CD < EF, niin AB < EF.

Ratkaisu. AB < CD merkitsee, ettd janalla CD on piste X siten, ettd AB = CX.
Samoin C'D < EF merkitsee, ettd janalla EF'F' on piste Y siten, ettd CD = EY. Olkoon
nyt Z se puolisuoran EF piste, jolle EZ =~ CX. Olkoon vielda Y’ se puolisuoran ZE
vastakkaisen puolisuoran piste, jolle ZY’ = X D. Aksioomasta 9 seuraa, ettd EY' = CD.
Mutta aksioomasta seuraa nyt, ettd Y/ =Y. Koska Z on janalla FY’, se on lauseen 1.2.3

mukaan janalla EF. Mutta EZ = CX = AB, joten maaritelman mukaan AB < EF.

7. Osoita: jos AB ja C'D ovat kaksi janaa, niin seuraavista kolmesta vaihtoehdosta yksi
ja vain yksi on tosi: AB=CD, AB<CD, CD < AB.

Ratkaisu. Puolisuoralla CD on yksi ja vain yksi piste E siten, etta CE =2 AB. Jos E = D,
AB = (CD. Jos E # D, joko D on C'n ja E:n vilissa tai £ on C:n ja D:n valissd. Edellinen
vaihtoehto on sama kuin C'D < AB, jalkimmaé&inen sama kuin AB < CD. Vaihtoehdot ovat
toisensa poissulkevat aksiooman 5 perusteella. — Koska D ja E ovat molemmat samalla

puolisuoralla @, tapaus 7C on D:n ja E:n valissa” ei tule kysymykseen.

8. Todista: jos a, 3, o' ja (3 ovat kulmia, o = o' ja = (', niin o < 3 silloin ja vain
silloin, kun o < 3.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd o« = ZABC < ZDEF = (3. Kulman ZDFEF aukeamassa
on piste G siten, ettd LABC = /GEF. Olkoon 3 = /D'E'F’. Aksiooman 10 nojalla

Yt

—
samalla puolen suoraa E'F’ on yksi ja vain yksi puoliside E'G’ siten, etti /G'E'F' =
/GEF. Edelleen aksiooman 10 nojalla eripuolella suoraa E’G’ kuin F’ on yksi ja vain

—
yksi puoliside E'D” siten, etti /G'E'D" = /GED. Mutta lauseen 1.4.4 perusteella

/D"E'F" = /DEF, ja aksiooman 10 perusteella puolisiteet E'D’ ja E'D” ovat sama
puoliside. Tama merkitsee, ettd G’ on kulman /D'E’F’ aukeamassa. Koska Zo/ =
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/ABC = /GED = LG'E'F’ = (#, on kulmien suuruusvertailun maaritelma tayttynyt,
joten o/ < B’. On osoitettu, ettd a@ < f < o < (. Aivan samoin osoitetaan, etta
o < B e=a<p

9. Todista: jos a < (3 ja B < 7y, niin a < .

Ratkaisu. Olkoon v = ZABC, f = ZDFEF. Koska a < (3, kulman Z/DFEF aukeamassa
on piste G siten, ettd /GEF = a. Koska § < 7, kulman ZABC' aukemassa on piste
H siten, ettda ZHBC = 3. Aksiooman 10 perusteella samalla puolella suoraa BC' kuin

—
H on yksikasitteinen puolisade BI siten, ettd ZIBC = ZGEF. Olkoon viela BH' se
eri puolella BI:ta oleva yksikasitteinen puolisuora, jolle ZH'BI =~ /DEG. Lauseen 1.4.4

perusteella ZH'BC = /DEF. Koska myés ZHBC = /DEF, BH = B—H>, joten I on
kulman /H BA aukeamassa. Lauseen 1.3.2 perusteella BH leikkaa janan AC' pisteessa K
ja saman lauseen perusteella BI leikkaa janan K C pisteessa J. Koska K on janalla AC ja
J on janalla KC', on J lauseen 2.1.3 perusteella janalla AC. Tésta seuraa, etté puolisuora

B_>I on kulman ZABC aukeamassa. Koska Z/IBC = /GEF = «, on kulmien vertailun
maaritelman mukaan o < 7.

10. Todista: jos a ja B ovat kulmia, niin seuraavista vaihtoehdoista yksi ja vain yksi on
tosi: a < (B, B < a, a2 [3.

Ratkaisu. Olkoon o« = ZBAC. Aksiooman 10 perusteella siind AC:n maarittAmassa

puolitasossa, jossa B on, on yksi ja vain yksi puolisuora E, niin ettda LDAC = 3. D
on joko siind suoran AB maarittadmista puolitasoista, jossa C on, vastakkaisessa puolita-

sossa tai puolisuoralla AB. Nimé eri vaihtoehdot vastaavat tapauksia /DAC < /BAC,
/BAC < Z/DAC ja Z/DAC = ZBAC. Viite seuraa nyt harjoitustehtavan 8 tuloksesta.

11. Osoita, ettd kolmioiden yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

Ratkaisu. Ekvivalenssin ehdot tayttyvat siksi, etta janojen yhtenevyys ja kulmien yhte-
nevyys ovat ekvivalenssirelaatioita.

12. Todista: jos AB = DE, AC = DF ja LZABC = /DFEF, niin joko kolmiot ABC' ja
DEF owvat yhtenevid tai ZACB ja ZDFE ovat vieruskulmia. (Yhtenevyyskriteeri ssk.)

Ratkaisu. Valitaan puolisiteelta EF piste G, jolle EG = B(C'. Silloin kolmiot ABC' ja
DEG ovat yhtenevia (sks). Jos G = F, kolmiot ABC' ja DEF ovat yhtenevii. Jos G # E,
kolmio DEG on tasakylkinen. Siis ZDGF = /DFG. Kulman ZDFG vieruskulma on
/DFG on yhteneva kulman /EGD kanssa eli kulman ZBC A kanssa.

13. Esita yksinkertaisempi todistus lauseelle 1.4.6.

Ratkaisu. Jos AB = AC, niin kolmioissa ABC ja ACB yhta suuri kulma ZABC =
ZCBA ja AB =2 AC, AC = AB. Siis kolmiot ABC ja AC'B ovat yhtenevit (sks) ja siis
/ABC = /ACB.
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14. Kolmiossa ABC on ZCAB = ZCBA. Osoita, ettda AC = BC.

Ratkaisu. Jos AC ja BC eivit ole yhtenevit, on joko AC' < BC' tai BC' < AC. Oletetaan,
ettd AC' < BC. Silloin janalla BC on piste D, jolle BD = AC. Mutta nyt kolmiot CAB

ja DBA ovat yhtenevét (sks). Siis ZDAB = ZCBA. Koska D on janalla BC, AD on
kulman ZCAB aukeamassa. Siis ZDAB < ZCAB = /DBA = /DAB. Ristiriita.

Yksinkertaisempi ratkaisu: kolmiot CAB ja C'BA ovat yhtenevia (ksk). Siis CA = CB.

15. Tdydennd lauseen 1.4.8 todistus tapauksilla, joissa jana F'G sisdltad pisteen E tai D
tai joissa F'G ei leikkaa janaa DE.

Ratkaisu. (Merkinnét kuten lauseen 1.4.8 todistuksessa.) Oletetaan, ettd E on suoralla
FG. Silloin DGF on tasakylkinen kolmio ja ZDGF = /DFG. Lisaksi FE = CD = EG.
Kolmiot DFE ja DGE ovat yhtenevia (sks). Siis kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevia.
Oletetaan, etta F'G leikkaa suoran DE pisteessa, joka ei kuulu janaan D FE’; voidaan olettaa,

ettd leikkauspiste on puolisuoralla DE. Silloin kolmiot DGF ja EGF ovat tasakylkisia,
joten /DFG = /DGF ja /EFG = /EGF. Lisiksi /DFG = /DFFE + Z/EFG ja
/ZDGF = /DGFE + ZEGF. Naista seuraa /DFFE = /DGE, jakolmiot DEF ja DEG
ovat jélleen yhtenevét (sks). Loppu samoin kuin ylld tai luennoissa olevassa tapauksessa.

16. Osoita, ettd kulman Z/BAC aukeamassa on piste D siten, etta /BAD = /DAC. (A—D>
on kulman ZBAC puolittaja.)

Ratkaisu. Voidaan olettaa, ettd AB = AC. On olemassa piste D, eri puolella suoraa
BC kuin A, niin, ettd DBC on tasakylkinen kolmio (lause 1.4.7). Kolmiot ABD ja ACD

ovat yhtenevid (sss). Siis ZBAD = ZCAD. (Puolisuoran AD on oltava kulman ZBAC
aukeamassa. Ellei se olisi, olisi toinen yhtenevista kulmista Z/BAD ja ZCAD toisen aito
osa, vastoin aksioomaa 10.

17. Osoita, ettd janalla AB on yksi ja vain yksi piste C' siten, ettd AC = CB. Piste C
on janan AB keskipiste.

Ratkaisu. Keskipisteitd on enintaan yksi: jos C' # C’ ja AC = CB, AC’ = ('B, niin
voidaan olettaa, ettd C' on A:mn ja C':n vilissd (lause 1.2.3). Silloin AC < AC’. Mutta
C" on C:n ja B:n vilissa, joten C'B < CB. AC' =2 ('B < OB = AC. Ristiriita!
Keskipisteitd on ainakin yksi: Lauseen 1.4.7 perusteella on piste D niin, ettd DAB on
tasakylkinen kolmio. Edellisen harjoitustehtavian perusteella kulman ADB aukeamassa on

piste E niin, ettd ZADB = /EDB. Lauseen 1.3.2 perusteella puoliside DE leikkaa janan
AB; olkoon leikkauspiste C' Kolmiot ADC' ja BDC' ovat yhtenevia (sks). Siis AC = CB.
Vieruskulmat ZACD ja ZBCD ovat lisdksi yhtenevié, joten ne ovat suoria. Siis DE 1 AB.
DE on AB:n keskinormaali.

18. Kolmioissa ABC ja A’B’'C’ on BC = B'C" ja AB = A’B’. Lisdiksi kulmat Z/BCA ja
/B'C'A" ovat suoria. Osoita, ettd kolmiot ovat yhtenevid (”Suorakulmainen ssk”).

Ratkaisu. Piirretdan kulma C'B’A” eri puolelle suoraa B'C’ kuin A’. Jos B’A” = BA,
niin kolmiot ABC' ja A”B’'C’ ovat yhtenevia (sks). Koska /B'C’'A’ ja /B'C'A" ovat
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suoria kulmia, A", C’ ja A” ovat samalla suoralla. Yhtenevyyslause ssk:n mukaan joko
/A'B'C' >~ /ABC tai ZA'B'C' ja ZABC'eli ZA"” B'C’ ovat vieruskulmia. Jalkimmaisessa
tapauksessa A’, B’ ja A” ovat samalla suoralla. Mutta talloin A’, B’ ja C' ovat kaikki
samalla suoralla, joten A’B’C" ei ole kolmio. Ristiriita, siis ZA'B'C’" =~ ZABC' ja kolmiot
ABC ja A'B’'C ovat yhtenevia (sks).

19. Todista, etti kolmiossa sivu on aina pienempi kuin kahden muun sivun summa (kol-
mioepayhtalo).

Ratkaisu. Erotetaan suoralta AC jana CD = CB niin, ettd AD = AC' + CD. Kolmio
CBD on tasakylkinen, joten ZCDB = ZCBD. Mutta tama merkitsee, ettd kolmiossa
ABD on /ZADB < ZABD. Lauseen 1.4.11 perusteella siis AB < AD.

20. Osoita: jos ZABC = /DEF, /ACB = /DFFE ja BC = EF, niin kolmiot ABC' ja
DEF ovat yhtenevid. (Yhtenevyyskriteeri ksk).

Ratkaisu. Puolisuoralla ED on aksiooman 7 perusteella yksikéasitteinen piste D’ niin,
ettd ED’" = BA. Kolmiot ABC' ja D'EF ovat yhtenevid aksiooman 12 (sks) perusteella.
Siis /BCA = /EFD'. Pisteet D ja D’ ovat samalla puolen suoraa EF. Aksiooman 10

—
perusteella FD = FD'. Aksiomasta 1 ja siitd, ettd F' ei ole suoralla FD seuraa, etta
D = D’. Siis kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevia.

21. Osoita: jos LZABC = /DEF, ZACB = /DFFE ja AB = DFE, niin kolmiot ABC ja
DEF ovat yhtenevida. (Yhtenevyyskriteeri kks).

Ratkaisu. Jos ei ole BC' = EF, niin joko BC < EF tai FF < BC. Voidaan olettaa,
ettd BC < E'F. Janalla FF on piste G niin, ettd EG = BC'. Kolmiot ABC ja DEG ovat
yhtenevid (sks). Siis ZEGD = /BCA = /DFG. Tamé on ristiriidassa lauseen 1.4.10
kanssa. Siis BC' = E'F ja kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevié (sks).

22. Osoita, etta yhdensuuntaisuus on ekvivalenssirelaatio.

Ratkaisu. Yhdensuuntaisuuden maéaritelman mukaan jokainen suora a on yhdensuuntai-
nen itsensa kanssa. Selvésti a||b jos ja vain jos b||a. Yhdensuuntaisuus on siis refleksiivinen
ja symmetrinen relaatio. Oletetaan, ettd allb ja b|jc. Jos a = ¢, niin allc. Jos a # ¢ ja
a:lla ja c:ll4 on yhteinen piste A, niin A ¢ b, silld jos A kuuluisi b:hen, olisi oltava b = ¢
ja b= a. Siis A ¢ b. Mutta nyt A on piste, jonka kautta kulkee kaksi eri b:n suuntaista
suoraa. Aksiooman 13 mukaan tdmé on mahdotonta. Siis a ja ¢ ovat yhdensuuntaiset.
Yhdensuuntaisuus on siis my06s transitiivinen relaatio.

23. Kulmille ZABC ja Z/DEF pitee seuraavaa: AB|DE, CB||FFE ja A ja D ovat samalla
puolella suoraa BE sekd C' ja F ovat samalla puolella suoraa BE. Osoita, ettd Z/ABC =
/DEF.

Ratkaisu. Voidaan olettaa, etta BC on kulman ZABE aukeamassa. Olkoon G sellainen

suoran BFE piste, ettd F on janalla BG. Silloin EF on kulman Z/DEG aukeamassa. Koska
tehtavan suorien yhdensuutaisuudesta seuraa ZABE =2 /DEG ja Z/CBE = /FEG ja
koska Z/CBE < ZABE, seuraa kulmien yhteenlaskun yksikésitteisyydesta (lause 1.4.4)
erotuskulmien /ZABC = /ABE — /CBF ja /DEF = /DEG — /FEG yhtenevyys.
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24. Olkoon A ¢ a. Osoita, ettd on olemassa B € a niin, ettd AB La.

Ratkaisu. Pisteen A kautta kulkee suora b, b|ja. Erotetaan suoralta b kaksi yhtenevaa
janaa AB, AC eri puolilta pistettd A. Aikaisemmin on osoitettu, ettd janan BC' keskinor-
maali ¢ voidaan konstruoida. c¢ kulkee pisteen A kautta ja clb. Koska b # ¢, ¢ leikkaa
suoran a. Lauseen 1.5.3 perusteella cLa.

25. Osoita: jos kolmioissa ABC ja DEF on kaksi keskenddn yhtenevad kulmaa, niin
kolmioiden kolmannetkin kulmat ovat keskendan yhtenevat.

Ratkaisu. Olkoon ZABC = /BCA ja olkoon /DEF = /EFD. Kulmilla ZCAB ja
ZFDEF on talloin yhtenevat vieruskulmat ZABC + ZBCA ja ZDEF + ZEFD. Lauseen
1.4.2 perusteella /CAB = /FDE.

26. Osoita, ettda suorakulmion kaikki kulmat ovat suoria kulmia.

Ratkaisu. Suunnikas ABC'D on suorakulmio, jos ZABC on suora. Suorien AD ja BC
yhdensuuntaisuuden perusteella kulman ZDAB vieruskulma on suora, joten ZDAB on
suora. Vastaavalla paittelylla todistetaan loputkin ABCD:n kulmat suoriksi.

27. Jos ympyrat I' ja T sivuavat toisiaan pisteessia A, niin joko jokainen I :n piste (paitsi
A) on T':n ulkopuolella tai jokainen I':n piste (paitsi A) on I':n sisdpuolella.

Ratkaisu. Olkoot O ja O’ I':n ja I'":n keskipisteet. Lauseen 1.6.4 nojalla A, O ja O’ ovat
samalla suoralla. Oletetaan, O’ on O:n ja A:n vélissd. A:n sisaltdvan I'V:n halkaisijan

toinen paatepiste B on puolisuoralla % B ei voi olla I':n ulkopuolella (olisi BO <
BO' =2 O'A < OA < OB). Olkoon C mielivaltainen I'":n piste, C # A, C' # B. Silloin
C' ei ole suoralla OA. Kolmio O’AC on tasakylkinen. Siis ZO'AC = /0O'CA. Koska
O’ on janalla OA, on ZOCA > ZO'CA. Lauseen 1.4.11 perusteella OC < OA. Piste C
on siis I':n sisépuolella. Olkoon sitten O janalla O’ A. Nyt B on ympyran I" ulkopuolella
(OB > O'B =2 O'A > OA). Jos C on mielivaltainen I'':n piste, C # A, C' # B, niin
O'C A on tasakylkinen, ZO'CA = /0" AC ja ZOCA < ZO'CA. Kolmiossa OAC on siis
OC > OA. piste C on I':n ulkopuolella.

28. Osoita, etta ympyran U sisapuoli on kupera: jos A ja B ovat I':n sisapuolella, niin
jana [AB] on I':n sisdpuolella.

Ratkaisu. Olkoon I':n keskipiste O; olkoon C' mie-
livaltainen A:n ja B:n valissd oleva piste. On o0soi-
tettava, ettd C on I':n sisdpuolella. Vieruskulmista
/Z0CA, ZOCB on suora kulma tai suoraa kulmaa
suurempi; olkoon se ZOC'B. Kolmion OC' B muut kul-
mat ovat pienempid kuin ZOC A ja siis pienempié kuin
Z0CB. Kolmiossa suurempaa kulmaa vastaava sivu
on suurempi kuin pienempaid kulmaa vastaava sivu.
Siis OC' < OB. Koska B on I':n sisapuolella, OB on
I':n sédetta pienempi, joten OC':kin on. Siis C' on I':n
sisapuolella.
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29. Todista: jos suorat a ja b leikkaavat toisensa pisteessi C ja sivuavat ympyrada I pis-
teissa A ja B, niin CA = CB.

Ratkaisu. Olkoon O TI':n keskipiste. Silloin OA = OB ja OAla = AC, OB1b = BC.
Kolmiot AOC' ja BOC ovat yhtenevid (suorakulmainen ssk). Siis CA = CB [ja LZACO %
/BCO].

30. Todista, ettdi kolmion ABC kulmien puolittajat
leikkaavat toisensa samassa pisteessd I. F

Ratkaisu. Kulman ZCAB ja kulman ZABC' puolit-
tajat leikkaavat toisensa pisteessa I. Osoitetaan, etta
ZACI = ZICB. Olkoot D, E ja F ne kolmion sivu-
jen AB, BC ja C A pisteet, joille ID1AB, IE1BC ja
IF1CA. Kolmiot ADI ja AFI ovat yhtenevit (kks).
Samoin kolmiot BDI ja BEI ovat yhtenevat. Siis IF = ID = [FE. Mutta tésta seuraa,
ettd kolmiot CFI ja CEI ovat yhtenevét (suorakulmainen ssk). Siis ZFCI = ZECI,
miké on sama kuin todistettavaksi haluttu vaite.

31. Todista, etta I keskipisteend voidaan piirtdd ympyra, joka sivuaa kolmion ABC' kaikkia
sivuga. (Kolmion sisddn piirretty ympyrd.)

Ratkaisu. Kaytetaan edellisen tehtavan merkintoja. Piste I keskipisteena pisteen D
kautta piirretty ympyra I' sisaltda edellisen tehtavan mukaan pisteet E ja F'; ID, IE
ja I'F ovat siis kaikki I':n sateitd. Koska sadetta vastaan kohtisuora, sateen paatepisteen
kautta kulkeva suora on ympyran tangentti, kaikki kolmion sivut ovat I':n tangentteja.
[Yleisemminkin késittteelld monikulmion sisdén piirretty ympyra tarkoitetaan ympyraa,
joka sivuaa jokaista monikulmion sivua.]

32. Osoita: jos I' on O-keskinen ympyra, a I':n tangentti, A a:n ja I':n yhteinen piste,
D a:n piste ja B T':n piste, kumpikin samalla puolella suoraa OA, niin ZAOB on kaksi
kertaa Z/DAB.

Ratkaisu. Olkoon AC T':n halkaisija. Nyt ZAOB = 2 - ZACB (lauseen 1.6.8 todistus).
Mutta ZABC on suora (Thaleen lause). Koska ZC AB:n vieruskulma on toisaalta Z/BAD+
/ABC, toisaalta, koska OALAD, /BAD lisattyna suoralla kulmalla, on oltava /BAD =
/ACB. Siis ZAOB =2-/BAD.

33. Osoita: jos A, B ja C ewdt ole samalla suoralla, niin on olemassa yksi ja vain yksi
ympyra L', johon kaikki kolme pistetta kuuluvat.

Ratkaisu. Koska kaikki pisteet P, joille AP = PB sijaitsevat janan AB keskinormaalilla
m ja kaikki pisteet, joille AP = PC janan AC keskinormaalilla n, ja koska m /|n, niin
m ja n leikkaavat sellaisessa pisteessa O, jolle AO = BO ja AO = C'O. Ympyri, jonka
keskipiste on O ja joka kulkee pisteen A kautta, kulkee myo6s pisteiden B ja C kautta.
Vastaavasti sellaisen ympyran, joka kulkee mainittujen kolmen pisteen kautta, keskipiste
on suoralla m ja suoralla n, joten se on juuri O.
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34. Osoita: jos C' ja D ovat samalla puolella suoraa AB ja ZACB = ZADB, niin A, B,
C ja D ovat samalla ympyralld.

Ratkaisu. Voidaan olettaa, ettd D ja B ovat eri puolilla suoraa AC. Pisteiden A, B
ja C kautta kulkee yksi ja vain yksi ympyrd I'. Jos D ¢ I', niin joko D on I':n ulko-
tais sisapuolella. Oletetaan, ettd janalla BD:n ja I':lla on yhteinen piste D’ # B. Silloin
LAD'B > ZACB (lause 1.6.8). Mutta ZAD'B = ZADB+ ZDAD’ > ZADB. Ristiriita!
Oletetaan sitten, ettd D on I':n sisdlld. Jos suora BD leikkaa I':n pisteessd D", niin
/ZAD"B =~ /ACB. Samoin kuin edella nahdaan, ettd ZAD”B < ZADB. Ristiriita.

35. Osoita: jos nelikulmion ABCD kdarjet ovat sa-
malla ympyrdlla, niin ZABC ja ZCDA ovat vierus-
kulmia.

Ratkaisu. Koska C' ja D ovat samalla puolella suoraa
AB, on kehakulmalauseen nojalla ZADB = ZACB.
Koska A ja D ovat samalla puolella suoraa BC', on
/BAC = /BDC. Kulman ZABC vieruskulma on ¢
kolmion kulman vieruskulmalauseen nojalla yhteneva
kulman Z/BAC + ZBC A kanssa, mutta viimemainittu
kulma on yhteneva kulman ZADB+/BDC = ZADB
kanssa.

36. Osoita: jos C ja D ovat eri puolella suoraa AB ja kulmat ZACB ja ZADB ovat
toistensa vieruskulmia, niin A, B, C ja D ovat samalla ympyralld.

Viitteen todistamiseksi todetaan ensin, ettd janojen AB ja BC keskinormaalien leikkaus-
pisteelle O péatee OA = OB ja OB = OC. Ympyra I', jonka keskipiste on O ja joka kulkee
pisteen A kautta, siséltda pisteet B ja C' (kolmion ABC' ympdri piirretty ympyrd).

Jos D € T, viite patee. Oletetaan, ettd D ¢ I'. Sil-

loin D on joko I':n sisdpuolella tai ulkopuolella. Ole-
tetaan, ettd D on I':n sisdpuolella. Suora AD leikkaa
I''n pisteessd E. Puolisuora AD on eri puolela suo-

raa AB kuin E. Silloin E on eri puolella suoraa AB

kuin C. Tehtdvan edellisen osan perusteella kulmat

/ZACB ja /BFEA ovat vieruskulmia. Mutta silloin

/AEB = ADB. Tama on ristiiidassa sen kanssa,

ettd kolmion BED kulman ZEDB vieruskulma on o
pienempi kuin kolmion kulman BED.



Jos D on ympyran I' ulkopuolella ja jos joko jana
AD tai jana BD leikkaa I':n, voidaan edellinen péaat-
tely muuntaa samanlaiseen ristiriitaan paatyvaksi. Jos
kumpikaan janoista AD, BD ei leikkaa I':aa, valitaan
kaaren AB piste E niin, ettd AE leikkaa BD:n pis-
teessd F. Kun kolmion kulman vieruskulman suu-
ruutta koskevaa lausetta 1.4.10 sovelletaan kolmioihin
ADF ja EBF, saadaan ZADF < /EFB < /AEB.
Toisaalta tehtdvan alkuosan perusteella ZAEB on
/ACB: vieruskulma ja siis ZAEB =2 ZADB. Risti-

riita.

37. Osoita, ettd tulo on hyvin mddaritelty, ts. etta maaritelma ei riipu kaytetyista ekviva-
lenssiluokkien edustajista.

Ratkaisu. Olkoon ABC' ja DEF suorakulmaisia kolmioita, AB =1, DE = b, CB = a
ja ZFDE = /CAB. Olkoot viela A'B’C’ ja D'E’F’ suorakulmaisia kolmioita, joille
AB =1,C'B"=a, D'E' =bja /F'D'E = /C'A’B’. Silloin kolmiot ABC ja A'B'C’
ovat yhtenevid (sks), joten ZCAB = ZC'A'B’. Tasté seuraa, ettd LZFDE = /F'D'E’.
Siis kolmiot DEF' ja D' E'F’ ovat yhtenevia (ksk). Siis FFE = F'E’| eli véite on todistettu.

38. Osoita, ettd tulo on vaithdannainen ja littdnndainen.

Ratkaisu. Vaihdannaisuus: Olkoot A, B ja C' samalla
suoralla, AB = a ja BC = b. Erotetaan B:n kautta
kulkevalta AC:ta vastaan kohtisuoralta suoralta jana
BD = 1. Piirretadn kolmion AC'D ympéari ympyra I

leikatkoon suora BD I':n myo0s pisteessa E. Suorakul- D /] x
c

A

maisissa kolmioissa BDA on BD =1 ja AB = a. Suo-
rakulmaisessa kolmiossa CBE on /BCE = /ADFE
(kehakulmalause). Koska BC' = b, niin tulon maéri-
telmén nojalla BE = ab. Suorakulmaisessa kolmiossa

n ab

ba E
DBC on DB =1 ja BC = b. Koska suorakulmaisessa

kolmiossa ABFE on AB = a ja ZBAFE = /CDB, niin

tulon méaaritelméan perusteella BE = ba.

Liitannaisyys. Olkoot ABC ja DEF suora-

kulmaisia kolmioita, joissa AB = 1, DE =

1, BC' = a, EF = c. Piirretddn kulmat ¢

ZIGK =2 /CAB ja /ZKGJ = ZEDF (niin A s ab

ettd GI ja GJ ovat eri puolilla suoraa GK). . , N ¢
Erotetaan puolisuoralta GK jana GH = b. 5 w
Piirretadan H:n kautta GK:ta vastaan koh- AC

tisuora suora. Taman suoran ja kulmien D I E J

ZIGK ja KGJ toisten kylkien leikkauspis-
teet voidaan nimeta [:ksi ja J:ksi. Piirretaan
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ympyra pisteiden I, G ja J kautta. Ympyran ja kulmien yhteisen kyljen leikkauspiste voi-
daan nimeta K:ksi. Tulon méaaritelman mukaan HI = ab ja HJ = cb. Kehakulmalauseen
nojalla ZHJK = /IGH = /CAB. Tulon mééritelmédn mukaan HK = a(cb). Samoin
kehakulmalauseen nojalla /HIK =2 /HGJ = EDF. Tulon maaritelman mukaan on siis
HK = c(ab). Siis a(cb) = c(ab). Koska tulo on vaihdannainen, on myos a(bc) = (ab)c.
Tulo on siis liitdnnainen.

39. Osoittakaa, ettd luennoissa madritellyt janojen yhteen- ja kertolasku noudattavat osit-
telulakia.

Ratkaisu. On osoitettava, etta jos a, b ja c ovat ja-

noja (tai oikeastaan yhtenevien janojen ekvivalenssi- c ac
luokkia), niin a(b 4 ¢) = ab + ac. Toinen osittelulaki /\a Tab o
(a+b)c = ac+bc seuraa sitten vaihdantalaista. Olkoon .~ 1, b b :

ABC' suorakulmainen kolmio, jossa AB =1, BC =a
ja ZABC suora kulma. Kun nyt DEF on sellainen

suorakulmainen kolmio, jossa DE = b, Z/DFEF suora ja /ZFDFE = /ABC, niin méaaritel-
méan mukaan EF'F' = ab. Piirretaan puolisuora F'G D FE:n suuntaiseksi samlle puolelle suoraa
DF kuin E. Piste G voidaan valita niin, ettd FFG = c¢. Olkoon viela H se suoran DF
piste, jolle HGLFG. Maéaritelméan mukaan GH = ac. Téaydennetaan GF E suorakaiteeksi
GFFEI. Koska IG = EF, niin I H = ab+ ac. Toisaalta DI = b+ ¢, joten suorakulmaisesta
kolmiosta DI H saadaan ITH = a(b+ ¢).

40. Osoita, ettd jokaista janaa a kohden on olemassa jana b siten, etta ab = 1.

Ratkaisu. Piirretdéan suorakulmainen kolmio ABC, jossa AB = 1 ja BC = a. Olkoon
D sellainen puolisuoran BC' piste, ettd BD = 1. Leikatkoon D:n kautta piirretty AB:n
suuntainen suora puolisuoran AC pisteessd E. Olkoon F' se AB:n piste, jokka FF 1 AB.
Olkoon AF = x. Tulon méaritelmén mukaan FF =1 = ax.

41. Olkoot C ja D janan AB pisteitd ja olkon AC/CB = AD/DB. Osoita, etti C = D.
Olkoot X ja Y suoran AB pisteitd ja olkoot X ja Y janan AB ulkopuolella. Olkoon
AX/BX = AY/BY . Osoita, ettc X =Y.

Ratkaisu. Tulon méaaritelméssa kaytettyjen kulmien vertailulla voi helposti vakuuttua
siitd, ettd jos a < b, niin ac < be.Oletetaan, ettd C' # D. Voidaan olettaa, ettd C on
A:n ja D:n valissa. Silloin D on C:n ja B:n vilissad ja DB < CB sekda AC < AD. Jos
AC/CD = AD/DB, niin AD = (DB/CB)AC < AC. Ristiriita! Jalkimmaéisen véitteen
todistuksessa voidaan olettaa, ettd X ja Y ovat puolisuoralla AB ja ettd X on Y:n ja B:n
valissa. Silloin BX < AX ja AY = AX + XY ja BY = BX + XY. Ehto

AX AX+XY
BX BX+ XY

BX
johtaa yhtaloon AX - XY = BX - XY eli ristiriitaan XY = EXY < XY.
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42. Todista kolmiot yhdenmuotoisiksi, jos niissa on kaksi paria verrannollisia sivuja ja
nitden valiset kulmat ovat yhta suuret.

Ratkaisu. Oletetaan, etta kolmioissa ABC ja A’B'C" on ZABC = LA'B'C" ja
AB BC

AB ~ BC
Piirretaan kulma ZB’C’A” samalle puolelle suoraa B'C’ kuin ZB’C’A’. Olkoon A" suo-
ralla B’ A’ (leikkauspisteen olemassaolon takaa kolmio ABC'). Nyt kolmiot ABC ja A”B'C’
ovat yhdenmuotoiset (kk). Tésté seuraa, ettd

AB BC AB

A" B’ - B'C" - A/B/'
Naistd verrannoista seuraa A”B’- BC = A’B’- BC ja A”B’ = A’B’. Mutta A’ ja A" ovat
samalla puolen pistetta B’, joten A’ = A”.

43. Todista, ettd jos ABC on suorakulmainen kolmio ja kulma ZBCA on suora kulma,
nn
a’ + 0% =2

Ratkaisu. Olkoon D se sivun AB piste, jolle ABLCD. Olkoon AD = z ja DB = y.
Yhdenmuotoisista suorakulmaisista kolmioista CAD ja ABC' saadaan

z b

b ¢
eli cx = b?. Kolmioista BCD ja ABC saadaan samoin cy = a?. Koska = +y = c,
a?+ b =cx+cy=clx+y)=c

44. Muotoile ja todista pisteen potenssia koskeva tulos tilanteessa, jossa suorat AD ja BC
letkkaavat toisensa ympyrdn I' ulkopuolella.

Ratkaisu. Olkoon P I':n ulkopuolella ja leikatkoot P:n kautta kulkevat suorat a ja b I':n
pisteissa A ja B seka C ja D; oletetaan, ettd A on janalla BP ja C janalla DP. Vaitetdan,
ettdi AP - BP = CP - DP. Todistus: Kehidkulmalauseen perusteella ZABC = ZADC.
Kolmiot PAD ja PCB ovat yhdenmuotoiset (kk). Siis

AP CP
DP  BP’
mika on vaitteen kanssa yhtapitavaa.

45. Suora a sivuaa ympyrad I' pisteessi A ja suora b
leikkaa T':n pisteissi B ja C. Suorat leikkaavat pis-
teessi P. Osoittakaa, etti PA? = PB - PC (erikois-
tapaus "pisteen potenssista ympyrdin suhteen”).

Ratkaisu. Oletetaan, ettd B on C:n ja P:n valissa.
Silloin ZAC'B = ZPAB (luentojen harjoitus 32; suora
todistus: Olkoon I':n keskipiste O. Leikatkoon AO I':n
my0s pisteessd E. Silloin ZACB = ZAEB (kehékul-
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malause) ja ZEBA on suora (Thaleen lause). Kulmien ZAEB ja ZEAB summa on suora
kulma (se on ZEBA:n vieruskulma) ja kulmien ZEAB ja ZBAP summa on suora kulma.
Siis LZACB = ZAEB = /PAB.) Kolmiot PAB ja PCA ovat yhdenmuotoiset (kk). Siis
cp AP . .
AP~ BP’ ja vailte seuraa.

46. Ympyroilla T' ja TV on sama keskipiste; T':n sdade on pienempi kuin IV:n. Suora
a sivuaa I':aa pisteessi A ja suora b sivuaa I':aa pisteessd B. Suorat leikkaavat pis-
teessi P ja jana PB leikkaa T':n pisteessi C. Osoita, etti PB?> — PA? = BC?.

Ratkaisu. Ympyrat sivuavat toisiaan joko ulkopuo-
lisesti tai sisdpuolisesti. Oletetaan, ettd ympyrat si-
vuavat toisiaan ulkopuolisesti. P, I'1:n keskipiste @ ja
I'5:n keskipiste S ovat samalla suoralla. Kolmiot QP A
ja SPC ovat tasakylkisid ja kulmat ZQPA ja ZSPC
ovat ristikulmia. Tasakylkisyyden vuoksi kolmioilla on

toinenkin yhteneva kulmapari. Kolmiot ovat siis yh-
AP QP

denmuotoisia (kk). Siis PO 9P Aivan samoin

: . BP QP .. . .
todistetaan, etta D — Sp° Kolmioissa ABP ja CDP on /BPA = /DPC ja
AP BP

PC — PD Kolmiot ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis ZBAP = /PCD, mistd seuraa

ABJ|CD. Jos ympyrit sivuavat toisiaan sisépuolisesti, padttely on muuten sama, mutta
tasakylkisten kolmioiden O PA ja O PC' yhdenmuotoisuuden todistuksessa vedotaan ris-
tikulmien sijasta kolmioiden yhteiseen kulmaan.

47. Osoita, etta kahden kolmion yhdiste on kuvio.

Ratkaisu. Olkoot ABC ja DEF kolmiota. Jos kolmioilla ei ole yhteisia sisépisteita tai jos
toinen on kokonaan toisen sisilld, yhdiste on kolmio tai kahden erillisen kolmion yhdiste
ja siis kuvio. Jos pisteistd D ja E ovat ABC:n sisapisteitd mutta F ei, niin on kaksi
mahdollisuutta. Voi olla niin, ettd DF' ja EF leikkaavat saman ABC':n sivun pisteissa
X ja 'Y, jolloin yhdiste muodostuu ABC'sté ja kolmiosta XY F', tai niin, ettd esimerkiksi
DF leikkaa AB:n pisteessd X ja EF leikkaa BC:n pisteessd Y. Yhdiste muodostuu nyt
ABC:stda, BXF:sta ja BFY:std. Jos E ja F ovat ABC:n ulkopuolella ja DFE ja DF
leikkaavat ABC':n saman sivun pisteissa A ja Y, yhdiste muodostuu kolmioista ABC),
XYF ja EFX. Jos DFE leikkaa AB:n pisteessi X ja DF' leikkaa BC:n pisteessa Y,
mutta EF ei leikkaa kolmion ABC sivuja, yhdiste on ABC:n, XEB:n, BEF:n ja BFY:n
yvhdiste. Jos viimein FF:kin leikkaa AB:n pisteessi Z ja BC:n pisteessa T, yhdiste on
ABC:n, XEZ: ja TFY :n yhdiste. On vield mahdollista, ettd pisteet D, E ja F ovat
kaikki kolmion ABC' ulkopuolella, ja kaikki pisteet A, B ja C ovat DEF:n ulkopuolella.
Silloin (esimerkiksi) DE leikkaa AB:n pisteessd X ja BC':n pisteessd Y; EF' leikkaa BC:n
pisteessd Z ja AC:n pisteessd T ja F'D leikkaa AC:n pisteessd U ja AB:n pisteessd V.
Yhdiste on nyt kolmioiden ABC, YEZ, TFU ja VDX yhdiste.

48. Osoita, etta kahden toisiaan peittavan kolmion leikkaus on kuvio.
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Ratkaisu. Leikkaus on kupera kuusi-, viisi- tai nelikulmio tai kolmio. Kukin naista voi-
daan jakaa kolmioiksi.

49. Olkoot Q1 = ABCD, Q2 = EFGH ja Q = IJKL nelioitd, Q1 ja Q2 toisiaan peittd-
mattomia ja AB =2 EF ja IJ = AC. Osoita, ettd Q1 U Q2 ja Q ovat samaosaisia.

Ratkaisu. Olkoon M [ K:n ja JL:n leikkauspiste. Koska I.JK L on suunnikas, IM = MK
ja LM = MJ. Koska kolmiot [JK ja KLI ovat yhtenevid (sks), IK = LJ. Siis IM =
MJ = MK = ML ja ZIMJ on suora. Tasakylkisina suorakulmaisina kolmioina M1I.J
ja BC'A ovat yhdenmuotoisia (sks), ja koska AC' = IJ, kolmiot ovat yhtenevid. Mutta
kolmiot MIJ, MJK, M KL ja M LI ovat kukin yhtenevia nelididen @)1 ja ()2 puolikkaiden
kanssa, joten Q1 U Q2 ja () ovat samaosaisia. [’ Nelion kahdennus”.]

50. Olkoon ABCD suorakaide. Osoita, ettd on olemassa suorakaide EFGH, joka on
samasisdltoinen ABCD:n kanssa ja jolle EF = 1.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd 1 < b. Olkoon AB = b 1 5
ja AD = a. Olkoon E janan AB piste, jolle EB = 1. ¢
Piirretaan suorakaide EBGH, jolle BG = ab. Tayden-
netdan ABG suorakaiteeksi ABGI. Leikatkoot DC' ja

HE pisteessa J. Nyt DJI ja HIJ ovat yhtenevia kol- ab
miota samoin kuin FBJ ja CJB. Lisdksi I, J ja B |

ovat samalla suoralla (koska JEB ja [ AB ovat yhden- D c
muotoisia suorakulmaisia kolmioita; vrt. janojen ker- a

tolaskun méaritelmd). Nyt monikulmiot ABCJI ja
EBGIJ ovat samaosaisia. Edellinen saadaan yhdista-
malla kolmioon I AB:hen kolmio BC'J, jalkimméinen
yhdistamalla kolmioon BGI BC'J:n kanssa yhteneva kolmio JEB. Toisaalta ABCJFE saa-
daan yhdistamalda ABC D:hen kolmio DJI ja EBGIJ saadaan yhdistamélla £ BG H :hon
kolmio HIJ. ABCD ja EBGH toteuttavat samasisaltoisyyden maaritelméan.

51. Olkoot ACED, CBFG ja BAHI kolmion ABC' ulkopuolella olevia neliditd ja olkoon
nelioc BAHI on samasisaltoinen kuin nelididen ACDE ja CBFG yhdiste. Osoita, ettd
/BCA on suora kulma.

Ratkaisu. Piirretdan suorakulmainen kolmio C'B.J, ZBC'J suora, niin ettda C'J = CA.
Pythagoraan lauseen mukaan BJ:lle piirretty nelio on samasisaltoinen CJ:lle ja C B:lle
piirrettyjen neliéiden yhdisteen kanssa eli samasisaltoinen C' A:lle ja BC'lle piirtrettyjen ne-
lididen yhdisteen kanssa. Siis BJ:lle ja AB:lle piirretyt neliot ovat samasiséltoiset. Mutta
tamé merkitsee, ettd AB = BJ, joten komiot ABC ja JBC ovat yhtenevid (sss). Siis
/BCA = /BCJ; Z/BCA on suora.

52. Ratkaise ax = b2.

Ratkaisu. Valitaan suoralta m pisteet A, B ja C niin, ettd AB = a ja BC' = b. Piirretdan
B:n kautta suora n jlm. Erotetaan suoralta n jana BD = b. Piirretdan C:n kautta AD:n
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suuntainen suora. Se leikkaa n:n pisteessd E. Nyt ZABD = /CBFE ja /BAD = /BCE.
Kolmiot BAD ja BC'E ovat yhdenmuotoiset. Siis

a BA _BC b

b BD BE BE’

Siis BE = x on yht&lon ratkaisu.

53. Ratkaise 2 = ab.

Ratkaisu. 1. Ratkaisu. Oletetaan, ettd b > a. Piirretaan PC = b ja erotetaan janalta PC
jana PB = a. Piirretdan ympyra I', jonka halkaisija on BC. Olkoon O taman ympyran
keskipiste (eli janan BC' keskipiste. Piirretdén ympyré, jonka halkaisija on OP. Se leikkaa
I:n pisteessd A. Nyt ZOAP on suora (Thales). Siis PA on I':n tangentti. Olkoon PA = x.
Tehtivin 45 mukaan 22 = PA%2 = PB - PC = ab.

2. Ratkaisu. Piirretddn samalle suoralle perakkain janat AB = a ja BC = b. Piirretaén
ympyra I', jonka halkaisija on BC'. Piirretaédn B:n kautta AC:ta vastaan kohtisuora suora,
joka leikkaa I':n pisteessd D. Nyt AC'D on suorakulmainen kolmio (Thales) ja ABD, DBC

a x

ovat yhdenmuotoisia suorakulmaisia kolmioita. Jos BD = x, nin — = 7 BD = x on siis
x

yhtalon ratkaisu.

54. Ratkaise yhtilot x> = ax + b* ja 2 + b? = ax.

Ratkaisu. Ensimmaisen yhtalon ratkaisemiseksi piir-
retdan nelio ABCD niin, ettd AB = b ja erotetaan

puolisuoralta AD jana AE = a. Maéritetadn janan
AFE keskipiste F. Piirretdan suora BF' ja erotetaan
silta jana F'X = F'E niin, etta F' on X:n ja B:n va- A D E
lissa. BX = x on yhtalon ratkaisu. Todistus: Pytha- a

1\2
goraan lauseen nojalla BF? = b? + (ia) . Toisaalta b
BF? = (BX — FX)? = BX? -2FX -BX + FX? =

1 1\?
BX?%?2-2. 30" BX + (ia) . Naista seuraa BX?2 = c

a-BX + b2,
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Toisen yhtalon ratkaisemiseksi oletetaan, etta a > 2b.
Piirretdan jana AB = b ja B:n kautta suora ¢l AB. 8 b A

Piirretadn A-keskipisteend ja —a sdteend ympyrid. Se

leikkaa c:n pisteissa C' ja D. Piirretaan C-keskinen
ympyra B:n kautta. se leikkaa suoran AC' pisteissa
X ja Y. Nyt AX ja AY ovat tehtivin ratkaisuja. >

1
Todistus: ZaQ —b* = BC? = XC? = (AC — AX)* =

1
AC? —2 - AC - AX + AX? = ZaQ—a-AXJrAXQ,
mistd AX?2 +b% =a- AX. Vastaavasti BC? = (CY? =

(AY — AC)?, misti seuraa AY:lle sama yhtilo kuin
edelld AX:lle johdettu.

55. Osoita, ettd kolmion ABC ala on
abc

AR’

Ratkaisu. Jos AD = h on karjesta A piirretty korkeusjana, niin suorakulmaisen kolmion

ABD (AB = ¢) perusteella h = ¢ - sin(f3). Koska sinilauseen perusteella sin § = saa-

b
SR’
daan véite kolmion ala kaavasta S = 1ah. (Koska kolmion ala on my&s pr, saadaan hauska
tulos: abc = p(2r)(2R) eli kolmion sivujen tulo on sama kuin kolmion piirin puolikkaan ja
kolmion sisdén- ja ympéri piirrettyjen ympyrdiden halkaisijoiden tulo.)

56. Osoita, ettd kulman puolittaja ja kulman vieruskulman puolittaja ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Ratkaisu. Olkoon ZABC kulma, BE sen puolittaja, X

/ABD /ABC:n vieruskulma, BF /ABDwm puolit- \ N

taja ja ZDBG ZABC:n ristikulma ja viela H suoran .

BE piste, B H:n ja E:n vilissd. Silloin /FBH = N . €
/FBD + /DBH = /FBA+ /EBC = /FBA +

/ABFE = /FBE. Kulma ZF BF on siis yhteneva vie- F b
ruskulmansa ZF BH kanssa, joten se on suora kulma.

57. Kolmion ABC' kulman ZBAC wvieruskulman ZCAD puolittaja leikkaa suoran BC
pisteessa (). Osoita, ettd

QB AB

QC  AC’
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Ratkaisu. Oletetaan, ettéd C on janalla BQ. Olkoon Z/DAQ ZBAQ:n vieruskulma. Kun
sinilausetta sovelletaan kolmioihin ABQ ja AC(Q, saadaan

BQ AB , CQ AC

sin(ZBAQ) — sin(ZBQA) " sn(ZCAQ)  sin(ZBQC)’

Mutta koska AD puolittaa kulman ZDAC, on sin(ZCAQ) = sin(£DAQ) = sin(£LBAQ).
Vaite seuraa nyt edellisista kahdesta verrannosta.

58. Olkoon AB jana, M sen keskipiste, P # M janan AB piste ja Q janaan AB kuulu-
maton suoran AB piste niin, ettd

AP AQ

PB  QB’
Osoita, etta nitden pisteiden X joukko, joille

AX _ AP
XB PB’

on se ympyrd, jonka halkaisija on PQ (Apollonioksen ympyral ).

Ratkaisu. Oletetaan, etta P on janalla M B. Jos X on tehtdvan verrannon toteuttava
piste, niin kulman ZAX B puolittaja leikkaa janan AB pisteessd P ja kulman /JAXB
vieruskulman puolittaja leikkaa puolisuoran AB pisteessd @); koska nama puolittajat ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan, X on P(@-halkaisijaisella ympyralld. Olkoon sitten X ky-
seisen ympyran piste. Oletetaan, ettd kulman ZAX B puolittaja leikkaa AB:n pisteessa P’,
joka on janalla AP. Silloin ZAX B:n vieruskulman puolittaja leikkaa suoran AB pisteessa
Q' niin, etta

QA PA

Q'B  BP’

Koska P’A < PA ja PB < P'B, on oltava Q’A > QA. Piste X on sekd PQ- ettd P'Q’-
halkaisijaisiilla ympyroilla. Koska edellinen ympyra on kokonaan jalkimmaéisen sisalla,
tullaan ristiriitaan. Samoin osoitetaan, ettd oletus, jonka mukaan P’ olisi janalla PB,
johtaa ristiriitaan. Siis P’ = P ja Q' = @, joten

AX AP
XB PB’
59. Osoita, ettd jos X on kolmion ABC sivun BC' piste, BX = m, XC =n ja AX = p,
nimn
a(p? +mn) = b*m + c*n.

(Stewartin lause.)

1" Apollonioksen ympyristi on kirjoitus Solmu-lehden numerossa 3/2010, joka on luet-
tavissa osoitteessa (http://solmu.math.helsinki.fi/2010/3/)
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Ratkaisu. 1. ratkaisu. Piirretdan kolmion ABC' ym-
pari ympyra I'. Leikatkoon AX I':n pisteessd Y. Mer-
kitaan BY = d, YC = e, XY = z. Ptolemaioksen
lauseen mukaan BC' - AY = AB-YC + AC - BY eli
a(p + x) = ce + bd. Kolmiot ABX ja YCX ovat yh- °*

denmuotoisia (kk), samoin BY X ja AXC. Siis c
e ¢ d b
= Ja . =
n.p p

Lisaksi pisteen potenssia koskevan lauseen perusteella
pr = mn. Kun nama sijoitetaan ylla esitettyyn Ptole-
maioksen lauseen seuraukseen, saadaan vaite.
2. ratkaisu. Olkoon ZAXB = ¢. Sovelletaan kosinilausetta kolmioihin ABX ja AXC.
Saadaan yhtalot
& =p*+m? — 2pmcos ¢

b = p* 4+ n? + 2pn cos ¢.

Kun edellinen yhtalo kerrotaan n:lla ja jalkimmainen m:lla ja yhtalot sitten lasketaan
yhteen puolittain, saadaan b*m + c*n = p(m + n) + m?n + mn? = (m + n)(p* + mn) =
a(p® + mn), koska m +n = a.

60. Ympyrdat 'y ja U's kulkevat pisteen A kautta ja sivuavat suoraa BC' pisteissd B ja C.
Ympyroiden sdteet ovat vy ja ro. Osoita, ettd rire = R2.

Ratkaisu. 1. ratkaisu. Olkoot X ja Y ympyroiden
I'y ja I's keskipisteet ja O kolmion ABC' ympari piir-
retyn ympyran keskipiste. Silloin OX on AB:n ja OY

AC'n keskinormaali. Koska BC on I'i:n tangentti, ¥
1 1

/BXO = §4BXA = /ABC = §ZAOC = /YOC. X

Samoin osoitetaan, etta ZOY(C = ZBOX. Kol-

miot X BO ja OCY ovat yhdenmuotoisia (kk). Koska c

XB =17, OB =0C =R jaCY = ry, vaite seuraa.

2. ratkaisu. Koska BX||CY, kulmat ZBXY ja ZCY X ovat vieruskulmia. Vieruskulmien
puolittajat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. OX ja OY ovat Z/BXY:m ja ZCY X:n
puolittajia. Samalla AB1OX ja ACLOY. Siis myos AB1LAC. Kolmion ABC' ympéri
piirretyn ympyran keskipiste O on hypotenuusan BC' keskipiste. Suorakulmaisissa kol-
mioissa X BO ja OCY on /ZBOX = COY. Kolmiot ovat siis yhdenmuotoiset, ja viite
seuraa samoin kuin ensimmaisessa ratkaisussa.

61. Johda Ptolemaioksen lauseesta ”sinin ja kosinin yhteen- ja vahennyslaskukaavat”.
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Ratkaisu. Olkoon AC' =1 ja I' ympyré, jonka halkaisija on AC. Tarkastellaan I':n sisdan
piirrettya nelikulmiota ABCD, jossa ZDAC = « ja ZCAD = 3. Koska kolmiot ACD ja
ABC' ovat suorakulmaisia ja AC' =1, niin AB = cos 3, BC =sin3, CD =sina ja AD =
cos a. Sinilauseen perusteella lisiksi DB = sin(« + (). Ptolemaioksen lauseen mukaan
AC-DB=CD-AB+ BC - AD eli sin(a + 3) = sinacos 3 + sin S cos a. Oletetaan, etta
B < a. Tarkastetaan nyt nelikulmiota ACED, missda ZEAC = 3. Nyt DE = sin(a — 3),
EC =sinf3, EA = cos 3. Ptolemaioksen lauseen nojalla AC - DE = AE - DC — AD - EC
eli sin(a — ) = sina.cos B — cos asin 3. Olkoot sitten « ja 3 sellaisia, ettd a4 3 on suoraa
kulmaa pienempi. Jos F valitaan I':lta samalta puolen AC":ta kuin D niin, ettd ZFAD = 3,
niin AF = cos(a + (3). Valitaan viela G I':lta samalta puolen AC:t& kuin D niin, ettd
LZACG = . Silloin AG = sin 3 ja cos(a + 3) = AF = GD. Ptolemaioksen lauseesta
saadaan cos(a+f)+sinasin § = AC-GD+AG-CD = AD-CG = cos acos 3. Tapaus a+f
suurempi kuin suora kulma sivuutetaan. Olkoon sitten o > 3. Valitaan H I':lta eri puolelta
AC"ta kuin D niin, ettd ZAC'H = (3. Olkoon viela I I':lla, samalla puolella AC":ta kuin D,
niin ettd ZDAC = . Silloin ZIAC = a — 3 ja Al = cos(a — ). Kolmiot ADH ja DAI
ovat yhtenevid (ksk). Siis HD = AI. Nelikulmiosta AHCD saadaan nyt Ptolemaioksen
lauseen nojalla cos(a — ) = HD - AC = AD - HC + CI - AH = cos acos 3 + sin asin f3.

62. Osoita, ettd jos pisteet A, B, C ja D eivdt ole samalla ympyrdlla, niin

AB-CD+ BC-DA > AC - BD.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd nelikulmio ABCD ei ole jannenelikulmio. Piirretdén kolmio
ABE, joka on yhdenmuotoinen kolmion DBC kanssa. Siis

AB  AE
BD CD’

Mutta myo6s
BE AB

BC  BD’
Koska ZABE = /DBC, on ZABD = /EBC. Siis
kolmiot BC'E ja BD A ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis
myos

cE _ BC
AD  BD’

Samoin kuin Ptolemaioksen lauseen todistuksessa saa-

daan AB-CD + BC - AD = (AE+ CE) - BD. Nyt

kuitenkin /BFA 4+ Z/CEB = /BCD + /BAD. Koska ABCD ei ole jannenelikulmio,
/BCD ja Z/BAD eivit ole vieruskulmia. Pisteet A, FE ja C eivét ole samalla suoralla. Siis
AFE + EC > AC. Siis todellakin AB-CD + BC - AD > AC - BD.
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63. Kolmion ABC sisdadn piirretty ympyrd sivuaa kolmion sivua BC' pisteessa D ja kulman
ZCAB aukeamassa oleva sivuympyra sivuaa BC':td pisteessa E. Osoita, ettd BD = CE =
p—b.

Ratkaisu. Jos ABC':n sisdén piirretty ympyra sivuaa AB:td pisteessa C' ja AC:téa pis-
teessa B’, ja jos BD = x, niin BC' =z, AC' = AB' =c—xz, BC =CD =b—c+x.
Koska CD =a—x, 2x = a—b+c¢, joten x = p—b. Sivutkoon kulman ZC'AB aukeamassa
oleva sivuympyra AC:ta pisteessa A’ ja AB:ta pisteessa A”. Olkoon y = CE. Silloin
AA' =b+vyja AA" =c+a—y. Koska AA = AA", 2y=a+c—beliy=ux.

64. Olkoot kolmion ABC' kdrjista A, B ja C piirretyt korkeusjanat ha, hg ja he. Osoita,
etta

Ratkaisu. Lauseen 3.3.2 mukaan pr = (p —a)ra = (p — b)rg = (p — ¢)r¢. Siis

1 1 1 1 1

—+ —+—=—0Bp—-a—-b—c)=-.

ra Ty rc pr r

. . 1 1 ]
Kolmion ABC' alan lausekkeista pr = §h AQ = §h gb = §hcc saadaan samoin

1 1 1 a+b+c 1
—_—t—t— == .
ha hp hco 2pr r

65. Kolmion ABC sisdadn puirretty ympyrd sivuaa kolmion sivuja BC, CA ja AB pisteissd
X, Y ja Z. Osoita, etti AX, BY ja CZ leikkaavat toisensa samassa pisteessd. [Piste on
kolmion Gergonnen piste.]

Ratkaisu. Koska BX = BZ, XC = CY ja AY = AZ, viite seuraa heti Cevan lauseesta.

66. Nelikulmion sivut ovat a, b, ¢ ja d. Osoita, ettd nelikulmion sisidn voidaan piirtdd
ympyra jos ja vain jos a + ¢ = b+ d.

Ratkaisu. Jos nelikulmion ABCD, missa AB = a, BC' = b, CD = ¢ ja DA = d, sisdan
on piirretty ympyra, joka sivuaa AB:ta pisteessa X, BC:ta pisteessa Y, C'D:ta pisteessd Z
ja DA:ta pisteessd T', niin a+b =AX+XB+CZ+7ZD =AT+BY +YC+ DT =b+d.

Olkoon sitten a+c¢ = b+d. Piirretddn ympyra I', joka F

sivuaa DA:ta, AB:td ja BC:td. (Ympyréan keskipiste

on kulmien ZDAB ja ZABC leikkauspiste.) Jos se ei

sivua DC':ta, niin se joko leikkaa DC'n tai ei kosketa

suoraa DC'. Oletetaan, etta tapauksista edellinen olisi B
tosi. Piirretdan I:lle AB:n suuntainen tangentti. Se c
leikkaa AD:n pisteessd I’ ja BC:n pisteessd E. Ole-

tuksen ja jo todistetun mukaan ovat voimassa yhtalot

AB+CD = AD+ BC ja AB+ FFE = AF + BE =

AD + DF + BC+CE = AB+ CD + DF + CE.

Yhtaloista seuraa FE = FD + DC + CE. Tama on
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ristiriidassa sen kanssa, ettd murtoviivan F'DCFE pituus on suurempi kuin janan FE. —
Tapaus, jossa I' ei leikkaa C'D:té kasitelladn analogisesti.

67. Osoita, ettda kolmion yhdeksdn pisteen ympyran keskipiste on kolmion Eulerin suoralla.

Ratkaisu. Lauseen 3.3.5 merkinnéin OF|HX ja OF|HY. Yhdeksén pisteen ympyréan
keskipiste N on janan E X keskinormaalilla. Samoin se on janan F'Y keskinormaalilla.

Kumpikin naista keskinormaaleista leikkaa O H:n tdmén keskipisteessd. Siis N on janan
OH keskipiste.

68. Todista Simsonin lauseen kddanteislause: jos pisteen P kohtisuorat projektiot D, E ja F
suorilla BC', CA ja AB ovat samalla suoralla, nitn P on kolmion ABC' ympdri piirretylld
ympyralla.

Ratkaisu. Voidaan olettaa, ettd E on janalla F'D. Ympyra, jonka halkaisija on PB,
kulkee F:n ja D:n kautta (Thaleen lause). Oletetaan, etté pisteet talla ympyralla ovat jar-
jestyksessa BDPF'. Silloin ZABD ja ZDPA ovat vieruskulmia. Ympyra, jonka halkaisija
on PA, kulkee F:n ja E:n kautta. /ZEAP = /EFP. Ympyra, jonka halkaisija on PD,
kulkee E:n ja D:n kautta. Koska F', E ja D ovat samalla suoralla, FED on kolmio; eri-
tyisesti FFED ja AC'P ovat yhdenmuotoisia. Siis ZAPC = /FPD. Siis ZAPC ja ZABC
ovat vieruskulmia. Siis P on ympyralla ABC.

69. Piirrd harpilla ja viivoittimella sdaannéllinen viisikulmio, jonka yksi sivu on annettu
jana AB.

Ratkaisu. Ratkaisu on periaatteessa selostettu luennoissa. Piste X, joka jakaa janan
AB = a kultaisen leikkauksen suhteessa 10ytyy seuraavasti: piirretdan pisteeseen B AB:t6

vastaan kohtisuora ja erotetaan silta jana BO = —a. Piirretdan O-keskinen ympyra I' B:n

kautta. Leikatkoon AO TI':n pisteissd X’ ja Y niin, ettd X’ on ldhempéana A:ta kuin Y.
Nyt X'Y’ = a ja kun lasketaan A:n potenssi I':n suhteen, saadaan AB? = AX'- AY' =
AX' (AX'+ X'Y"). Jos AX' = x, ytild on sama kuin a? = z(x + a) eli a(a — z) = 22.
Kun erotetaan AB:ltd AX':n pituinen jana AX, ollaan saatu X, josta konstruktio sitten
lahtee kayntiin.

70. Selvitd, miten konstruoidaan sadnnéllinen kahdeksankulmio.

Ratkaisu. Piirretaan kaksi kohtisuoraa suoraa, jotka leikkaavat pisteessa O. Piirretaan O-
keskinen ympyra I, joka leikkaa toisen suorista pisteissa A ja E ja toisen suorista pisteissa
C ja (G. Piirretaan suorat, jotka puolittavat kulman ZAOC ja kulman ZCOFE. Kulman
AOC puolittaja leikkaa I':n pisteessa B, ZCOFE:n puolittaja pisteessd D, ZEOG:n puo-
littaja pisteessd I ja ZGOA:n puolittaja pisteessa H. Kolmiot AOD, DOC, ..., HOA
ovat kaikki yhtenevié (sks). Siis AB = BC ...~ AH ja kaikki kulmat ZABC, ZBCD,
...ZHAC ovat yhtenevia yhtenevien tasakylkisten kolmioiden kantakulmien summina.

71. Selvitd, miten konstruoidaan sadnndéllinen kuusikulmio.
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Ratkaisu. Halutaan, ettd kuusikulmion sivu = a.
Piirretddn jana OA = a. Piirretdan O-keskinen ym-
pyra I' A:n kautta. Piirretdan A-keskinen ympyrd O:n
kautta. Se leikkaa I':n pisteissa B ja F'. Kolmiot OAB
ja OAC ovat tasasivuisia. Piirretddn B- ja F-keskiset
ympyrat O:n kautta. Ne leikaavat I':n A:n liséksi pis-
teissa C' ja E. Kolmiot OBC' ja OFF ovat tasasivui-
sia. Piirretaan C- ja E-keskiset ympyrat O:n kautta.
Ne leikkaavat I':n B:n ja F:n lisiksi pisteissa D ja D’.
Kolmiot OCD ja ODFE ovat tasasivuisia. Koska tasa-
sivuisen kolmion kaikki kulmat ovat yhtenevia, Z/COB

~ LOAB ja /DOC = LZABO. Siten /BOD = ZCOB + £/DOC = LOAB + ZABO.
Mutta viimeksi mainittu kulma on kulman AOB vieruskulma. Téasta seuraa, etd D on
suoralla AO. Aivan samoin nahdaan, ettd D’ on suoralla AO. Siis D = D’. Kuusikul-
miossa ABC DEF kaikki sivut ovat yhtenevia yhtenevien tasasivuisten kolmioiden sivuina
ja kaikki kulmat ovat yhtenevia tasasivuisen kolmion kahden kulman summina. ABCDEF
on siis sdannollinen kuusikulmio.

72. Osoita, ettd peilaus yli suoran a on yhtenevyyskuvaus.

Ratkaisu. Merkitaén P’ = f,(P). Riittdd, kun osoitetaan, ettd kuvaus f, kuvaa jokaisen
janan itsensd kanssa yhteneville janalle ja ettd suoraan AB kuulumattoman pisteen C'
kuva ei ole suoran kuvasuoralla A’B’. Télloin kolmion ABC kuvakolmio A’B’C’ tulee
olemaan kolmion ABC kanssa yhteneva (sss). Olkoot A ja B ensin samalla puolen suoraa
a ja olkoon B suoran AA’ ulkopuolella. Leikatkoon a janan AA’ pisteessd P ja janan
BB’ pisteessi Q). Kolmiot APQ ja A’PQ ovat yhtenevia (sks). Siis ZPQA = PQA’ ja
myos LZAQB = ZA'QB’. Mutta silloin kolmiot ABQ ja A’B’Q ovat yhtenevia (sks). Siis
AB = A’B’. Olkoot sitten A ja B eri puolella suoraa a ja olkoon edelleen B suoran AA’
ulkopuolella. Silloin myos A’ ja B’ ovat eri puolella suoraa a. Olkoot P ja @ kuten edella ja
leikatkoon AB a:n pisteessi C. Nyt APC = A’PC (sks) ja BQC = B'QC (sks). Kulmat
ZACP ja /BQC ovat ristikulmina yhtenevit, joten ZA'CP = B'CQ. Koska A’ ja B’
ocat eri puolilla suoraa a, A’, C ja B’ ovat samalla suoralla. Siis A’B’ =% A’'C + CB’ =
AC +CB = AB. Jos A, A’, B ja B’ ovat samalla suoralla, on vield kaksi tapausta sen
mukaan ovatko A ja B samalla vai eri puolilla suoraa a. Kummassakin tapauksessa vaite
seuraa sopivista janojen yhteenlaskuista. — Jos A, B eivat ole samalla suoralla, mutta A’,
B’ ja C’ ovat, on jokin kolmesta pisteestd kahden muun valissd. Olkoon se B’. Silloin
AC =2 A'C"2 A'B'+ B'C' 2 AB + BC > AC. Ristiriital

73. Osoita, ettd fap:lld on ominaisuudet Pfap(P)||AB ja Pfap(P) = AB kaikilla P € .

Ratkaisu. Vaitteet ovat valittomia seurauksia kuvauksen f4p méaritelmasta.

74. Olkoot A ja B samalla puolen suoraa a. Mdaaritd murtoviivoista ACB, missa C € a,
lyhin.
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Ratkaisu. Olkoon D pisteen B kuva peilauksessa f, ja C janan AD ja suoran a leik-
kauspiste. Silloin CB = CD, joten AC +CB = AD. Jos E # C on suoran a piste, niin
AE + EB= AE+ ED > AD. Siis C on tehtdvén ratkaisu.

75. Konstruoi annetun pisteen kautta suora, joka leikkaa kaksi annettua suoraa samassa
kulmassa.

Ratkaisu. Jos suorat a ja b ovat yhdensuuntaisia, piirretaan annetun pisteen P kautta
a:ta ja b:td vastaan kohtisuora. Jos a ja b eivat ole yhdensuuntaisia, ne leikkaavat toisensa
pisteessd, C. Jos etsitty P:n kautta kulkeva suora leikkaa a:n pisteessd A ja b:n pisteessé
B, niin kolmio C'AB on tasakylkinen. Kun peilataan yli kulman AC'B puolittajan ¢, niin
tasakylkisen kolmion kanta kuvautuu itselleen. Suora AB on siis pisteiden P ja f.(P)
kautta kulkeva suora. Jos P on kulmanpuolittajan c piste, suora AB saadaan P:n kautta
kulkevana c:ta vastaan kohtisuorana suorana.

76. Kolmiosta ABC tiedetidn ¢, a —b (a > b) ja
ZABC = 3. Konstruoi ABC.

Ratkaisu. Piirretdin kolmio ABD, missia AB = c,
/ABD = ja BD = a—b. Jos ABC olisi konstruoitu,
olisi DC = b ja kolmio C'AD olisi tasakylkinen. Jos a
on DA:n keskinormaali, niin CA = f,(DC). Piste C
16ytyy siis suorien BD ja f,(B)A = EA leikkauspis-
teena.

77. Olkoon I' O-keskinen r-sdteinen ympyra ja AB jana, jonka pituus on a < 2r. Kon-
struoi sellainen ympyrdn I' sisdadn piirretty suorakaide, jonka yksi sivu on AB:n suuntainen
ja a:n pituinen.

Ratkaisu. 1. Ratkaisu. Olkoon M janan AB keskipiste. Kuvaus fa;o vie janan AB janan
AB suuntaiseksi janaksi A’B’, jonka keskipiste on O. Jos A’:n ja B’:n kautta kulkevat
A’ B’:a vastaan kohtisuorat suorat a ja b leikkaavat I':n pisteissa C ja D seka E ja F, niin
C, D, E ja F ovat vaaditun suorakaiteen kérjet.

2. Ratkaisu. Olkoon ABC' tasakylkinen kolmio, jossa CA = r = CB. fco vie ABC:n
kolmioksi A’B’O, missa A’ ja B’ ovat I':n pisteita ja A’B’||AB. A’B’ voidaan taydentaa
vadituksi suorakaiteeksi.

78. Suorat a ja b ovat yhdensuuntaiset ja c leikkaa ne. Jana AB on pitempi kuin suorien
a ja b kohtisuora etdisyys. Konstruoi tasasivuinen kolmio, jonka sivu on AB:n pituinen ja
jonka kdrjet ovat suorilla a, b ja c.
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Ratkaisu. Valitaan suoralta a piste C. Piirretdan ja-
nat CD = AB ja CE = AB niin, ettd D ja E ovat suo-
ralla b. Piirretaan tasasivuiset kolmiot CDF, C' DG, 1.G
CEH ja CEI esimerkiksi niin, ettd IG|la ja FHla.
Piirretdan a:n suuntaiset suorat IG ja F'H. Olkoon J
FH: ja c¢:n leikkauspiste ja K IG:n ja c:n leikkaus- ) VN
piste. Siirrot fry, fus, fak ja frx vievat kukin yhden F H
tasasivuisista kolmioista CDF, CDG, CEH ja CEI

tasasivuiseksi kolmioksi, jonka yksi karki on kullakin

suorista a, b ja c. Ratkaisuja on siis nelja.

log
v}

79. On annettu ympyrdt 'y ja Uy sekd suora a. Konstruoi a:n suuntainen suora, josta I'y
ja 'y erottavat yhta pitkdat janteet.

Ratkaisu. Olkoot O; ja O, ympyroiden I'y ja I'y keskipisteet. Olkoon O3 A La. Olkoon B
O1:n kautta piirretyn a:n suuntaisen suoran ja suoran Oy A leikkauspiste. Olkoon I'] T';:n
kuva kuvauksessa fo, 4. Jos I'] ja I'y leikkaavat pisteissi C' ja D, suora C'D on vaadittu
suora. Elleivat I} ja I's leikkaa ainakin kahdessa pisteessi, tehtavalla ei ole ratkaisua.

80. On annettu nelja pistetta A, B, C ja D. Konstruoi naiden pisteiden kautta yhden-
suuntaiset suorat a, b, ¢ ja d niin, etta a:n ja b:n etaisyys on sama kuwin c:n ja d:n etaisyys.

Ratkaisu. Kuvaus fac vie B:n pisteeksi B’. Oletetaan, ettd B’ # D. Piirretadn suora
DB’ ja sen suuntaiset suorat A:n, B:n ja C':n kautta. Ne muodostavat (yhden) vaaditun-
laisen suoranelikon. (Jos B’ = D, ABDC on suunnikas, ja mitkd hyvénsé nelja annettujen
pisteiden kautta kulkevaa yhdensuuntaista suoraa muodostavat ratkaisun.)

81. Olkoon f = f, peilaus yli suoran. Osoita, ettid kolmiot ABC ja f(A)f(B)f(C) ovat
vastakkaisesti suunnistetut.

Ratkaisu. Todistetaan vaite tapauksessa, jossa ABC on kokonaan toisessa suoran a
maarittamissa puolitasoissa ja ABC on positiivisesti suunnistettu. Oletetaan vield, etta
AC Jlla. Leikatkoon suora AC a:n pisteessi P; oletetaan vield, ettd A on C:n ja P:n

véalissd. Olkoon @) a:n piste, joka on eri puolella suoraa AC kuin B. Koska B on AC:m

oikealla puolella, () on AC:m vasemmalla puolella. Silloin @ on myos PC:n vasemmalla

puolella. Néin ollen P—Q> on kulman ZQPC vasen kylki. Koska f(A) ja f(C) ovat eri
puolella a:ta kuin A ja C, PQ on kulman Zf(C)PQ oikea kylki. Leikatkoon suora Bf(B)
AC"n pisteessé By, a:n pisteessd Bs ja f(A)f(C):m pisteessi Bs. koska Bs = f(B1), B3 on
pisteiden Bs ja f(B) vilissa. Siis f(B) on suoran f(A)f(B) vasemmalla puolella. Taémé
merkitsee sitd, ettd f(A)f(B)f(C) on negatiivisesti suunnistettu.

82. Osoita: jos alb ovat kaksi O:ssa toisensa leikkaavaa suoraa, niin fo = fy 0 fq.

Ratkaisu. Jos P € a, niin f,(P) = P ja fo(P) = fo(P), joten fo(P) = fo(fa(P)).
Samanlainen tilanne vallitsee, jos P € b. Oletetaan sitten, ettd P ¢ a, P ¢ b. Leikatkoon
Pf,(P) amn pisteessd A ja f.(P)fo(fo(P)) b:n pisteessd B. Kolmiot OPA, Of,(P)A,
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fo(PYOB ja fo(fa(P))OB ovat yhtenevii. Siis OP 2 Ofy(fa(P)). Zfa(PYOfy(fa(P)) =
2. ZAPO, mutta tasakylkisen kolmion Opf,(P) kulman ZPO f,(P) vieruskulma on myds
2. LZAPO. Piste fy(fo(P)) on siis suoralla OP, joten se on fy(P).

83. Olkoot A # B kaksi pistettd. Selvitd, mikd on kuvaus fp o fa.

Ratkaisu. Koska fs(P)P = 2PB ja fg(fa(P)) = 2Bfa(P), kolmiot Pfs(P)fe(fa(P))
ja Afa(P)B ovat yhdenmuotoiset. Siis Pfg(fa(P)) = 2AB ja Pfp(fa(P))||AB. Kuvaus
fB o fa on sama kuin siirto foap.

84. Suunnikkaan ABCD sivut sivuina piirretdaan neliot suunnikkaan ulkopuolelle. Todista,
ettd ndaiden nelioiden keskipisteet ovat erdan nelion kdrjet.

Ratkaisu. Olkoot O, P, Q ja R sivuille AB, BC, CD
ja DA piirrettyjen nelididen keskipisteet. Tarkastel-
laan esimerkiksi P:n ympari tehtavaa suoran kulman
suuruista kiertoa f. Siind f(C) = B ja koska kierto on
yhtenevyyskuvaus, f(C'D) on B:sté alkava ja DC:té eli
my6s AB:ta vastaan kohtisuora jana. Samalla perus-
teella toinen C':sta lahteva nelion sivu kuvautuu janalle
AB, ja nain ollen koko C'D:lle piirretty nelioé kuvautuu
AB:lle piirretyksi nelicksi. Koska C'QQ on nelion kul-
man puolittaja, on f(C)f(Q) kuvanelion B-kéarkisen
kulman puolittaja. Koska f(C)f(Q) = CQ, on ol-
tava f(Q) = O. Siis PQ = PO ja PQLPO. Samoin
voidaan nahda, etta jokaiset kaksi vierekkaista nelikul-
mion OPQR sivua ovat yhtd pitkat ja kohtisuorassa
toisiaan vastaan; O PQ R on siis nelio.

85. Tasossa on annettu nelja eri pistetta, joista mitkadan kolme eivat ole samalla suoralla.
Osoita, ettd on olemassa nelio, jonka sivut tai nitden jatkeet sisdltavat kukin yhden naistd
pisteista.

Ratkaisu. Olkoot pisteet A, B, C' ja D. Jos ajatellaan tehtava ratkaistuksi niin, etta
A ja B kuuluvat nelion vastakkaiset sivut sisdltaviin suoriin, niin 90° kierto nelion kes-
kipisteen ympari vie janan AB nelion kahden muun vastakkaisen sivun kautta kulkevia
suoria yhdistéviksi, janaa AB vastaan kohtisuoraksi janaksi. Jos siis piirretdéan jana C'D’,
CD'" =2 AB ja CD'LAB, niin D ja D’ maaraavat suoran a; piirretdan C:n kautta a:mn
suuntainen suora ja A:n ja B:n kautta a:ta vastaan kohtisuorat suorat. Niiden maarittama
nelié kelpaa ratkaisuksi. Jos D’ = D, suoraksi a voidaan valita miké hyvinsa D:n kautta
kulkeva suora.

86. Osoita, ettd toisiaan sivuavat ympyrat ovat homoteettisia.

Ratkaisu. Olkoot ympyroiden sateet r ja r’, keskipisteet O ja O’ ja sivuamispiste A.
Olkoon P # A O-keskisen ympyran piste ja P’ suoran PA ja O’-keskisen ympyréan leik-

kauspiste. Tasakylkiset kolmiot AOP ja AO’P’ ovat yhdenmuotoisia, ja yhdenmuotoisuus-

r AP r
suhde on —. Siis 1P = Ympyrat ovat toistensa kuvia homotetiakuvauksessa fa i,
r r
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r
missa k = +—. +-merkki liittyy tilanteeseen, jossa sivuaminen on sisédpuolista, —-merkki

ulkopuoliseen sivuamiseen.

87. Osoita, etta toisiaan sivuamattomat erisdteiset ympyrdat ovat sekd keskeissymmetriset
etta kadnteisesti keskeissymmetriset.

Ratkaisu. Piirretdan ympyroiden keskipisteiden O; ja O, kautta suora ja kumpaankin
ympyradn tatd suoraa vastaan kohtisuorat halkaisijat. A; B ja A3 Bs. Homotetiakeskukset
ovat suoran 010, ja suorien A;B; sekd A;Bs leikkauspisteet. Olkoon esimerkiksi O se
leikkauspiste, joka on O7:n ja Os:n vélissd. Kolmiot OO A ja O0O2 By ovat yhdenmuotoiset
(kk). Siis

001 ™1

002 N 7“2’

missé r; on I'1:n sdde ja ro on I's:n sdde. Olkoon nyt ¢ O:n kautta kulkeva suora, joka
leikkaa ympyrat. Leikatkoon se I';:n pisteissa Cy ja D; ja I'o:n pisteissa Cs ja Do. Koska
0,C1D; on tasakylkinen kolmio, on toinen kulmista O;CO ja O;DO terdva ja toinen
tylppa. Olkoon O,CO terava. Samalla perusteella tasan toinen kulmista O2C50 ja O3 DO
on teradvé; olkoon se O2C20. Nyt kolmiot OO;C; ja OO2C5 ovat yhdenmuotoiset (ssk).
Siis

001 N

= — =k
OCQ ()

C1 ja Oy vastaavat toisiaan O-keskisessd homotetiassa, jossa kerroin on +k. — Jos ympyréat
ovat toistensa ulkopuolella, niin samanlainen paattely voidaan perustaa tarkastelemalla
aluksi niitd suorakulmaisia kolmioita, joiden sivuina ovat ympyroiden yhteisten tangenttien
leikkauspisteen ja sivuamispisteiden valiset janat, ympyroiden sivuamispisteisiin piirretyt
sateet ja ympyroiden keskipisteet tangenttien leikkauspisteeseen yhdistavat janat.

88. Piste A on kiinted ympyran I' piste. Madrita kaitkkien janojen AP, missd P € T,
keskipisteiden joukko.

1
Ratkaisu. Joukko on I''n kuva A-keskeisessd homotetiassa, jonka suurennussuhde on 3
89. Konstruoi terdvakulmaiseen kolmioon ABC' nelio, jonka kaksi karked on sivulla BC
ja kaksi muuta sivuilla AB ja C'A.

Ratkaisu. Valitaan sivulta AB mielivaltainen piste
D. Olkoon E pisteen D kohtisuora projektio sivulla

BC'. Piirretaan neli6 DEFG niin, ettda G on kul- a
man ZABC aukeamassa. Suora BG leikkaa AC:n pis- _— X
teessa, H. Muodostetaan B-keskinen homotetia, joka > G

kuvaa G:n H:ksi. Se kuvaa nelion EFFGD kérjet nelion
KLHJ karjiksi; K ja L ovat sivulla BC' ja J sivulla
AB.
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90. Piste M on kulman ZABC aukeamassa. Kon-
struoi jana, jonka padtepisteet ovat kulman kyljilla ja
jonka M jakaa suhteessa 1 : 2. D

Ratkaisu. Tehdédén homotetiakuvaus fas,—o. (Piirre-
tdan BM ja C'M ja valitaan niilta suorilta pisteet B’
ja C' niin, etta MB'=2-MB ja MC' =2-MC ja M s
on janoilla BB’ ja CC".) Se kuvaa BC':n suoraksi a,
joka leikkaa AB:n pisteessa D. Jos DM leikkaa BC:n
pisteessa E, on ME : MD =1 : 2.

91. Suorat a ja b leikkaavat paperiarkin ulkopuolella. Selvitd, miten voidaan piirtdd suorien
muodostaman kulman puolittaja arkilla tapahtuvin operaatioin.

Ratkaisu. Valitaan a:lta mielivaltainen piste A ja piir-
retdan A:n kautta suoran b suuntainen suora c. Vali-
taan a:lta ja c:lta pisteet B ja C niin, ettd ZBAC on
a:n ja b valisen kulman suuruinen. Piirretaan kul-
man /BAC puolittaja. Leikatkoon BC tamén puo-
littajan pisteessa D ja b:n pisteessa E. B-keskinen
homotetia f, jolle f(C) = E, vie suoran AC suoraksi
b, joten se vie A:n suorien a ja b leikkauspisteeseen
ja kulman ZBAC puolittajan suorien a ja b leikkaus-
kulman puolittajaksi. Yksi tdméan puolittajan piste
on siis f(D) = F. Koska haettu kulmanpuolittaja on
AD:n suuntainen, se voidaan piirtéa.

92. Todista lauseen 4.53.1 osa (2) tapauksessa, jossa O on janalla AC.

Ratkaisu. Olkoon f lauseessa tarkasteltava inversio, B = f(A), D = f(C), P TI's:n
mielivaltainen piste ja Q = f(P). Koska OP - OQ = OC - OD, kolmiot OPC' ja ODQ
ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis ZOQD = ZOCP. Samoin perustein ZBQO = ZPAO.
Mutta ZAPC on Thaleen lauseen nojalla suora, joten kulmien ZPAQ ja ZPCO suomma
on suora kulma. Siis ZB@QD on suora ja Q on BD-halkaisijaisella ympyrallé.

93. Konstruoi geometrisesti annetun pisteen kuvapiste inversiossa fr.

Ratkaisu. Olkoon I':n keskipiste O ja sade r. Olkoon P I':n ulkopuolella. Piirretaan P-
keskinen ympyra O:n kautta. Se leikkaa I':n pisteessa (). Pirretdan ()-keskinen ympyra O:n
kautta. Se leikkaa OP:n myos pisteessd P’, koska niilla on yhteinen kantakulma ZQOP.
Siis or 0Q

0Q OP
eli OP-OP' = r% P'= fr(P). Jos P on I':n sisipuolella, piirretin OP:n keskinormaali.
Se leikkaa I':n pisteessd Q. Piirretdan OQ:n keskinormaali. Se leikkaa OP:n pisteessd P’.
QOP ja P'QO ovat jilleen yhtenevia tasakylkisid kolmioita, ja P’ = fp(P) seuraa samoin
kuin edellisessa tapauksessa.




27

94. Madrita ympyrdn I' sisadn- ja ympdri piirrettyjen nelioiden kuvat inversiossa fr.

Ratkaisu. Olkoon O I':n keskipiste ja olkoot I':n si- -
sdan piirretyn nelion karjet A, B, C ja D. Suora /_ \
AB kuvautuu O:n, A:n ja B:n kautta kulkevaksi ym- / \
pyréaksi; tdmén ympyran keskipiste on AB:n keski- g i/

piste. Jana AB kuvautuu tdmé&n ympyran kehén siksi
osaksi, joka on I':n ulkopuolella. Vastaavasti kuvautu-
vat muut ABCD:n sivut. Olkoot D, E, F ja G I':n

ympari piirretyn nelion XY ZT ja I':n sivuamispisteet; 7j ' ﬁ
D janalla XY. Suora XY kuvautuu ympyraksi, jonka
halkaisija on OD. X: ja Y:n kuvat ovat OX:1la ja & /

OY:lla. Janan XY kuva on OD-halkaisijaisen ym- v

pyran kulman XOY aukeamassa oleva kaari. Kysytty
kuva on kaikkiaan kahdeksan ympyran kaaren rajaama
"rengasalue”.

95. Neljin pisteen A, B, C ja D kaksoissuhde on

AC
aD _AC-BD
BC ~ AD-BC
BD

Osoita, ettd kaksoissuhde sdilyy inversiossa.

Ratkaisu. Olkoon inversioympyréin keskipiste O ja sdde r. Jos A’ on A:n kuva jne., niin

7,2

oA om _oC
OC~ 2 ~ OA
oC

jne. Téasta seuraa, ettd kolmiot OAC ja OC’A’ ovat yhdenmuotoiset (sks), joten

AC  oOC
A'CT OA
Samoin
BC  OC BD _ OD AD  OD
B'C’ OB’ B'D' OB’ A'D  OA"
Siis

oC OD
Ac-BD gz AC g BD ac . BD
AD-BC ~ OD - 0C ~ A'D' - B'C"
m . A/D/ OB/ . B/C,
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96. Ympyrda I'y leikkaa ympyrdan U kohtisuorasti. Osoita, ettd fr kuvaa I'y:n itselleen.

Ratkaisu. Olkoon I':n ja I';:n leikkauspisteet A ja B ja I':n keskipiste O seka I'y:n keski-
piste O;. Koska I':n ja I';:n tangentit pisteissid A ja B ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
ovat myOs tangentteja vastaan kohtisuorat siteet OA, O1A ja OB, O1B kohtisuorassa
toisiaan vastaan. Siis OA ja OB ovat I'1:n tangentteja. fr kuvaa joka tapauksessa I'y:n
A:n ja B:n kautta kulkevaksi ympyraksi. Koska fr kuvaa puolisuorat OA ja OB itselleen,
fr(T'1) on ympyré, jonka tangentit ovat OA ja OB ja sivuamispisteet A ja B. Téallaisia
ympyroita ei ole kuin yksi, joten véite on tosi.

1 5
97. Osoita, ettd sin(54°) = +4\/7.
Ratkaisu. Olkoon ABCDFE sdannoéllinen viisikulmio ja AB = 1. Olkoon BE:n ja AC:n

leikkauspiste F'. Koska tasakylkisessd kolmiossa (kehékulmalause!) ABE kulma ZEAB =
1
3-LAEB, on ZAEB = /BAC = 5 180° = 36°. Olkoon BF = AF = x. Saannollisen

viisikulmion perusominaisuuden nojalla

mista

V5 —1
5

Olkoon G sivun AB keskipiste. Koska FGLAB, on ZGFA = 90° — 36° = 54°. Suorakul-
maisesta kolmiosta FFAG saadaan

xr =

1
. ...  AG B) 1 VE+1
sin 54° = = = = )
AF  J5-1 5-1 4
2

98. Osoita, ettd kulman ZAOB aukeama on sen OA:n madrittéman puolitason, johon B

et kuulu, ja sen OT?n mdaarittaman puolitason, johon A ei kuulu, yhdiste.

Ratkaisu. Kulman ZAOB aukeama on sen O A:n miardaméin puolitason, johon B kuuluu

ja sen O B:n masriaman puolitason, johon A kuuluu, leikkaus. Kulman ZAOB aukeama
on kulman ZAOB aukeaman komplementti (josta kulman kyljet on poistettu). Viite
seuraa suoraan joukko-opin De Morganin laista A N B = AUB (missi viiva joukon merkin
ylapuolella tarkoittaa komplementtijoukkoa).

Sn 1
= cos ( . 90°> )
Sn41 2n—1

99. Osoita, ettd
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Ratkaisu. 2"-kulmio koostuu 2":std tasakylkisestd kolmiosta, joista kunkin ala on

%sin (2n1_2 . 90°>. Siis

on—lgin 1 90°
Sn 2n—2

nil : 1
Sntl 27 sin <2n_1 -900)

1 1 1
Viite seuraa siité, ettd sin (2n_2 : 90°> = 2sin (2n_1 . 90°> cos <2n_1 . 90°>.

100. Laske suureiden S, ja s, antamat m:n likiarvot, kun n =2, 3, 4 ja 5.

o . — . 1 o
n T -90 ) ja s, = 2" Lsin <2n_2 -90 )
kaksinkertaisen kulman sinin kaavan perusteella saadaan

Sno_ong LIPS
— = S1n —_— .
T on—1

Jos R, on ympyran ympari piirretyn 2"”-kulmion kérjen etaisyys ympyran keksipisteesta,
niin

Ratkaisu. Helposti nahdaan, etta r, = cos

1

I .
cos (2”—1 . 90°>

1 1
n—1p2 _: o n o
Sp =2 Rnsm(2n2-90)—2 tan(—2n1-90).

Kaksinkertaisen kulman kosinin kaavasta saadaan

R, =

Tasta saadaan

a 1+1
0082— 5 2COSO,/

2 V272 ’ 2~ Vi4cosa

Lahtemalla liikkeelle tiedosta cos90° = 0 saadaan tehtidvan relaatiosta seuraavanlainen
taulukko 7:n ala- ja ylalikiarvoille:

ja tasta

2,82842712474619 4

3,06146745892072 3, 31370849898476
3,12144515225805 3, 18259787807453
3,13654849054594  3,15172490742926
3,14033115695474  3,1441183852459
3,14127725093276 3,14222362994246

N O Ok W N
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101. Osoita oikeaksi Vietan kaava

2_\F 1+1\f L1 1
m V2y2 2V2\2 2y2 2V2

Ratkaisu. Kaava on valiton seuraus tehtavan 97 kaavasta, siita etta so = 2, edella kayte-

tysta cos E:n laskukaavasta ja siita, etta lim, .. s, = 7.

102. Selvitd, miten etsitdan annetun janan AB keskipiste pelkdlld harpilla.

Ratkaisu. Olkoot A ja B janan paatepisteet. Tunnetulla tavalla B-keskistd A:n kautta
kulkevaa ympyraé ja AB-sateisia ympyraa kayttaen 1oydetdan piste C', joka on suoralla AB
niin, ettd AC' = 2- AB. Haetaan pisteen C inversiokuva A-keskisessa B:n kautta kulkevassa
ympyrassa [': piirretdan C-keskinen ympyrda A:n kautta ja sen ja I':n leikkauspisteet P ja
Q. Olkoon M P- ja @Q-keskisten A:n kautta kulkevien ympyroiden toinen leikkauspiste.

Nyt AM - AC =AM -2-AB = AB - AB, joten AM = %AB.

103. Kaytossda on viwoitin ja harppi, joka on ruostunut kiinni. Selvitd, miten ndilld
tyokaluilla voidaan piirtad suoraa a vastaan kohtisuora suora pisteen A kautta.

Ratkaisu. Olkoon kiintean harpin sidde r. Olkoon A ensin suoralla a. Valitaan suoralta
a piste B niin, ettd AB < r. Maaritetdan piste O niin, ettd AO = BO = r. Piirre-
taan O-keskinen ympyra I' A:n ja B:n kautta. Piirretdan suoran OB ja ympyran toinen
leikkauspiste C'. Koska BC' on I':n halkaisija, ZC AB on suora. Olkoon A sitten alle r:n
etaisyydelld a:sta. Piirretdén pisteet B ja C' suoralle a niin, ettd AB = AC = r. Etsitdan
suoran a toiselta puolelta, kuin missa A on, piste A’ niin, ettd A’'B = A'C = r. Nyt AA’
on janan BC keskinormaali, joten AA’ La. Jos A:mn ja a:n etdisyys on suurempi kuin r,
voidaan tehtavan alun konstruktion mukaisesti piirtaa ketju a:n suuntaisia ja a:ta vastaan
kohtisuoria suoria, kunnes jokin a:n suuntaisista suorista on riittdvéan lidhella pistettd A;
toimitaan sitten niin kuin tehtavan toisessa konstruktiossa.

104. Todenna, ettd koordinaattitasossa ovat voimassa aksioomat 3, 4 ja 5.

Ratkaisu. Olkoon A = (z1, y1), B = (22, y2), C = (x3, y3). Mééritelmin mukaan C' on
A ja B:n valissa, jos x3 = (1 —t)z1 +txg jays = (1 — t)y1 + ty2, 0 < t < 1. (Luennoissa
esiintyviii midritelmia tulisi tiydentii ehdolla A # B eli (1 —22)? + (y1 —y2)? > 0.) Jos
nytu=1—¢ niin 0 < u < 1jazs = (1—u)zs+ur; jays = (1—u)ys+uys, joten C on B:n
ja Am vilissi. Aksiooma 3 on voimassa. Olkoon nyt A # C eli (z123)? + (y1 — y3)? > 0.

Asetetaan B = (1 + 2(z3 — x1), y1 + 2(y3 — y1) = (223 — x1, 2y3 — y1). Silloin xz3 =

1 1
51 + 5(23:3 —r1)jays = §y3+ 5(2y3 —11), joten C on A:n ja B:n vilissd. Toisaalta B on
A:n ja C':n kautta kulkevalla suoralla ¢(x1, y1, z3—21, y3—y1) = €(x3, Y3, T3—T1, Ys—Y1)-

Aksiooma 4 on siis voimassa. Tarkastellaan suoraa ¢(xg, yo, a, b). Sen kolme pistettéd ovat
A; = (xo + aty, yo + bt;), i = 1, 2, 3. Voidaan olettaa, ettd a # 0. Jos pisteet ovat
eri pisteitd, voidaan olettaa t; < to < t3. Jos A; olisi As:n ja As:n valissa, olisi jollain ¢,
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O0<t<l1 $0+at1 = (1—t>(l’0+at2)+t(l’0+at3) = £L‘+a((1—t)t2+tt3) eli tl = (1—t)t2+tt3
eli (1 —t)(ta —t1) +t(ts —t1) = 0. TAmA on ristiriita, koska molemmat yhteenlaskettavat
ovat positiivisia. Samoin torjutaan tilanne, jossa A3 olisi A1:n ja As:n valissa.

105. Todista, etta pisteen P kautta voidaan asettaa vain yksi suoraa a vastaan kohtisuora
taso.

Ratkaisu. Oletetaan ensin, ettd P ¢ a. Olkoot tasot 7 ja o sellaisia, ettd P € 7, P € ¢
jaalT, alo. Oletetaan, ettd 7 # 0. Jos olisi anN7T = A # B = aN o, olisi kuitenkin
al AP ja al BP, ja kolmiossa PAB olisi kaksi suoraa kulmaa. Siis A = B. Asetetaan
nyt A:n kautta jokin sellainen taso, johon P ei kuulu. Tamén tason leikkaussuorat 7:n ja
o:n kanssa ovat samassa tasossa ja kohtisuorassa a:ta vastaan. Suorat ovat samat. Koska
tasoilla 7 ja o on kaksi eri suoraa yhteisinid, ne ovatkin sama taso. Olkoon sitten P € a.
Samalla tavoin kuin edella nahdaan, ettd jos 7 ja o ovat ehdon tayttavia eri tasoja, niilla
tulee olemaan yhteisena leikkaussuora ja jokin muu a:ta vastaan kohtisuora suora, eivatka
ne voi olla eri tasoja.

106. Osoita, ettd janan keskipisteen kautta piirretyn janaa vastaan kohtisuoran tason (ja-
nan keskinormaalitason) jokainen piste on yhtd etddalli janan pdadtepisteistd.

Ratkaisu. Olkoon AB jana ja M sen keskipiste. Jos 7 on M:n kautta kulkeva ja AB:ta
vastaan kohtisuora taso ja jos P € 7, P # M, niin tason ja suoran kohtisuoruuden méa-
ritelmén mukaan PM | AB. Tasossa ABP olevat suorakulmaiset kolmiot AM P ja BM P
ovat yhtenevié (sks), joten AP = BP.

107. Olkoon P tason T ulkopuolella oleva piste. Osoita, etta P:n kautta voidaan asettaa
T:ta vastaan kohtisuora taso.

Ratkaisu. Valitaan tasosta 7 jokin suora a ja astetaan taso o P:n ja a:n kautta. Piirretaan
tasossa o P:n kautta suora b_la; b ja a leikkaavat pisteessa (). Piirretdan tasossa 7 suora
cla pisteen @) kautta. Asetetaan taso p b:n ja c:n kautta. Piirretdédn tasossa p suora
PP'le, P € ¢. Olkoon viela d’|la se T:n suora, joka kulkee P’:n kautta. Silloin cla’
PP’ 1lc. Asetetaan taso 7/ PP’:n ja a’:n kautta. Jotta tiedettéisiin, ettd 7/ L7, on vield
osoitettava, etta suora kulma ZPP’() on tasojen valinen diedrikulma. Sita varten tarvitaan
viela tieto PP’ La’. Taman voi perustaa esimerkiksi seuraavaan, yleisestikin hyodylliseen
ominaisuuteen:

Jos suorat a ja b ovat yhdensuuntaisia ja altau, niin myos bl .

Todistus. (Vertaa lauseen 7.2.2 todistukseen): Leikatkoon a:n ja b:n madrittdméa taso 7:n
pitkin suoraa c. Olkoon a:n ja c:n leikkauspiste A ja b:n ja c:n leikkauspiste B. Piirretdan
tasossa 7 suoraa c vastaan kohtisuorat AC ja BD. Voidaan valita C' ja D niin, etta
AC = BD ja C ja D ovat samalla puolella suoraa c. Valitaan viela a:lta E ja b:1ta F niin,
etti AE = BF. Nyt EF||c ja CD||c. Siis EF||CD (lause 7.1.2.). Suorakaiteista ACDB
ja ABFE saadaan viela CD =2 AB = EF, joten ECDF on suunnikas. Siis £FC' = F'D ja
kolmiot ACE ja BDF ovat yhtenevia (sss). Koska a L7, niin ZCAE on suora. Siis myos
ZDBF on suora. Mutta koska b||a ja alc, niin my6s bLe. b on kohtisuorassa kahta tason
T suoraa vastaan, joten b_L7. [
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Palataan tehtavaan ja sen merkintoihin. Koska a_Lb ja aLc, a on kohtisuorassa tasoa PQP’
vastaan. Koska a’||a, my6s o’ L PQP’. Siis erityisesti a’ L PP’.

108. Olkoon P tason T ulkopuolella oleva piste. Osoita, ettd tasosta T voidaan loytdd piste
P’, niin etta PP’ Lt. Piste P’ on pisteen P kohtisuora projektio tasolla 7.

Ratkaisu. Edellisessa tehtavassa konstruoitu P’ ratkaisee tehtavan.

109. Suorat, jotka eivat leikkaa toisiaan, mutta eivdt ole yhdensuuntaisia, ovat ristikkdi-
sta. Miten loydetaan suora, joka yhdistia kaksi ristikkdista suoraa ja on kohtisuorassa
molempia vastaan?

Ratkaisu. Olkoot a ja b ristikkéisia suoria. Valitaan b:1ta piste P ja asetetaan taso a:n ja
P:n kautta. Piirretddn a’[a P:n kautta. Suorat o’ ja b eivét ole yhdensuuntaisia. Niiden
kautta voidaan asettaa taso 7. Suoran a pisteelld @@ on kohtisuora projektio @) tasossa
7. Asetetaan taso 7/ a:n ja @":n kautta. Sen ja tason 7 leikkaussuora a’ on a:n ja a’:n
suuntainen, a” ja b leikkaavat pisteessd A. A:n kautta piirretty a”:a vastaan kohtisuora
suora on vaadittu suora.

110. Maaritd etdisyys maapallon isoympyrdda pitkin Oulusta Shanghaihin. Oulun sijainti
on noin 65° pohjoista leveyttd ja 25° itaista pituutta, Shanghain 31° pohjoista leveyttd
ja 121° qtaistd pituutta. Nojaudu pallokolmioon, jonka kdarjet ovat pohjoisnapa, Oulu ja
Shanghai.

Ratkaisu. Olkoon A pohjoisnapa, B Oulu ja C' Shanghai. Pallokolmiossa ABC on silloin
A =121° — 25° = 96°, b = 90° — 31° = 59° ja ¢ = 90° — 65° = 25°. Pallotrigonometrian
kosinilauseen nojalla

cosa = cosbcosc+sinasinbcosC =~ 0,91 - 0,52 + 0,42 - 0,86 - (—0,10) ~ 0,437.

4
Silloin a =~ 64° ja matka on noin ;ﬁ - 40000 km eli noin 7100 km.

111. Osoita, etta pallokolmiossa on a < b+ c.

Ratkaisu. Asia on sama kuin lause 7.2.5.

112. Mdadarita suorakulmaisen sarmion lavistajan pituus, kun sarmion sivut ovat a, b ja c.

Ratkaisu. Olkoon siarmi6 ABCDEFGH, missa AB = a, BC = b ja CG = c¢. Pytha-
goraan lauseen nojalla AC' = va? + b2. Koska CGLBC ja CGLCD, on myés CGLAC.
Pythagoraan lausetta uudelleen soveltamalla saadaan AG = Va2 + b? + 2.

113. Osoita, ettd tetraedrin sisidn voidaan piirtda pallo. (Pallo, jolle kaikki tetraedrin
siwutahkot ovat tangenttitasoja.)

Ratkaisu. Olkoon tetraedri ABC'D. Kukin tetraedrin sarmistd on erddn diedrin sdrma.
Olkoon esimerkiksi ZPQR, Q € AB, AB-sdrmaisen diedrin diedrikulma ja QQ’ tdmén
kulman puolittaja tasossa PQR. Suoran AB ja puolisuora Q@' mairittdmén puolitason
pisteiden S kohtisuorat projektiot S’ ja S” tasoilla ABC ja ABD ovat yhta etaalla S:sta.
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Jokainen sanotun tason piste keskipisteena voidaan piirtdd pallo, jonka tangenttitasoja
ovat ABC ja ABD. Vastaavalla tavalla l0ydetdaan puolitaso, joka ”puolittaa” diedrin,
jonka siarmé on AC. Tasojen leikkaussuora a kulkee pisteen A kautta ja jokainen sen
piste keskipisteena voidaan piirtaé pallo, jonka tangenttitasoja ovat ABC, ABD ja ACD.
Tarkastellaan sitten sitd puolitasoa, joka ”puolittaa” diedrin, jonka sarmé on BC'. Suora a
leikkaa tason pisteessa I, jonka kohtisuorat projektiot kaikille tetraedrin sivutahkoille ovat
yvhta pitkat. Se kelpaa tetraedrin sisdan piirretyn pallon keskipisteeksi.

114. Esita monitahokas, joka ei ole mitaan edelld kasiteltya viitta tyyppida, mutta jonka
katkki stvutahkot ovat tasasivuisia kolmioita.

Ratkaisu. Liimataan kaksi sdannollista tetraedria toisiinsa yhta sivutahkoa pitkin. Saa-
daan kuusitahokas, jolla on viisi karkea ja yhdeksian sarmaa. Kolmessa karjessa yhtyy
nelja sdrméaa ja kahdessa kolme.

115. Mddrita sdanndllisen tetraedrin ristikkdisten sdirmien etdisyys toisistaan. (Ristik-
kdisten suorien etdisyys on molempia suoria vastaan kohtisuoran ja molempia suoria yh-
distdvin janan pituus.)

Ratkaisu. Olkoon sadnnéllisen tetraedrin ABCD sdrmén pituus 1. Olkoon E sirméan
AB keskipiste. Koska DE1AB ja CE1LAB, AB1DCFE. Tasakylkisen kolmion ECD
korkeusjana E'F' on kohtisuorassa DC':ta vastaan ja F' on C'D:n keskipiste. Siis FF' | AB,

3

EF1DC. Pythagoraan lauseen nojalla EC? = BC? — EB? = 1 ja EF? = EC? - CF? =
1 1
—. Kysytty etaisyys on siis —.

2 V2

116. Kuperan monitahokkaan kaikki sivutahkot ovat kolmioita. Osoita, ettd sivutahkojen
lukumddra on aina parillinen.

Ratkaisu. Kutakin tahkoa ymparoi kolme sarméad, mutta jokainen sdrma kuuluu tasan

kahteen sivutahkoon. Siis e = 53. Koska e on kokonaisluku, s:n on oltava parillinen.

117. Kolmion ABC kulmavaje 6(ABC) on luku 180°— kolmion kulmasumma. Olkoon D
sivun BC' piste. Osoita, etti 6(ABC) = 6(ABD) + 6(ADC).

Ratkaisu. Kulmat ZADB ja ZADC ovat vieruskulmia ja Z(CAB) = Z(CAD)+/Z(DAB).
Siis §(ABC) = 180° — (L(ABC) + £(BCA) + Z(CAB)) = 360° — (£L(ABC) + Z(BCA) +
L(CAD)+ Z(DAB)+ Z(ADB)+ Z(ADC)) = 180° — (L(ABD)+ Z(BDA)+ Z(DAB)) +
180° — (L(ADC) + Z(DCA) + Z(CAD)) = 6(ABD) + 6(ADC).

118. Osoita, ettd hyperbolisessa ja elliptisessa geometriassa kaksi kolmiota, joilla on samat
kulmat, ovat yhtenevid. Opastus: kdyta hyviksi edellisen tehtdvan tulosta.

Ratkaisu. Olkoot ABC ja A’B’C’ kaksi kolmiota, joiden kulmat ovat samat. Voidaan
olettaa, ettd A = A’ ja ettd B’ on puolisuoralla AB ja C’ puolisuoralla AC. Jos nyt
esimerkiksi C on janalla AC’ ja B’ on janalla AB, niin BC ja B’C’ leikkaavat. Olkoon
leikkauspiste D. Kolmioissa DB’'B ja DC’'C on kummassakin kulma ja toisen kulman
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vieruskulma yhté suuret. Tamé& on mahdotonta. Siis (esimerkiksi) myos B on janalla AB'.
Mutta nyt kolmion 6(AB'C") = §(ABC) + §(CBC") + 6(BB’C"). Tami on mahdotonta,
koska §(CBC") ja §(BB’C") ovat joko molemmat negatiivisia (hyperbolinen tapaus) tai
molemmat positiivisia (elliptinen tapaus).

119. Olkoon ABCD nelikulmio, jossa kulmat ZA, /B ja ZD ovat suoria®. Osoita, ettd
kulma £C on teravd, suora tai tylppd sen mukaan, vallitseeko geometriassa terdvdn, suoran
vai tylpdn kulman hypoteesi. Opastus: peilaa suorasssa AD.

Ratkaisu. Kun nelikulmio peilataan suorassa AB saadaan Saccherin nelikulmio ja viite
seuraa suoraan maaritelmista.

120. Esimerkkind epdeuklidisesta geometriasta esitetaan usein palloa. Tdssd geometriassa
suoria ovat pallon isoympyrdt. Mitkd muut aksioomat kuin paralleeliaksiooma eivdt pdade
tallaisessa mallissa?

Ratkaisu. Aksiooma 1 ei pdde: kahden pallon halkaisijan patepisteen kautta voidaan
asettaa darettoméan monta eri "suoraa”. Aksiooma 5 ei pade: jokaisesta kolmesta ”suoran”
pisteesté yksi on kahden muun vélissid. (Aksiooma pétee, jos ”vilissd” madritellaén niin,
ettd ”jana” tulee olemaan puoliympyraa lyhempi kaari. Talloin kuitenkin tulee ongelmaa
aksiooman 4 suhteen.

121. Totea, ettd Poincarén geometriassa jokaisen kulman aukeamassa on suoria (jotka
ewdt leikkaa kulman kylkic).

Ratkaisu. Kulman aukeamaa rajoittaa kaksi toisensa leikkaavaa, I':aa vastaan kohtisuoraa
ympyrankaarta I'y ja I's. Jos ne leikkaavat I':n pisteissi A ja B, loytyy sellaisia [:aa
vastaan kohtisuoria ympyroita, jotka leikkaavat I''n kaaren AD pisteissd C ja D ja jotka
eivat leikkaa I'y:ta eika I's:ta.

122. Osoita, etta kaikilla o < 60° Poincarén geometriassa on tasasivuisia kolmioita, joiden
kulmat ovat a:n suuruisia.

Ratkaisu. Piirretdan puolisuorat OA ja OB niin, etta

/ZAOB = a ja OA =2 OB. Piirretaan janat AD ja BD

niin, ettd ZOAD = o = ZOBD. Piirretaan ympyra

I'1, jonka tangentit ovat suorat AD ja BD), sivuamis- c
pisteet A ja B. (Ympyréan keskipiste C' on AD:t4 ja D

BD:ta vastaan kohtisuorien A:han ja B:hen piirretty- o A s
jen suorien leikkauspiste.) Piirretddn téille ympyrélle
tangentit OF ja OF'. O-keskinen ympyra I's, joka kul-

kee E':n ja F:n kautta, on kohtisuorassa I'y:ta vastaan.
Ympyra 'y kelpaa Poincarén mallin perusympyraksi,

tai kuvio voidaan sopivalla homotetialla kuvata niin, ettd I';:n kuva on I'. — Kolmion
ABC tasasivuisuus seuraa tehtdvan 125 tuloksesta. Toinen tapa on muodostaa P-tason

L Tillaista nelikulmiota kutsutaan Lambertin nelikulmioksi
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peilaus, joka vaihtaa O:n ja A:n. P-janan AB kuva A’B’ = OB’ tulee olemaan I':n eraalla
halkaisijalla, ja kaksoissuhteen sdilymisen nojalla B:n kuva B’ tulee olemaan yhta etaalla
I':n keskipisteesta O = A’ kuin B:kin. Tésté seuraa AB = A’'B’ = OB.

123. Osoita, ettd jos o+ 3+ v < 180°, nitn Poincarén geometriassa on kolmio, jonka
kulmat ovat o, B ja .

Ratkaisu. Muodostetaan taas kulma ZAOB = «. Piirretddn suora AD niin, etta
ZOAD = (. Piirretddn ympyra 'y, jonka tangentti on AD. Piirretdan talle ympyrélle
tangentti, joka muodostaa kulman v suoran OB kanssa. Olkoon sivuomispiste C'. Piirre-
tadn puolisuora AC; se leikkaa OB:n pisteesid E. Tehddan A-keskinen homotetiakuvaus,
jossa C':n kuva on E. Ympyran I'y kuva I'} leikkaa nyt O A:n kulmassa (3 ja O B:n kulmassa
~. Samoin kuin edelisen tehtavan ratkaisussa konstruoidaan O-keskinen ympyra I's, joka
leikkaa I"}:n kohtisuorasti, ja homotetia, joka kuvaa I'y:n I':ksi.

124. Paperilla on piste A ja kaksi suoraa, joiden leikkauspiste O on paperin (ja kenties
poyddan reunankin) ulkopuolella. Piirrd A:n kautta suora, joka (jatkettuna) kulkee O:n
kautta. Opastus: Desarguesin lause!

Ratkaisu. Olkoot tehtavéassa annetut suorat b ja c. Valitaan b:lta piste B ja c:lta piste C
niin, ettd ABC on kolmio. Valitaan viela b:1ta piste F ja c:lta piste F', niin ettd suora EF
leikkaa suoran BC' pisteessd P. Valitaan suoralta AB piste ). Leikatkoot QP ja suora
AC pisteessd R. Piirretaan suorat QF ja RF. Ne leikkaavat toisensa pisteessd D. Nyt
ABC ja DEF ovat kolmioita, joiden sivujen kautta kulkevien suorien leikkauspisteet P,
Q@ ja R ovat samalla suoralla. Desarguesin lauseen mukaan BFE eli b, CF eli ¢ ja suora AD
leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

125. Olkoon [A, B, C, D] = k. Osoita, ettd

B, A, D,C]=[C, D, A, B|]=[D, C, B, A] = k

Ratkaisu. Suoralla on suunnistus, joten AB = —BA. Maéaritelman mukaan

BD-AC CA-DB _ (—AC)-(-BD)

k, [C,D, A, B] = = =k

(B, A, D, C] =

BC-AD CBDA  (—BC)-(—AD)
ja
DB-CA
[D, C,B,A]—m—k.

126. Olkoon [A, B, C, D] = k. Osoita, eltd

1
A, B,D.Cl=~ ja [AC.B D=1~k
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Ratkaisu. AD - BD 1
A B.D.Cl=358D " &
Muotoillaan lausekkeen AB-CD
4,6 B, Dl = 4555

osoittajaa:

AB-CD = AB-CD + BC - (BC +CD — BD)
= AB-CD+ BC?+ BC-CD - BC-BD+ AB-BC — AB - BC
= (AB+ BC) - (BC+CD)—-BC-(AB+ BD)=AC-BD — BC - AD.

Jakolasku AD - CB:lld eli —(AD - BC):114 antaa véitteen.

127. Osoita, ettd [A, B, C, D] # 1.

Ratkaisu. Jos olisi [4, B, C, D] =1, olisi [A, C, B, D] = 1—1 = 0, mikd on mahdotonta,
kun A, B, C ja D ovat eri pisteita.

128. Pisteet A, B, C' ja D wvoidaan kirjoittaa jonoon 4! eri tavalla. Montako eri arvoa voi
olla pisteistd muodostetulla kaksoissuhteella?

Ratkaisu. Tehtavan 132 perusteella sama arvo esiintyy ainakin neljalla eri permutaatiolla.

Mahdollisia arvoja on enintaan kuusi. Niita voi olla kuusi: olkoon esimerkiksi £ = 3. Silloin

1 1 1 1 1 k—1 2 k
E = g, ]_ —k' = —2, ﬂ = —5, — E = T = g ja m = 5 ovat kalkkl mathHiSia
pistejoukkoon {A, B, C, D} liittyvan kaksoissuhteen arvoja.

129. Millainen on harmoninen pisteisto silloin, kun yksi pisteistd on ideaalipiste?

A
Ratkaisu. Olkoon D = oco. Silloin [A, B, C, D] = B—g = —1 vain, kun C on janan AB

keskipiste.

130. Mitd muita arvoja kuin —1 voi harmonisen pisteiston (A, B, C, D) pisteistd muo-
dostetun jonon kaksoissuhde saada?
k

Ratkaisu. Kaksoissuhteen mahdolliset arvot ovat (tehtava 135) k, 1 — k&, -

k—1

e Kun k£ = —1, muita mahdollisia arvoja ovat 2 ja 3"

ja

)

T =
| =

131. Suorita harmonisen pisteiston (A, B, H, F) tdydentdminen tilanteessa, jossa tunne-
taan A, B ja janan AB ulkopuolinen piste F.

Ratkaisu. Voidaan menetella samoin kuin luennoissa esitellyssa tapauksessa. Valitaan E
suoran ABF ulkopuolelta. Piirretaén AE ja BE. Valitaan AE:1ta piste DPiirretdan DF.
Se leikkaa BE:n pisteessd C. Pirretadan DB ja AC. Ne leikkaavat toisensa pisteessa G.
Piirretdén EG. Se leikkaa AB:n pisteessi H. (A, B, H, F) on harmoninen pisteisto.
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132. Madritd kahden yhdensuuntaisen eripituisen janan keskipisteet pelkdlld viivoittimella.

Ratkaisu. Olkoot annetut janat AB ja C'D. Piirretdan suorat AD ja BC. Ne leikaavat
toisensa pisteessd E. Vastaavasti AC' ja BD leikkaavat pisteessa G. Suora EG leikkaa
AB:n pisteessd H ja C'D:n pisteessd I. Koska AB||CD, suorien AB ja C'D leikkauspiste
on darettomén kaukainen piste. Lauseen 9.3.1 nojalla (A, B, H, o) ja (D, C, I, c0) ovat
harmonisia pisteistoja. Tehtavan 136 perusteella H ja I ovat janojen AB ja CD keskipis-
teet.

133. Tunnetaan jana CD ja sen keskipiste I. Piirrd pelkalld viivoittimella pisteen A kautta
CD:n suuntainen suora.

Ratkaisu. Valitaan suoralta AD piste E. Piirretdan suorat AC ja EI. Ne leikkaavat
pisteessd, G. Piirretdan suorat DG ja EC. Ne leikkaavat pisteessd B. Jos suorat AB ja
DC leikkaisivat dérellisessé pistessd F', niin (D, C, I, F) olisi harmoninen pisteist6. Koska
I on janan C'D keskipiste, seuraisi harmonisen pisteiston kaksoissuhde-ehdosta C'F' = DF'.
Tama on mahdotonta. AB ja DC' ovat siis yhdensuuntaiset.





