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ALKUSANAT

Tamin viidennen painoksen kokonaissisdlté ja esitystapa on
sama kuin edellisten. Oppiaineksen jirjestystd on kuitenkin muu-
tettu siten, ettd oppikirjan kolme ensimméisti lukua nyt muodos-
tavat yhtendisen keskikoulun oppiméérin niiden uusien oppienni-
tysten mukaan, jotka opetusministeri6 on vahvistanut 24. 7. 58.
Niinpé on neljénteen lukuun siirretty verrannon muunnokset, yh-
densuuntaiset leikkaajat ja kolmioiden yhdenmuotoisuuslauseet,
jotka ennestédénkin kuuluivat vasta lukion kurssiin. Sen sijaan on
toiseen lukuun otettu aivan lyhyt yleisen yhdenmuotoisuuden
deskriptiivinen esitys. Samoin on timin luvun loppuun liitetty
keskikoulun kurssiin kuuluva tirkeimpien kappaleiden ja niiden
pinta-alojen ja tilavuuksien esittely, joten niiti kisittelevia kohtia
ei endd tarvitse poimia oppikirjan viimeisestid luvusta. Uudet op-
pienniitykset ovat aiheuttaneet oppikirjaan ainoastaan sen muu-
toksen, ettd toisen ja kolmannen luvun jérjestys on vaihdettu piin-
vastaiseksi.

Kuten edellisten painoksien alkusanoissa, haluan nytkin kiinnit-
td4 huomiota erindisiin tdmén oppikirjan sisdltéd ja esitystapaa
koskeviin seikkoihin ja lausua joitakin ajatuksia oppikirjan kiy-
tostd opetuksessa.

Oppikirjan ensimméinen luku rakentuu suurimmalta osalta ha-
vainnolle. On suoritettu vain aivan lyhyitd deduktiopéitelmis,
joista térkein koskee kolmion kulmien summaa. Erityinen huomio
on jo alusta ldhtien kiinnitetty yksinkertaisten ja perustavaa laa-
tua olevien piirtdmistehtidvien ratkaisemiseen erilaisia vélineitd
kiyttden. Ensimmaisen luvun lopussa esitetiddn kolmion konstruoi-
miset kolmesta tunnetusta osasta ldhtemilld, ja ratkaisujen tar-
kasteluista seuraavat sitten vilittomésti kolmioiden yhtenevyys-
lauseet, joiden todistukset Eukleideen hengessd tuottavat tunne-
tusti suuria vaikeuksia.

Oppilailla tulee olla piirtdmistd varten viivattomat vihot,
joihin he voinevat myos laskutehtévit suorittaa. Konstruktioteh-
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tédvisséd on kiinnitettdvi pddhuomio ratkaisun ymméirtdmiseen ja
oikeaan suorittamiseen. Sen sijaan mielestidni ei ole vield ensim-
méiisend ja tuskin toisenakaa oppivuotena yleensd wvaadittava
ratkaisun yhtdjaksoista selittdmistd ja todistamista. Kirjallisissa
kokeissa riittd4, ettd oppilas itse piirroksella, ilman selityksii, sel-
visti osoittaa, kuinka hin on annetun konstruktiotehtidvin rat-
kaissut.

Toisessa luvussa kisitelldén pituuksien, pinta-alojen, tilavuuk-
sien ja kulmien laskemista. Vaikkakin neliéjuuren kisite ja laske-
minen tulee algebrassa esille vasta keskikoulun viimeiselld Iuokalla,
olen katsonut olevan paikallaan ottaa nelidjuuren késitteen alusta-
vasti puheeksi tdssd luvussa, koska sithen tulee luonnollinen tarve
méasrittiessi tiettyd suuruutta olevan nelién sivua ja kiytettiessa
Pythagoraan lausetta suorakulmaisen kolmion sivun laskemiseen.
Téasté ei koidu oppilaille mitdin vaikeuksia, kun tyydytdian méaa-
rddamésn nelisjuuren likiarvo kokeilemalla ja oppikirjan lopussa
olevasta taulukosta. Tdhidn lukuun kuuluvien trigonometristen
laskujen suorittamista varten on oppikirjassa liitteend kolmidesi-
maalinen trigonometrinen taulukko, josta saadaan suoraan 0,1°
tarkkuudella ilmaistujen kulmien trigonometristen funktioiden
arvot. Taulukko voidaan irroittaa kirjasta, jos kokeita silmé&lld
pitden katsotaan tarpeelliseksi.l

Deduktion jarjestelmillinen kiytté todistuksissa aloitetaan op-
pikirjan kolmannen luvun alusta. Kun oppilaat t#lléin aluksi jou-
tuvat todistamaan havainnolleen selvid asioita, niin on heille eh-
dottomasti selitettdvi téllaisen opetuksen tarkoitus. On huomau-
tettava, ettd tarkoitus on kehittd4 heit# ajattelemaan jarjestelmél-
lisesti ja tekeméin oikeita johtop&a#toksis, koska tamaé taito on tir-
keéitd ei vain uusien matemaattisten totuuksien esille saamiseksi,
vaan my6s kunkin ihmisen kidytdnnéllisessé eldmaéssé, joutuipa hin
mille alalle tahansa. On véirin uskotella oppilaille, etti esim. en-
simmdéinen lause »suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhtdsuuret»
todistetaan siksi, ettd sen oikeudesta ei voida olla muutoin var-
moja.

Deduktion jirjestelmillisen kidytén aloittaminen suunnikkaita
koskevilla lauseilla on sopivaa ennen kaikkea siksi, ettd t4lloin op-
pilas joutuu aluksi tekemisiin helppojen ja lyhyiden todistusten
kanssa, siis pédinvastoin kuin Eukleideen jidrjestelméissd.Vaikkakin
puheena oleva kolmas luku tulee esille vasta keskikoulun viimei-

1 Samanlainen taulukko on saatavissa erikseenkin: Eero Vesterinen,
Kolminumeroiset trigonometriset taulukot,
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selld luokalla, niin kokemus néyttdd, ettd todistusten yhtdjaksoi-
nen suorittaminen tuottaa vield monelle suuria vaikeuksia siitd
huolimatta, ettid oppilas ymmaértidd asianomaisen todistuksen. Jot-
ta viltyttéisiin epéterveeltd todistusten ulkoaluvulta, on mieles-
téni vield tilld asteella kiinnitettdvid pddhuomio todistusten ym-
miértdmiseen, joskin samalla on tietysti pidettdvd huolta my6s
todistuksen muodollisen esitystavan kehittidmisestd.

Lukion kurssi alkaa neljidnnestd luvusta, joka sisdltdd tasogeo-
metrian tdydennyksen. Luvun alussa todistetaan kaikki kolmioi-
den yhdenmuotoisuuslauseet saman yksinkertaisen periaatteen
mukaisesti ja néihin lauseisiin nojaten esitetddn sitten Iyhyesti
yleinen yhdenmuotoisuusoppi. Niin tulee jélkeenpidin luoduksi
jarjestelmdllinen perusta trigonometrisille funktioille ja ympyrin-
mitannolle, joiden kisittely edellisessd luvussa perustui yhden-
muotoisuuden deskriptiiviseen esitykseen.

Viides luku kisittdsd suorien ja tasojen keskindisid asentoja kos-
kevan systemaattisen esityksen. Todistettavat lauseet on pyritty
ryhmittdméén Iuonnolliseen jdrjestykseensd, samalla kuin on koe-
tettu supistaa niiden lukumédrida mahdollisuuksien mukaan. Kon-
struktiotehtédvien ratkaisemista ei ole pyritty palauttamaan har-
pilla ja viivoittimella tasoon piirtdmiseen. Niinp4d on suoran nor-
maalitason ja tason normaalin asettaminen suoritettu kahden kul-
maviivoittimen avulla, mika vastaa todellista kdytint6sa. Néin on
tullut myés mahdolliseksi esittéid ndmé konstruktiot luonnollisessa
yvhteydessd tason normaalin méiritelmin ja normaalia koskevan
peruslauseen kanssa. Avaruuskuvioita piirrettdessd on yleensi
kaytetty vinoa yhdensuuntaisprojektiota. Tédstd helposta ja geo-
metriassa kiytettiviksi sopivimmasta kuvaamiskeinosta on oppi-
kirjassa lyhyt esitys.

Cppikirjan viimeisessd luvussa jatketaan kappaleiden pinta-
alojen ja tilavuuksien kisittelyd. Jo keskikoulun kurssissa, toi-
sessa luvussa, lierié- eli sylinterikésite esitetidn yleisessd mie-
lessd, niin ettd pohjana voi olla mielivaltaisen umpinaisen viivan
rajoittama alue, jolloin ympyrilierié ja sdrmio ovat lierién térkeitd
erikoistapauksia. Tillaisessa yleisesséd mielessi joudutaan lierid-
késitettd usein kdyttimidn jatko-opinnoissa ja muutenkin (vrt.
harj. teht. 480). Sité vastoin ei ole mink#édnlaista tarvetta kayttia
yleisti lieriokisitettd siind mielessi, ettd pohjan piiri on kokonai-
suudessaan kiyridviivainen, kuten usein nikee tehtévin. Vastaa-
vaa on sanottava yleisesti kartiokisitteestd.

Vinon lierién ja kartion tilavuuksia johdettaessa on nojauduttu
havainnollisesti perusteltuun »Cavalierin periaatteeseen», THIlE
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tavalla tulee asiain késittely huomattavasti yksinkertaisemmalksi
ja helppotajuisemmaksi kuin Eukleideen mallin mukaisessa muo-
dollista tdsmallisyyttd tavoittelevassa esityksessd. Samalla oppi-
laat joutuvat tutustumaan integraalilaskennassa kiytettyyn aja-
tustapaan.

Oppikirjan useimpiin pykéliin liittyy harjoitustehtavid. Mikéli
suinkin aikaa riittd4, on syytd ratkaista ne kaikki. Kertausharjoi-
tustehtivii, joita on toisen, kolmannen, neljinnen ja kuudennen
luvun lopussa, on niin runsaasti, etté ensi lukemisessa on parasta
kaydid 1dpi niistéd vain sopiva valikoima ja késitelld loput vasta
‘myodhemmin kertauksen yhteydessi tai jattdi ne oppilaiden oman
harrastuksen varaan. Kun uusien oppiennétyksien mukaan keski-
koulun viimeinen luokka kéytetdéin deduktion harjoitteluun (kol-
mas luku), niin on syyta t#lld luokalla lopuksi Iyhyesti kerrata kay-
tdnnon kannalta tdrked pituuksien, pinta-alojen, tilavuuksien ja
kulmien laskemista kisittelevd toinen luku. Téssé tarkoituksessa
on kolmannen luvun loppuun pantu myds toista lukua koskevia
kertausharjoitustehtévii (88 §), joiden joukkoon nyt on voitu ottaa
entistd vaativampiakin, kun oppilaat ovat tdlléin jo paremmin
tutustuneet nelisjuureen ja yht#lsiden ratkaisemiseen.

Tahdelld (*) on merkitty ne kohdat, jotka voidaan sivuuttaa
lukion matematiikan lyhyemmissd kurssissa, ja kahdella tdhdelld
kohdat, jotka eiviit ole pakollisia pitemméssidkédn kurssissa.

Helsingissd lokakuulla 1958
K. Vidisala
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ENSIMMAINEN LUKU

Peruskisitteitd ja -lauseita
Piirtamistehtavia

L. PISTE, SUORA VIIVA JA TASO

1 §. Geometriassa* tutkitaan pisteitd, viivoja, plnlO]a
ja kappaleita sek3 niiden muodostamia kuvioita.

Geometriset pisteet ajatellaan »ddrettéméin pieniksi».
Niitd kuvataan havainnollisesti tavallisella pisteells (-),
pienelld renkaalla (o) tai ristilld (x). Viivalla olevaa pis-
tettd kuvataan usein lyhyelld poikkiviivalla (kuv. 1).
Pisteiden nimind kiytetdsin isoja kirjaimia 4, B, C,...

Geometriset viivat ajatellaan #érettomén ohuiksi.Vii-
vaa voidaan pitdd Adrettomén tihefissd olevien perik-
kdisten pisteiden muodostamana. Havainnollisen, joskin
karkean kuvan tisti ajatustavasta saamme helminau-
hasta, jossa helmet kuvaavat pisteitd ja helminauha koko-
naisuudessaan pisteiden muodostamaa viivaa. Puhutaan
myds liikkeessd olevan pisteen muodostamasta viivasta,
Téllgin ajatellaan pisteen joka hetki jattavin jéljen itses-
ta4n (pisteen) ja tarkoitetaan niiden muodostamaa viivaa.
Niinpa kynalla paperille piirrettidessd kynin karki esittii
pistetta, jonka jattamat jaljet (pisteet) muodostavat viivan.

1 yGeometria» on kreikankielisests sanasta muodostettu ja merk1tsee
rmaanmitiausy. Tillaisesta kiytinnollisesti tarkmtusperasta ovat geomet-
rian kehittineet varsinaiseksi tieteeksi egyptilsiset ja kreikkalaiset, joista
viimeksi mainituista on ennen kaikkea mainittava Eukleides (n. 800 e. Kr. )
Hinen kirjoittamansa »4lkeed oli vield viime vuosisadalla geometrlan oppl-
kirjana meidiinkin maamme oppikouluissa.

1 — Viisild, Geometria



2 8. Yksinkertaisin viivoista on suora viiva. Molem-
piin suuntiin rajattomasti jatketuksi ajateltua suoraa vii-
vaa sanotaan suoraksi.! Havaintomme mukaan kahden
pisteen kauita voidaan piirtid vainyksi suora, joten kah-
della eri suoralla voi olla enintdidn yksi yhteinen piste.

Suoraa nimitetddn kahden silld olevan pisteen mukaan
(»suora AB», kuv. 1) tai suoralle merkityn pienen kirjai-
men mukaan (»suora b, kuv. 2).

A B {

[ [l s

' Kuv. 1. Kuv. 2.

Pisteestd alkavaa, toiseen suuntaan rajattomasti jatke-
tuksi ajateltua suoraa viivaa sanotaan puolisuoraksi.
Mainittu piste on puolisuoran alkupiste. Puolisuoraa nimi-
tetddn alkupisteen ja puolisuoralle merkityn kirjaimen
mukaan (»puolisuora AB», kuv. 3).

A B
—
Kuv. 8.

Kahden pisteen vilistd suoraa viivaa sanotaan janaksi.
Mainitut pisteet ovat janan pddtepisteet. Janaa nimitetésin
péitepisteiden mukaan (»ana AB»y, kuv. 4) tai janalle
merkityn pienen kirjaimen mukaan (»ana a», kuv. 5).

A 8 L a

— - | —

Kuv. 4. ‘ Kuv. 5.

Kun piste liikkuu »suoraviivaisestis pisteestd A pistee-
seen B, niin se muodostaa janan AB. Tilléin voidaan A:ta
nimittdd janan alkupisteeksi ja B:td loppupisteeksi.

Harj.teht.: 1) Paperista on taittamalla valmistettava viivoitin.

2) Kuinka voidaan tutkia, onko laudan sirmi suora a) katsomalla,
b) ohutta nuoraa kiyttimalla?

8) Piirrettivi viivoitinta kiiyttien kahden annetun pisteen kautta viiva.
Sitten on viivoitin k#snnettivi nurin sen sirmin ympéri, jota piirrettiesss
kéytettiin, ja uudestaan piirrettivi viiva samojen pisteiden kautta ja samaa
viivoittimen reunaa kiyttien. — Yhtyiviatké molemmat viivat tiydelli-

sesti? Mits voidaan viivoittimen reunasta sanoa, jos a) viivat yhtyivit, b)
eivit yhtyneet?

1 ySuora» on tassi merkityksesss kiisitettiavi substantiiviksi.
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3 §. Kahta janaa verrataan suuruuden puolesta toi-
siinsa siirtdmalld janat piallekkiin siten, ettd toiset padte-
pisteet yhtyvat. Jos télléin toisetkin piitepisteet yhty-
vét, niin janoja sanotaan yhfdsuuriksi. Muussa tapauk-
sessa sanotaan sitd janaa pienemmdksi, jonka toinen paite-
piste joutuu toiselle janalle.2

Janojen summalla tarkoitetaan janaa, jonka yhteenlas-
kettavat janat yhdessd muodostavat, kun ne asetetaan
jollekin suoralle vélittémésti perdtysten. Janojen vihen-
tdminen samoinkuin niiden kertominen ja jakaminen
luvulla masritelldsin samalla tavalla kuin laskennossa vas-
taavat laskutoimitukset lukujen suhteen. Esitettyyn sum-
man médritelméadn nojautuen voidaan nidmikin laskutoi-
mitukset sitten suorittaa.

Kun jana mitataan jollakin mitalla eli yksikolld (esim.
1 mm, 1 em jne.), niin lukua, joka ilmoittaa, montako ker-
taa mitta siséltyy janaan, sanotaan mittaluvuksi. Jos esim.
mitta on 1 cm ja mittaluku 5, niin janan pituus eli suuruus
on § cm. Kun janoilla suoritetaan edelld mainittuja lasku-
toimituksia, niin tuloksen mittaluku saadaan suoritta-
malla janojen mittaluvuilla ko. laskutoimitukset.

Pisteiden A ja B vdlilld eli A:m etdisyydelli pisteesti B
tarkoitetaan janan AB pituutta. Kahden pisteen vilinen
jana on lyhyempi kuin kaikki muut pisteitd yhdistdvit viivat.

1 Yleensi tasaiselle pinnalle piirretyn kuvion siirto toiseen paikkaan voi-
daan toimittaa kopioimalla kuvio ensin lipinikyville paperille ja siirti-
méllé kopio sitten asianomaiseen paikkaan. Jos kuvio on paperille piirretty,
niin siirto voidaan suorittaa myos leikkaamalla kuvio irti. Erikoisesti janan
siirto voidaan suorittaa kiyttamilli siirtimisvalineeni joko paperin reunaa,
johon merkitisin janan piitepisteet, tai harppia, jonka kirkien viliin jana
»otetaany.

2 Jos a ja b merkitseviit kahta lukua, janaa jne., niin kiiytetién seuraavia
merkintoja:

a > b, luettava: ¢ (on) suurempi kuin b,

a<b, » » » pienempi » »

a=b, » » » suurempi tai pienempi kuin b,
a=b, » »oo» » » yhtésauri » »
a<b, » » » Dpienempi » » »
a* b, » erisuuri kuin b.
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Harj.teht,; 4) Piirrettavi viivattomalle paperille kauas toisistaan kaks1
silmimairin yhtisuurta janaa ja tutkittava yhtisuuruuden méiritelméén
nojautuen, ovatko ne todellakin yhtésuuret (ks. alimuist. 1 siv. 3). Sen jil-
keen on sama tutkimus suoritettava mittaamalla (mm-mitalla) molempien
janojen pituudet ja vertaamalla saatuja mittalukuja.

5) Piirrettivi kolme mielivaltaista janaa @, b ja ¢ (ei samalle suoralle) ja
muodostettava niiden summa a-b-¢. Sen jilkeen on sama summa muo-
dostettava mittaamalla ensin janojen @, b ja ¢ pituudet ja laskemalla ne
yhteen seki piirtimalld sitten jana, jolla on summan esittimé pituus. Ver-
rattava niin kahdella tavalla saatuja tuloksia.

6) Minkilaista janaa tarkoitetaan kahden janan erotuksella? Piirrettéva
kaksi mielivaltaista janaa a ja b (¢ > b) ja muodostettava erotus a—b.
Sen jilkeen on erotus muodostettava kiyttaméalld mittaamista apuna, kuten
edellisen tehtivin jilkimmiisessi osassa.

7) Minkilaista janaa tarkoitetaan tulolla a) 4 - a, b) n - @, kun a on jokin
tunnettu jana ja n kokonaisluku? Muodostettava sitten tulo 4 - @ a) kiyt-
tamitti mittaamista, f) mittaamalla ensin a:n pituus ja laskemalla sitten
janan 4 - a pituus ja piirtamalld lopuksi jana, jolla on timé pituus.

8) Minkilaista janaa tarkoitetaan osamiérilli a)a:8,b)a : n, kun a on
jokin tunnettu jana ja n kokonaistuku (== 0)? Muodostettava sitten osa-
miirs a:8 o) kiyttamitti mittaamista (kokeilemalla), §) mittaamalla
ensin a:n pituus ja laskemalla sitten janan @ :8 pituus ja piirtiméllé lopuksi
jana, jolla on timi pituus.

4 §. Kaikkiin suuntiin rajoittamattomaksi ajateltua
tasaista pintaa sanotaan tasoksi. Havaintomme mukaan
kolmen pisteen kautta, jotka eivdt ole samalla suoralla, voi-
daan asettaa vain yksi taso. Kolmen pisteen kautta, jotka
ovat samalla suoralla, sitd vastoin voidaan asettaa #daret-
tomin monta tasoa, ja ne sisiltavit mainitun suoran koko-
naan. ‘

Taso sisdltdd kokonaan jokaisen suoran, jonka kanssa silld
on kaksi yhleistd pistettd. Millién muulla pinnalla ei ole
tatd ominaisuutta. ‘

On huomattava, ettd jokainen
suoran piste jakaa suoran kahteen puolisuoraan,
tason suora » tason »  puolitasoon,
(avaruuden) taso » avaruuden »  puoliavaruuteen.

Geometria jaetaan kahteen osaan: fasogeomeiriaan ja
avaruusgeometriaan. Edellisessd tutkitaan kuvioita, jotka
ovat kokonaan samassa tasossa, ja jalkimméisessé kuvioita,
joilla ei ole tdAtd ominaisuutta. Téssé oppikirjassa kolme

5

ensimmdistd lukua muodostavat tasogeometrian, joten
ndisséd luvuissa kaikkien kuvioiden ajatellaan kulloinkin ole-
van samassa tasossa, vaikka siitd ei erikoisesti mainitakaan.t

II. YMPYRA

5 §. Yksinkertaisin ja térkein kdyristd viivoista. on
ympyrdviiva. Kun ajattelemme sen piirtdmistd harpilla,
niin voimme sanoa, ettd ympyriviivan muodostaa piste,
kun se kiertds toisen pisteen, keskipisteen ympéri, pysyen
koko ajan samalla etdisyydelld siitd. Ympyraviivan rajoit-
tamaa tason osaa sanotaan ympyrdksi. Silloin kun ei ole
pelattivissd sekaannusta, sanotaan itse ympyriviivaakin
ympyridksi. Ympyrdviivaa nimitetdsin myds ympyrin
kehdksi. Kukin kehén pisteen ja keskipisteen vilinen jana
on ympyrin sdde. Kaikki ympyrin séteet ovat siis yhté-
suuria.

Ympyréaé nimitetdin tavallisesti keskipisteenséd mukaan.
Niinpé kuviossa 8 olevaa ympyrii, jonka keskipiste on
O ja sdde = r, sanotaan »ympyriksi O». o

Kahden, ympyrin kehélld olevan pisteen (4 ja B, kuv.
6) yhdistysjanaa (AB) sanotaan jdnteeksi. Keskipisteen
kautta kulkeva janne (CD, kuv. 6) on nimeltidn halkai-
sija. Siis halkaisija = 2Xséde.

Kuv. 6. Kuv. 7. . Kuv. 8.

1 Harjoitustehtivien yhteydessi teemme kuitenkin joskus viittauksia
avaruusgeometriaan. .



Jinne (AB, kuv. 7) jakaa ympyrin kahteen segmeni-
tiin. Niitd sanotaan puoliympyroiksi, jos janteend on hal-
kaisija. Kaksisédettd (OA ja OB, kuv. 8) jakaa taas ympy-
rin kahteen sekforiin. .

Kaksi ympyrin kehén pistettd jakaa sen kahteen kaa-
reen. Esimerkiksi kuviossa 6 jakavat pisteet A ja B ympy-
rin kehéin kaariin AEB ja AFB. Kaarta nimitetdén myos
pelkkien pddtepisteiden (A ja B) mukaan (vkaari ABb),
jos ei ole episelvyyttd siitd, kumpaako ko. kahdesta kaa-
resta tarkoitetaan.

Harj.teht.: 9) Voimme siis sanoa, etti ympyréviivan, jonka keskipiste
on O ja side = r, muodostavat kaikki ne pisteet, joiden etiisyys O:sta
= r (vrt. 1 §). Talldin edellytetisin 4 §:n lopussa kertakaikkiaan tehdyn
sopimuksen miukaisesti, ettd kaikki tarkastellut pisteet ovat samassa ta-
sossa. Jos emime tee tiati rajoitusta, vaan otamme huomioon kaikki avaruu-
den pisteet, niin mink&laisen p in n a n silloin muodostavat kaikki ne pis-
teet, joiden etiisyys O:sta = r?

10) Piirrettivi paperille jokin jana a ja piste O. Sitten on piirrettivi
ympyrd O keskipisteend ja »a siteends (side = a).

11) Merkittivs paperille kaksi pistettda O ja A4 ja piirrettivi sitten O
keskipisteeni ympyriviiva, joka kulkee 4:n kautta.

12) Piirrettivi ympyrd, jonka halkaisija = 7,6 cm.

13) Minkélainen jinne ympyrissi on suurin?

14) Voiko sektori olla joskus segmentti?

6 §. Tehtdvia: Ympyrdn (O, kuv. 9) kehdlld olevasta pis-

teestd (P) lihtien on piirrettdvd jdnne, joka = annettu jana (c).

s __ Ratkaisu: Piirretdan P keskipis-

teend ja jana ¢ siteend ympyraviiva.

Jos tdmi kohtaa annetun ympyrén

O kehiin pisteessd R, niin jana PR on
(piirrettaviksi) vaadittu jénne.

R Tarkastelu:* Tehtivd on mahdol-

> linen silloin, kun ¢ < annetun ym-

pyrin halkaisija. Voidaan piirtda

Kuv. 9.

1 Kun annettu piirtimistehtivi on ratkaistu, niin tavallisesti liitetdin
perddn starkastelwr, jossa tutkitaan, milloin tehtéivd on mahdollinen rat-
kaista ja montako ratkaisutulosta saadaan eri tapauksissa,
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ka%{si jéin.nettéi, kuten kuviossa 9, jos ¢ < halkaisija, ja
vain yksi jédnne (halkaisija), jos ¢ = halkaisija.

Harj.teht.: 15) Piirrettiivi ensin ympyri, jonka side = 8 ¢m, ja sitten

jostakin sen kehilli olevasta pisteesti Iihtien janteet, joi "
ovat 2, 4 ja 6 cm. ] , joiden pituudet

”7 §. Jos ympyriviivaa kierretéisn keskipisteen ympéri,
niin sen uusi asento yhtyy entiseen. Samoin jos toinen
kahdesta samanséteisestd ympyriviivasta asetetaan toisen
paalle siten, ettd keskipisteet yhtyvit, niin ympyraviivat
yhtyvit tdydellisesti. Téihéin ominaisuuteen nojautuen
voidaan samansédteisten kaarien suuruuden ver-
tailu suorittaa samalla tavalla kuin janojen (3 §). Verrat-
tavat kaaret asetetaan péallekkiin siten, ettd toiset paate-
pisteet yhtyvét. Jos télldin toisetkin padtepisteet yhtyvit,
kaaria sanotaan ghidsuuriksi. Muussa tapauksessa sano-
taan sitd kaarta pienemmdksi, jonka toinen paitepiste jou-
tuu toiselle kaarelle. Kuviossa 10 on kaksi samansiteista
ympyrad. Kaari CD =
kaari AB, mutta kaari EF
< kaari AB. B8

Jos kuviossa 10 esiinty-

D

vt samansiteiset ja yhté- ¢

suuret kaaret AB ja CD F

asetetaan péillekkéin niin £ ‘
- ’ Kuv. 10.

ettd ne yhtyvit, niin myos
vastaavat, so. kaarien péaitepisteitd yhdistivat jinteet
yhtyvit ja ovat siis yhtdsuuret. Koska k#zntien, yhti-
suuria jénteitd ilmeisesti vastaavat yhtésuuret kaaret 3,
niin voidaan kirjoittaa

Lause: Samassa ympyrdssd ja samansdteisissd ympyroissd
vastaavat yhtdsuuria kaaria yhidsuuret jdnteet, ja kddntden:
yhtdsuuria jdnteitd vastaavat yhtdsuuret kaaret.

1 .C'n huomattava, ettd kutakin jéinnettd vastaa kaksi kaarta. Tavalli-
sesti tarkoitetaan jinnetti vastaavalla kaarella pienemp#id niisti.



Tamén lauseen jalkimmaiiseen osaan nojautuen voidaan
ratkaista ‘

Teht.: Ympyrdn (0, kuv. 11) kehdlld olevasta pisteestd
(P) lihtien on erotetfava tunnefun samansditeisen kaaren
(AB) suuruinen kaari.

Ratk.: Piirretdén ympyriviiva P keskipisteeni ja jinne
AB siteend. Jos se kohtaa
ympyrin O kehén pisteessi
R, niin kaari PR = kaari
AB, koska vastaavat jin-
teet ovat yhtésuuret.

Tark.: Tehtdva on aina
mahdollinen ja saadaan
kaksi ratkaisutulosta, kaa-
ret PR ja PR'.

Laskutoimitukset samanséteisilld kaarilla miéritellain
ja suoritetaan vastaavalla tavalla kuin janoilla (3 §).
Laskutoimituksia suoritettaessa tarpeellinen kaarien siir-
tely voidaan toimittaa kiyttden hyviksi edellisessa tehté-
vissé opittua menettelya.

Jos ympyrén kaari ajatellaan oikaistuksi, niin ndin syn-
tyneen janan pituutta sanotaan myos kaaren pituudeksi.
Taméin ajattelutavan kautta voidaan verrata toisiinsa
myoés erisdteisten kaarien pituuksia.

Harj.teht.: 16) On piirrettivi samasta ympyrin kehiin pisteesti alka-
via janteitd. Kuinka jinteen pituus ruppuu vastaavan kaaren pituu-
desta? Minkidlaista kaarta vastaa suurin jinne?

17) Mitd tarkoitetaan samansiteisten kaarien summalla (vrt. JanOJen
summan méiritelmis (8 §))?

18) Merkittiva samalle ympyriviivalle kaksi toisistaan erilléidn olevaa
kaarta @ ja b (@ > b). Sitten on piirrettévé kolme edellisen ympyrin kanssa
samansiiteisti ympyréviivaa sekd muodostettava yhdelld niistd « - b,
toisella a — b ja kolmannella 3 - a.

"Kuv. 11.

III. KULMA

8 §. Kahden samasta pisteestd alkavan puolisuoran
rajoittamaa tason osaa sanotaan kulmaksi. Kuviossa 12

9
esitetyn kulman rajoittavat eli niin- 8
kuin tavallisesti sanotaan, muodos-
tavat puolisuorat OA ja OB. Koska 0<T&
puolisuorat jakavat tason kahteen A

kulmaan, niin on merkiksi siithen kul- Kuv. 12.
maan, jota tarkoitetaan, piirretty O

keskipisteend pieni kaari. Piste O on nimeltidsin kulman
kdrki ja mainitut puolisuorat sen kylkid, edellinen (kérjesté
katsottuna) oikea kylki ja jalkimméiinen vasen kylki. »Kul-
man-sanaa merkitasn lyhyesti: A. Kuviossa 12 on AAOB.
Téssd merkinnéssd on huomattava kirjaimien jérjestyk-
seen niahden, etta keskimmaiseksi aina otetaan kulman kér-
ked merkitsevi kirjain. Jos ei ole syyté peléti sekaannusta,
niin merkitadn puheena olevaa kulmaa lyhyesti: AO.
Kulmaa merkitdéin myos sithen kirjoitetun pienen, usein
kreikkalaisen kirjaimen avulla: Ae.

Kulman AOB voidaan ajatella syntyvan my®ds siten, etté
puolisuora k#dntyy pisteen O ympiri asennosta OA asen-
toon OB siten, ettd se tulee »pyyhkineeksi» mainitun kul-
man. Téalléin voidaan sanoa puolisuoraa OA kulman
alkukyljeksi ja OB:ta loppukyljeksi.

9 §. Kahta kulmaa verrataan suuruuden puolesta toi-
siinsa siirtdméilla kulmat paillekkéin siten, etts toiset kyl-
jet yhtyvit. Jos tilloin toisetkin kyljet yhtyvit, kulmia
sanotaan yhtdsuuriksi. Muussa tapauksessa sanotaan sité
kulmaa pienemmdksi, jonka toinen kylki joutuu toiseen
kulmaan. Kuviossa 13 on kolme kulmaa, joista Ae = AB
ja Ae < Ay :

Kulmien summalla tarkoitetaan kulmaa, jonka yhteen-

Kuv. 13.
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laskettavat kulmat yhdessd muodostavat, kun ne asete-
taan vélittomasti vierekkdin niin, ettd kirkipisteet yhty-
viat. Kulmien véhentdminen samoinkuin niiden kertomi-
nen ja jakaminen luvulla méiéaritelliin samalla tavalla
kuin laskennossa vastaavat laskutoimitukset lukujen suh-
teen ja mniinkuin edelld jo olemme tehneet janoihin ja kaa-
riin n#hden.

Puolisuoraa, joka jakaa kulman kahteen yhtésuureen
osaan, sanotaan kulman puolittajaksi.

Harj.teht.: 19) Piirrettavi viivattomalle paperille kauas toisistaan kaksi

silmémairin yhtisuurta kulmaa ja tutkittava yhtidsuuruuden misritel-
méin nojautuen, ovatko ne todellakin yhtisuuret (ks. alimuist. 1 siv. 8).

20) Piirrettivia kaksi kulmaa a ja f (a > f) ja muodostettava sitten
a4 p,a—p ja d-a.

21) Piirrettivi lipinikyville paperille mielivaltainen kulma ja méa#rit-
tivi sitten sen puolittaja taittamalla paperi niin, ettid kyljet yhtyvit.

10 §. Jos kulman kyljet yhtyviat ja muodostavat siis
vain yhden puolisuoran, niin kulmaa sanotaan tdydeksi
kulmaksi* (kuv. 14 a). Jos taas kyljet yhdessi muodos-
tavat suoran, niin kulmaa sanotaan oikokulmaksi (kuv.
14 b). Oikokulman puolikas on nimeltdén suora kulma
(kuv. 14 c¢). Taysi kulma kasittdd siis koko tason, oiko-
kulma puolitason ja suorakulma neljénnestason.

£
Kuv. 14 a. Kuv. 14 b. Kuv. 14 c.

Suoran kulman piirtdmiseksi kéytetadn erikoisia vili-
neité, joista kuviossa 15 a esitetédén kirvesmiehen ja puu-
sepdn kayttdma ja kuvioissa 15 b ja c piirtdjien kayttamit
kulmaviivoittimet.

1 Toisiinsa yhtyvien kylkien voidaan katsoa rajoittavan myo6s toisen

kulman, johon ei kuulu muita pisteiti kuin itse kyljilli olevat. Titd kul-
maa voitaisiin sanoa nollakulmaksi.

Kuv. 15 a. Kuv. 15 b. Kuv. 15 e.

Kun kuviossa halutaan korostaa, etti jokin kulma on
suora, niin on tapana merkita sithen piirretyn pienen kaa-
ren sisdpuolelle piste (kuv. 14 c).

Kulmat jaetaan suuruuden puolesta kahteen luokkaan,
oikokulma rajana:

1) koverat kulmat, jotka < oikokulma (kuv. 16 a, b ja 14 c),
2) kuperat » » > » (kuv. 16 ¢ ja 14 a).

44
Kuv. 16 a. Kuv. 16 b. Kuv. 16 c.

Koverat kulmat jaetaan edelleen kahteen luokkaan,
suora kulma rajana:
1) terdvdt kulmat, jotka < suora kulma (kuv. 16 a),
2) tylpdt » » > »  (kuv. 16 b).
Terdvistii ja tylpistd kulmista kéytetddn yhteistd nimi-
tystd vino kulma.

11 §. Kulmaa, jonka kirki on ympyrin keskipisteessd,
sanotaan ympyrin keskuskulmaksi. Sitd kaarta, joka ym-
pyrin kehiista jad keskuskulmaan, sanotaan keskuskulmaa
vastaavaksi kaareksi, ja k#éantéen.

Kuviossa 17 on ympyréaén piirretty kaksi keskuskulmaa
AOB ja COD, joita vastaavat kaaret ovat AB ja CD.
Jos kaaret ovat yhtdsuuret, niin keskuskulmatkin ovat
yhtisuuret, silli voidaanhan télldin sektoria COD kier-
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tda keskipisteen ympéri niin, ettd kaari

CD yhtyy kaareen AB, jolloin myés kes-

kuskulmat yhtyvit ja ovat siis yhtésuu-

A ret. Jos kidantiden oletetaan, ettd keskus-

kulmat ovat yhtésuuret, niin voidaan vas-

Kuv. 17. taavalla tavalla padttad, ettd kaaretkin

ovat yhtasuuret. Koska samaan tulokseen

ilmeisesti tullaan siindkin tapauksessa, ettd keskuskulmat

ja kaaret ovat eri ympyroissd, kunhan ne vain ovat saman-
sateisié, niin voidaan kirjoittaa

>

Lause: Samassa ympyrdssd ja samansdleisissd ympy-
roissd vastaavat yhtdsuuria kaaria yhtdsuuret keskuskulmat,
ja kddntden: yhidsuuria keskuskulmia vastaavat yhtdsuuret
kaaret.

Tédmén lauseen edelliseen osaan nojautuen voidaan rat-
kaista harppia ja viivoitinta kiyttien

Teht.: Suoran (I, kuv. 18) viereen on silld olevaan
pisteeseen (P) piirrettdvd annetun kulman (0) suuruinen
kulma.

. Tehtavan sanonta tarkoittaa, ettd on piirrettiva kul-
man O suuruinen kulma, jonka kérki on pisteessd P ja
toinen kylki suoralla L

Ratk.: Piirretddn O ja P Kkeskipisteind samansiteiset

ympyréaviivat. Edellinen »leikatkoon» kulman O kylkii

s pisteissd A ja B ja jalkim-

o 2 méinen suoraa [ pisteessd

ﬁ I p/ic C. Erotetaan sitten C:sti

Kuv. 18, " lahtien kaaren AB pitui-

nen kaari CD (7 §, teht.).

Silloin edellisen lauseen mukaan ACPD = AAOB, joten
ACPD on vaadittu kulma.

Tark.: ?

Kun kulmia yhteenlaskettaessa ja vihennettiessi sa-
moin kuin niitd kokonaisluvulla kerrottaessa joudutaan
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asettamaan kulmia vierekkéin, niin silloin voidaan kiyt-
td4 hyviksi edellisessé tehtavissi esitettyéd keinoa.

Harj.teht.: 22) Harj.teht. 20 on ratkaistava kiyttimalli apuna harppla
kulmia vierekkiin aseteltaessa.

12 §. Jos ympyran kehd jaetaan 360:een yhtidsuureen
osaan, niin myds vastaavat keskuskulmat ovat yhtéisuuret
(ed. §, lause) ja siis tdyden kulman 360:s osia. Téllaista
pientd kaarta ja kulmaa sanotaan kumpaakin asteeksi (°).
Sitd kaytetddn vastaavasti kaarien ja kulmien mittana.
Edellisestd seuraa, ettd talloin kulman asteluku = vastaa-
van kaaren asteluku. Esim. kuviossa 17 esiintyvit keskus-
kulmat ja vastaavat kaaret ovat 45°. On syytd panna
muistiin, ettd

a) téysi kulma ja ympyrin kehd = 360°,
b) oikokulma ja puoliympyrin kaari = 180°,
c) suora kulma ja neljinnesympyrin kaari = 90°.

Kuviossa 15 b esitetyssd kulmaviivoittimessa ovat teri-
vit kulmat 30° ja 60° ja kuviossa 15 c esitetyssid ovat
molemmat terivit kulmat 45°.

Tarkoissa mittauksissa kdytetdan myos pienempid kul-
man ja kaaren mittayksikoitd, nimittdin minuufti (),
joka = g, astetta ja sekunti ("), joka = /¢ minuuttia.
Kasityksen siitd, kuinka pienid puheena olevat kulman
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mittayksikét ovat, saamme, kun huomautamme, ettd
esim. 1 cm pituista kaarta vastaava keskuskulma on
a) 1° jos side = noin 60 cm,
by 1, » » » 30 m,
c) 1”7, » » » 2 km.

Kulmien samoin kuin kaarien asteluku mitataan kiyt-
tamalla astelevyd, joka ja jonka kiyttd esitetdsin ku-
viossa 19. Kuten nihdasn, mitattava kulma AOB = 57°.

Kahta kulmaa (kaarta) sanotaan toistensa
a) eksplementtikulmiksi(-kaarikst), jos niiden summa=360°,
b) supplementti- » » » » » =180°,
¢) komplementti- » » > » » = 90°

I

Harj.teht.: 23) Paperipala on niin taitettava, ettdi syntyy a) oiko-
kulma, b) suora kulma, ¢) 45° kulma.

24) Montako astetta on kulma (kaari), joka on tiydesti kulmasta (ympy-
riin kehistd) a) 1/, b) g, ¢) Y4, d) 1/, €) 5/3,2

25) Miki osa tiydesti kulmasta (ympyrin kehistid) on kulma (kaari)
joka on a) 30° b) 45°, ¢) 60°, d) 185°, e) 200°?

26) Kuinka suuret ovat pohjoisen ja muiden pi#iilmansuuntien viliset
kulmat?

27) Kuinka suuren koveran kulman muodostavat kellon osoittimet, kun
kello on a) 1, b) 4.30, ¢) 6.15?

28) Piirrettivi kaksi erisiiteistsi, samaa keskuskulmaa vastaavaa kaarta.
Miti voidaan sanoa kaarien a) asteluvuista, b) pituuksista toisiinsa ver-
rattuina?

29) Mink4 rajojen vililld on a) teriivin, b) tylpin, c) koveran, d) kuperan
kulman asteluku?

80) Muutettava sekunneiksi 57° 15" 47",

81) Muutettava suuremmiksi laaduiksi 100 000”.

82) Kuinka suuren kulman kellon minuuttiosoitin kdintyy a) minuu-
tissa, b) sekunnissa, ¢) 85 minuutissa?

38) Piirrettivid umpimihkiin terdvi, tylppi ja kupera kulma ja mitat-
tava sitten astelevylli niiden asteluvut.

84) Astelevyid kiyttiden on piirrettivi kulmat, joiden asteluvut ovat:
25°, 45°, 72°, 90°, 138°, 241°, 826°.

85) Piirrettavi jokin tylppia kulma ja jaettava sitten se astelevyd apuna
kayttien a) kahteen, b) kolmeen yhtisuureen osaan.

86) Harj.teht. 20 on ratkaistava mittaamalla ensin kulmien o ja f§
asteluvut ja laskemalla kulmien o + f§, a — f ja 8+ a asteluvut ja piir-
timalld sitten vastaavat kulmat.

387) Kuinka suuret ovat seuraavien kulmien (kaarien) komplementti-,
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supplementti- ja eksplementtikulmat (-kaaret): a) 80°, b) 45°, ¢) 56° 87/,
d) 78° 09’ 16", e) a°?

88) Piirrettivd ensin umpimahkéin terivi, suora ja tylppa kulma ja

sitten mahdollisuuksien mukaan niiden komplementti-, supplementti- ja
eksplementtikulmat.

89) Minkd nimisilli kulmilla on olemassa a) komplementti-, b) supple-
mentti-, ¢) eksplementtikulma?

40) Mink& nimisii ovat toistensa suhteen kahden a) supplementtikul-
man, b) eksplementtikulman puoliskot?

41) Minké kulman a) komplementti-, b) supplementti-, c) eksplementti-
kulma on yhtisuuri kuin kulma itse?

IV. LEIKKAAVAT SUORAT — NORMAALIT

13 §. Jos kahdella suoralla on yksi yhteinen piste, niin
suorat leikkaavat toisiaan ko. pisteessi. Tilléin muo-
dostuu neljd koveraa kulmaa, joista vierekkiin olevia
sanotaan toistensa vieruskulmiksi ja vas-

takkain olevia toistensa ristikulmiksi. Ku- /
viossa 20 ovat esim. B ja p ristikulmia. B/
Kumpikin niistd on kulman e vierus- 8/y
kulma ja = 180° — e. Siis voidaan kir-

joittaa

_ . Kuv. 20.
Lause: Ristikulmat ovat yhidsuuret. o=

Harj.teht.: 42) Piirrettivi jokin kovera kulma ja sitten toinen sen kah-
desta vieruskulmasta.

43) Millainen on a) terdvin, b) tylpin kulman vieruskulma?

44) Viqn}.sku_lmat ovat aina supplementtikulmia, mutta supplementti-
kulmat eiviit aina ole vieruskulmia. Piirrettivi kaksi kulmaa, jotka ovat
supplementtikulmia, mutta eiviit vieruskulmia.

45) Kuinka suuria ovat a) 80°, b) 138° 52’ 02” kulman vieruskulmat ja
ristikulma?

. 416% Miké kulma on a) vieruskulmansa suuruinen, b) puolet vieruskulmas-
aan

47) Kuinka suuria ovat suoran kulman a) vieruskulmat, b) ristikulma?

14 §. Jos kahden toisiaan leikkaavan suoran a ja b
muodostamista kulmista yksikin on suora, niin ne kaikki
ovat suoria kulmia (kuv. 21). Suorien a ja b sanotaan
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b talloin olevan kohtisuorassa toisiaan vas-
taan. Myo0s sanotaan niitéd toistensa nor-
) fa maaleiksi. Kaytetadn merkintad: a { b.
Jos taas yksikin ko. kulmista on vino,
niin ne kaikki ovat vinoja. Suorien aja b
sanotaan silloin olevan vinossa toisiaan
Kuv. 21. vastaan (kuv. 20).
Teht.: Suoralla (I) fai sen ulkopuolella
olevan pisteen (P) kautta on piirrettdvd suoran normaali.
Ratk.: Tehtavi ratkaistaan mukavimmin viivoittimen
ja kulmaviivoittimen avulla seuraavasti (kuv. 22 a ia b.).
Asetetaan ensin viivoittimen reuna suoraa 1 pitkin ja
annetaan sitten kulmaviivoittimen suoran kulman toisen
kyljen liukua viivoittimen reunaa pitkin, kunnes suoran
kulman karki (kuv. 22 a) tai sen toinen kylki (kuv. 22 b)
kohtaa pisteen P, minké jilkeen tatd kylked Viivqittimena
kiyttien piirretdsn suora, joka silloin on vaadittu nor-
maali.

Kuv. 22 a. Kuv. 22 b.

Edellisen tehtivin ratkaisutavasta selviaa valittémasti:

Lause: Suoralla tai sen ulkopuolella olevan pisteen kautla
voidaan piirtdd vain yksi suoran normaali. 3

Suoran [ ulkopuolella olevasta pisteesta P suoralle piir-
retylla normaalilla tarkoitetaan usein myos sitd janaa PA,
joka varsinaisesta normaalista jai pisteen P ja suoran l
valiin (kuv. 23). A on nimeltddn normaalin kanitapiste.
Pisteen P etdisyydelld suorasta I samoinkuin suoran [
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n
P
A afe) B
! 1A ]
Kuv. 28. Kuv. 24,

efdisyydelld pisteestd P tarkoitetaan normaalin PA pi-
tuutta. Sitad sanotaan myés pisteen P ja suoran ! vliksi.
Janan (AB, kuv. 24) keskipisteen (0) kautta piirrettya
janan normaalia (n) sanotaan janan keskinormaaliksi.
Harj.teht.: 48) Piirrettivi 46 mm pituinen jana ja sitten kulmaviivoitti-
men avulla sen keskinormaali.

49) Piirrettivi suora ja sen ulkopuolelle jokin piste. Mitattava sitten
pisteen etdiisyys suorasta. Ohje: Piirretisin ensin pisteesti normaali.

50) Ympyrin kehd on jaettava neljisin yhtisuureen osaan. Ohje: Piir-
retidn kaksi kohtisuoraa halkaisijaa.

51) Jos ei rajoituta samaan tasoon, niinkuin 4 §:n lopussa tehdyn sopi-
muksen mukaan ylli olemme edellyttineet, vaan tarkastellaan kaikkia

avaruuden suoria, niin montako normaalia silloin voidaan asettas suoralls
olevan pisteen kautta? '

15 §. Koska toistensa vieruskulmien « ja B (kuv. 25)
summa = 180° niin niiden puoliskojen 4« ja 4§ summa
= 90°. Siis voidaan kirjoittaa

Lause 1: Vieruskulmien puolittajat \

ovat kohtisuorassa foisiaan vastaan. Nt
Koska siis tdm#n lauseen mukaan TR

ristikulmien B ja p (kuv. 25) puolitta- A

jat ovat kohtisuorassa yhteisen vierus- \

kulmansa e puolittajaa vastaan, niin \

ne muodostavat yhdessi suoran viivan.
Néin havaitaan oikeaksi

Lause 2: Ristikulmien puoliftajat muodostavat yhdessi
suoran viivan. ‘

Kuv. 25.

2 — Viisild, Geometria
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V. YHDENSUUNTAISET SUORAT

16 §. Kahta (samassa tasossa olevaa) suoraa sanotaan
yhdensuuntaisiksi, jos niilld ei ole yhteistd pistettd. Suo-
rien a ja b yhdensuuntaisuutta merkitién: a||d (va yhden-
suuntainen b:n kanssan).

Jos  kulmaviivoittimen
ABC (kuv. 26) sivun AB an-
netaan liukua pitkin toisen
viivoittimen reunaa, esim.
ylospéin, niin késityksemme
mukaan myos suora AC liik-
kuu yléspéin, joten sen eri
asennot eivit voi leikata toi-
siaan jaovat siis yhdensuun-
taisia.

Kuv. 26.

Teht.: Suoran (a) ulkopuolella olevan pisieen (P) kautta
on piirrettivd timdn suoran suunfainen suora.

Ratk.: Sen mukaan mitéd juuri selitettiin, tdméa tehtiva
voidaan ratkaista yksinkertaisesti seuraavasti (kuv. 26).
Agetetaan ensin kulmaviivoittimen jokin sivu, esim. AC,
pitkin suoraa a ja painetaan sitten tavallisen viivoittimen
reuna kiinni kulmaviivoittimen jompaankumpaan toiseen
sivuun, esim. AB:hen. Sen jélkeen annetaan kulmavii-
voittimen tdmén sivun liukua pitkin toisen viivoittimen
reunaa, kunnes sivu AC kohtaa pisteen P (edellytetiin,
ettd sivu AC on tarpeeksi pitkd). Kun sitten tidtid sivua

viivoittimena kdyttéen piirretddn suora b, niin se onkin

vaadittu yhdensuuntainen. _

Jos kuviossa 26 piirretdédn P:n kautta jokin suora, joka
poikkeaa b:stéd kuinka véhédn tahansa, niin késityksemme
mukaan se leikkaa a:ta, kun suoria ajatellaan tarpeeksi
pitkélle piirretyksi. Siis voidaan kirjoittaa:
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Lause: Suoran ulkopuolella olevan pisteen kautta voidaan
piirtdd vain yksi tdmdn suoran suuntainen suora.

Téstd voidaan paittdd oikeaksi alla olevat seurauslau-
seel, jotka ovat suoraan havaintommekin mukaan oikeita: *

Seur. 1: Jos suora leikkaa toisen kahdesta yhdensuuntai-
sesta, niin se leikkaa toisenkin.

Seur. 2: Jos kaksi suoraa ovat kolmannen suuntaisel, niin
ne ovat keskenddnkin yhdensuuntaiset.

Harj.teht.: 52) Jos emme rajoitu saman tason suoriin, kuten edells, niin

voidaanko silloinkin sanoa kahta suoraa yhdensuuntaisiksi, jos niillii ei ole
yhteisti pistettd, ja ovatko seur. 1 ja 2 edelleenkin voimassa?

17 §. Jos suora [ leikkaa kahta muuta suoraa a ja b,
niin kumpaisenkin leikkauspisteen ympdérille syntyy nel-
jin koveran kulman muodostama ryhmaé (kuv. 27). Kahta
eri ryhméan kuuluvaa kulmaa sanotaan
a) samankohtaisiksi, jos [ on niilld samannimisend? kylken4,
b) erikohtaisiksi, » »» » erinimisend » .
Ottamalla huomioon, ettad ristikulmat ovat yhtdsuuria ja
vieruskulmat supplementtikulmia (13 §), muodostuneita
kulmia voidaan merkitd kuviossa 27 esitetylld tavalla.
Suora I on kulmilla « ja g oikeana kylkend ja muilla kul-
milla vasempana. Siis esim. kumpikin kulmista « on
samankohtainen kummankin kulman g kanssa ja erikoh-
tainen kummankin kulman 180° — g kanssa.

{

a A 180°—a

180°— ax
b a\ 180°—a

180°— GYI

Kuv. 27. Kuv. 28.

1 Ensi lukemisessa ei pidd vaatia oppilailta niiden todistuksia. Ks. harj.
teht. 260.

2 Kahden kulman vasempia kylkii sanotaan samannimisikst ja samoin
oikeita.
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Jos kaksi samankohtaista kulmaa on yhtdsuurta, niin
kaikki samankohtaiset kulmat ovat yhtdsuuria ja kaikki eri-
kohtaiset kulmat supplementtikulmia. T#ll6in on niet ¢ =
ja kysymyksessd on siis kuviossa 28 esitetty tapaus.
Edelleen on a || b, silli voidaanhan ajatella nimi suorat
piirretyiksi edellisessé §:ssé esitetylld tavalla kulmaviivoit-
timella, jonka yksi kulma = «. Siis saadaan

Lause 1: Jos suora leikkaa kahta suoraa siten, ettd kaksi
samankohtaista kulmaa on yhtdsuurta, niin mainitut kaksi
suoraa ovat yhdensuuntaiset.

Seur. 1: Suoran normaalit ovat yhdensuuntaisia.

Samalla tavalla kuin lause 1 voidaan péaitelld oikeaksi
sen ns. kéinteislause:

Lause 2: Jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista, niin
samankohtaiset kulmat ovat yhtdsuuret (ja siis erikohfaiset
kulmat supplementtikulmia).

Seur. 2: Jos suora on kohtisuorassa toista vastaan kahdesta
yhdensuuntaisesta, niin se on kohtisuorassa toistakin vastaan.

18 §. Ed. §:n lauseen 2 avulla voidaan péitelld oikeaksi
seuraava lause, joka havaintomme mukaan on suoraan-
kin selva:

Lause 1: Jos kahden koveran kulman (o ja B, kuv. 29)
samannimiset kyljet ovat yhdensuuntaiset, niin kulmat ovat
yhtdsuuret.

Ovathan n#et mainitun lauseen mukaan kulmat « ja g
kulman y suuruisia ja siis keskenéénkin yhtésuuria. Téasté
lauseesta taas johdetaan '

Kuv. 29. Kuva 30.
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Lause 2: Jos kahden koveran kulman (e ja B, kuv. 30)
samannimiset kyljet ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan,
niin kulmat ovat yhtdsuuret.

Jos ndet kulmaa B kierretdén kérkensd ympari 90°,
niin sen kyljet tulevat yhdensuuntaisiksi kulman « sa-
mannimisten kylkien kanssa, joten lauseen 1 mukaan
kulmat ovat tosiaankin yhtédsuuret.

Harj.teht,: 58) Mit4 voidaan sanoa kahdesta koverasta kulmasta, joiden
erinimiset kyljet ovat a) yhdensuuntaiset, b) kohtisuorassa toisiaan vastaan?

19 §. 17 §n lauseeseen 1 nojautuen voidaan harpin ja
viivoittimen awvulla ratkaista seuraava piirtdmistehtivi,
jonka 16 §:issd jo ratkaisimme kiyttamilli harpin ase-
mesta kulmaviivoitinta:

Teht. 1: Suoran (a, kuv. 31) ulkopuolella olevan pisteen
(P) kautta on piirrettdvd timdn suoran suuntainen suora.

Ratk.: Piirretdsin pisteen P kautta mielivaltainen asta
leikkaava suora I. Yhti niiden
suorien muodostamista kulmista ’\
merkitddn e:lla. Sitten piirre- &
tddn I viereen pisteeseen P

e:n suuruinen kulma (11§, teht,) ¢ N
siten, ettd [ tulee sille ja a:lle &
samannimiseksi kyljeksi. Té-

mén kulman toinen kylki (tiy- Kuv. 31.

deksi suoraksi jatkettuna) on
silloin vaadittu suora (17 §, lause 1).

Teht. 2: Suoran (a) ulkopuolella olevan pisteen (P)
kautta on piirrettdvd suora, joka muodostaa mainitun suo-
ran (a) kanssa tunnetun kulman (<) suuruisen kulman.

Ratk.: Piirretasn ensin suoran a viereen mielivaltaiseen
pisteeseen a:n suuruinen kulma. Sitten piirretddn P:n
kautta tdmén kulman toisen kyljen suuntainen suora., Se
on silloin vaadittu suora (17 §, lause 2).

Tark.:? '
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VI. MONIKULMIOT JA NIIDEN KULMIEN SUMMA

20 §. Kuv. 32 a esittda avonaista ja kuv. 32 b umpi-
naista murtoviivaa. Viimeksi mainitun rajoittamaa tason
osaa sanotaan monikulmioksi ja itse murtoviivaa moni-
kulmion piiriksi. Janat AB, BC, ... ovat monikulmion
‘(murtoviivan) sivuja, pisteet A, B, ... sen kdrkid ja AA,

AB, . .. sen kulmia. Monikulmion kulma avautuu moni-
kulmion sisdlle pdin. Monikulmion ldvistdjdksi sanotaan
kahden sellaisen kirjen yhdistysjanaa, jotka eivat ole
vierekkiin.

E

Kuv. 82 a. Kuv. 382b.

Monikulmiossa on aina yhtd monta kérkeéd kuin sivua.
Niiden luvun mukaan puhutaan kolmikulmioista eli kol-
mioista, nelikulmioista, viisikulmioista jne. Esim. kuv. 32 b
esittdd viisikulmiota ABCDE ja kuviossa 33 esiintyy
AABC ( A on »kolmios-sanan merkki).

Nelikulmiota, jonka molemmat parit vastakkaisia sivuja
ovat yhdensuuntaiset, sanotaan suunnikkaaksi (kuva 43).
Sen vastakkaiset sivut ovat ilmeisesti yhtdsuuret. Jos
vain toiset vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset, neli-
kulmiota sanotaan puolisuunnikkaaksi (kuv. 95 d). Suun-
nikas on erikoisesti suorakulmio, jos sen kaikki kulmat
ovat suoria (kuv. 95 a).

Monikulmiota, jonka kaikki kulmat ovat koveria, sano-
taan kuperaksi. Jos sen sivut keskenifn ja kulmat kes-
kendédn ovat yhtésuuret, monikulmiota sanotaan sddnnol-
liseksi (kuv. 63). Silld on keskipiste, joka on yhtd kaukana
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kirjistd samoin kuin sivuista. Jos monikulmion kaikki kér-
jet ovat samalla ympyréviivalla, monikulmiota sanotaan
ympyrdn sisddn piirretyksi (kuv. 78 ja 125).

Harj.teht.: 54) Piirrettiivi kupera neli-, viisi-, kuusi- ja seitsenkulmio ja
kuhunkin niistd kaikki livistiajit. Montako niitd kussakin on? Montake
lavistijia voidaan piirtda yleensi kuperaan n-kulmioon?

55) Piirrettivi sellaiset neli-, kuusi- ja kahdeksankulmiot, joiden vierek-
kiiset sivut ovat kohtisuorassa toisiaan wvastaan.

56) Piirrettiavi sellainen a) neli-, b) viisi-, ¢) kuusikulmio, jossa on mah-
dollisimman monta kuperaa kulmaa. Montako niiti kussakin on? Mon-
tako kuperaa kulmaa voi enintédén olla n-kulmiossa?

57) Piirrettivi jokin a) suunnikas, b) puolisuunnikas, jonka yksi kul-
ma = 52°

58) Piirrettdvi ympyrddn siteen pituisia jénteitd perdkkiin, jolloin
syntyy ympyrin siséén piirretty séénnéllinen 6-kulmio.

59) Piirrettiiva kaksi kolmiota, joista toisen kaikki kulmat ovat teridvii
ja toisen yksi kulma tylppi, ja mitattava astelevylld niiden kulmat sekd
laskettava sitten kummankin kolmion kulmien summan suuruus. Miki
siantd nidyttiad wvallitsevan?

21 §. Harj.tehtavén 59 tulos viittaa lauseeseen:

Lause: Kolmion kulmien summa = 180°.

Emme voi olla kuitenkaan varmoja timéin lauseen
tasmallisestd paikkansapitdvyydestd ennenkuin todis-
tamm e sen. Voihan néet ajatella, ettd kulmien summa
poikkeaa niin vihin 180°sta, ettd miftausvirheet ovat
suurempia kuin tdmé poikkeus, joten sitd mittaamalla ei
voida havaita. Todistus suoritetaan seuraavasti.

Piirretdin AABC:n (kuv. 33) kirjen C kautta sivun
AB suuntainen suora l. Silloin ovat

kuviossa e:lla merkityt kulmat yhté- . c
suuret ja samoin B:lla merkityt (17 §, eat
lause 2). Piste C on kolmen kulman e,

B ja y kirkend, ja ndmé kulmat muo- , B8
dostavat yhdessd oikokulman, joten Kuv. 83.

a+ B +y=180°
Mutta vasemmalla puolella oleva summa on myés kol-
mion kulmien symma, ja niin onkin lauseemme todistettu.
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Edellisesté lauseesta seuraa valittémasti alla olevat nelja
seurauslausetta.

Seur. 1.: Kolmion kahden kulman summa = kolmannen
kulman vieruskulma.

Edellisen tuloksen mukaan on niet g + y =180° — @,
joka taas = kolmion e-kulman vieruskulma.

Seur. 2: Kolmion kulma on pienempi kuin molempien
muiden kulmien vieruskulmat.

Seur. 3: Kolmion kulmista voi vain yksi olla suora tai
tylppd.

Viimeksi mainitun perusteella voidaan jakaa kolmiot
seuraaviin luokkiin:

a) lerdvdkulmaiset kolmiot, joiden kaikkikulmat ovat terdvis,
b) suorakulmaiset » »  yksikulma on suora,
¢) tylppdkulmaiset » » » » » tylppa.

Suorakulmaisessa kolmiossa sanotaan suoran kulman
viereisid sivuja kafeefeiksi ja vastaista sivua hypotenuu-
saksi.

Seur. 4: Suorakulmaisen kolmion terdvdt kulmat ovat tois-
tensa komplementtikulmia.

Harj.teht. : 60) Laskettava kolmion kolmannen kulman suuruus, jos kaksi
muuta kulmaa ovat a) 87° ja 85° b) 43°28’ ja 112° 367, c) 68° 07 47" ja
18° 24’ 55%, d) a ja .

61) Kuinka suuret ovat siinnollisen kolmion kulmat?

62) Piirrettiivi umpimihkésn kaksi terdvii kulmaa. Plirrettavi sitten
a) astelevys kiiyttien, b) harppia kiyttien (ks. 11 §:n teht.) kulma, jonka
suuruinen sen kolmion kolmas kulma on, jonka kaksi muuta kulmasa ovat
ensin mainittujen kulmien suuruiset.

63) Piirrettivi mielivaltainen kolmio ja sen kunkin kulman toinen vierus-
kulma. Mitattava sitten vieruskulmien suuruudet ja laskettava niiden
summa. Miki siiintd on ilmeisesti voimassa? Todistettava se.

64) Suorakulmaisen kolmion toinen terivi kulma on a) 54° 08" 85°, b) a.
Kuinka suuri on toinen teriivi kulma?

65) Todistettava, ettd jokaisen suorakulmaisen kolmion terivien kulmien
toisten vieruskulmien summa = 270°.

66) Piirrettivi mielivaltainen suorakulmainen kolmio ja puolitettava
astelevyd kiyttien sen terdvit kulmat sekd mitattava puolittajien vilisen
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terfivin kulman suuruus. Sitten on laskettava (siis mittaamatta)
mainitun kulman suuruus, jos toinen kolmion terdvisti kulmista on a) 34°
b) @°. Miki lause siis on voimassa?

67) Piirrettivi kaksi nelikulmiota, joista toinen on kupera ja toinen ei.

Mitattava sitten astelevylld niiden kulmat ja laskettava kummankin neli-
kulmion kulmien summa. Miki s#int6é niyttis vallitsevan?

22 §. Kuviossa 34 on nelikulmio jaettu lavistajalla kah-
teen kolmioon. Nelikulmion kulmien

summa = néiden kolmioiden kulmien

summien summa ja siis = 2-180° =

360°. Koska viisikulmio voidaan kah- < >
della lavistajalld jakaa kolmeen kol- Kuv. 34.

mioon, niin voidaan samalla tavalla

paattia, etté viisikulmion kulmien summa = 3 - 180° =540°.

Niin edelleen jatkamalla johdutaan yleiseen lauseeseen:
Lause: n-kulmion kulmien summa = (n — 2)-180°.

Harj.teht.: 68) Kuinka suuri on 10-kulmion kulmien summa?

69) Kuinka suuri on sé#nnollisena) neli-, b) viisi-, ¢) kuusi-, d) n-kulmion
jokainen kulma?

70) Piirrettivi (mm-mittaa ja kulmaviivoitinta kiyttien) sainnollinen
nelikulmio, jonka sivu == 48 mm. Mit4 nimitystd sisnnollisests nelikul-
miosta tavallisesti kiytetain?

71) Piirrettivd nelikulmio, joka ei ole s#éinnollinen, mutta jonka a)
kulmat, b) sivut ovat yhtdsuuret.

VII. TASAKYLKINEN KOLMIO
KONSTRUOINTI HARPILLA JA VIIVOITTIMELLA

23 §. Kolmiota sanotaan fasakylkiseksi, jos siind on
ainakin kaksi yhtdsuurta sivua ja fasasivuiseksi, jos kaikki
sivut ovat yhtdsuuret. Kuvio 35 esittds tasakylkistd
kolmiota, jossa sivut AC ja BC ovat yhtdsuuret. Kiyte-
tddn seuraavia nimityksii:

c
sivut AC ja BC ovat kolmion kyljet,
sivu AB on »  kanta,
AA ja AB ovat »  kantakulmal,
piste C on »  huippu, A s

AC » »  huippukulma.  Kuv. 3s.
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Ajatellaan tasakylkinen kol-
mio ABC (kuv. 36 a) taitetuksi
kaksinkerroin siten, ettd kyljet
AC ja BC yhtyvit (kuv. 36 b).1
Jos CD on se jana, jota myéten
taittaminen t&ll6in tapahtuu, niin
AADC yhtyy ABDC:hen (kuv.
36 b). Tastd voidaan paattii:

1) ANA = AB,

2) ANACD = ABCD, .

3) AADC = A BDC ja siis = 90° joten CD | AB.
Koska lisiksi AD = BD, niin suora CD on kannan AB
keskinormaali.

AT B pAs
Kuv. 36 a. " Kuv. 86D,

Nain on havaittu oikeaksi

Lause 1: Tasakylkisessd kolmiossa

a) kantakulmat ovat yhtdsuuret, ,

b) kannan keskinormaali kulkee huipun kautia ja puo-
littaa huippukulman.

Seur. 1: Tasasivuisen kolmion kaikki kulmatl ovat 60°.

Seur. 2: Jokainen piste, joka on yhtd kaukana janan
pddtepisteistd, on janan keskinormaalilla.

. Harj.teht.: 72) Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat a) 77°, b) a°.
Kuinka suuri on huippukulma?

78) Tasakylkisen kolmion huippukulma on a) 103° 24’ 527, b) a. Kuinka
suuret ovat kantakulmat?

74) Piirrettiva suorakulmainen tasakylkinen kolmio. Kuinka suuret ovat
sen kantakulmat? oL

75) Tasasivuinen kolmio jaetaan sivun keskinormaalilla kahteen suora-
kulmaiseen kolmioon. Kuinka suuret ovat niiden kolmioiden terivit kul-
mat? Kuinka suuria ovat niiden pienemmit kateetit hypotenuusaan ver-
rattuina?

76) Todistettava, etti tasakylkisen kolmion kantakulma on puolet huippu-
kulman vieruskulmasta (lause 1 a ja 21 §:n seur. 1).

77) Todistettava, ettii tasakylkisen kolmion huippukulman vieruskulman
puolittaja on kannan suuntainen (ed. harj.teht. ja 17 §:n lause 1).

1 On piirrettivi paperille tasakylkinen kolmio ja leikattava se irti seki
todellakin suoritettava puheena oleva taittaminen.
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24 §. Edelld olemme jo ratkaisseet muutamia tirkeits
plirtdmis- eli konstruktiotehtdvid kayttdmalld apuna kynén
liséksi vain harppia ja viivoitinta (ks. 6, 7, 11 ja 19 §).
Nyt ratkaisemme tdlld tavalla ed. §n tuloksiin nojau-
tuen lisdd erditd perustehtdvid. Yleensd on téstd ldhtien
piirtdmistehtavit ratkaistava harpin ja viivoittimen avulla,
ellei toisin mainita.?

Harpin ja viivoittimen avulla konstruktiotehtivii rat-
kaistaessa on huomattava, etti

1) viivoittimella voidaan piirtdd suora, kun tunnetaan
sen kaksi pistettd,

2) harpilla voidaan piirtdd ympyrd, kun tunnetaan sen
keskipiste ja lisdksi joko sdteen suuruus tai jokin piste,
jonka kautta ympyrd kulkee (jalkimmaiisessd tapauksessa
tunnetaan itse asiassa siddekin, joka on keskipisteen ja
mainitun toisen pisteen véilinen jana).

26 §. Teht. 1: Piirrettdvd janan (AB, kuv. 37) keski-
normaali.

Ratk.: Piirretdan A ja B keskipisteind samansiteiset,
toisiaan leikkaavat ympyraviivat. Niiden

leikkauspisteet C ja D ovat silloin janan ¢
AB keskinormaalilla (23 §, seur. 2), joten
suora CD on vaadittu keskinormaali. a—E 8

Koska janan AB keskinormaali kulkee
janan keskipisteen E kautta, niin edel-
lisen tehtdvin ratkaisun kautta on tullut
ratkaistuksi myos

Teht. 2: Jana (AB, kuv. 37) on puolitettava eli jaettava
kahtia.

26 §. Teht.: Piirrettdvd suoran (I, kuv. 38) normaali,
joka kulkee mddrdityn pisteen (P) kautta. Piste P voi olla
joko suoralla I (kuv. 38 a) tai sen ulkopuolella (kuv. 38 b).

1 Sitten kun on opittu varmasti suorittamaan kohtisuorien ja yhden-

suuntaisten piirtimiset harpilla ja viivoittimella, voidaan kiyttaa jilleen
apuna kulmaviivoitinta.

D
Kuv. 87.
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P
M A{ P }B ! A B
C
_ cX
Kuv. 38 a. Kuv. 88 b.

Ratk.: Piirretddn P keskipisteend jokin ympyriviiva,
joka leikatkoon suoraa l pisteissd A ja B. Niami pisteet
keskipisteind piirretdin samanséteiset ympyraviivat, joi-
den toinen leikkauspiste olkoon C. Pisteet P ja C ovat
janan AB keskinormaalilla (23 §, seur. 2), joten suora PC
on tdmi keskinormaali ja siis suoran [ normaali.

Harj.teht.: 78) Piirrettiivi suora kulma.

79) Masriattivi jokin piste, jonka etidisyys annetusta suorasta on mai-
ratyn janan suuruinen.

27 §. Teht.: Kulma (O, kuv. 39) on puolitettava.
Ratk.: Piirretdsin O keskipisteend ympyriviiva, joka lei-
katkoon kulman kylkia pisteissi A ja B.
Nami keskipisteind piirretdsn samansi-
teiset ympyraviivat, joiden toinen (kul-
massa O oleva) leikkauspiste olkoon C.
Piirretdan sitten puolisuora OC ja viite-
téén, ettd se on vaadittu kulman puolittaja.

Tod.:* Piirustuksen mukaan AABO on tasakylkinen ja
suora OC on sen kannan AB keskinormaali. OC puolittaa
siis huippukulman O (23 §, lause 1 b).

Kuv. 89.

Harj.teht.: 80) Kulma on jaettava neljaiin yhtisuureen osaan.
81) Piirrettivi 45° kulma.

82) Ympyrin kaari on puolitettava. Okje: Puolitetaan vastaava keskus-
kulma (vrt. 11§, lause).

1 Run piirtdmistehtidvin ratkaisu on suoritettu, niin on myos .bodistet:
tava, ettd ratkaisu on oikea, ellei voida katsoa timin ki#yvin vilittdmisti
ilmi itse ratkaisusta.
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VIII. YHTENEVYYS JA SYMMETRISYYS

28 §. Kahta kuviota sanotaan yhfeneviksi, jos ne voi-
daan asettaa paillekkéin siten, ettd ne tdydellisesti yh-
tyvit. Yhtenevyyden merkkind kiytetddn: =. Yhtene-
vid kuvioita ovat mm. kaikki suorat, yhtésuuret janat,
yhtédsuuret kulmat, samanséteiset ympyrit ja niiden yhté-
suuret kaaret.

Yhtenevien kuvioiden osia, jotka kuvioiden yhtyessa
myds yhtyvit, sanotaan toistensa vastinosiksi. Janojen,
kaarien ja kulmien yhtdsuuruuden mésritelmists seuraa
valittémésti, ettd yhfenevien kuvioiden vastinjanat, -kaaret
ja -kulmat ovat yhtdsuuret.

Kahta kuviota sanotaan suoraan yhteneviksi, jos ne voi-
daan saada yhtyméisn siirtamalla, siis tasosta nostamatta
(kuv. 40 a). Jos sitd vastoin ensin tiytyy kiiént4s toinen
kuvio nurin ennenkuin se saadaan yhtymén toisen kanssa,
niin kuvioita sanotaan kddntden yhteneviksi (kuv. 40 b).

VA A

Kuv. 40 a. Kuv. 40 b.

Harj.teht.: 838) Piirrettiivi paperille mielivaltainen kuvio ja kopioitava
se sitten lipinékyville paperille, jolloin saadaan alkuperiisen kanssa yhte-
nevi kuvio.

84) Leikattava pahvista mielivaltaisen muotoinen levy ja piirrettiva sen
reunaa mydten paperille kaksia) suoraan, b) kitsintien yhtenevis kuviota.

85) Kun musteella paperille piirretty kuvio kuivataan imupaperilla ja
imupaperi kiinnetiin sitten nurin, niin milla tavalla vhtenevii ovat
alkuperéiinen kuvio ja imupaperiin tarttunut kuvio?

86) Leikattava yht’aikaa kahdesta paillekkiin asetetusta paperista jokin
kuvio. Kuviot on sitten asetettava poydille ensin siten, etti ne ovat suo-
raan yhtenevii, ja sen jilkeen siten, ettdi ne ovat kisintien yhtenevii.

29 §. Kahden pisteen A ja B (kuv. 41) sanotaan
olevan symmetrisessi asennossa eli symmetrisid jonkin pis-
teen, symmetrisyyskeskuksen O suhteen, jos O on pisteiden



A ja B yhdistysjanan

/ % keskipiste.
\ ,o// Jos B:tid kierretdsin
v ° O:n ympari 180° (O-kes-
A kistd ympyréiviivaa pit-
Kuv. 41.

kin),niinse yhtyy A:han.

Kahden kuvion a ja b (kuv. 42) sanotaan olevan
symmelrisessd asennossa eli symmelrisid jonkin pistefan,
symmelrisyyskeskuksen O suhteen, jos kummankin kuv.lon
jokaista pistettd vastaa O:n suhteen symmetrinen piste
toisessa kuviossa.

Jos kuviota b kierretdén O:n ympéri 180°, niin sen jokai-
nen piste yhtyy kuvion a vastaavaan symmetriseen pis-
teeseen, joten kuvio b yhtyy kuvioon a. Siis pisteen suh-
teen symmelriset kuviot ovat suoraan yhienevdt. .

Jos kuvion pisteet ovat parittain symmetrisii saman pis-
teen O (kuv. 43) suhteen, toisin sanoen,
jos kuvio on symmetrinen itsensd kanssa
pisteen O suhteen, niin sanotaan lyhyesti,
ettd kuvio on symmelrinen pisteen O suh-
teen. Symmetrisyyskeskusta O sanotaan
talldin kuvion keskipisteeksi.

Harj.teht.: 87) On annettuna kaksi pistetti P ja Q. On mairittivi kol-
mas piste, joka on symmetrisessii asennossa P:n kanssa @:n subteen.

88) Piirrettavi nelikulmio, joka on symmetris.esséi. asennossa annetun
nelikulmion kanssa sen ulkopuolella olevan miérityn pisteen suhteen.

89) Mitki seuraavista kirjaimista ovat symmetrisia jOI.]'kin pisteen sphteen:
AE HILN O Q XY, 07 N
30 §. Kahden pisteen A ja B (kuv. 44) sanotaan
| olevan symmelrisessd asennossa eli symmet-
risid jonkin suoran, symmefrisyysakselin l
subteen, jos I on pisteiden A ja B yhdis-
tysjanan keskinormaali.
Jos sitd :n rajoittamaa puolitasoa, jossa
B on, kasnnetdan In ympéri 180°, niin B
Kuv. 44. yhtyy A:han.

Kahden kuvion a ja b (kuv.
43) sanotaan olevan symmefrisessd
asennossa eli symmetrisid jonkin
suoran, symmetrisyysakselin | suh-
teen, jos kummankin kuvion jo-
kaista pistettd vastaa In suhteen
symmetrinen piste toisessa kuviossa.
acta ja bitd sanotaan myds toistensa peilikuviksi suoran
l suhteen.

Jos kuviota b kifinnetdsn Ln ympéri 180°, niin sen jokai-
nen piste yhtyy kuvion a vastaavaan symmetriseen pis-
teeseen, joten kuvio b yhtyy kuvioon a. Siis suoran suh-
feen symmelriset kuviot ovat kddntden yhtenevit.

Jos kuvion pisteet ovat parittain symmetrisida saman
akselin [ (kuv. 46) suhteen, toisin sanoen, jos "
kuvio on symmetrinen itsensi kanssa suoran I
suhteen, niin sanotaan lyhyesti, ettd kuvio on
symmeirinen (suoran | suhteen). Symmetrisia
kuvioita ovat mm. suora normaalinsa suhteen,
jana keskinormaalinsa suhteen, kulma puolit-
tajansa suhteen ja ympyri halkaisijansa suhteen.

Hgrj.teht.: 90) Tunnetaan piste 4 ja suora I. On madrittavi Am sym-
metrinen piste suoran ! suhteen.

91) Lipindkymittomille paperille on piirretty nelikulmio ja suora. Piir-
rettéivé nelikulmion peilikuva suoran suhteen, kun kynin ja viivoittimer,
lisiksi on kiytettiivissi a) neula (paperi taitetaan suoraa myéten), b)
kulmavjivoitin ja harppi (paperia ei taiteta).

92) Lipinikyville paperille on piirrettivi mielivaltainen kuvio ja suora.
Sitten on piirrettivd, kiyttimatti muita vilineiti kuin kyni#, samalle
paperille kuvio, joka on symmetrisessi asennossa ed. kuvion kanssa mai-
nitun suoran suhteen.

98) Paperi on taitettava kaksinkerroin ja leikattava siitd sitten jokin
symmetrinen kuvio. Miki on kuvion symmetrisyysakseli?

94) Mitkd harj.tehtivissi 89 luetelluista kirjaimista ovat symmetrisia

jonkin akselin suhteen? Montako symmetrisyysakselia kullakin kirjai-
mella. on? : '

Kuv. 45.

Kuv. 46.

95) Montako symmetrisyysakselia on a) kullakin kuvioista 95, 128 ja 129,
b) ympyrills, ¢) suoralla?

96) Piirrettivi harpin ja viivoittimen avulla suoran peilikuva toisen suo-
ran suhteen, kun suorat a) leikkaavat toisensa, b) ovat yhdensuuntaiset.
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IX. SUORIEN JA YMPYROIDEN KESKINAISET
ASENNOT

ilai kinfiset asennot on
81 §. Kahden suoran erllalsfat kes
jo aikaisemmin selvitetty (IV ja V) ”Tarkastelemr"ne Eyt
suoraa l ja ympyraa O (kuv. 47). Piirramme ympyran es-
kipisteen O kautta kohtisuoran s suoraa l vastaan.

!

.t A m

Q s o | A s Q
Koska ympyraviiva ja s:n normaali [ erikseen ovat sym-

B
metrisia suoran s suhteen, niin niiden yhdesséa {nu?dostama
kuvio on myds symmetrinen s s:ghteeg. T:amap p?,niic,-
teella ja koska suoralla ja ympyréviivalla ilmeisesti voi o i
enintiddn kaksi yhteistd pistettd, on olemassa seuraava

llisautta: S
koir)n%llzi(}zlgs ja ympyrdviivalla on kaksi'yhte}sta plstett:
(A ja B, kuv. 47 a), jotka ovat sy‘mr.r_le‘.c.l.vlsess.a asem;ots:i_
suoran s suhteen. Suora ja ympyra tall‘om lfl"kkaava tol-
siaan mainituissa pisteissd. Suora lon nln,.l'eltaan ymgy a}c !
sekantti eli leikkaaja. Sen etdisyys ympyrdn keskipistees

. i kuin sade. . o

On2§)lgrllzirrrzzrl)la ja ympyrdviivalla on yksi gh.telnen pls"ie'ig‘frla,l
kuv. 47 b), joka on itse suoralla s. S}lora ja ympyray iy
talldin sivuavat toisiaan mainitussa p{§teessa, sw.uaiz}lsp >
teessd. Suora | on nimeltdédn ympyran ?angenttl eli glztﬁ
aja. Tdmd on siis suora, joka on }.{o.l}tlsuorassa sé "(?'te-
(0A) vastaan ja kulkee séteen ympyr,aw"walla o}ey:n p:l; -
pisteen (A) kautta. Sen etdisyys ympyran keskipistees
sdteen suuruinen.

!

S

Kuv. 47 a. Kuv. 47 b. Kuv. 47 e.
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3) Suoralla ja ympyrdviivalla ei ole yhtddn yhteistd pis-
teltd (kuv. 47 c). Suora on tallsin kokonaan ympyrin
ulkopuolella. Sen etsisyys ympyrén keskipisteestd on suu-
rempi kuin sdde.

Edelld suoritetusta tarkastelusta selvidd, ettd ympyrian

tangentti voidaan mééritelld seuraavalla kolmella eri ta-
valla:

Ympyrdn tangentti on suora,

a) jolla on yksi piste yhteisend ympyrdviivan kanssa,

b) joka on kohtisuorassa sddettd vastaan ja kulkee sdteen
ympyrdviivalla olevan pddtepisteen kautta,

¢) jonka etdisyys keskipisteestd on sdfeen suuruinen.

Kohtaan b) nojautuen voidaan ratkaista

Teht.: Ympyrdn kehdlld olevan pisteen kautta on piirret-
ldvd ympyrdn tangentti.
Harj.teht.: 97) Piirrettavi ympyrd, jonka side = 8 cm. Sitten on piir-

rettivi suora, jonka etdisyys timin ympyrin keskipisteestd on a) 2 cm,
b) 8 em, ¢) 4 em. Monessako pisteessi kukin suora kohtaa ympyréin kehén?

98) Ympyrille on piirrettavi tangentti, joka on annetun suoran suun-
tainen. Ohje: Masratisin ensin sivuamispiste piirtamally keskipisteests
kohtisuora annettua suoraa vastaan.

99) Suoran ulkopuolella oleva piste keskipisteeni on piirrettivi ympyri,
joka sivuaa mainittua suoraa. Ohje: Piirretasn pisteests ensin suoran

normaali. »

32 §. Siirrymme nyt tarkastelemaan kahden ympyrin
0 ja O’ (kuv. 48) keskinisia asentoja. ‘

Koska kumpikin ympyrd erikseen on symmetrinen
keskussuoran OO’ suhteen, niin niiden yhdessd muodos-
tama kuvio on myds symmetrinen timin suoran suhteer.
Tédmén perusteella ja koska kahdella eri ympyréviivalla
ilmeisesti voi olla enintdsn kaksi yhteisti pistettd, on ole-
massa seuraavat kolme mahdollisuutta:

1) Ympyrdviivoilla on kaksi yhteisti pistettd A ja B
(kuv. 48 a ja b), jotka ovat symmetrisessd asennossa kes-
kussuoran 00’ suhteen. Ympyriviivat talloin leikkaa"_i)_iqbt
toisiaan mainituissa pisteissa. ' '

3 — Vaisili, Geometria
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A
A
o o o o
W M
Kuv. 48 a. Kuv. 48 b.

2) Ympyrdviivoilla on yksi yhteinen piste (A, kuv. 48
¢ ja d), joka on itse keskussuoralla. Ympyréviivat téi.llﬁm
sivuavat toisiaan mainitussa pisteessé, jota sanotaan sivua-
mispisteeksi. Sivuaminen tapahtuu joko ulkopuolifse (kuv.
48 c) tai sisdpuolitse (kuv. 48 d). Sivuamispisteen kautta
piirretty keskussuoran normaali f on ympyrdiden yhteinen
tangentti.

t t
o A O O_’ @) A
Kuv. 48 c. Kuv. 48 d.

3) Ympyr(iviiuoilla ei ole yhtddn yhfeistd pistettd (kuv.
48 e ja f). Ympyriaviivat ovat talléin joko toistensa ulko-
puolella (kuv. 48 e) tai toinen on toisen sisdlld (kuv. 48 f).

o) ,
_/

(L
®

Kuv. 48 e. Kuv. 48 f.

Harj.teht.: 100) Ympyrin a) ulkopuolella, b) sisipuolella oleva piste
keskipisteeni on piirrettivi ne kaksi ympyrié, jotka sivuavat ensin mai-
nittua ympyriad. Ohje: Piirretisin ensin keskussuora.
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101) Kahden ympyrén séteet ovat 5 cm ja 2 em. Kuinka suuri pités olla
niiden keskipisteiden vilin, keskusjanan, jotta ympyrit a) sivuaisivat toi-
siaan ulkopuolitse, b) sivuaisivat toisiaan sisipuolitse, ¢) olisivat toistensa
ulkopuolella, d) olisivat ssisikkiin, e) leikkaisivat toisiaan?

102) Mitd poikkeuksellista tapahtuu kuvioissa 48 d ja f, jos ympyroiden
O ja O’ siteet ovat yhtisuuret?

X. KOLMIOIDEN KONSTRUOIMINEN JA
YHTENEVYYSLAUSEET

33 §. Teht.: Piirrettivd kolmio, kun tunnetaan sen sivut
(a, b ja ¢, kuv. 49).

Ratk.: Piirretasn ensin jokin suora ja erotetaan siiti
jana AB = c. Sitten piirretdin A keskipisteens ja jana
b siteend ympyri ja samoin B
keskipisteend ja jana a siteeni. c
Kun niiden leikkauspiste C yh-
distetddn pisteisiin A ja B, niin 4 b
ndin syntynyt kolmio ABC on
vaadittu kolmio.

Tark.: Tehtivd on mahdol-
linen silloin, kun piirretyt ym-
pyrit leikkaavat toisiaan. Midritylle puolelle janaa AB
voidaan tdlléin piirtdd vain yksi kolmio ABC, jossa
AC =b ja BC = a, kuten piirroksessamme.

Jos DEF on toinen kolmio, jonka sivut ovat janojen
a, b ja c pituiset, niin tdm4 kolmio on joko suoraan
(kuv. 50 a) tai kidntden (kuv. 50 b) yhtenevi piirretyn
kolmion kanssa. Jos niet ADEF kopioidaan esim. lipi-
nikyvélle paperille ja siir-

retidn AABC:n paille si- 7R
ten, ettd c¢:n pituiset sivut b/ 5
yhtyvit, ja tarvittaessa a a
(kuv. 50 b) ADEF Kkiin-
b ¢ E DT < E

netdfdn nurin, niin edelld
esitetyn »tarkastelun» jal- Kuv. 50 a. Kuv. 50 b.

o

Kuv. 49.
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kimmaéisen osan perusteella kolmioiden tdytyy yhtyé. Néin
olemme johtuneet ensimmaiiseen ns. yhlenevyyslauseeseent:
Yhtenevyyslause »sss»: Jos kolmion sivut ovat yhtdsuuret
kuin toisen kolmion sivut, niin kolmiot ovat yhtenevdt.
Harj.teht.: 103) Piirrettivid kolmio, jonka sivut ovat 2, 8 ja 4 cm.
104) Piirrettiva tasakylkinen kolmio, kun tunnetaan sen kanta ja kylki.
105) Piirrettivd tasasivuinen kolmio.
106) Piirrettava a) 60°, b) 80° suuruinen kulma.
107) Kuinka suuret ovat sen kolmion kulmat, jonka sivut ovat 6,9, 3,7

ja 4,8 cm? Ohje: Piirretiin kolmio ja mitataan astelevylld kulmat.
34 §. Teht.: Piirrettdvd kolmio, kun tunnetaan sen kaksi
kulmaa (e ja B, kuv. 51) ja vdlinen sivu (c).
; , Ratk.: Piirretddn ensin
' ¢ jokin suora ja erotetaan
siitd jana AB = c¢. Sitten
¢ _piirretddn tédmén suoran
viereen pisteeseen A a:n ja
4 P, pisteeseen B f:n suuruinen
y c —ig kulma kuviossa esitetylld
Kuv. 51. tavalla. Leikatkoot niiden
kulmien toiset kyljet toi-
sensa pisteessd C. Silloin AABGC on vaadittu kolmio.
Tark.: Tehtdvi on mahdollinen silloin, kun e+ 8 < 180°.
Maaritylle puolelle janaa AB voidaan t4ll6in piirtdad vain
y k si kolmio ABC, jossa AA = Aea ja AB = AB.
Samalla tavalla kuin ed. §:ssé saadaan tarkastelun jal-
kimmaéisen osan nojalla
Yhtenevyyslause »ksk»: Jos kolmion kaksi kulmaa ja
vdlinen sivu ovat yhtdsuuret kuin vastaavat osat toisessa kol-

miossa, niin kolmiot ovat yhtenevdt.
Harj.tehf.: 108) Piirrettiivi tasakylkinen kolmio, kun tunnetaan sen
kanta ja kantakulma.

109) Piirrettivi suorakulmainen kolmio, kun tunnetaan sen toinen terivi
kulma ja viereinen kateetti.

1 Yhtenevyyslauseista kiytetidin helposti kisitettivid lyhennettyji mer-
kint6j4 »sssy, vksk» jne., jossa s (=sivu) ja k (=kulma) ilmaisevat, mitka kol-
mion osat ja missé jirjestyksessé oletetaan yhtésuuriksi.
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) 110) .Piirret.téivﬁ (ilman astelevyid) kolmio, jonka kaksi kulmas on 45°
Ja 60° ja viilinen sivu 4 em.

111) Kolmion sivu on 52 mm ja viereiset kulmat 102° ja 84°. Kuinka
suuret ovat kolmion muut sivut ja kolmas kulma. Ohje: Piirretdsn kolmio

ja mitataan sivut seké lasketaan kulma.

35 §. Teht.: Piirretidvd kolmio, kun tunnefaan sen kaksi
kulmaa (o ja y, kuv. 52) ja toisen (y:n) vastainen sivu (c).

Ratk.: Ensin piirretd4n kolmion kolmas kulma

B = 180°— (a+y). e— ¢
Talldin tunnetaan kol-
mion kulmat « ja B seki
niiden vélinen sivu ¢, ja
tehtdva voidaan siis rat-
kaista ed. §:ssid opitulla
tavalla.

T'ark.: Tehtéva on mahdollinen silloin, kun a4y <<180°,
Maératylle puolelle janaa AB (= c) voidaan piirtda vain
y ks kolmio ABC, jossa AA = Aa ja AC = Ay.

Téstd seuraa taas

Yhtenevyyslause »kks»: Jos kolmion kaksi kulmaa ja toi-
sen vastainen sivu ovat yhtdsuuret kuin vastaavat osat toisessa
kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevit.

Kuv. 52.

_Harj.tel.l.t..:. 112) Pi?rrettﬁvéi. suorakulmainen kolmio, kun tunnetaan sen
toinen terivd kulma ja a) vastainen kateetti, b) hypotenuusa.

kantokulma, ) ket Js Bufppulegima 7 tUinetean son @) kylid ja

36 §. Teht.: Piirreftivd kolmio, kun funnefaan sen kaksi
stvua (b ja ¢, kuv. 53) ja vdlinen kulma («).

Ratk.: Piirretdén ensin jo-
kin suora ja erotetaan siitd
jana AB = c. Sitten piirre-
tdén sen viereen pisteeseen 4 ,
e:n suuruinen kulma, esim. -
AB oikeana kylkeni, ja ero-
tetaan sen vasemmasta kyl- A ¢ B
jestd jana AC = b. Kun pis- Kuv. 53.



38

teet B ja C yhdistetédén, niin syntynyt kolmio ABC on vaa-
dittu kolmio.

Tark.: Tehtava on mahdollinen silloin, kun ¢ < 180°.
Masritylle puolelle janaa AB voidaan téllin piirtdd vain
yk si kolmio ABC, jossa AA = Ae ja sivu AC =b.

Tasta seuraa

Yhtenevyyslause »sks»: Jos kolmion kaksi sivua ja vdli-
nen kulma ovat yhtisuuret kuin vastaavat osat toisessa kol-
miossa, niin kolmiot ovat yhtenevdt.

Harj.teht.: 114) Piirrettivd tasakylkinen kolmio, kun tunnetaan sen
kylki ja huippukulma.
115) Piirrettivi suorakulmainen kolmio, kun tunnetaan sen kateetit.

116) Piirrettivé, kolmio, jonka kaksi sivua on 8 ja 5 cm ja vilinen
kulma 80°.

117) Kuinka suiri on kolmion kolmas sivu, kun kaksi sivua ovat 8,4
em ja 5,1 em ja niiden vilinen kulma 78°?

37 §. Teht.: Piirrettivd kolmio, kun tunnetaan sen kaksi
sivua (a ja ¢, kuv. 54) ja foisen (a:n) vastainen kulma ().

Ratk.: Piirretidén ensin jokin suora ja erotetaan siitd jana
AB = ¢. Sitten piirretdén sen viereen pisteeseen A am
suuruinen kulma, esim. AB oikeana kylkend. B keskipis-
teeni ja a siteeni piirretdsin ympyrs, joka leikatkoon ésken
piirretyn kulman vasenta kylked pisteessi C. Kun pis-
teet B ja C yhdistetdsin, niin syntynyt kolmio ABC on
vaadittu kolmio. -

Tark.: Ratkaisujen lukumaéérs riippuu siitd, monessako
pisteessi B keskipisteend ja a siteend piirretty ympyra

(2]

A ¢ B ‘ B
Kuv. 54. Kuv. 55.
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kohtaa kulman A vasemman kyljen. Kuviosta 55, jossa
esitetddn eri mahdollisuuksia, selvidid, ettd médritylle puo-
lelle janaa AB voidaan piirtdd kolmioita, joissa AA = a
ja BC = a:

1) kaksi, jos ympyrd leikkaa kulman A vasenta
kylked kahdessa pisteessd (C ja C),

2) y ksi, jos ympyréa leikkaa kulman A vasenta kylked
yhdessi pisteessd (C,) tai sivuaa sitd (C,ssa),

3) el yhtaddn, jos ympyra ei kohtaa kulman A va-
senta kylked.

Tapauksessa 1 saatavissa kahdessa erilaisessa kolmiossa
ovat sivun ¢ vastaiset kulmat C ja C’ toistensa vinoja supp-
lementtikulmia (miksi?). Ottamalla tim# huomioon saa-
daan samalla tavalla kuin ennen

Yhtenevyyslause »ssk»: Jos kolmion kaksi sivua ja toisen
vastainen kulma ovat yhtdsuuret kuin vastaavat osat toisessa
kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevdt, edellyttien kuitenkin,
eftd toisten yhtdsuurien sivujen vastaiset kulmat eivit ole
vinoja supplementtikulmia.

Harj.teht.: 118) Ratkaistava viimeksi kisitelty teht., kun kulma a on
tylppé. Montako ratkaisua ti#lldin voidaan saada eri tapauksissa?

119) Piirrettivd suorakulmainen kolmio, kun tunnetaan sen hypote-
nuusa ja toinen kateetti? ’

120) Piirrettivi astelevyd kiyttimitti kolmio, jonka yksi sivu on 6 em
ja sen toinen viereinen kulma 80° seké timi#n vastainen sivu a) 7 cm, b)
4 cm, c) 8 cm, d) 2 cm. Montako ratkaisua eri tapauksissa saadaan?:

38 §. Kaikki viisi yhtenevyyslausetta voidaan yhdistsa
yhdeksi:

Lause: Jos kolmion sivuista ja kulmista kolme, joista aina-
kin yksi on sivu, on yhidsuurta kuin vastaavat osat foisessa
kolmiossa, niin kolmiot ovat yhtenevdt (huomattava kui-
tenkin viimeisessd yhtenevyyslauseessa oleva lisiedelly-
tys). A

Kolmion kaikkien kulmien tunteminen ei riitd kolmion
mafradmiseksi. TAmén vuoksi ei ole mydskidn olemassa
vastaavaa yhtenevyyslausetta »kkk». Itse asiassa kolmion
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kaikkien kulmien tunteminen ei merkitse olennaisesti
enempdd kuin kahden kulman tunteminen, silli voidaan-
han jilkimmaéisessé tapauksessa kolmaskin kulma piirtaa
¢, & (35 §). Kuviossa 56 on esimerkiksi esitet-

G . tynd kolme kolmiota AB,C,, AB,C,,
ABgCs, joiden kulmat ovat vastaavasti

8/ 8 8 yhtdsuuret, mutta jotka silti eivit ole
Kuv.56.  yhtenevii.

-Koska kahden suorakulmaisen kolmion suorat kulmat
joka tapauksessa ovat yhtésuuret, niin saadaan edellisesti
lauseesta. ‘

Seur.: Jos suorakulmaisessa kolmiossa kaksi sivua fai
yksi sivu ja toinen terdvd kulma ovat yhtdsuuret kuin vastaa-
vat osat toisessa suorakulmaisessa kolmiossa, niin kolmiot
ovat yhienevdt.X

On huomattava, ettid tdhdn ei tarvitse liittda »vino-

supplementtikulma»r-rajoitusta, koska téllainen tapaus ei
voi esiintyd, kun kysymyksesséd on kaksi suorakulmaista
kolmiota. Kun n#et kaksi kulmaa ovat vinoja supple-
menttikulmia, niin toinen niistd on tylppa ja sellaistahan
ei suorakulmaisessa kolmiossa voi olla olemassa.

Harj.teht.: 121) Piirrettiivid nelikulmio, kun tunnetaan a) sivut ja yksi
kulma, b) kolme sivua ja niiden viliset kaksi kulmaa.

122) Piirrettéivi nelid, kun sen sivu tunnetaan.

123) Piirrettdvé viisikulmio, jonka sivut ovat annetun janan pituiset
ja eridstd kirjestd piirretyt lavistdjat 1 1/, kertaa niin pitkat kuin sivut.

124) Suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on 72 mm ja toinen kateetti
57 mm. Kuinka suuri on toinen kateetti ja terfivit kulmat?

1 Lyhyt sanonta »vastaavat osats on tissi kisitettivi siten, ettd jos
toisessa kolmiossa on kysymyksessi esim. kateetti ja viereinen terdvia
kulma, niin toisen kolmion wvastaavat osat ovat niinikiin kateetti ja
viereinen terivi kulma. i

. S

TOINEN LUKU

Mittaaminen ja yhdenmuotoisuus

I. MONIKULMIOIDEN ALAT JA MUUNTAMINEN
PYTHAGORAAN LAUSE

39. 8. Paperille piirretyn umpinaisen viivan rajoittaman
tason osan, alueen, suuruus eli (pinta-)ala voidaan liki-
médrin madrdtd siten, ettd asetetaan alueen piille lipi-
nikyva millimetripaperi (kuv. 57) ja lasketaan, montako
kokonaista mm#*4 ja4 alueen sisélle. Ndin saadaan mm2ssi
lausuttuna pinta-alan likiarvo, joka yleensd on liian pieni.
Liian suuri likiarvo taas saadaan, kun mainittujen mm2n
liséksi otetaan laskussa huomioon sprever
ne, jotka ovat wvain osittain
alueessa. Ndiitd kahta likiarvoa
tarkempi on yleensd niiden kes-
kiarvo. _

Pinta-alan médrdémiseksi on
olemassa muitakin keinoja (ks.
esim. harj.teht. 199). On myoés
erikoisia kojeita, planimetreja,
joilla mitataan pinta-aloja. Taval-
lisesti pinta-ala lasketaan
erindisten kuvioon kuuluvien janojen, kulmien jne. mitta-
lukujen avulla. Seuraavassa niytetdén, kuinka tidmi ta-
pahtuu erilaisiin monikulmioihin n#éhden.

Kuv. 57.

Harj.teht.: 125) Mairattavi kaviossa 100 olevan alueen. pinta-alan kaikki
kolme edelld puheena ollutta likiarvoa.
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40 §. Lause: Suorakulmion ala = kahden vierekkdiisen
sivun tulo:!

A = ab.

Téssd A merkitsee suorakulmion alaa ja a ja b vierek-
kédisten sivujen pituuksia. Todistuksessa erotetaan kaksi
tapausta:

1) Olkoot a ja b kokonaislukuja, esim. a = 2 cm
jab = 3 cm (kuv. 58). Suorakulmio voidaan tilléin jakaa
1 cm®n suuruisiin neli6ihin, joita on 2:ssa rivissd, 3 kussa-
kin, siis yhteensd 2 - 3 kpl. Suorakulmion ala on niin ollen
2-3 ecm? = ab cm?.

2) Olkoot a ja b (tai toinen niistd) murtolukuja. Koska
erinimiset murtoluvut voidaan muuttaa samannimisiksi,
niin voidaan olettaa, ettd a ja b ovat samannimiset. Olkoon
esim. a = § cm ja b =  cm (kuv. 59). Otetaan nyt pituus-

mitaksi ¥ cm ja vastaavasti pintamitaksi nelid, jonka

siva = § cm. Koska 1 cm? (tumma nelid) sisdltds niité
nelioitd 3 - 3 kpl, niin mittanelién ala = ' cm2?. Suora-
kulmio siséltdd nditd neliditd 5-7 kpl, joten suorakul-
mion ala

5.7

1 5 7
=(5-7)-5_—36n12=mcm2=§-§cm2=ab cm?.

On selviai, ettéd todistus voidaan suorittaa periaatteessa
samalla tavalla, olkoot a ja b mitd rafionaalilukuja, so.
kokonais- tai murtolukuja tahansa.

Kuv. 58. Kuv. 59.

1 Oikeastaan pitéisi sanoa: »Suorakulmion alan mittaluku = kahden vie-
rekkéisen sivun mittalukujen tulo, kun sivut ovat mitatut samalla pituus-
yksiko6lld ja suorakulmio .neliolld, jonka sivu = mainittu pituusyksikko.»
Kaytinnollisistd syistd kiytetddn kuitenkin ylli olevaa lyhytts sanontaa.
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Seur.: Nelion ala = sivun nelio:
A = a?

Harj.teht.: 126) Kuinka suuri on suorakulmion ala, jos sen sivut ovat

a) 15 em ja 15 m, b) 4} m ja 8% m, ¢) molemmat 5,7 cm?
127) Huoneen lattian pinta-alan laskemiseksi mitattiin senttimetrin tark-
kuudella lattian pituus ja leveys ja saatiin pituudeksi 6 m 27 cm ja leveydeksi
4 m 89 cm. Kuinka monta m?:4 on lattian pinta-ala? Vastaukseen on otettava

mukaan vain »merkitsevit desimaalits, so. ne desimaalit, joilla on mer-
kitystd, kun otetaan huomioon mainittu mittaustarkkuus.

128) Kuinka suuret ovat suorakulmion sivut, jos sen a) ala = 221cm? ja
yksi sivu = 13 em, b)ala = 84 m? ja yksi sivu = 54 m, c)ala = 1 m?ja
yksi sivu 54,7 em?

41 §. Lukua, jonka neli6 = A, sanotaan luvun A nelid-
juureksi ja merkitdsn: v/ A. Siis esim. v/9 = 3, sills 32 = 9.
Edellisen seurauslauseen perusteella saadaan téten:

Lause: Nelion sivu = alan neliéjuuri:

a=1A.

Esim. 1. Kun nelién ala = 16 m2, niin nelién sivu

¢=V16 = 4m.

Esim. 2. Kun nelién ala = 2 m2, niin nelién siva

a=Vv2m.

Mutta miké on téllainen luku a, jonka siis pitad tiyttis ehto
a2 = 2%

a ei tietenkéddn voi olla mikéin kokonaisluku, eiké se voi olla myéskidn
murtoluku, silld murtoluvun nelié on aina murtoluku. Tallaista lukua sano-
taan irrationaaliseksi, ja sitd esittdd pasttymiton jaksoton desimaaliluku.
Sen likiarvo voidaan méiiriti kokeilemalla seuraavasti.

Koska 1% = 1 < 2, mutta 22 = 4 > 2, niin

<<,
Edelleen havaitaan laskemalla, ettd 1,42 = 1,96<<2, mutta 1,52 = 2,25>2,
joten
la<ae<lp.
Samalla tavalla edelleen kokeilemalla nihd#in, etti
141 <@ <142,

Siis ¢ = 1,41... m. Kahden desimaalin, toisin sanoen senttimetrin tark-

kuudella on siis ¢ = 1,41 m (tai 1,42 m).

Oppikirjan loppuun on liitetty taulukko, josta nikyy lukujen 1—100
nelidjuurien 8-desimaaliset arvot.

Harj.teht.: 129) Nelion ala = 5,5 m2. Laskettava kokeilemalla nelitn
sivun pituus a) desimetrin, b) senttimetrin tarkkuudella.

180) Nelion ala = 76 cm2. Kuinka suuri on’ sen sivu? Ks. taulukosta.
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42 §. Suunnikkaan ja puolisuunnikkaan yhdensuuntai-
sia sivuja sanotaan kannoiksi ja niiden kohtisuoraa vali-
janaa korkeudeksi.

Lause: Suunnikas = samakantainen ja samankorkuinen
suorakulmio.

Tod.: Kuviossa 60 on

suunnikas ABCD = puolisuunnikas ABCF — AADF,

suorakulmio ABEF = » » — ABCE.
r b £ ¢ Koska oikealla puolella vahentéjind
7 I esiintyvdt kolmiot ovat yhtenevét
hi (kks) ja siis yhtdsuuret, niin va-
4 4 semmalla puolella olevat suunnikas
I‘{’uv " ja suorakulmio ovat myds yhtésuu-

ret, vm.o.t.

Seur. 1: Suunnikkaan ala = kannan ja korkeuden tulo:
A = bh,

Seur. 2: Yhidsuurikantaiset, samankorkuiset suunnik-
kaat ovat yhidsuuret.

Koska kolmio ABC (kuv. 61) on puolet suunnikkaasta
ABDC, jonka kanta ja korkeus ovat samat kuin kolmion
.o kanta ja korkeus, niin saadaan
! Seur. 3: Kolmion ala = kannan ja kor-

keuden tulon puolikas:

bh
A = 5
Kuv. 6L Seur. 4: Yhidsuurikantaiset, samankor-

kuiset kolmiot ovat yhtdsuuret.

Seur. 5: Kolmio on puolet yhidsuurikantaisesta, saman-
korkuisesta suunnikkaasta.
o—2 ¢ Jos puolisuunnikkaan ABCD (kuv.
©  62) kannat ovat a ja b ja korkeus h ja
puolisuunnikas jaetaan lavistajalla AC
A 3 8 kahteen kolmioon, niin saadaan puoli-
Kuv. 62. suunnikkaan alaksi (seur. 3)
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ah bh __a-b .
2 T =% 'k
Seur. 6: Puolisuunnikkaan ala = kanfojen keskiarvon ja
korkeuden tulo:

A=“2“’-h.

Jos sddnnéllisen n-kulmion (kuv. 63) sivu =
s ja keskipisteen etdisyys sivusta, apofeema,
= a, niin keskipisteestd karkiin piirretyt sdfeet
jakavat monikulimion n:44n yhtenevdin tasa-

kylkiseen kolmioon, joiden alat = -8-29 . Kun

n-kulmion piirid merkitddn p:lld (p = ns), sen
alaksi saadaan ndin
sa ns-a pa
2

2 2
Seur. 7: Sddnnéllisen monikulmion ala = piirin ja apo-
teeman tulon puolikas:

=1

Muunlaisen monikulmion ala voidaan laskea jaka-
malla se ensin ldvistdjilld kolmioihin ja laskemalla sitten
niiden alojen summa. Myés voidaan menetelld kuviossa
64 esitetylld tavalla. Monikulmio on siini ensin jaettu
lavistdjalld kahteen osaan ja ne sitten edelleen kirjisti
lavistajad vastaan piirretyilld normaaleilla osiin, jotka ovat
suorakulmaisia kolmioita, puolisuun-
nikkaita tai suorakulmioita. Niiden
alojen summa on monikulmion ala.

Harj.teht.: 181) Suorakulmaisen kolmion katee-
tit cvat @ ja b. Kuinka suuri on sen ala?
1382) On laskettava kuvion a) 62, b) 68, c) 64
esittimén monikulmion ala. Ohje: Mitataan las-
kemista varten tarpeellisten janojen pituudet.
138) Piirrettiva tasakylkinen kolmio, jonka Kuv. 64.
kanta on 4 em ja ala 10 em?2.

184) Kolmion kaksi kulmaa ovat 84° ja 47° ja jilkimmaiisen vastainen

siva 4,6 em. Kuinka suuri on kolmion ala? Ohje: Piirretdsin, mitataan ja
lasketaan.
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43 §. Kun piirretdéin monikulmio, jonka ala on yhti-
suuri kuin toisen monikulmion ala, niin sanotaan, etts
jdlkimmaéinen monikulmio muunnefaan edelliseksi.

Teht. 1: Kolmio (ABC, kuv. 65) on muunnettava toi-
seksi siten, ettd yksi sivu (AB) jdd muutfumatta ja toinen
sen viereisistd kulmista tulee annetun kulman (e) suurui-
seksi.

Ratk.: Piirretddn kirjen C
kautta sivun AB suuntainen
suora ja asetetaan janan AB
viereen pisteeseen A a:n suu-
ruinen kulma. Sen kylki lei-
katkoon piirretty4d yhdensuun-
taista pisteessi D. Silloin
AABD on vaadittu kolmio
(ed. §, seur. 4).

Teht. 2: Kolmio (ABC, kuv. 66) on muunnettava toi-
seksi silen, eftd yksi kulma (A) jid muuttumatta ja toinen
sen viereisistd sivuista tulee annetun janan (a) suuruiseksi.

Ratk.: Erotetaan puolisuorasta AB jana AR =a ja
piirretdén sitten pisteen B kautta suoran RC suuntainen
suora, joka leikatkoon suoraa AC pisteessi S. Silloin
AARS on vaadittu kolmio.

Kuv. 66.

Tod.: ACRS = ACRB (ed. §, seur. 4). Kun niihin
yhtésuuriin kolmioihin liitetdin AARC, niin havaitaan,
ettd todellakin AARS = AABC.
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Teht. 3: Monikulmio (ABCDE, kuv. 67) on muunnet-
tava kolmioksi.

Ratk.: Muunnetaan ensin AACB AACF:ksi siten, etté
F, C ja D tulevat samalle suoralle (teht. 1). Naiin tulee
alkuperdinen monikulmio muunnetuksi monikulmioksi
AFDE, jossa on yksi kirki vihemmén kuin ensin maini-
tussa. Kun tdma toimitus suoritetaan uudestaan tarpeeksi

monta kertaa, saadaan monikulmio lopuksi muunnetuksi
kolmioksi.

Harj.teht.: 185) Kolmio on muunnettava samakantaiseksi suorakul-
mioksi.

186) Suunnikas on muunnettava samakantaiseksi suunnikkaaksi, jonka,
kaikki sivut ovat yhtéisuuria.

187) Piirrettivi (astelevyd kiyttamatts) nelikulmio, jonka sivut ovat 2,
3, 4 ja 5 cm ja kahden ensin mainitun sivun vilinen kulma 120°. Nelikul-
mion ala on sitten mi#rittivi a) jakamalla nelikulmio kahteen kolmioon ja
miirdimalla sitten erikseen kummankin ala, b) muuntamalla nelikulmio
ensin kolmioksi ja ma#irddmalla sitten sen ala.

44 §. Pythagoraan lause: Suorakulmaisen kolmion
hypotenuusalle piirretty nelié = kateeteille plirrettyjen neliéi-
den summa.

Tod.: Olkoot kateeteille piirretyt nelit A ja B ja hypo-
tenuusalle piirretty nelid C (kuv. 68). Jaetaan suoran
kulman kérjestd piirretylli korkeussuoralla nelis C kah-
teen suorakulmioon A’ ja B’ ja piirretdadn (viivaamalla
korostetut) kolmiot K ja K’. Kolmio K on puolet sama-
kantaisesta ja samankorkuisesta neligsta A ja samoin kol-
mio K’ on puolet suorakulmiosta A’

(42 §, seur. 5). Mutta koska K =~ K’

(sks, kolmioiden tylpat kulmat = 90° 4

-+ sama terdvi kulma), niin \K 8
A=A

Samoin niytetdsn, etti
B =B, ) A" 18

Yhteenlaskemalla saadaan

A+4B = A'"+B’' = C, m.o.t. Kuv. 68.
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Olkoot kateettien mittaluvut a ja b ja hypuqtenupssirf
mittaluku ¢. Pythagoraan lause voidaan talléin esittia
yhtélén muodossa:

(D a’+b* = e
Téstd seuraa (41 §):
(D) ¢ =1v/a'+b%, b =1/c*—at

Pythagoraan lause voidaan todistaa monell.:a f*,ri tavgllg:
Edell4 esitetty on jo Eukleideen »Alkeissay. Esfcan.r_lme vield
seuraavan Vénhan, erittdin havainnollisen todlstu}{§en.1

Piirretddn kaksi yhtdsuurta nelistd (kuv. 69), ]ﬁ)lde'n
sivut = a + b. Erotetaan sitten kummastakin neliésti pois
tummennettuina esitetyt nelji yhtisuurta suorakulmaista
kolmiota, joiden kateetit ovat a ja b ja h"ypotenuusa c.
Télloin ja4 molemmista nelidista jiljelle yhtasuure't a1121ee.t:
vasemmanpuoleisesta nelit, joiden alat o.\.rat a2" ja b2, ja
oikeanpuoleisesta nelio, jonka ala on ¢2. Siis yht#ls (I) on
voimassa.

Kuv. 69.

Harj.teht.: 138) Kuinka suuri on hypotenuusa, kun kateetit ovat 8 ja
4 cm? ) ) .

189) Kuinka suuri on toinen kateetti, kun toinen on 5 m ja hypotenuusa
" ' isen kolmion kolmas siva ja ala, kun a)

140) Kuinka suuri on suorakulmaisen kolmion olmas s
kateegit ovat 1 ja 2 m, b) hypotenuusa on 18 cm ja toinen kateetti 9 em?
Ohje: Kiytetiin kaavoja (IT) ja katsotaan nelivjuurien arvot kirjan lopussa
olevasta taulukosta.

1 Tietysti voidaan tyytyd kahdesta esitetystd todistuksesta kisittelemiin
vain toinen.
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II. SUHDE JA YHDENMUOTOISUUDEN
PERUSOMINAISUUKSIA

45 §. Lukuja, janoja, kaaria, kulmia, alueita ja muita
sellaisia olioita, joita voidaan mitata, sanotaan suureiksi.
Suureita, joita voidaan mitata samalla mitalla, sanotaan
samanlaatuisiksi. Tallaisia ovat kaikki luvut keskendin,
kaikki janat keskeniin jne.

Samanlaatuisten suureiden yhieen- ja véhennyslasku
samoinkuin niiden kerfominen ja jakaminen luvulla mddri-
lellddn siten, ettd tulos on samanlaatuinen suure, jonka mitta-
luku saadaan suorittamaliq ko. laskutoimitus suureiden
mittaluvuilla. Tallsin edellytetidin, ettd suureet ovat mita-
tut samalla mitalla. Koska luvuilla laskeminen on jo lag-
kennossa opittu, niin kunkin lajin suureilla voidaan siis
mainitut laskutoimitukset suorittaa heti, kun on vain sel-
vitetty ko. suureiden mittaaminen.

Esim. 1. 5cem ja 2 em pituisten janojen summa on jana, jonka pituus
= (5+2) ecm = 7 em. Summa on myés jana, jonka nimg janat yhdesss

muodostavat, kun ne asetetaan jollekin suoralla vilittomasti Peridtysten
(vrt. 8 §). )

Esim. 2. Jos kolmio, jonka ala = 6 em?, kerrotaan luvulla 2, niin tulo
on jokainen alue (ei tarvitse ollg kolmio), jonka ala = 26 cm2 = 4 em?,
Tulo on myos alue, joka saadaan, kun kolmio Jaetaan kolmeen yhtisuureen
osaan ja kaksi niistd asetetaan valittomésti vieretysten :

Kahden samanlaatuisen suureen suhteellatlarkoitetaan sel-
laista lukua, ettd kun sillg kerrofaan jilkimmdinen suure,
niin saadaan tuloksi edellinen. Suhde on toisin sanoen
mittaluku, kun edellinen suure mitataan jalkimmaisells,
Jos suureiden a ja b suhde = k eli tavanmukaista merkin-
tad kiyttien

a:b eli —Z =k,
niin merkitsee se, etts
a = kb.

4 — Viisild, Geometria
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Koska edelld sanotun mukaan talléin my®s a:n mittaluku
= k kertaa b:n mittaluku, niin kahden suureen suhde =
niiden mitfalukujen suhde, edellyttien taas, ettd suureet
ovat mitatut samalla mitalla.

Esim. Olkoot a ja b kaksi aluetta, joiden alat ovat: @ = 4 cm?, b = 6 cm?2.
Silloin on

Edelld olevasta selvidi, ettd suureiden suhteilla saa las-
kea aivan niinkuin murtoluvuilla. On vain huomattava,
ettd tulossa saa esiintyé kertojana ainoastaan (paljas) luku,
jollainen mm. suhdekin on.

Harj.teht.: 141) Kahden monikulmion alat ovat 40 cm ja 25 m2. Kuinka
suuri on edellisen monikulmion suhde jalkimmaiiseen monikulmioon?

142) Kuinka suuri on jana, jonka suhde 18,2 m pituiseen janaan = 0,87?

148) Mittaamalla ja laskemalla on midrittivi desimaalilukuna suhde
AC : ED kuviossa 67.

46 §. Kahden suhteen merkitty yhtasuuruus,

a [

b d

on nimeltidén verranfo. T4lloin sanotaan, ettd suureet a ja b
ovat verrannolliset suureisiin ¢ ja d. Kahden ensin mainitun
suureen on oltava samanlaatuisia keskendén ja samoin kah-
den viimeksi mainitun. Verrannossa on a ensimmdinen, b toi-
nen, ¢ kolmas ja d neljds jdsen. aja covat verrannon edelliset
ja bja d jalkimmdiset jdsenel. a ja d ovat verrannon ddrim-
mdiset ja b ja ¢ keskimmadiset jdsenet.

Jos a, b, ¢ ja d ovat kaikki samanlaatuisia suureita ja
edellisen verrannon molemmat puolet kerrotaan suhteella

b ..
o> niin saadaan verranto
a b
e d
Vertaamalla tata alkuperéiseen verrantoon havaitaan, ettd

verrannon keskimmdiset jdsenet saa vaihtaa keskenddn.
Harj. teht.: 144) Niytettivi, ettd jos verrannon kaikki jisenet ovat sa-

manlaatuisia suureita, niin myds verrannon dérimmdiset jisenet saa vaihtaa
keskendin.
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14:5) Todistettava lauseet:
a) yhtisuurikantaisten kolmioiden alojen suhde = korkeuksien suhde,
b) samankorkuisten » » » = kantojen » .

Ohje: a)-kohdassa merkitiin kolmioiden yhtidsuuria kantoja b:lli ja kol-
mioiden korkeuksia hy:1l4 ja hylla ja naytetiln laskemalla, ettd kolmioiden
alojen suhde = hy : hy. b)-kohdassa menetelliéin vastaavalla tavalla.

47 §. Jos mitd kuviota tahansa katsotaan suurennus- tai
pienennyslasilla tai jos kuvio suurennetaan tai pienenne-
tddn esim. wvalokuvaamalla, '
niin uusi kuvio on samanné-
koinen - kuin alkuperdinen
(kuv. 70). Niilld on sama
muoto, mutta eri k ok o.
Tallaisia kuvioita sanotaan
geometriassa  yhdenmuotoi-
siksi.

Kahden yhdenmuotoisen
kuvion  perusominaisuudet
ovat:

1) vastinjanojen suhteet ovat yhtdsuuria,

2) vastinkulmat ovat yhtdsuuria.*

Yhdenmuotoisissa kuvioissa 70 a ja b ovat esim.
AP'R'Q"ja APRQ vastinkulmia ja siis yhtdsuuret. Vastin-
janoja ovat P'Q’ ja PQ, samoin S'T" ja ST jne. Niiden suh-
teet ovat siis yhtédsuuret:

PQ ST .
We‘ =37 me.

Kuv. 70 a. Kuv. 70 b.

Tatd vastinjanojen suhdetta, joka = 1§ = 3 : 2 kuviossa
70, sanotaan kuvion b yhdenmuofoisuussuhteeksi eli mitta-
kaavaksi kuvion a suhteen.
Jos edellisessd verrannossa keskimméiset jdsenet vaih-
detaan kesken#ddn (46 §), saadaan verranto
rg _Pe
ST ST

1 Voidaan todistaa, ettd kumpikin niistd ominaisuuksista seuraa toisesta.
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Siis kuvion kahden mielivaltaisen janan suhde = vastin-
janojen suhde yhdenmuotoisessa kuviossa.

Se seikka, ettd yhdenmuotoisten kuvioiden vastinjano-
jen vililla ovat voimassa ylld mainitun laatuiset verrannot,
ilmaistaan lyhyesti sanomalla, ettd yhdenmuotoisten kuvioi-
den vastinjanat ovat verrannolliset. Voidaan osoittaa (todis-
tuksen sivautamme), ettd yleisesti yhdenmuofoisten kuvioi-
den kaikenlaisten vastinviivojen pituudet ovat verrannolliset.
Niinpé esim. yhdenmuotoisissa kuvioissa 70 a ja b

RS’ P L
7w~ pr &1
RS’ RS

PT’ "~ PT

Kuviossa 71 a on mm-paperille piirrettynd umpinaisen
viivan rajoittama alue. Kuvio 71 b esittdd edellistd
kuviota piirrettynd (suurennettuna) mittakaavassa 2 eli
2:1, niinkuin tavallisesti merkitdin. Jos kummankin
alueen mittaamme oman kuvionsa pikku neliolld, niin
mittaluvut ovat samat, mutta koska edellisen alueen mitta
= 1 mm? ja jilkimmadiisen alueen mitta = 22 mm? = 4 mm?,
niin jalkimma&isen alueen pinta-ala = 22 kertaa edellisen
alueen pinta-ala. Talla tavalla voimme yleisestikin péi-
telld, ettd kahden yhdenmuotoisen alueen pinta-alojen suhde
= mittakaavan nelié.

Kuv. 71 a. Kuv. 71 b.
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Harj. teht. :146) Kuviossa 72 on kaksi yhdenmuotoista suorakulmaista kol-
miota. Mitattava niiden sivut ja laskettava oikeanpuoleisen kolmion sivujen
suhfeet vasemmanpuoleisen kolmion vastinsivuihin kahden desimaalin tark-
kuudella. Kaikki ndmé suhteet = yhdenmuotoisuussuhde (mittauksen epi-
tarkkuudesta voi kylld johtua saatuihin suhteiden arvoihin pieniéd eroavai-
suuksia). :

147) Kolmion sivut ovat 4 m, 6 m ja 8 m. Piirrettivé timé kolmio mitta-
kaavassa 8 : 400.

148) Piirrettévi kuviossa 61 oleva suunnikas mittakaavassa 5 : 2.

149) Miké on sellaisen kartan mittakaava, jolla 25 km 600 m. pituisen tien
pituus = 6 cm 4 mm? Kuinka pitké on jarvi, jonka pituus tilld kartalla on
8,5 mm?

150) Kaikki ympyrét ovat yhdenmuotoisia. Madriattiva mittaamalla ku-

viossa 76 vasemmanpuoleisen ympyrin yhdenmuotoisuussuhde oikeanpuo-
leisen ympyrin suhteen. Mikd on ympyrdiden a) kehien, b) alojen suhde?

151) Nelikulmion perdkkiisten sivujen pituudet ovat 15,0, 13,5, 11,4, ja
21,2 m ja kahden ensin mainitun sivun vilinen kulma = 103°. Kuinka
suuret ovat nelikulmion muut kulmat ja ala? Ohje: Piirretdin nelikul-
mio sopivassa mittakaavassa, esim. 1: 800.

III. TRIGONOMETRISET FUNKTIOT JA NIIDEN
KAYTANTO

48 §. Jos kolmiolla on kaksi kulmaa yhtasuurta kuin jolla-
kin. toisella kolmiolla, niin kolmioiden kolmannetkin kulmat
ovat yhtdsuuret. Havaintomme mukaan nimi kolmiot
ovat yhdenmuotoiset, mikd voidaan todistaakin, vaikka
téssa todistuksen sivuutammekin. Tdmén mukaisesti kaik-
ki suorakulmaiset kolmiot, joiden toinen terdvi kulma =
a, ovat yhdenmuotoiset (kuv. 72). Jokaisessa ndistd kol-
mioista on siis kahden sivun suhde yhtasuuri kuin vastin-
sivujen suhde kaikissa muissa téllaisissa kolmioissa. Suo-
rakulmaisen kolmion sivujen suhteet riippuvat niin ollen
vain terdvidn kulman ¢ suuruudesta, mutta eivat kol-
mion suuruudesta. N#itd suhteita, jotka ovat siis kulman
a »funktioitan, sanotaan frigonometrisiksi funktioiksi. Eri
trigonometrisia funktioita on oikeastaan kuusi kappaletta,
mutta niistd kéytetasn tavallisesti vain seuraavia neljii
(ks. vasemmanpuoleista kolmiota kuviossa 72):
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a . . .

- =sine (sini a),

? —cosa (kosini «) : °
¢ 2

= =tga (tangentti o), & —

b Kuv. 72.
a

= cot a@ (kofangentti «).

Sanoin lausuttuna mésritellidn siis ndmé trigonometri-
set funktiot seuraavasti:

Suorakulmaisen kolmion ferdvdn kulman

sini = pastaisen kateetin suhde hypotenuusaan,
kosini = piereisen » » » ,
tangentti = vastaisen » »  viereiseen kateettiin,
kotangenlti = viereisen » »  vastaiseen » .

Esim. Mittaamalla havaitaan, etti kuvion 72 vasemmanpuoleisessa kol-
miossa on ¢ = 16 mm, b = 22 mm, ¢ = 27 mm ja g = 86° (likim.). Siis

. 16 22
sin 86° = a7 = 0,60, cos 86° = a7 = 0,81,

16 22
tg 36° = 25 = 0,73, cot86° = 6= 1,38,

Harj.teht.: 152) Mitattava kuvion 72 oikeanpuoleisen kolmion sivujen
pituudet ja laskettava niiden perusteella 86° kulman trigonometristen
funktioiden arvot seki verrattava tuloksia edellisessi esimerkissid vasem-
manpuoleisesta kolmiosta saatuihin arvoihin (mittausvirheistd johtuu, etti
eri kolmioista saadut arvot saattavat hiukan erota toisistaan).

1?3) Piirrettiva suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusa on 10 cm ja
yksi Kulma 65°. Sitten on mitattava sivujen pituudet ja laskettava mai-
nitun kulman trig. funktioiden arvot. Samasta kolmiosta on méi#rat-
tavi ‘my0s 25° kulman trig. funktioiden arvot. o

154) Kuinka suuri on a) tg 45°, b) sin 80°, ¢) cos 60°? Tehtivi on ratkais-
tava suorittamatta mittauksia. Ohje: Kaksi jilkimmiistd arvoa masratiin
suorakulmaisesta kolmiosta, joka saadaan puolittamalla tasasivuinen kol-
mio sen yhden kulman puolittajalla.

155) Piirrettdvi kulma a ja mitattava astelevylld sen suuruus, jos

2 3
a) tg.a = 3’ b) sin a = v e) cos a = 0,7, d) cot a = 2,3,

49 §. Kun suorakulmaisen kolmion toinen terdvi kulma
on @, niin toinen on sen komplementtikulma 90°—ea. Trig.
funktioiden mééritelmistd seuraa tidmén perusteella:
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sin (90°—a) = cos «,
cos (90°—a) = sin a,
tg (90°—¢a) = cot e,
cot (90°—a) = tg a.

Jos suorakulmainen kolmio muuttuu si-
ten, ettd hypotenuusan c pituus pysyy Kuv. 73.
muuttumatta mutta terdvin kulman «
suuruus muuttuu (kuv. 73), niin havaitaan, ettd kun kulma
o kasvaa 0°:sta 90°:een, niin

sin ¢ kasvaa O:sta 1:een,
cos ¢ vdhenee 1:std O:aan,
tge kasvaa O:sta oc:ddn,
cot @ vdhenee oco:std 0O:aan.

50 §. Oppikirjan loppuun on liitetty taulukko, josta
nidhdédn trig. funktioiden arvot, kun kulma on annettu,
ja kadntden. Titd taulukkoa kiayttden voidaan- laskea
suorakulmaisen kolmion muut sivut ja kulmat, kun tun-
netaan joko yksi sivu ja toinen terdvd kulma tai kaksi
sivua.

Esim. 1. ¢ = 252 m, a = 385,8°.
Ensiksikin toinen terivi kulma f = 90°—a = 54,2°. Edelleen saadaan
sinin ja kosinin méa#ritelmén nojalla ja kéyttamélla taulukkoa apuna:

a = ¢ sin a = 252:0,585 = 147 m,
b = ¢ cos a = 252-0,811 = 204 m.
Esim. 2. a = 43,8 cm, b = 36,7 cm.
Ensiksikin on

Taulukosta nihdiin nyt, ettdi a = 49,7°. Siis f = 90°—a = 40,3°. Edel-
leen saadaan sin a:n médrittelevisti yhtﬁlést;i
4
e=_% . = 383 _ 56rem.
sin a 0,783 ‘ A

Harj.teht.: 156) Haettava taulukosta seuraavat trig. funktioiden arvot:
sin 88°, sin 75,6°, tg 68,8% cos 57,3°, cot 11,6°, cot 6,2°.

157) Masrattivi kulma @, kun sina = 0,627, tga = 2,830, cos& = 0,487,
cota = 8,012.
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158) Laskettava suorakulmaisen kolmion muut sivut ja kulmat, kun
a) hypotenuusa = 8,07 m ja toinen teriivi kulma — 71,4°,

b) kateetti = 26 mm ja sen viereinen terivi kulma = 382°,

¢) hypotenuusa = 118 cm ja kateetti = 87 cm,

d) kateetit 7,2 em ja 4,7 cm.

159) Tasakylkisen kolmion kanta on 8,2 m ja korkeus 38,9 m. Kuinka suu-
ret ovat kyljet ja kantakulmat? Tehtivi ratkaistava a) laskemalla, b) piir-
timalld kolmio mittakaavassa 1: 100 ja mittaamalla sitten.

160) Ympyrin side on 5 em. Laskettava, kuinka suuri on a) 100° keskus-
kulmaa vastaava jinne, b) 7 cm pituista jénnetti vastaava keskuskulma.
Ohje: Piirretasin jinnettd vastaan kohtisuora halkaisija.

161) Todistettava, etti jos o on mielivaltaisen kolmion teravi kulma ja
b ja ¢ ovat sen viereiset sivut, niin

1
kolmiop ala = —2~bc sin a.

Esim. ¢ == 68°, b = 2,3 ¢cm ja ¢ = 3,5 cm.

162) Kuinka korkea on torni, joka niikyy 100 m piists tornin juuren
korkeudelta 89,3° kulmassa?

51 §. Pisteen (C, kuv. 74) projektiolla tietylla
suoralla (I) tarkoitetaan pisteestd suoralle piirretyn nor-
maalin kantapistettd (B).

Janan (¢, kuv. 75) projektiolla tietylld suoralla
(D) tarkoitetaan janan paitepisteiden projektioiden vé-
listd janaa (b).

(o4 \
? [+ ]
1 (/;
! ]
; ' X / o« | ! %E

8 b b A% ]
Kuv. 74. Kuv. 75 a. Kuv. 75 b. Kuv. 75 c.

Projektion madraémisté sanotaan projisoimiseksi. L

Janan ¢ kaltevuuskulmalla suoran I suhteen tarkoitetaan
sitd kulmaa e (<90°), jonka jana ¢ (tarpeeksi jatkettuna)
muodostaa suoran [ ja siis myds c:n paitepisteesti piir-
retyn l:n suuntaisen suoran kanssa. Kuvioista 75 sel-
vidd, ettd joka tapauksessa

b=c-cosa
ell sanoin lausuttuna;

R R

T R
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Lause: Janan projektio suoralla = jana kerrottuna kal-
tevuuskulman kosinilla.

On siis huomattava, ettd janan projektion suuruus riip-
puu janan pituudesta ja kaltevuuskulmasta, mutta ei
muuten janan paikasta suoran suhteen.

Harj.teht.: 163) Kuinka muuttuu janan projektion suuruus, kun jana
kééntyy niin, etti kaltevuuskulma muuttuu 0°sta 90°een?

164) Piirrettdvi jokin jana ja sitd leikkaava suora. Jana on sitten proji-
soitava suoralle.

165) Kuinka suuri on 85,4 em pituisen janan projektio, kun kaltevuuskul-
ma on 71,6°?

166) 8 em pituisen janan projektio on 5 cm. Kuinka suuri on kaltevuus-
kulma?

167) Janan projektio suoralla on 63 mm ja kaltevuuskulma 28°. Kuinka
pitkd jana on?

IV. YMPYRANMITANTO

52 §. Tarkastellaan kahta
mielivaltaista ympyrdd O ja
0’ (kuv. 76). Olkoot niiden
sdteet r ja r’, halkaisijat d ja d’
sekd kehit p ja p’. Koska ku-
viot 76 a ja b ovat yhden-
muotoiset, niin vastinviivojen
pituudet ovat verrannolliset:

2

Kuv. 76 b.

Kuv. 76 a.

I

d_da
On siis voimassa

Lause: Ympyrdn kehdn ja halkaisijan suhde on kaikissa
ympyréissd sama.

Ympyrdn kehdn ja halkaisijan suhdetta merkitiin
kreikkalaisella kirjaimella 7. Jo Arkhimedes (n. 250 e. Kr.)
tunsi likiarvon = = 3,14, joka onkin sopiva kiytettaviksi,
kun laskuja ei suoriteta useamman kuin kolmen numeron
tarkkuudella. On voitu todistaa, ettd = on irrationaalinen
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luku, so. padttyméton jaksoton desimaaliluku. Sen kuusi-
desimaalinen likiarvo on
7w = 3,14159265 .

Seur. 1: Jos ympyrdn halkaisija = d ja sdde = r, niin

ympyrdn kehdn pituus
= nd = 2ar.

Koska ympyré’m kehd = 360°, niin g° kaaren

pituus b on — 360 kehén pituudesta:

8
é Seur. 2: Jos ympyrdn sdde = r, niin ¢° kaaren
b pituus
Kuv. 7
b = * 2nr.

360

Harj.teht.: 168) Mitattava mittanauhalla tai ohuella nuoralla jonkin
pyfreiéin esineen ympirys (ympyrin kehd) ja paksuus (halkaisija) ja las-
kettava sitten saatujen mittalukujen suhde, jolloin saadaan 7z:n likiarvo.

169) Kentille on piirretty snuoraharppiasr kiyttien ympyra, jonka side
on 4,60 m. Kuinka pitk#i on ympyrin kehi?

170) Suuren kuusen ympirysmitta on 1,58 m. Kuinka paksu kuusi on,
kun oletetaan, ettd sen lipileikkaus on ympyri?

171} Kuinka monta kierrosta suorittaa polkupydrin pyori 1 km mat-
kalla, kun pyoérian halkaisija = 70 cm?

172) Ympyrin séide on 7 em. Kuinka suuri on kaaren pituus, jos se on
a) 60°, b) 100°, ¢) 12°48’?

173) Kuinka suuri on keskuskulma, jos vastaava kaari on siiteen pituinen.

/A\ 53 § Ympyrin alan laskemiseksi
piirrdimme ympyrin sisdén sdénnolli-
\ sen n-kulmion (kuv. 78). Olkoon
/ a, = n-kulmion apoteema,
Pa » piiri,
N 7 r ympyrin séde,

— » keha.
Kuv. 78. ‘ p

Silloin on (42 §, seur. 7)
' n-kulmion ala =

/
\

Il

Puay
5
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Kun annetaan sitten n:n kasvaa rajattomasti, niin
p, ldhenee p:ti ja a, lihenee r:i.

Koska téllgin itse n-kulmio lihenee ympyrid, niin
ympyran ala =p?r.
Kun téhén sijoitetaan p = 2ar, saadaan

Lause 1: Jos ympyrdn sdde = r ja halkaisija = d, niin
ympyrdn ala
nd?
'_4" .
Seur. 1: Jos ympyrdn sdde = r ]a sen sektorin keskus—
kulma = ¢°, niin sektorin ala

A_.

A = ar2 =

N nrz

360
Jos b on sektorin kaaren pituus (kuv. 77), niin sektorm

b 7 br
ala on — ympyran alasta — Ja siis == =5 p2 = o mikéd voi-
daan sanom tulkita seuraavastlz

Seur. 8: Ympyrdn sektorin ala = kaaren ja sdteen tulon

puolikas, toisin sanoen, sekfori = kolmio, jonka kanta =
sektorin kaari ja korkeus = ympyrdin sdde. _
Lause 2: Ympyrdn segmentfi = vastaavan sekforin ja

keskuskolmion erofus tai summa sen mukaan, onko seg-
mentti < vai > puoliympyrd.

Earj.teht.: 174) Laskettava harj.tehtiviiss 169 mainitun ympyrin ala.

175) Kuinka suuri on harj.tehtivissi 170 mainitun kuusen’ lapllelk-
kauksen ala?

176) Kahden samakeskisen ympyréaviivan viliin jadvii aluetta sanotaan
ympyrdnrenkaaksi. Laskettava tillaisen renkaan ala, jos suuremman ym-
pyrian side = 7 m ja pienemmin = 5 m.

177} Kahden ympyrin alojen suhde=niiden siteiden suhteen nelid. Miksi?

178) Ympyran side on 6 cm. Kuinka suurl on sektorin ala, jos sen kaari
on a) 25° b) 10 cm?

179) 90°kaaren janne jakaa ympyrin kahteen segmenttiin. Kuinka suuret
ovat niiden alat, jos ympyrin siide on r? Kuinka suuri on pienemmin seg-
mentin alan suhde suuremman segmentin alaan? Montako 9, ympyrasta
on pienempi segmentti?
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V. TARKEIMMAT KAPPALEET SEKA NIIDEN
TILAVUUDET JA PINTA-ALAT

54 §. Kun suora liikkuu avaruudessa suuntaansa muut-
tamatta, niin sen muodostamaa pintaa sanotaan lierio-
eli sylinteripinnaksi. Jos pinnan muodostajasuora palaa
ldhtdkohtaansa, pintaa sanotaan suljetuksi.

Suljetun, itsedéin leikkaamattoman lieriépinnanjakahden
yvhdensuuntaisen tason rajoittama kappale on nimeltiéin
lieri eli sylinteri. (Kuv. 79—82.) Tamén kappaleen
pinnasta lieriépintaan kuuluva osa on vaippa ja mainittui-
hin tasoihin kuuluvat osat taas pohjia (A ja B). Pohjat
ovat yhtenevid. Pohjien kohtisuora vilijana on lierién
korkeus (h). Pohjien vilinen osa muodostajasuorasta on
sivujana (s). Sivujanat ovat keskeniiin yhtisuuria. Jos
sivujanat ovat kohtisuorassa pohjia vastaan, lierits sano-
taan suoraksi ja pédinvastaisessa tapauksessa vinoksi.

Jos pohjat ovat ympyroitd, lieri6td sanotaan ympyrd-
lieridksi ja pohjaympyrdiden keskipisteiden yhdistysjanaa
sanotaan lierion akseliksi. Kuvio 80 esittdd suoraa
ympyrdlieridtd. Se on pyodrdyslierié, jonka voidaan aja-
tella syntyvin suorakulmion pyérihtédessd jonkin sivunsa
(h) ympéri, joka silloin on lierién akseli. Akselin suun-
tainen suorakulmion sivu muodostaa pyérihtiessisn lie-
rion vaipan ja kohtisuorat sivut taas muodostavat pohjat.
Kéytinnossd puhutaan usein lyhyesti lieridstd, vaikka-
kin tarkoitetaan nimenomaan suoraa ympyrilieriota. -

C ) NE

1
|
!
1
1

S s ]
]
I
1
-
/

Kuv. 79. Kuv. 80. Kuv. 81. Kuv. 82.
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Lieri6td, jonka pohjat ovat monikulmioita, sanotaan
sdrmidksi eli prismaksi (kuv. 81 ja 82). Sen vaippa
koostuu suunnikkaista, joiden lukumé&édrin mukaan sir-
midtd sanotaan kolmi-, neli-, jne. sivuiseksi. Sirmiot,
jonka pohjatkin ovat suunnikkaita, sanotaan suunfaissdr-
midksi eli parallelipipediksi. Jos suuntaissirmion samassa
kérjessd yhtyvit sdrmét ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan, toisin sanoen, jos kaikki stahkot» ovat suorakulmioita,
niin suuntaissérmioti sanotaan suorakulmaiseksi sdrmicksi
(kuv. 82). Jos sen sirmit ovat yhtdsuuria, niin on kysy-
myksessd kuutio.

96 §. Jos suoran lierion (kuv. 83) vaippa ajatellaan
esim. paperista valmistetuksi ja leikataan auki sivujanaa
pitkin sekd levitetddn sitten tasolle, niin syntyy suora-
kulmio, jonka kanta = lierién pohjan piiri p ja korkeus =
lierion korkeus h. Siis vaippa = ph eli sanoin:

P

Kuv. 88.

Lause: Suoran lierién vaippa = pohjan piirin ja kor-
keuden tulo.

Seur.: Jos suoran ympyrdlierién pohjan sdde = r ja
korkeus = h, niin lierion vaippa = 2arh.

Harj.teht.: 180) Rautapellistd valmistetun suoran ympyrilierion muo-
toinen vesiastia on 1,30 m korkea ja sen pohjan halkaisija on 85 cm. Pal-
jonko peltié on mennyt astian valmistukseen (astia on kanneton)?

181) Suoran sédrmion korkeus on 5 cm ja pohjat ovat suorakulmaisia kol-
mioita, joiden kateetit ovat 6 cm ja 8 cm. Kuinka suuri on sdrmion a) vaippa,
b) koko pinta (vaippa -+ pohjat)?

182) Kuinka suuri on suorakulmaisen séirmion pinta, jos sirmit ovat q,
b ja e?
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56 §. Kappaleen filavuuden mittana kiytetdin kuu-
tiota, jonka sirmé on pituusyksikko.

Lause 1: Suorakulmaisen sdrmion ftilavuus = samasta
kdrjestd alkavien sdrmien tulo:

V = abe.

Téssd V merkitsee suorakulmaisen sdrmioén tilavuutta ja
a, b ja ¢ samasta kérjestd alkavien sdrmien pituuksia.

-Olkoot aluksi sirmien mittaluvut kokonaislukuja,
esim. a =3 em,b=4cm,¢c =5cm (kuviossa 84 on tdma
sdrmid esitettynd mittakaavassa 2:5). Kappale voidaan
télldin jakaa tahkojen suuntaisilla ta-
soilla 1 cm?®:n suuruisiin kuutioihin. N#i-
t4 on kussakin vaakasuorassa slevyssi»
4 -5 kpl. Ja koska levyji on kaikkiaan

3 » 3 kpl.,, niin kappaleen tilavuus on
345 = abc cma.
f{um 84, Jos sitten sdrmien mittaluvut ovat

murtolukuja, niin todistuksessa mene-
tellddn samalla tavalla kuin 40 §:ssi suorakulmion alaa
koskevaa lausetta todistettaessa.
Lause pédtee myos, kun yhden tai useamman sirmén mit-
taluku on irrationaalinen. Kun nidm4 korvataan likiarvoil-
la, saadaan sidrmion tilavuuden mittaluvun likiarvo.

Seur. 1: Kuution tilavuus = sdrmdn kuutio:
V = a3, o
Lukua, jonka kuutio = V, sanotaan luvun V kuutfio-
juureksi ja merkitdin: VV. Siis esim.¥/8 = 2, silla
28 = 8. Sitd vastoin esim. V2 ei ole mikiin kokonais-
eikd murtoluku, vaan se on irrationaalinen luku, jonka arvo
voidaan laskea vain likim&édrin. Oppikirjan loppuun on

liitetty taulukko, josta n#hd&dn lukujen 1—100 kuutio-
juurien 3-desimaaliset arvot.
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Seur. 2: Kuution sdérmd = tilavuuden kuutiojuuri:
a="VV.
Edelld késitellyn suorakulmaisen sdrmién tilavuus voi-
daan esitt44 myos muodossa (ab)c = Ah, jossa A merkitsee

pohjan alaa ja h korkeutta. Voidaan todistaa, ettd kaik-
kiin lieridihin néhden on voimassa -

Lause 2: Lierion filavuus = pohjan alan ja korkeuden
tulo:

V = Ah. .
Seur. 3: Jos ympyrdlierién pohjan sdde = r ja korkeus
= h, niin lierién tilavuus
V = mr2h. .
Harj.teht.: 183) Huoneen pituus = 7,45 m, leveys — 5,5 m ja korkeus

= 8,25 m. Kuinka suuri on huoneen tilavuus ja kuinka paljon huoneessa
oleva ilma painaa, jos 1 dm3 ilmaa painaa 1,29 g?
184) Paljonko vettd mahtuu harj.tehtdvassa 180 mainittuun astiaan?
185) Kuinka suuri on harj.tehtdvissi 181 mainitun séirmisn tilavuus?

186) Pydredn rautatangon pituus = 2,5 m ja paksuus = 38,1 cm. Kuinka
suuri on tangon tilavuus ja paino, jos raudan tiheys on 7,1 kg/dm3?
187) Kuinka suuri on kuution sirmi, jos sen tilavuus on a) 1 000 emS3,

b) 5 em?®? Ks. oppikirjan lopussa olevasta kuutiojuuren taulukosta.

57 §. Kun suora liikkuu avaruudessa kulkien joka
hetki saman kiintein pisteen kautta, sen muodostamaa
pintaa sanotaan kartiopinnaksi. Jos pinnan muodostaja-
suora palaa lidhtopaikkaansa, pintaa sanotaan suljefuksi.

Suljetun, itsedsin leikkaamattoman kartiopinnan ja
tason rajoittama kappale on nimeltidsin kartio (kuv. 85—
87) ja mainittu kiinted piste kartion kdrki eli huippu.
Kartion pinnasta kartiopintaan kuuluva osa on wvaippa

Kuv. 85. Kuv. 87.
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ja mainittuun tasoon kuuluva osa pohja (A). Kirjen ja
pohjan kohtisuora vilijana on kartion korkeus (h). Kirjen
ja pohjan vilinen osa muodostajasuorasta on sivujana (s).

Jos pohja on ympyrd, niin kartiota sanotaan ympyrd-
kartioksi. Pohjan keskipisteen ja kérjen yhdistysjana on
télloin akseli. Ympyrékartio on suora, jos sen akseli on
kohtisuorassa pohjaa wvastaan ja yhtyy siis korkeuteen
(kuv. 86). Kaikki suoran ympyrikartion sivujanat ovat
yhtésuuria. Téllainen kartio on pyérdyskartio, jonka voi-
daan ajatella syntyvén suorakulmaisen kolmion pyérih-
tdessd toisen kateettinsa ympdri, joka silloin on kartion
akseli. Hypotenuusa muodostaa kartion vaipan ja toinen
kateetti pohjan. Kéaytinnossd puhutaan usein lyhyesti
kartiosta, vaikkakin tarkoitetaan nimenomaan suoraa ym-
pyrikartiota.

Kartiota, jonka pohja on monikulmio, sanotaan pyra-
midiksi eli sdirmdkartioksi (kuv. 87). Tdm#n monitahok-
kaan »sivutahkot» ovat kolmioita. Niiden lukuméirin
mukaan sanotaan pyramidia kolmi-, neli- jne. sivuiseksi.
Jos pyramidin pohja on sd&nnéllinen monikulmio ja kor-
keus kohtaa sen keskipisteesss, pyramidia sanotaan sddn-
nélliseksi. Sivutahkot ovat télléin tasakylkisid kolmioita.

58 §. Jos suoran ympyrikartion
vaippa leikataan auki sivujanaa pitkin
sekd levitetddn tasolle, niin syntyy ym-
pyriansektori, jonka kaari = kartion
pohjan kehd 2ar (r = pohjan side) ja
side = sivujana s (kuv. 88). Niin

saadaan 53 §:n seur. 2:een nojautuen
Lause: Jos suoran ympyrdkartion poh-
jan sdde = r ja sivujana = s, niin
Kuv. 88. . .
kartion vaippa = ars.

Harj.teht.: 188) Tornin katto on suoran ympyrikartion muotoinen. Kuin-
ka suuri on sen pinta-ala, jos katon kirkipisteen etéisyys rystidistid on 5,2
m ja rdystisympyrén halkaisija on 8,9 m?
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189) S#énnéllisen nelisivuisen pyramidin pohjan sirmi on 6 cm ja sivu-
sirmé 5 cm. Laskettava pyramidin koko pinta-ala. Ohje: Sivukolmioiden
korkeus lasketaan kiyttden apuna Pythogoraan lausetta.

59 §. Voidaan todistaa, ettd kartion tilavuus on kolmas
osa samapohjaisen ja samankorkuisen lierion tilavuudesta,
joten (56 §, lause 2) on voimassa

Lause: Kartion tilavuus = pohjan alan ja korkeuden tulon
kolmannes:

V = 3Ah.

Seur.: Jos ympyrdkartion pohjan side = r ja korkeus
= h, niin kartion tilavuus

V = }arzh.
Harj.tebt.: 190) Kuinka suuri on siénnéllisen nelisivuisen pyramidin tila-
vuus, kun pohjan séirmé on 8 em ja korkeus = 15 cm.

191) Kolmisivuisen pyramidin ,tetraedrin, erddstd kirjestd lahtevit sirmit
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Kuinka suuri on tetraedrin tilavuus,
jos mainittujen sirmien pituudet ovat 5, 6 ja 7 em?

192) Pellisté on valmistettu ylosalasin kiidnnetyn suoran ympyrikartion
muotoinen astia (suppilo), jonka korkeus on 40 cm ja suun halkaisija 60 cm.
Montako litraa astia vetdd? Kuinka paljon on astiaan mennyt peltid?

60 §. Puoliympyréin kaari pyorahtédessisn halkaisi-
jansa ympéri muodostaa pallopinnan. Puoliympyrin keski-
piste on pallopinnan keskipiste, ja timan ja pallopinnan
yhdistysjana on sdde. Kaikki sdteet ovat yhtd suuria.
Pallopinta, jonka sdde = r, on niiden avaruuden pisteiden
ura, joiden etdisyys keskipisteesti =r. Kahden pallo-
pinnalla olevan pisteen yhdistysjana on jinne. Keskipis-
teen kautta kulkeva jénne on halkaisija. Siis halkaisija
= 2 X s#de. Tason ja pallopinnan leikkausviiva on aina
ympyré. Sitd sanotaan isoksi ympyrdksi, jos taso kulkee
pallon keskipisteen kautta, muussa tapauksessa pikku
ympyrdksi. :

Pallopinnan rajoittama kappale on pallo. Kuitenkin
sanotaan pallopintaakin palloksi, silloin kun ei ole syyta
pelidtd sekaannusta.

5 — Vaisild, Geometria
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Voidaan todistaa
Lause: Jos pallon sdde = r, niin pallon

filavuus V = $qr3,
pinta-ala A = 4mr2,

Harj. teht.: 193) Kuinka suuri on maapallon pinta-ala ja tilavaus, edel-
lyttden ettd maa on pallo, jonka side = 6 870 km?

194) Néytettivi, ettd palion pinta = pallon ympéri piirretyn suoran lie-
rién vaippa. Huom. Téllaisen lieri6n pohjat ja vaippa »sivuavats palloa.

195) Néytettivi, ettd kahden pallon pinta-alojen suhde — sdteiden suhteen
nelié ja ttlavuuksien suhde = sdteiden suhteen kuutio. Sovellutus: Monesko osa
maapallon pinta-ala ja tilavuus ovat auringon pinta-alasta ja tilavuudesta,
kun auringon halkaisija on noin 100 kertaa niin suuri kuin maapallon hal-
kaisija?

VI. KERTAUSHARJOITUSTEHTAVIA

61 §. 196) Kuinka monta metrid 9 cm levyisti lautaa menee lattiaan,
joka on 5,40 m pitki ja 4,70 m levei?

197) Puolisuunnikkaan muotoisen tontin kadun viereinen sivu on 40 m
ja sitd vastaan kohtisuorat sivut 32,4 m ja 88,7 m. Miki on tontin hinta,
jos 1 m? maksaa 8 000 mk?

198) Rakennuksen pituus on 8 m ja leveys 6 m 40 cm seki kivijalan yla-
reunasta laskettu sivuseinéin korkeus 8 m 80 cm ja paityseinin korkeus har-
jalle asti 5 m 70 ecm. Kuinka monta metrii 12 cm levyists lautaa tarvitaan
rakennuksen ulkoseinien laudoittamiseen, jos ikkuna- ja oviaukkojen pinta-
alat ovat yhteensi 9,5 m2?

199) Paperille piirretyn alueen pinta-ala m#arattiin seuraavasti: Leikat-
tiin alue reunaviivoja pitkin irti ja punnittiin herkalld vaa’alla ensin tima
paperipalanen ja sitten 1 dm2n suuruinen pala samas paperia. Niiksi pai-
noiksi saatiin 873 mg ja 1 240 mg. Kuinka suuri on ko. alueen pinta-ala?

200) Nelién ala on a) 81 m2, b) 50 m2, ¢) 287 cm?. Kuinka suuri on
sen sivu? Ohje: b-kohta ratkaistaan nelisjuuren taulukkoa kayttien ja
c-kohta kokeilemalla (mm:mn tarkkuudella; vrt. esim. 2 s. 43). ‘

201) Suorakulmaisessa kolmiossa on a) kateetit 5 cm ja 7 cm, b) ‘h‘};vpo-
tenuusa 8,7 m ja toinen kateetti 2,6 m. Laskettava tuntematon siva
kahden numeron tarkkuudella.

202) Tasakylkisen kolmion kanta = 18 em ja kylki = 15 cm. Laskettava

a) korkeus, b) ala, ¢) huippukulma. Ohje: ¢)-kohta lasketaan trig. taulukoi-
den avulla ja muut ilman niiti.

203) Ympyrin sidde on 6 em. Misarittiva 1 mm tarkkuudella, kuinka kau-
kana keskipisteesti on 8 cm pituinen jinne? Tehtivi on ratkaistava
a) Pythagoraan lauseen avulla, b) trigonometrisia taulukoita kayttiien,
c) piirtimilla ja mittaamalla.
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204) Ympyrin side = r. Kuinka suuri on ympyrin sisiéin piirretynnelién
ala? Montako 9, se on ympyrin alasta?

205) Suomen kartalla, joka on piirretty mittakaavassa 1 : 8 000 000, on
eteldisimmin niemen kirjen etédisyys rajan pohjoisimmasta kohdasta 38,2
cm. Kuinka pitkd tdmé matka on todellisuudessa?

206) Kuinka suuri on ed. tehtéivissd mainitulla kartalla rautatien pituus
Helsingists Ouluun, kun se todellisuudessa on 753 km?

207) Olkoon janan ¢ projektio eradlli suoralla = b ja kaltevuuskulma
saman suoran suhteen = a. Laskettava a) b, kun ¢ = 7 cm, a = 88°,
b) ¢, kun b = 2,64 m, o = 22,9°, ¢) a, kun ¢ = 48 mm, b = 31 mm.

208) Saaressa olevan merkin 4 etidisyys mantereella olevasta pisteesti B
médrittiin mantereelta kiisin seuraavasti. Asetettiin rannalle B:st# 200 met-
rin paéhin pystyyn seiviis C niin, ettd A ABC tuli suoraksi. Sitten mitattiin
kulmamittarilla A BCA ja saatiin sen suuruudeksi 78,8°. Kuinka suuri on
vali 4B?

209) Metrin pituudeksi on mi#ritelty 1/10000 000 maapallon meridiaani-
ympyrin neljinneksestd (meridiaaniympyrd = napojen kautta kulkeva iso
ympyri). Kuinka suuri on siis maapallon side? Maa oletetaan téismaillisek-
si palloksi.

210) Miki on sen ympyrin side, jossa 10 em pituinen kaari on 82°?

211) Kuinka suuri on 100° kaarta vastaavan segmentin ala, jos ympy-
rén side on 1 m?

212) 50 m leveiid urheilukenttiiii reunustaa juoksurata, jonka leveys on
4 m. Sen suorat sivut ovat 125 m pituiset ja kentin piissi on puoliympyrin
muotoiset kaarteet. Kuinka pitki on juoksuradan siséireuna ja kuinka suuri
on juoksuradan pinta-ala? Kuinka suuri on itse kentin ala?

218) Standartti puutavaraa on 4,67 m®. Montako metrii menee 10 e¢m
leveds ja 2,5 cm paksua lautaa standarttiin?

214) Nelio, jonka sivu on 1 dm, pyoriahtié kerran sivunsa ympéri. Kuinka
suuri on nédin syntyneen lierién a) tilavuus, b) vaippa, c) koko pinta-ala?

215) Messinkiputken lépileikkaus on ympyrinrengas, jonka ulkohalkaisija
on 2,5 cm ja sisihalkaisija 2,2 cm. Paljonko painaa 2 m pituinen pala
titd putkea, jos messingin tiheys on 8,3 kg/dm3?

216) Kuinka paljon joudutaan maata poistamaan, kun kaivetaan 50 m
pituinen oja, jonka syvyys on 80 cm, leveys maan pinnassa 70 cm ja poh-
jalla 80 ecm? Ojan lidpileikkaus on tasakylkinen puolisuunnikas.

217) Suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat 8 ja 6 cm, pyordhtidi
kerran jalkimmaiisen kateetin ympéri. Kuinka suuri on syntyneen kartion
a) tilavuus, b) vaippa, ¢) koko pinta-ala?

218) Paljonko painaa korkkipallo, jonka side on 1 m? Korkin tiheys
on 0,2¢ kg/dm3.

219) Ympyrilierion muotoinen lyijypala valetaan kuuliksi, joiden hal-
kaisija = 2 mm. Kuinka monta niitd saadaan, kun ko. lierion pohjan
halkaisija = 4 cm ja korkeus = 5 em?



KOLMAS LUKU

Deduktiivinen todistustapa
Monikulmioita ja ympyrii koskevia
lauseita — Piirtdmistehtivia

Edellisissé luvuissa olemme esitténeet geometrian totuuk-
sia suurelta osalta havaintoon nojautuen. Olemme kuiten-
kin ennestién tuntemistamme tosiasioista johtaneet uusia
deduktiivisestikin, so. puhtaasti ajatuksellisesti, havain-
toon vetoamatta. Niinpé olemme havaintoon nojaten piti-
neet selviind, etté »jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista
suoraa, niin samankohtaiset kulmat ovat yhtasuurets
(17 §, lause 2), ja olemme sitten siitd deduktiivisesti johta-
neet lauseen: »kolmion kulmien summa = 180° (21 §).
Ryhtyessémme nyt jatkamaan monikulmioita ja ympyris
koskevien totuuksien esittdmistd, tulemme paiasiassa
kiyttaméadn deduktiivista todistustapaa.

I. SUUNNIKAS

62 8. Suunnikkaan méaritelmi: Nelikulmiota sanotaan
suunnikkaaksi, jos sen molemmat parit vastakkaisia sivuja
ovat yhdensuuntaiset.

Lause 1: Suunnikkaan molemmat paril vastakkaisia
sivuja ovat yhtdsuuret.

Oletus: ABCD (kuv. 89) on suunnikas.

Viités: AB = CD ja AD = CB.

Tod.: Lavistaja BD jakaa suunnikkaan kahteen kol-
mioon, joilla mainittu livistdji on yhteisena sivuna ja

Aae = AB (17 §, lause 2), ' oy c
Ay =A6 (» » » ). '
Kolmiot ovat siis yhtenevit (ksk), jo- A"
ten niiden vastinsivut ovat yhtasuuret: *
AB = CD ja AD = CB, m.o.t. Kuv. 89.

Seur.: Yhdensuuntaisten suorien yhdensuuntaiset vili-
janat ovat yhtdsuuret.

Erikoisesti ovat siis yhdensuuntaisten suorien kohtisuo-
rat vilijanat yhtésuuret. Niiden pituutta sanotaan yhden-
suuntaisten efdisyydeksi toisistaan eli yhdensuuntaisten
valiksi.

Lause 2: Jos nelikulmion molemmat parit vastakkaisia
stvuja ovat yhtdsuuria, niin nelikulmio on suunnikas.

Oletus: AB=CDja AD = CB (kuv. 90). ,

Vdités: ABCD on suunnikas.

Tod.: Lavistdja BD jakaa nelikulmion
kahteen yhtenevéén kolmioon (sss). Siis 4
Ae = AB, joten AB || CD (17 §, lause 1). Kuv. 90.
Samoin pa#tellddn, ettd AD || CB. Siis
ABCD on suunnikas, m.o.t.

Lauseen 1 oletus on lauseen 2 viitos, ja késintien: lauseen
1 v&itos on lauseen 2 oletus. Kahta tillaista lausetta,
joissa siis oletus ja viitos vaihta-

vat paikkaansa, sanotaan toistensa o
kddnteislauseiksi.

Lauseeseen 2 perustuu yhdensuuntaisvii-
voitin (kuv. 91), jonka avulla piirretasin Kuv, 91.
eri etdisyyksilld olevia yhdensuuntaisia. Se
koostuu kahdesta yhtd pitkistd viivoittimesta, jotka ovat toisiinsa nivel-
letyt kahden yhti pitkiin yhdistijin (a ja b) avulla.

Harj.teht.: 220) Todistettava, etti suunnikkaan vastakkaiset kulmat ovat
yhtisuuret (voidaan todistaa nojautumalla kolmioiden yhtenevyyteen
tai 18 §:n lauseeseen 1). Millaisia ovat vierekkiiset kulmat?

221) Suunnikkaan yksi kulma on a) 67° 18 44” b) o. Kuinka suuret
oval muut kulmat?

222) Piirrettivi astelevyd kiyttimatti suunnikas, jonka yksi kulma
on 45° ja tdmin viereiset sivut kahden tunnetun janan suuruiset.
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63 §. Lause: Jos nelikulmion foinen pari vastakkaisia
sivuja on sekd yhdensuuntaiset eftd yhtdsuuret, niin nelikul-
mio on suunnikas.

Oletus: AB || CD ja AB = CD

Y (kuv. 92).
Viitos: ABCD on suunnikas.
Tod.: AABD = ACDB (sks). Siis
A Kav. 923_ AD = CB, jottn ABCD on suunnikas

(62 §, lause 2), m.o.t.

On siis huomattava, ettd suunnikkaan méaédritelmén, ed.
§:n lauseen 2 ja juuri todistetun lauseen mukaan nelikulmio
on suunnikas, jos siini

a) molemmat parit vastakkaisia sivujaovat jok o
yhdensuuntaiset tai yhtdsuuret,

b) t oinen pari vastakkaisia sivuja on se k 4 yhden-
suuntaiset e ttd yhtédsuuret.

Harj.teht.: 223) Todistettava, ettd jos suoran kaksi pistetti ovat yvhtéd
kaukana toisesta suorasta ja samalla puolella siti, niin suorat ovat yhden-
suuntaiset.

64 §. Lause 1: Suunnikkaan ldavistdjdt puolittavat toisensa.
D c Oletus: ABCD on suunnikas (kuv. 93).

Viités: EA = EC ja EB = ED.

Tod.: AABE = ACDE (ksk). Siis
s EA = EC ja EB = ED, m.o.t.

Edellinen lause pitee kiénteisestikin:

Lause 2: Jos nelikulmion ldvistdjdt puolittavat towensa
niin nelikulmio on suunnikas.

Ly ¢ Oletus: EA = EC ja EB=ED (kuv.‘94)';
Viitos: ABCD on suunnikas.
Tod.: NABE = ACDE (sks). Siis AB
= CD. Samalla tavalla niytetddn, ettd
A 8 AD = CB. Siis ABCD on suunnikas (62 §,
Kuv. 94.  Jause 2), m.o.t.

Harj.teht.: 224) Piirrettivi suunnikas, jonka livistéjit ovat kahden an-
netun janan pituiset, kun tunnetaan lisiiksi a) livistdjien vilinen kulma, b)
yksi sivu. Ohje: Mésritiin ensin annettujen janojen keskipisteet.

h Y

Kuv. 98.
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65 §. Suunnikasta, jonka kaikki kulmat ovat yhtésuuria
ja siis suoria, sanotaan suorakulmioksi eli suorakaiteeksi
(kuv. 95 a).

Suunnikasta, jonka kaikki sivut ovat yhti suuria, sano-
taan neljdikkddksi (kuv. 95 b ja c).

Jos neljikk#din kulmat ovat suoria, se on nelié (kuv.
95 c), muussa tapauksessa vinonelio (kuv. 95 b).

Kuten jo aikaisemmin mainittu, nelikulmiota, jossa vain
toiset vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset, sanotaan

puolisuunnikkaaksi (kuv. 95 d).

b. Vinonelié. c. Nelis. d. Puolisuunnikas.
Kuv. 95.

a. Suorakulmio.

Harj.teht.: 225) Piirrettiivi suorakulmio, kun tunnetaan sen vierekkiiset
sivut.

226) Piirrettivi neljikis, kun tunnetaan sen sivu ja yksi kulma.

227) Todistettava, etti suorakulmion livistijat ovat yhtdsuuret. Ohje:
Todistetaan yhteneviksi kaksi kolmiota, joiden vastinsivuina livistijat
ovat.

228) Todistettava, ettd neljakkiisin livistijit ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Ohje: Todistetaan niistd neljasta kolmiosta, joihin livistijat jaka-
vat neljakkain, kaksi vierekkiisti yhteneviksi.

229) Todistettava, ettd suunnikas, jonka - livistijit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan, on neljikis.

280) 19 §:n teht. 1 on ratkaistava piirtamilld jokin neljikis, jonka yksi
kirki on annetussa pisteessii ja yksi sivu annetulla suoralla.

II. YHTASUURIVALISET YHDENSUUNTAISET

66 §. Lause: Jos yhdensuuntaiset suorat (a, b, ¢ ja d,
kuv. 96) erottavat jostakin suorasta (l) yhtdsuuret osat
(AB ja CD), niin niiden jokaisesta muustakin suorasta (')
eroftamat vastaavat osat (A’B’ ja C'D’) ovat yhtdsuuret.

Tod.: 1) Jos L |} I’ (kuv. 96 a), niin

AB = A'B’, CD = (C'D’" (62 §, lause 1).
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a A / 4  q A )@ '
A}
B/(Q\B'xs'

b

c C c (o \C’
1

d o// b’ d D/«(4 \D" \D'

! 1 ! \Il

Kuv. 96 a.

Kuv. 96 b.

Koska n#iden yhtildiden vasemmat puolet ovat oletuksen
mukaan yhtésuuret, niin myds oikeat puolet ovat yhti-
suuret, m.o.t.

2) Jos I ja I’ eivit ole yhdensuuntaiset (kuv. 96 b),
niin piirretddn AB” ja CD" || I'. Silloin

AABB" = ACDD" (ksk),
joten
AB" = CD".
Mutta koska tdmidn yhtalon vasen puoli = A’B’ ja oi-
kea puoli = C'D’ (62 §, seur.), niin nédmékin janat ovat
yhtisuuret, m.o.t. :

Seur. 1: Jos kolmion sivun suuntainen suora puolittaa
loisen sivun, niin se puolittaa kolmannenkin.

Tamé sisiltyy edelliseen lauseeseen sellaisena erikois-
tapauksena, jossa a kulkee suorien ! ja I’ leikkauspisteen
kautta ja b ja ¢ yhtyvdt samaksi suoraksi (piirrettavi
kuviol).

Seur. 2: Jos puolisuunnikkaan yhdensuuntaisten sivujen
suuntainen suora puolitfaa foisen erisuuniaisista sivuista,
niin se puolittaa toisenkin. C

Teht.: Jana (AB, kuv. 97) on jaet-
tava n:ddn yhtdsuureen osaan.

Ratk.: Olkoon esim. n = 3. Piirre-
tddn suorasta AB erillinen, A:sta al-
kava puolisuora, ja erotetaan siit pe-
rékkdin kolme yhtisuurta janaa
Kuv. 97. AC = CD = DE. Yhdistetiain sitten

ISP
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E ja B ja piirretdsn CP ja DR || EB. Kun vield ajatellaan
Am kautta piirretyksi EB:n suuntainen suora, niin voi-
daan edellisen lauseen mukaan pa#ttas, etti AP = PR
= RB. '

Harj.teht.: 231) Jana on jaettava a) viiteen, b) seitsemiin yhtisuureen
osaan. a)-kohdassa on yhdensuuntaiset piirrettivi harppia ja viivoitinta

kdyttden (19 §, teht. 1) ja b)-kohdassa taas viivoitinta ja kulmaviivoi-
tinta kiyttien (16 §, teht.).

67 §. Lause: Kolmion kahden sivun keskipisteiden yh-
distysjana on kolmannen sivun suuntainen ja puolet siitd.

Oletus: D ja E ovat sivujen AC ja BC c
keskipisteet (kuv. 98).
Vditos: 1) DE || AB, 2) DE = }AB. 8 £
Tod.: 1) Jos D:n kautta piirretddn si-
. ' ) 3 8
vun AB suuntainen suora, niin se puolit- Kuv. 98

taa sivun BC (66 §, seur. 1) ja kulkee siis
pisteen E kautta. Koska se niin ollen yhtyy DE:hen, niin
myoés DE || AB.

2) Kun piirretddn DF || BC, niin se puolittaa sivun AB
(66 §, seur. 1), joten FB =3AB. Koska DE = FB (62§,
seur.), niin myés DE = $AB.

Harj.teht.: 282) Todistettava, etts jos nelikulmion kaikkien vierekkiisten

sivujen keskipisteet yhdistetsisin, niin syntyy suunnikas. Ohje: Piirretiin
nelikulmion lavistdjat.

68 §. Lause: Puolisuunnikkaan erisuuntaisten sivujen
keskipisteiden yhdistysjana on yhdensuuniaisten sivujen
suuntainen ja puolet niiden summasta, so. niiden keskiarvo.

Oletus: E ja F ovat puolisuunnikkaan ABCD erisuun-
taisten sivujen keskipisteet (kuv. 99).

Viitos: 1) EF || AB ja DC, 2) EF = ¥ AB--DC).

Tod.: 1) Jos E:n kautta piirretisn si- Y, ¢
vujen AB ja DC suuntainen suora, niin

se puolitiaa sivun BC (66 §, seur. 2)ja /|

kulkee siis F:n kautta. Siis EF || ABja DC. A Kuv. 99.
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2) Suora EF kulkee lavistdjan BD keskipisteen G kautta
(66 §, seur. 1). Edelleen on

EG = 1AB (67 §n lause AABD:hen sovellettuna),
GF =3DC (» » » ACDB:hen » ).
Yhteenlaskemalla saadaan niisti:
EF = EG+GF = 3AB + 3DC = $(AB+DQ).

Harj.teht.: 238) Puolisuunnikkaan yhdensuuntaiset sivut ovat 2,8 ja 5,9
em. Kuinka suuri on sen erisuuntaisten sivujen keskipisteiden yhdistys-
jana? On piirrettdva sitten jokin téllainen puolisuunnikas ja siihen mainittu
keskipisteiden yhdistysjana seki mitattava sen pituus.

III. URAKASITE — KOLMION YMPARI JA SISAAN
PIIRRETYT YMPYRAT

69 §. Ympyriviiva, jonka keskipiste on O ja side =r,
on kaikkien niiden pisteiden muodostama, joiden etiisyys
O:sta = r (vrt. 1 §). Geometriassa ilmaistaan timi sama
asia tavallisesti seuraavasti:

Ympyrdviiva, jonka keskipiste on O ja sdde = r, on nii-
den pisteiden ur a, joiden etdisyys O:sta = r.

Tahén sanontaan siséltyy seuraavat kaksi asiaa:

1) ympyrdviivan jokaisen pisteen etdisyys O:sta = r,

2) jokainen piste, jonka etdisyys O:sta = r, on ympyrd-
‘viivalla.

Jalkimmiisen kohdan asemesta voidaan sanoa myds:.

2") jokaisen muun pisteen etdisyys O:sta #r. Onhan
jokaisen ympyréviivan sisdpuolella olevan pisteen etdisyys
O:sta < r ja ulkopuolella olevan > r.

Harj.teht.: 234) Jos emme rajoitu samaan tasoon, niinkuin 4 §:n lopussa
tehdyn sopimuksen mukaisesti ylli olemme tehneet, vaan tarkastelemme
kaikkia avaruuden pisteiti, niin miki on silloin niiden pisteiden ura, joi-
den etiisyys O:sta = r?

2385) Mik4 on niiden ympyrodiden keskipisteiden ura, jotka kulkevat an-
netun pisteen kautta ja joiden siide = annettu jana?
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236) Kuvioissa 100 a, b ja ¢ on kussakin viiva ja piste O. Kunkin ku-
vion suhteen on vastattava kysymyksiin:

a) onko viivan jokaisen pisteen etiisyys O:sta = 5 mm?

f) onko jokainen piste, jonka etiisyys O:sta = 5 mm, ko. viivalla?
Miks niisti viivoista siis on niiden pisteiden ura, eli kaikkien niiden pistei-
den muodostama, joiden etdisyys O:sta = 5 mm?

Kuv. 100 a. Kuv. 100 b. Kuv. 100 c.

70 §. Lause: Niiden pisteiden ura, jotka ovat mddrdtylld
etdisyydelld (a) suorasta (I, kuv. 101), on kaksi tdmdn suoran
suuntaista suoraa (s ja s"), jotka ovat ko. etdisyydelld siitd.

Tod.: 1) suorien s ja s’ jokaisen
pisteen etdisyys Lstd = q,

2) jokaisen muun pisteen etaisyys !
L:std on < a sen mukaan, onko piste
s ja s”:n vilisessd kaistaleessa vai Kuv. 10L.
sen ulkopuolella.

Stis suorat s ja s’ ovat todellakin kaikkien nllden pistei-
den muodostamat, joiden etédisyys l:std = a, ja néin onkin
lauseemme todistettu.

Teht.: Piirrettdvd niiden pisteiden ura, jotka ovat mdd-
rdtylld etdisyydelld (a) tunnetusta suorasta (I).

Harj.teht,: 237) Miksi ei toinen suorista s ja s’ yksindin ole ed. lau-

seessa puheena oleva ura?

2388) Jos eirajoituta samaan tasoon, niin miké on silloin niiden pisteiden
ura, jotka ovat miiratylla etiisyydellsi tunnetusta suorasta?

289) Miki on niiden pisteiden ura, jotka ovat yhtid kaukana kahdesta
vhdensuuntaisesta suorasta? Ura on myods piirrettivi.

240) Masrattiva pisteet, joiden etdisyydet kahdesta toisiaan leikkaavasta
suorasta ovat annetun janan (@) suuruiset. Ohje: Piirretiin ensin niiden
pisteiden ura, joiden etiisyys toisesta suorasta == a. Sitten ratkaistaan
sama tehtivi toiseenkin suoraan nihden. Niiden urien leikkauspisteet ovat
haetut pisteet.

241) Maaratty jana (r) siiteeni on purrettava ympyri, joka sivuaa annet-
tug suoraa (I) ja a) jonka keskipiste on annetulla viivalla (v), b) joka kulkee
annetun pisteen (P) kautta. Ohje: Piirrettivin ympyrin keskipiste on nii-
den pisteiden uralla, joiden etiisyys I:std = r, ja sitd paitsi a)-tapauksessa
v:ld ja b)-tapauksessa harj.tehtéviissi 285 puheena olevalla uralla.

S

a

a
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71 §. Lause 1: Janan keskinormaalin jokainen piste on
yhtd kaukana janan pddtepisteistd.
n Oletus: P on janan AB keskinormaalilla n
P (kuv. 102).
Viités: PA = PB.
Tod.: APCA = A PCB (sks) ja siis
A %.._ g PA = PB.
Aikaisemmin (23 §, seur. 2) olemme todis-
taneet edellisen lauseen kifnteislauseen:
Lause 2: Jokainen piste, joka on yhii kaukana janan
pddtepisteistd, on janan keskinormaalilla.
Molemmat lauseet voidaan yhdistas uralauseeksi:
Seur.: Janan keskinormaali on niiden pisteiden ura,
jotka ovat yhtd kaukana janan pddfepisteistd.

Kuv. 102.

Harj.teht.: 242) On piirrettivi viiva, jonka jokainen piste on yhti kaukana
annetun janan p#itepisteistd, mutta joka silti ei ole niiden pisteiden, ura,
jotka ovat yhta kaukana janan pﬁ,ﬁtgpisteisté (vrt. harj.teht. 236).

243) On piirrettivi sellainen viiva, ettd jokainen piste, joka on yhti kau-
kana annetun janan piitepisteistsi, on viivalla, mutta joka silti ei ole nii-
den pisteiden ura, jotka ovat yhti kaukana janan piaitepisteists.

244) Jos otetaan huomioon kaikki avaruuden pisteet, niin miks on silloin
niiden pisteiden ura, jotka ovat yhtd kaukana janan paitepisteista?

245) Merkittivi paperille kaksi pistetts, joiden vali = 4 em. Sitten on
piirrettdvi nididen pisteiden kautta ympyriviivat, joiden siteet ovat a)
5 cm, b) 4 cm, ¢) 8 em, d) 2 cm. Ohje: Mairitidn ensin ympyrdiden keski-
pisteet (vrt. 83 §, teht.).

246) Miki on niiden ympyrdiden keskipisteiden ura, jotka kulkevat kah-
den annetun pisteen kautta?

72 §. Teht.: Kolmen pisteen (A, B ja C, kuv. 103) kautta
on piirrettivd ympyrd. '

Ratkaisun johto: Koska piirrettivéin ympyrin keskipis-
teen O tulee olla yhtd kaukana (séiteen etiisyydelld) pis-
teistdi A ja B, niin se on janan AB keskinormaalilla m
(ed. §, lause 2). Samalla tavalla pastelldén, ettd O on myds
janan BC keskinormaalilla n. Keskipiste O on siis normaa-
lien m ja n leikkauspiste.

Ratk.: Piirretddn mainitut keskinormaalit m ja n ja
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sitten niiden leikkauspiste O keskipisteens ympyrad B:n
kautta. Se kulkee silloin myds A:n ja C:n kautta, silli on-
han OA = OB ja OC = OB (ed. §, lause 1).

Y.
N

Kuv. 108 a.

Kuv. 103 b.

Tark.: 1) Jos A, B ja C eivit ole samalla suoralla (kuv.
103 a), niin voidaan piirt44 yksi ympyra.

2) Jos A, Bja C ovat samalla suoralla (kuv. 103 b), niin
el voida piirtda yhtdén ympyrii, koska m ja n ovat til-
16in yhdensuuntaiset (17 §, seur. 1) joten keskipistettd O ei
ole olemassa.

Esitetyn tarkastelun perusteella voidaan kirjoittaa

Lause 1: Kolmen pisteen kautfa voidaan piirtdd yksi
ympyrd, jos pisteet eivdt ole samalla suoralla, mutta ei yh-
tddn, jos pisteet ovat samalla suoralla.

Seur.: Kahdella eri ympyrdviivalla, samoinkuin suoralla
ja ympyrdviivalla voi olla enintddn kaksi yhteistd pistettd.

Jos ympyrd kulkee monikulmion kaikkien kérkien
kautta, niin ympyraé sanotaan monikulmion ympdri piir-
retyksi, ja kédntéen: monikulmiota sanotaan ympyrdn sisddn
piirretyksi. Monikulmiota sanotaan tillsin myés jdnne-
montkulmioksi, koska sen sivut ovat ympyrin janteits.

Kuviossa 103a on AABC:n ympéri piirretty ympyra.
Piirroksen mukaan keskipiste O on sivujen AB ja BC keski-
normaaleilla m ja n. Koska OA = OC, niin O on mybs
sivun AC keskinormaalilla (ed. §, lause 2). Siis on voimassa

Lause 2: Kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat toi-
sensa samassa pisteessd, joka on kolmion ympdri piirretyn
ympyrdn keskipiste.
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Harj.teht.: 247) Piirrettivi kolmio, jonka sivut ovat 8,8, 4,3, ja 5,2 cm
ja sen ympiri ympyrd. Kuinka suuri on ympyrin side?

248) Piirrettivi a) terfivikulmainen, b) suorakulmainen, ¢) tylppikulmai-
nen kolmio ja kunkin kolmion sivujen keskinormaalit. Miti havaitaan
keskinormaalien leikkauspisteen paikasta itse kolmioon nihden eri tapauk-
sissa?

249) Piirrettivi ympyri, jonka kehid kulkee kahden annetun pisteen
kautta ja jonka keskipiste on annetulla suoralla.

78 §. Lause 1: Koveran kulman puolittajan ]okaznen
piste.on yhtd kaukana kulman kyljistd.
A Oletus: P on koveran kulman O puo-
littajalla s (kuv. 104).
Viités: Normaali PA = normaali PB.
5 Tod.: APOA = APOB (kks). Siis
Kuv. 104. PA = PB.
Lause 2: Jokainen piste, joka on yhtd kaukana koveran
kulman kyljistd, on kulman puolittajalla.

A Oletus: Normaali PA = normaali PB
(kuv. 105).
0 P Vdités: P on kulman O puolittajalla.

Tod.: APOA = APOB (ssk). Siis
& APOA = APOB, joten P on kulman
Kuv. 105. O puolittajalla.
Molemmat lauseet voidaan yhdistdd uralauseeksi:
Seur.: Koveran kulman puolittaja on niiden pisteiden
ura, jotka ovat yhtd kaukana kulman kyljistd.
Harj.teht.: 250) Mik# on niiden pisteiden ura, jotka ovat yhtd kaukana

kahdesta toisiaan leikkaavasta suorasta? Ura on piirrettavi.

251) On piirrettavi mielivaltainen kovera kulma ja sen sisille jokin viiva.
Sitten on madrittava viivalla sellainen piste, joka on yhti kaukana kul-
man kyljista.

74 §. Jos ympyra sivuaa monikulmion kaikkia sivuja,
niin ympyriaa sanotaan monikulmion sisddn piirretyksi, ja
kiantden: monikulmiota sanotaan ympyrdn ympdri piir-
retyksi.
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Teht.: Kolmion (ABC, kuv. 106) sisddn on piirrettivd
ympyrd.

Ratkaisun johto: Koska piirrettivin ympyrdn keski-
pisteen O on oltava yhtd kaukana (sdteen etdisyydelld)
sivuista AB ja AC (318§, kohta c)), niin se on kulman A puo-
littajalla m (ed. §, lause 2). Samalla tavalla paitellddn, etta
O on myds kulman B puolittajalla n. O on siis puolitta-
jien m ja n leikkauspiste.

Ratk.: Piirretdsin mainitut puolittajat m ja n. Niiden
leikkauspisteesta O piirretdin OD |
AB. O keskipisteend ja OD siteeni

piirretésn sitten ympyra. Koska O:n &
etéisyys kaikista kolmion sivuista = / .\
ympyridn séde OD (ed. §, lause 1), 4<— D B
niin ympyra sivuaa kolmion sivuja Kuv. 106.
(31 §, kohta c)).

Tark.: Voidaan piirtd4 aina yksi ympyra.

Koska O on yhtd kaukana kulman C kyljistd, niin O
on myds tdmin kulman puolittajalla. Siis on voimassa

Lause: Kolmion kulmien puolittajat leikkaavat toisensa
samassa pisteessd, joka on kolmion sisddn piirretyn ympy-
rdn keskipiste.

Harj.teht.: 252) Kolmion kaksi sivua on 4 ja 5 cm ja niiden viilinen kulma
45°. Piirrettivi astelevyd kiyttamitts kolmio ja sitten sen sisiisin ympyri.
Kuinka suuri on ympyrin side?

258) Piirrettivd ympyri, joka sivuaa yhtd kolmion sivua ja molempien
muiden sivujen jatkeita.

IV. KOLMION KORKEUS- JA KESKIJANAT

7 §. Kolmion kirjen kautta vastakkaista sivua vas-
taan piirrettyd kohtisuoraa sanotaan kolmion korkeus-
suoraksi ja kirjen ja sivun vilistd osaa siitd kolmion kor-
keusjanaksi eli lyhyesti korkeudeksi. Vastakkaista sivua
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sanotaan tésséd yhteydessd
kolmion kannaksi. Kuvi-
{J oissa 107 a ja b on kolmioissa
2 S 4 L0 ABC 'esir.n. jana CD kor-
Kuv. 107 a. Kuv.107b,  Keus ja sivu AB vastaava
kanta. On huomattava,

ettd jalkimmdiisessd, tylppdkulmaisessa kolmiossa, on
korkeuden méardémisté varten tarpeellista jatkaa kantaa.

Lause: Kolmion korkeussuorat leikkaavat toisensa sa-
massa pisteessd.

Tod.: Piirretdén annetun kolmion ABC (kuv. 108) kir-
kien kautta vastakkaisten sivujen suuntaiset suorat. Néiin
syntyy uusi kolmio A’B’C’. Todistamme, etti alkuperii-
sen kolmion korkeussuorat AD, BE
\ . ja CF ovat uuden kolmion sivujen
D keskinormaaleja, mistd voimme
paattid, ettéd ne leikkaavat toisensa
samassa pisteessd (72 §, lause 2).

Koska nelikulmio ABCB’ on suun-

& nikas (62 §, médritelm4), niin B'C =

Kuv. 108, AB (62 §, lause 1). Samoin péitel-

Iaén, ettd CA’ = AB, Siis B'C =

CA’, joten C on sivun A’B’ keskipiste. Koska CF | AB ja

A'B’" || AB, niin CF | A'B’ (17 §, seur. 2). Suora CF on

niin ollen sivun A’B’ keskinormaali. Samoin voidaan niyt-

tad, ettd suora BE on sivun A’C’ ja suora AD sivun B'C’
keskinormaali.

Harj.teht.: 254) Kolmion kanta on 57 mm ja sen viereiset kulmat 41°
ja 112°, Magrattiva piirtdmalls ja mittaamalla kolmion korkeus.

255) Piirrettiivi a) terdvikulmainen, b) tylppdkulmainen, ¢) suorakulmai-
nen kolmio ja kunkin kolmion korkeussuorat. Miti havaitaan korkeus-
suorien leikkauspisteen paikasta itse kolmioon nihden eri tapauksissa?

256) Piirrettivi kolmio, kun tunnetaan sen kanta, toinen kannan vierei-
sistd kulmista (vkantakulmista») ja korkeus (ks. 70 $).

76 §. Kolmion kirjen ja vastakkaisen sivun keskipis-
teen yhdistysjanaa sanotaan keskijanaksi eli mediaaniksi.
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Lause: Kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samassa
pisteessd, joka erottaa kustakin keskijanasta sivun puolelle
kolmannen osan.

Tod.: Olkoon O (kuv. 109) keskijanojen
AE ja BD leikkauspiste ja F ja G janojen
AQ ja BO keskipisteet. Silloin

DE | AB ja DE = $AB (67§, lause),

FGIIAB ja FG =3AB (» » » ). , »
Tastd seuraa, ettd Kuv. 109.

DE | FG ja DE = FG.

Siis nelikulmio DEGF on suunnikas (63§, lause), joten
EO = OF (64 §, lause 1). Koska lisiiksi piirroksen mukaan
OF =FA, niin EO = 3AE.

Koska siis B:sté piirretty keskijana erottaa keskijanasta
AE sivun puolelle kolmannen osan, niin tietysti C:sta
piirretty keskijana tekee samoin, joten sekin kulkee
O:n kautta. Niin onkin lause kokonaisuudessaan to-
distettu.

Olemme siis nidhneet (72, 74—76 §), ettid kolmiossa

a) sivujen keskinormaalit,
b) kulmien puolittajat,

¢) korkeussuorat,

d) keskijanat

leikkaavat toisensa samassa pisteessd. Naitéd neljis leikkaus-
pistettd sanotaan kolmion merkillisiksi pisteiksi.

Harj.teht.: 257) Kolmion kaksi sivua ovat 5 em ja 7 em ja jilkimmaisen
vastainen kulma 80°. On mégrittiava piirtdimalla (astelevyi kayttimitti)
ja mittaamalla keskijanojen pituudet. Sitten on laskettava keskijanojen
leikkauspisteen etiisyydet kolmion karjistd.

258) Piirrettivi a) tasakylkinen kolmio, jonka huippukulma on 30°% b)
tasasivuinen kolmio ja mi#rittivi kummankin merkilliset pisteet.

259) Todettava piirtama 114, ettd kolmion sivujen keskinormaalien
leikkauspiste, korkeussuorien leikkauspiste ja keskijanojen leikkauspiste
ovat samalla suoralla. Onko myds kulmien puolittajien leikkauspiste tialla
suoralla? Ohje: Kuvion selvyyden vuoksi on edullisinta piirtad tylppi-
kulmainen kolmio, joka ei ole tasakylkinen.

6 — WVaisili, Geometria
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V. KOLMION SIVUJEN JA KULMIEN
SUURUUSSUHTEISTA

77 §. Lause 1: Kolmiossa ovat yhtdsuurien sivujen vas-
taiset kulmat yhtdsuuret.

Tamé lause on vain toisin sanoin lausuttuna jo ennen
todistettu 23 §:n lause 1 a.

Lause 2: Kolmiossa on suuremman sivun vastainen kulma
suurempi kuin pienemmdn.

Oletus: CB > CA (kuv. 110).

Viités: NA > AB.

" Tod.: Oletuksesta seuraa, ettd janalla CB on sellainen
piste D, ettdi CD = CA. Ed. lauseen mukaan on silloin
ANe = AB.

Mutta koska toiselta puolen
AA > Ae,
AB < AB (21 §, seur. 2),

niin

Kuv. 110.

AA > AB, m.o.t.

78 §. Niytimme nyt, ettdi molempien edellisten lau-
seiden kaidnteislauseetkin ovat voimassa.

Lause 1: Kolmiossa ovat yhtisuurien kulmien vastaiset
sivut yhtdsuuret. c

Oletus: NA = AB (kuv. 111).

Viités: CB = CA.

Tod.: Jos viitds ei olisi oikea, niin olisi

A A,
CB=zCA:? Kuv. 111,
Mutta silloin olisi ed. §:n lauseen 2 mukaan myo0s

NA =z AB,
miki on vastoin oletusta. Siis viitos on oikea

1 Ks. alimuist. 2 siv. 3.
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Thsséd kidytettyd todistustapaa sanotaan epdsuoraksi.
Téllaisessa todistuksessa lihdetssn tarkastelemaan, mits
seuraisi, jos viit6s ei olisikaan oikea. Ja jos néin johdu-
taan tulokseen, joka on ristiriidassa oletuksen tai jonkin
ennestdén tunnetun tosiasian kanssa, niin voidaan paat-
taa, ettd vaitoksen taytyy olla oikea.

Epésuoran todistuksen vastakohtana sanotaan tavan-
mukaista todistustapaa suoraksi.

Lause 2: Kolmiossa on suuremman kulman vastainen
sivu suurempi kuin pienemmdn.

Oletus: ANA > AB (kuv. 112). %

Viités: CB > CA.

Tod.: Jos viitds ei olisi oikea, olisi 4

8
CB z CA. Kuv. 112,
Mutta silloin olisi ed. §n lauseiden 1 ja 2 mukaan
AA 2 AB,

mikd on vastoin oletusta. Siis viitds on oikea.

Seur. 1: Suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on suu-
rempi kuin molemmat kateetit.

Seur. 2: Tylppdikulmaisen kolmion tylpdn kulman vas-
fainen sivu on suurempi kuin molemmat muut sivut.

Seur. 3: Pisteen ja suoran vilisistd janoista on normaali
pienin. Vilijana suurenee, kun sen suoralla oleva pddte-
piste lilkkuu normaalin kantapisteestd

P
poispdin.
Jos ndet jana PA (kuv. 113) on nor- &
maali, niln PB > PA (seur. 1) ja — A B ¢
PC > PB (seur. 2). Kuv. 113,

79 §. Lause 1: Kolmiossa on kahden sivun summa suu-
rempi ja erotus pienempi kuin kolmas sivu.

Lauseen edellinen osa ei kaipaa todistusta, kun nojaam-
me sithen tosiasiaan, ettd kahden pisteen vilinen jana on
pienempi kuin jokainen muu pisteiden vilinen viiva. Jal-
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kimmé#inen osa taas voidaan johtaa edellisestd seuraa-
vasti. Jos kolmion sivut ovat a, b ja ¢, niin edellisen osan
mukaan on siis

: a+b>c.
Kun vasemmalla ja oikealla puolella olevista erisuurista
janoista vihennetdsdn sama jana b, saadaan tulokseksi

a>c—b,

joten c—b<a.

Harj.teht.: 260) Todistettava episuorasti 16 §:n seur. 1 ja 2. Ohje: Todis-
tuksessa joudutaan ristiriitaan saman §:n lauseen kanssa.

261) Lause: Kahden lotsensa leikkaavar suoran normaalitkin leikkaavat
toisensa. Ohje: Episuorassa todistuksessa nojataan 17 §:n seur. 2:een ja
joudutaan ristiriitaan 14 §:n lauseen kanssa.

VI. KEHAKULMA JA TANGENTTIKULMA

80 §. Koveraa kulmaa, jonka kérki on
ympyrin kehélld ja jonka kyljet leikkaavat
ympyrid, sanotaan kehdkulmaksi. Kuvi-
ossa 114

Ae on kehdkulma,

Kuv. 114, Aa » A e:aa vastaava keskuskulma.

Edelleen kiytetddn sanontoja:
{kaarta ADB vastaava kehdkulma,
\kaaren AEB sisdltdma »

Harj.teht.: 262) Piirrettiivi kaksi erisuurta ympyr#i ja toiseen niistéd jokin
terivi ja toiseen tylppd kehiikulma sekél niiti vastaavat keskuskulmat.
Mitattava niiden kulmien suuruudet ja laskettava kummassakin ympy-
rissd kehikulman ja keskuskulman astelukujen suhde (desimaalilukuna).

Ace on

Lause: Kehdkulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta.
Tod.: Erotetaan seuraavat kolme tapausta sen mukaan,
missi ympyrén keskipiste O on kehdkulman e suhteen:
1) O on a:n kyljelld (kuv. 115 a). Koska
ateo’ =a (21§, seur. 1),
a=a (238§, lause 1a),

piin e =

LR
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2) O on e:n sisdpuolella (kuv. 115 b). Tapauksen 1 no-
jalla saadaan

joten a = g
3) 0 on a:n ulkopuolella (kuv. 115 c¢). Tapauksen 1 no-
jalla saadaan

_b—e¢
2

a
=§,

joten ¢ = >

N

) ) 2

Kuv. 115a. Kuv. 115b. Kuv. 115 c.

RN

Koska kaaren asteluku = vastaavan keskuskulman aste-
luku, saadaan

Seur. 1: Kehdkulman asteluku on puolet vastaavan kaa-
ren asteluvusta.

Seur. 2: Samaa kaarta (ADB, kuv. 116) ja samanastei-
sia kaaria vastaavat kehdkulmat ovat yhtdsuuria, ja kddn-
fden: yhtdsuuria kehdkulmia vastaavat kaaret ovat saman-
asteiset.

Seur. 3: Saman kaaren (AEB, kuv. 116) ja samanasteis-
ten kaarien sisdltdmdt kehdkulmat ovat yhtdsuuria.

Seur. 4: Puoliympyrdin (AEB, kuv. 117) sisdltdmdt kehd-
kulmat ovat suoria.

Seur. 5: Eksplementtikaarien sisdltdmdt kehdkulmat ovat
supplementtikulmia.

Onhan n#et eksplementtikaarien AB (kuv. 118) sisil-
tdmien kehékulmien e ja f summa

R
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Kuv. 117. Kuv. 118.

) Harj.teht.: 263) Kuinka suurion a) 60° kaarta vastaava, b) 60° kaaren
sisiltdmi kehikulma. Tehtivi ratkaistava a) laskemalla, §) piirtdmalia
ja mittaamalia.

264) Kuinka suuri on yleisestia) a° kaarta vastaava, b) ¢° kaaren sisil-
timi kehikulma?

265) Mikd on sen kaaren asteluku, jonka sisiltimi kehikulma on
112°? Tehtdva ratkaistava a) laskemalla, b) piirtimilli ja mittaamalla.

266) Kuinka kehidkulman puolittaja jakaa vastaavan kaaren?

"267) Annettu jana hypotenuusana (sitd toiseen paikkaan siirtdmittd) on
piirrettivi suorakulmainen kolmio, jonka toinen kateetti on tunnetun
janan suuruinen (seur. 4).

268) Ympyrin kehéi on jaettava kahteen osaan niin, ettd toisen sisalti-
miit kehikulmat ovat kolme kertaa niin suuria kuin toisen (seur. 5).

81 §. Olemme 31 §:sséd médritelleet ympyran fangen-
tiksi eli sivuajaksi suoran, jolla on yksi piste yhteiseni
ympyréviivan kanssa. Jos ympyrén sekantti eli leikkaaja s
(kuv. 119 a) kiertyy toisen leikkauspisteen A ympiri siten,
ettd toinen leikkauspiste C lihenee pistettd A, niin sekantti
lahenee pisteeseen A piirrettyd tangenttia £ Tangenttia sa-
notaan tdméin perusteella sekantin raja-asennoksi.

Kuv. 119 a. Kuv. 119 b.

87

Kun annamme kaaren AEB (kuv. 119 b) sisaltdmén kehi-
kulman e liikkkua niin, ettd sen kérki C lihenee pistetti 4,
niin silloin itse kehdkulma suuruuttaan muuttamatta (ed.
§, seur. 3) ldhenee kulmaa, jonka foinen kylki on jinne AB
ja toinen ympyrdn tangentti {. Myds timd »rajakulma» on
siis = @, ja sitdkin sanotaan kaaren AEB sisdltimdksi ja
kaarta ADB vastaavaksi kehdkulmaksi. Edellisen tarkas-
telun perusteella tdhén erikoiseen kehikulmaankin nih-
den on voimassa ed. §:n lause ja seurauslauseet.

Teht.: Annettu jana (AB, kuv. 120) jdnteend on piirret-
tdvd ympyrdn kaari, jonka sisdlidmdt kehdkulmat ovat mdd-
rdtyn koveran kulman (e) suuruiset.

Ratk.: Piirretddn ABAT = Aa. Sitten piirretdén janan
AB keskinormaali ja pisteen A kautta suoran AT normaali.
Néiden leikkauspiste O keskipisteend piirretdén ympyra
A:m kautta. Se kulkee silloin my6s B:n
kautta. Kaari AEB on tilléin vaadittu
kaari. '

Tod.: Koska AT on ympyréan O tangentti
(31§, b-kohta), niin ABAT, joka = Aaqa,
on kaaren AEB sisédltdma kehdkulma, joten
kaikki tdméin kaaren sisdltdméat kehikul-
mat = Aa (ed. §, seur: 3).

Tark.: Tehtdvén toinen ratkaisu on kaa-
ri, joka on symmetrisessé asennossa kaaren
AEB kanssa suoran AB suhteen. Muita
ratkaisuja ei ole. Jos ndet samalle puolelle
janaa AB piirretddn kaksi kaarta, joiden
yhleisend jdnteend on AB (kuv. 121), niin
niiden sisdltdmdt kehdkulmat ovat aina eri-
suuret. Tdma havaitaan piirtdmalla pistees-
t4d A puolisuora, joka leikkaa kumpaakin
kaarta (pisteissd C ja D). Télldin on kehdkulma ADB pie-
nempi kuin kehékulma ACB (21 §, seur. 2). '

Kuv. 121.
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Harj.teht.: 269) Annettu jana jinteeni on piirrettivi ympyrin kaari,
jonka sisiltim#t keh#ikulmat ovat midrityn tylpan kulmar suuruiset.

270) 8 cm pituinen jana jéinteend on piirrettivi ympyriin kaari, jonka
sisaltimit kehikulmat ovat 60°.

271) Kaksi ympyr#d sivuaa toisiaan ulkopuolitse. Todistettava, etts si-
vuamispisteen kautta piirretty sekantti erottaa eri puolille itseiinsi ympy-
rdistd samanasteiset kaaret. Ohje: Piirretisin yhteinen tangentti, jolloin
syntyy ko. kaaria vastaavat kehikulmat.

c

82 §. Jos pisteestd (C, kuv. 122) piirre-

tdén puolisuorat janan (AB) paitepisteiden

A s kautta, niin sanotaan, ettd jana ndkyy

. siipd pdiden puolisuorien muodostamassa
kulmassa (), jossa jana on.

Kuyv. 122.

Lause: Niiden pisteiden ura, joista annettu
jana (AB, kuv. 123) ndkyy annetun koveran
kulman (a) suuruisessa kulmassa, on kaksi
ympyrdnkaarta, joiden yhteisend jinteend on
tdmd jana ja joiden sisdltimdt kehikulmat
ovat mainitun kulman suuruiset.

Tod.: 1) Koska ko. kaarien pisteistd jana
AB n#kyy kulmissa, jotka ovat kehikul-

Kuv. 123. mia, niin ne = Aa.

2) Olkoon sitten P jokin piste, joka ei ole
ndilld kaarilla. Piirretdén ympyrinkaari APB. Ed. §:n teh-
tévén tarkastelun mukaan tdmén kaaren sisiltiméit kehi-
kulmat ja siis my6s nikokulma APB =+ Aa.

Néin onkin lause todistettu.

Seur.: Niiden pisteiden ura, joista annettu jana ndkyy

suorassa kulmassa, on tdmd jana halkaisijana piirretty ym-
pyrdviiva. '
Harj.teht,: 272) Millainen voi nikékulma olla suuruutensa puolesta?

278) Paperille on piirretty jana, kulma ja mielivaltainen suora, joka leik-
kaa janaa. Suoralla on masrittivi piste, josta jana nikyy mainitun kul-
man suuruisessa kulmassa.

274) Piirrettdvi kolmio, kun tunnetaan sen kanta, korkeus ja kannan
vastainen kulma (vhuippukulmas),

—
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88 §. Olemme néhneet (72 §), ettd kolmion ympiri voi-
daan aina piirtad ympyri. Nelikulmion ympéri sitd vas-
toin yleensé ei voida piirtdd ympyris. Seuraavat kaksi
lausetta ratkaisevat tdydellisesti kysymyksen, milloin
tdmé kuitenkin on mahdollista.

Lause 1: Jos nelikulmion ympdri voidaan piirtdd ym-
pyrd, niin sen vastakkaiset kulmat ovat supplementtikulmia.
Oletus: Nelikulmion ABCD (kuv. 124) ym-
péri on voitu piirtdd ympyra.
Viités: AB ja AD ovat supplementti-
kulmia. |
Tod.: Koska kaaret ABC ja ADC ovat
c eksplementtikaaria, niin niiden sisaltamait
Kuv.124.  kehikulmat B ja D ovat supplementtikul-
mia (80 §, seur. 5).
Lause 2: Jos nelikulmion vastakkaiset kulmat ovat supp-
lementtikulmia, niin sen ympdri voidaan piirtid ympyrd.
Oletus: Nelikulmiossa ABCD (kuv. 125) ovat AB ja
AD supplementtikulmia.l
Vaitds: Nelikulmion ympéri voidaan piirtdd ympyré.
Tod.: Piirretasn ympyri pisteiden A, B ja C kautta.
Merkitddn AB:n supplementtikulman
suuruutta v:ll4. Silloin oletuksen mukaan
AD = v ja toiselta puolen jokainen kaa-
ren ABC eksplementtikaaren sisdltimé
kehidkulma AEC = v (80 §, seur. 5). Kos-
ka siis jinne AC nikyy pisteestd D kaa-
Kuv. 125. ren AEC siséltamien kehikulmien suu-
ruisessa kulmassa ja D on samalla puo-
lella jannettd kuin mainittu kaari, niin D on tilld kaa-
rella (ed. §, lause). Siis ko. ympyré on nelikulmion ABCD
ympéri piirretty. '

1 Koska nelikulmion kulmien summa on 860°, niin ovat talldin myos
A4 ja AC supplementtikulmia. Titsd tietoa ei kuitenkaan tarvita todis-
tuksessa,.



90

Toistensa ké##nteislauseet 1 ja 2 voidaan yhdistdd yh-
deksi lauseeksi seuraavalla kahdella tavalla:

Lause A: Nelikulmion ympdri voidaan piirtdd ympyrd
stlloin ja wvain silloin, kun sen vastakkaiset kulmat ovat
supplementtikulmia.

Lause B: Villidmdtén ja riittdvd ehto sille, ettd nelikul-
mion ympdri voidaan piirtdd ympyrd, on, ettd sen vastak-
kaiset kulmat ovat supplementtikulmia.

84 §. Teht.: Ympyrdn (0, kuv. 126) ulkopuolella olevan
pisteen (P) kautta on piirrettdvd ympyrdlle tangentit.

Ratk.: Piirretdsn jana OP hal-
kaisijana ympyri, joka leikatkoon
ympyriasa O pisteissid A ja B. Suo-
rat PA ja PB ovat silloin vaadi-
tut tangentit (31§, kohta b)), silla
APAO ja APBO ovat suoria (80 §,
seur. 4). Kuv. 126.

AAPB on nimeltddn fangentti- ,
kulma ja AAOB sitd vastaava keskuskulma. Kuvion 126
symmetrisyydestd suoran OP suhteen johtuu, ettd janat
PA ja PB, tangenttien spituudety, ovat yhtdsuuret, samoin
kuin ettd PO puolittaa tangenttikulman. N&mi seikat
ilmenevat myo6s kolmioiden PAO ja PBO yhtenevyy-
destd (ssk).

Lause: Tangenftikulma ja vastaava keskuskulma . ovat
supplementtikulmia (80 §, seur. 5; ks. kuv. 126).

Harj.teht.: 275) Kuinka muuttuu tangenttikulman suuraus, kun sen kirki
etifintyy ympyrin kehilti lihtien yhi kauemmaksi ja kauemmaksi?

276) Ympyrille piirrettivi annetun kulman suuruinen tangenttikulma.

277) Piirrettivi niiden pisteiden ura, joista annettu ympyrd snikyy»
madrityn suuruisessa kulmassa, so. joista piirretyt tangentit muodostavat
ko. kulman suuruisen tangenttikuiman.

278) Todistettava, etti ympyrin ympéri piirretyn nelikulmion vastakkais-
ten sivujen summat ovat yhtidsuuret. Ohje: Sivuamispisteet jakavat sivut
kahteen osaan. Merkitiéin keskeniin yhtisuuria osia samoilla kirjaimilla
ja muodostetaan vastakkaisten sivujen summia esittivit lausekkeet.
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VII. YMPS.(:RAN SISAAN JA YMPARI PIIRRETYT
SAANNOLLISET MONIKULMIOT

85 §. Jos ympyrin kehd jaetaan n:idn yhtisuureen
osaan ja vierekkiiset jakopisteet yhdistetddn, niin syntyy
ympyrén sisdén piirretty safinnéllinen n-
kulmio (ABCDE, kuv. 127). Jos taas ja-
kopisteisiin asetetaan tangentit, niin ne
, muodostavat ympyrin ympéri piirretyn
sdéinndllisen n-kulmion (A’B’'C’'D’'E’, kuv.

127). Monikulmioiden sivut ja kulmat voi-

Kuv. 127. daan todeta yhtdsuuriksi esim. ajattele-

malla kuviota kierretyksi ympyrin keski-

pisteen ympari niin, ettd kukin jakopiste tulee viereisen

jakopisteen entiselle paikalle, jolloin kukin sivu ja kulma
yhtyy viereisen sivun ja kulman entiseen paikkaan.

Ympyrin sisdédn ja ympéri voidaan siis piirtad harpin
ja viivoittimen avulla s#finnéllinen n-kulmio, kun vain
saadaan ympyrén kehd jaetuksi mainituilla apuneuvoilla
n:dédn yhtdsuureen osaan. Seuraavassa esitimme muu-
tamia tapauksia, joissa tdm# on mahdollista.

1) n = 6. Jakopisteet saadaan tilldin masrityksi erot-
tamalla harpilla jostakin ympyrin kehén pisteesti A lih-
tien perdkkdin kaaria AB, BC, ..., joiden janteet ovat
séteen suuruisia (kuv. 128). Ovathan nimittidin kolmiot
AOB, BOC, ... tasasivuisia, joten keskuskulmat ja niita
vastaavat kaaret ovat 60°. Kuusi téllaista kaarta muo-
dostaa sils ympyrédn kehdn. Niain huomataan, etti ympy-

c__.pg rdn sisddn piirretyn sddnnéllisen 6-kulmion
/ \ sivu = ympyrdn sdde.
a 2) n=3. Jakopisteet saadaan nyt, kun

(4]

\ otetaan joka toinen edellisessd tapauksessa
gS—r méidrityistd jakopisteista.
Kuv. 128. 3) n = 12. Jakopisteet saadaan, kun
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ensimméisessé tapauksessa miérittyjen jakopisteiden li-
siksi otetaan vierekkiisten jakopisteiden vilisten kaarien
keskipisteet. Ne saadaan méarityksi puolittamalla vas-
taavat keskuskulmat. Puolittuvathan t#lléin vastaavat
kaaretkin (11 §, lause).

4) n = 4. Jakopisteet ovat tilloin kahden kohtisuoran
halkaisijan paétepisteet.

5) n = 8. Edellisessd tapauksessa miérittyjen jako-
pisteiden lisdksi otetaan vierekkéisten jakopisteiden vilis-
ten kaarien keskipisteet.

Voidaan nayttdd, ettd harpin ja viivoittimen avulla voi-
daan ympyrédn kehd jakaa myos 5:een ja 10:een yhtisuu-
reen osaan, mutta ei esim. 7:44n. Likiméaridisesti voidaan
jakopisteet viimeksi mainitussakin tapauksessa madrita
harpilla samalla tavalla kuin jaettaessa ympyrin keh#i
6:een yhtdsuureen osaan, kun harpin kérkien vili valitaan
kokeilemalla sopivan suuruiseksi.

Harj.teht.: 279) Piirrettivi ympyrin sisiéin ja ympéri a) tasasivuinen
kolmio, b) nelio.

280) Piirrettivi ympyrin sisdin sifinnollinen a) 12-kulmio, b) 8-kulmio.
281) Piirrettiivid (kokeilemalla) ympyrin sisiéin sasinnéllinen '7-kulmio.

86 §. Ympyrin siséén ja ympéri voidaan siis aina piir-
taéd sddnnollinen n-kulmio, vaikka emme piirtdmistd joka
tapauksessa voikaan suorittaa harpin ja viivoittimen
avulla tarkkaan. Kéintien on voimassa

Lause: Sddnnéllisen n-kulmion ympdri ja sisddn “Doi-

daan aina piirtdd ympyrd.

Tod.: Piirretéiin monikulmion kulmien puolittajat (kuv.
129). Silloin syntyy tasakylkisii kolmioita,
joiden kannat (monikulmion sivut) ja samoin

Q0 kantakulmat (monikulmion kulmien puolik-
kaat) ovat yhtisuuria. Kolmiot ovat siis yh-

tenevid (ksk). Koska niiden kyljet niin ol-

Kuv. 129, len ovat kaikki yhtésuuria, niin aina kahden
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vierekkéisen kolmion ja siis kaikkien kolmioiden huiput
yhtyvat. Tdméa yhteinen huippupiste O onkin yhti kau-
kana monikulmion kérjista ja sivuista ja siis ympéri ja si-
séén pilirretyn ympyrén keskipiste.

Pisteen O madraémiseksi tarvitsee tietenkin piirtdd vain
monikulmion kahden kulman puolittajat, joiden leikkaus-
piste se on. O on myds kahden sivun keskinormaalien
leikkauspiste.

Pistettd O sanotaan monikulmion keskipisteeksi. Mai-
nittuja tasakylkisid kolmioita sanotaan monikulmion kes-
kuskolmioksi, niiden kylkia (= ympéri piirretyn ympyréin
sédde) monikulmion isoiksi sdleiksi ja korkeusjanoja (= si-
séén plirretyn ympyrin side) pieniksi sdfeiksi eli apolee-
moiksi.

VIII. KERTAUSHARJOITUSTEHTAVIA

87 §. Kolmatta lukua koskevia harj.tehtdvii.

282) On todistettava, etti kolmion korkeussuorien muodostamat 6
vierekkiistd kulmasa ovat kolmion kulmien suuruisia. Ohje: 18 §, lause 2.

288) Kolmiossa on 42° ja 64° suuruiset kulmat. Kuinka suuret ovat ne
6 vierekkiisti kulmaa, jotka kolmion kulmien puolittajat keskendin muo-
dostavat? Tehtdvi ratkaistava a) laskemalla, b) piirtimills ja mittaamalla.
Ohje: Laskettaessa nojataan 21 §:n lauseeseen ja sen seurauslauseeseen 1.

284) Todistettava, etti jos kolmion korkeusjanoista kaksi on yhtisuurta,
niin kolmio on tasakylkinen.

285) Jos puolisuunnikkaan erisuuntaiset sivut, »kyljets, ovat yhtisuuret,
niin puolisuunnikasta sanotaan fasakylkisekst. Todistettava lause: »Tasa-
kylkisen puolisuunnikkaan kulmat ovat parittain yhtdsuuret.» Kuinka
kuuluu timin kiinteislause? Todistettava sekin. Ohje: Piirretiiéin lyhyem-
min yhdensuuntaisen sivun péitepisteisti normaalit toiselle yhdensuuntai-
selle sivulle.

286) Ympyrian ympéri on piirrettivi kolmio, jonka kulmat ovat yhtisuu-
ret kuin annetun kolmion kulmat. Ohje: Tehtivi voidaan ratkaista joko
piirtimalli ympyrille annetun kolmion sivujen suuntaiset tangentit (vrt.
harj.teht. 98) tai nojaamalla 84 §:n lauseeseen.

287) Annetun pisteen kautta on piirrettivi suora, jonka etiisyys toisesta
annetusta pisteesti on méirityn janan suuruinen. Ohje: 81 §, kohta c).

288) Piirrettiivi ympyri, joka sivuaa kahta toisiaan leikkaavaa suoraa ja
niistds toista méadrityssd pisteessi.

289) Piirrettiivi ympyri, joka sivaaa kahta yhdensuuntaista suoraa ja
lisiksi kulkee annetun pisteen kautta.

290) Miki on niiden ympyrodiden keskipisteiden ura, joiden side on méi-
riityn janan suuruinen ja jotka sivuavat annettua ympyria? Ura piirrettivi.
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291) }\_’{éi.ﬁréitty jana siteens on piirrettivi ympyri, joka sivuaa annettua
ympyrié ja jonka keskipiste on annetulla viivalla.

??2) Mﬁ.éirétty jana siteens on piirrettivs ympyri, joka sivuaa a) kahta
toisiaan leikkaavaa suoraa, b) annettua suoraa ja ympyris, ¢) kahta annet-
tua ympyrii.

298) On mairattivi piste, josta a) kaksi annettua janaa, b) annettu jana

ja ympyri, ¢) kaksi annettua ympyrééd nikyy samassa miirityn suurui-
sessa kulmassa.

294) Misrattivi piste, josta annetun kolmion sivut nékyvit yhtisuurissa
kulmissa.

295) Samasta ympyrin kehin pisteestti piirretdsin ympyrille Jjénteits ja
kullekin jinteelle ympyrin keskipisteesti normaali. Miki on niiden nor-
maalien kantapisteiden ura? On todellakin plirrettivi useita jinteitd ja
niille mainitut normaalit.

296) Lause: Jdnneitd vastaan kohtisuora halkaisija puolittaa a) janteen
b) vastaavaif kaaret, ¢) nditd kaaria vastaavat keskuskulmat. Todistus suori-
tettava nojaamalla a) symmetrisyyteen, B) kolmioiden yhtenevyyteen.

297) Yhdensuuntaisten jinteiden (4B ja CD, kuv. 130)
viliset kaaret ovat yhtésuuret. Tiam3 on todistettava a)
nojaamalla symmetrisyyteen, b) harj.tehtivin 296 b-koh-
dan avulla, ¢) piirtamalli jana 4D ja nojaamalla sitten
17 §n lauseeseen 2 ja 80 §:n seuraukseen 2.

298) Todistettava, etti jos kahden toisiaan leikkaamatto-
man jénteen viliset kaaret (4C ja BD, kuv. 180) ovat yh-  Kuv. 130.
tésuuret, niin jéinteet ovat yhdensuuntaiset.

299) Suoran (@) ulkopuolella olevan pisteen (P) kautta on piirrettivi
tdmin suoran suuntainen suora (vrt. 19 §). Tehtavd on ratkaistava ed.
harj.tehtiviin nojautuen. Ohje: Piirretisin ensin mielivaltainen ympyri,
joka kulkee P:n kautta ja leikkaa a:ta.

800) Puolisuoran 4B alkupisteeseen 4 voidaan piirtdsd normaali jatka-
matta puolisuoraa 4:n toiselle puolelle seuraavasti. Piirretdiin 4:n kautta
mielivaltainen ympyri, jonka keskipiste on puolisuoran ulkopuolella ja joka
leikkaa puolisuoran jossakin pisteessi C. Sitten piirretiéin se ympyrin
halkaisija, jonka toinen piitepiste on C. Timin halkaisijan toisen p#i-
tepisteen ja 4:n kautta piirretty suora on vaadittu normaali. Miksi?
Piirros on suoritettava.

801) Miki on sen kaaren asteluku, jonka sisiltimien kehdkulmien aéte~
luku = itse kaaren asteluku?

802) Ympyré‘m ympiri piirretyn kolmion sivujen sivuamispisteet yhdis-
tetdfin. Kuinka suuret ovat niin syntyneen kolmion kulmat, jos ympari
piirretyn kolmion kaksi kulmaa on 40° ja 64°?

303) Kuperan nelikulmion kulmien puolittajat muodostavat uuden neli-
kulmion. Todistettava, etti sen ympari voidaan plirtdi ympyri. Ohje:
Merkitisin alkuperiisen nelikulmion kulmia esim. kirjaimilla a, B, v ja 6
ja lasketaan sitten uuden nelikulmion kulmat. Todistuksessa kaytetiin
edelleen hyviksi 22 ja 83 §:n lauseita. ‘

e e
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304) Kaksi ympyri4 leikkaa toisensa pisteissi 4 ja B. Piirretiiin ympy-
roille halkaisijat 4D ja AE. Todistettava, ettid pisteet B, D ja E ovat
samalla suoralla. Ohje: Todistus voidaan suorittaa joko suorasti, jolloin
yhdistetidtin D ja E pisteeseen B ja piirretdsin ympyrdiden yhteinen jinne,
tai epiisuorasti, jolloin piirretdén suora pisteiden D ja E kautta ja tode-
taan, ettd jos se ei kulkisi B kautta, vaan leikkaisi ympyroita pisteissa
F ja @, nlin A AFG:ssi olisi kaksi suoraa kulmaa.

805) Todistettava:

a) Jos kulman kirki on ympyrin sisapuolella, niin sen asteluku on puolet
ko. kulmaan ja sen ristikulmaan ji&ivien kaarien astelukujen summasta.

b) Jos kulman kirki on ympyrin ulkopuolella ja kyljet kohtaavat ym-
PyTin, niin sen asteluku on puolet ko. kulmaan jiiivien kaarien astelukujen
erotuksesta.

Ohje: Yhdistetdan kaarien toiset paitepisteet ja nojataan 21 §n seu-
raulsseen 1 ja 80 §:n seuraukseen 1.

83 §. Toista lukua koskevia harj.tehtivii.
306) Niaytettivd laskemalla, etti B
nelion livistiji = 34/2 (s = sivu).
Laskettava livistdji mm:n tarkkuudellaa, kun s = 6 em.
807) Niytettivii laskemalla, ettd

s/8

tasasivuisen kolmion korkeus = — ala =

(s = sivu).

s24/8

4
Kaavojen avulla on sitten laskettava korkeus ja ala, kun s = 5,2 m.

808) Laskettava vinonelién ala, kun sen sivu on 5 em ja yksi kulma
a) 80°, b) 45°, c) 60°, d) 67,2°. Ohje: Viimeinen kohta lasketaan trig. taulu-
koita kiyttien ja muut ilman niits.

309) Niytettivi, ettd r-siiteisessd ympyriissi on 120° keskuskulmaa vas-
taava jinne = r4/8.

310) Puolisuunnikkaan kolme sivua = 6 em ja neljis sivu = 12 em. Kuinka
suuri on puolisuunnikkaan ala?

311) Suunnikas, jonka eris kulma = 45°, on piirretty ympyrin ympéari.
Kuinka suuri on suunnikkaan ala, jos ympyrin side = 2 dm?

[

812) Tasakylkisen kolmion kyljet = 29 em ja kanta = 42 cm. Laskettava
kolmion ympéri piirretyn ympyrin side.

818) Ympyrin sisdéin on piirretty tasakylkinen kolmio, jonka huippukul-
ma = 45°. Kuinka suuri on kolmion ala, jos ympyrin side = 2 em?

814} Ympyrin séde on 7,2 cm. Kuinka suuri on sen siséidn piirretyn séfin-
nollisen viisikulmion a) sivu, b) ala. Ohje: Kiytetdin apuna trig. taulukoita.

815) Sadnnollisen 7-kulmion sivu on 8 em. Xuinka suuri on sen sisééin
piirretyn ympyréin side?

316) Vuonna 1867 Veniji moi Alaskan Yhdysvalloille '7 200 000 dollarilla.
Kartalla, jonka mittakaava on 1: 20 000 000, on Alaskan pinta-ala 38,3 cm?.
Kuinka suuri oli hinta hehtaaria kohti?



96

817) Mikd on ympyrin side, jos sen a) kehii = 1 m, b) ala = 1 m?2?

818) Montako %, suurenee ympyrin a) kehid, b) ala, jos sen siadetts suu-
rennetaan p%? Esim. p = 10.

319) Ajatellaan, etti maapallon ympéri on pingotettu koysi. Se katkais-
taan sitten eriiiisti kohdasta ja liitetsiin siihen 1 m pituinen jatke. Sitten
ajatellaan koysi kohotetuksi maasta kaikkialla yhtd korkealle, niin etts se
uudestaan pingottuu. Mahtuisikohan timin jalkeen nyrkkikoyden ja maan-
pinnan viliin? Ohje: Merkitisin maapallon sidetts 114 ja ko yden ja maan-
pinnan viliin j&4vin raon korkeutta :114 Jja lasketaan sitten yhtalén avulla
z:n arvo. Maapallo oletetaan tietysti silesiksi palloksi.

820) Kappale upotettiin tilavuuden mésriimisti varten suorakulmaisen
sdrmién muotoiseen vesiastiaan, jonka pohjan sirmit ovat 20 ja 30 cm.
Kuinka suuri on kappaleen tilavuus, kun veden pinta nousi 8,6 em? Kuinka
suuri on edelleen kappaleen tiheys, jos kappale painaa 18,2 kg?

821) Suorakulmaisen siirmién sirmit ovat a, b ja c. Niytettivi, ettd
sdrmion livistiji = 1/a® - b2 + 2,
322) Kuinka pitkilti on 8 mm paksuista rautalankaa vyyhdessi, joka pai-

naa 4,3 kg? Rautalangan tiheys on 7,8 g/em®. Ohje: Rautalanka suoris-
tettuna on pitkd ympyralieris.

323) Paljonko peltii on mennyt suoran ympyrélierion muotoiseen litran
mittaan, jos sen pohjan halkaisija on 9 em?

824) Kuinka paljon vetts juoksee minuutissa kanavassa, jos veden nopeus
on 0,6 m/sek ja veden »poikkileikkaus» on tasakylkinen puolisuunnikas,
jonka korkeus on 1,2 m ja kannat 3,2 ja 8,6 m?

825) Suoran ympyrikartion sivujana ja pohjan halkaisija = 10 cm.
Kuinka suuri on kartion a) vaippa, b) korkeus, ¢) tilavuus?

826) Tornin katto on sdinnsllisen nelisivuisen pyramidin muotoinen. Miks
on sen pinta-ala. jos rdystidin sivun pituus on 5 m ja katon siérmi 4 m?

327) Siinnéllisen nelisivuisen pyramidin tilavuus = 15 em3 ja korkeus =
5 em. Kuinka suuri on sen pinta-ala?

828) Jos pallon pinta == 8 m?, niin kuinka suuri on sen tilavuus?

829) Todettava laskemalla, ettd jos pallon halkaisija = kuution sirmai,
niin pallon ja kuution pinta-alojen $uhde = tilavauksien suhde. .

830) Kuinka suuri on sen pallon halkaisija, jonka tilavuus on yhté monta
dm?:4 kuin pinta-ala on dm?2:4?

881) Metallista, jonka tiheys on 8 g/em?, on valettu ontto pallo, jonka
halkaisija on 12 em. Pallo painaa 4 kg. Kuinka suuri on ontelon tilavaus?

882) Todistettava Arkhimedeen lause: Pallon ympéri piirretyn suoran lie-
rién tilavuus ja kokonaispinta-ala ovat 1 1/, kertaa niin suuret kuin pallon
tilavuus ja pinta-ala.

NELJAS LUKU

Tasogeometrian taydennys

I. VERRANNON MUUNNOKSET

89 §. Verrantoa

> ®
Y

voidaan muuntaa, toisin sanoen siitd voidaan johtaa uusia
verrantoja erl tavoilla:
N .
1) Kddntimdlld: — =~
Ovathan n#et yhtdsuurien lukujen ké#nteisluvutkin
yhtésuuret.
b

2) Vuorottamalla: % =5t

‘Tédhén péadstadn kertomalla alkuperiisen verrannon mo-
lemmat puolet suhteella %-

e e apyas b d b +d
3) Yhdistimalld: *3° <°%e ot _ etd

Némé saadaan alkuperdisestd ja kdfnnetystd verran-
nosta lisadméalld molempiin puoliin 1.

Alkuperdisestd verrannosta yhdistimdilld saaduiksi sano-
taan niitdkin kahta verrantoa, jotka saadaan kidntamalld
yllé olevat verrannot. Mitka ne ovat?

a—b _e—d a—b _ c—d
b d’ a ¢’

4) Erottamalla:

1 Tslloin edellytetiitin, etts a, b, ¢ ja d ovat kaikki samanlaatuisia.

1 — Vaisild, Geometria
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Edellinen néist4 saadaan vihentidmalla alkuperiisen ver-
rannon molemmista puolista 1 ja jalkimmdiinen vihenté-
mélld kddnnetyn verrannon molemmat puolet 1:sti.

Alkuperdisestd verrannosta eroffamalla saaduiksi sano-
taan niitdkin kahta verrantoa, jotka saadaan kiadnti-
mélld viimeksi kirjoitetut verrannot. Mitki ne ovat? Ver-
rantojen jésenind olevissa erotuksissa voidaan myds vi-
hennettdvit ja vdhentdjit vaihtaa kesken#in.

Lause 1: Verrannon ddrimmdisten jisenien fulo = kes-
kimmdisten jdsenien tulo.?

Jos ndet verrannon

a c
® i=i
molemmilla puolilla kerrotaan tulo bd, saadaan yhtals
I1) ad = bc.

Jos kédntden yhtdls (II) on voimassa, niin muodosta-
malla sen molempien puolien suhde tuloon bd tullaan ver-
tantoon (I). Néin on todistettu

Lause 2: Kahden yhidsuuren tulon (11) tekijéistd voidaan
muodostaa verranfo (1), jonka ddrimmdising jdsenind ovat
loisen ja keskimmdisind jdsenind foisen tulon tekijit.

Lause 3: Jos on kaksi tai useampia yhtdsuuria suhteita,
niin ne ovat yhtdsuuret kuin edellisten jdsenien summan
suhde jdlkimmadisten jdsenien summaan.

Tod.: Olkoon

9 % _ =
by — b, T byt
Jos néiden yhtésuurien suhteiden suuruutta merkitisn
k:lla, niin
a, = kb,, a; = kb,, ..., a, = kb,.

Laskemalla nédiden yht#léiden vasemmat puolet yhteen ja
samoin oikeat saadaan

1 T4llsin pitda tietysti ainakin verrannon toisen puolen jésenien paikalle
ajatella sijoitetuksi niiden mittaluvut, elleivit jisenet jo ole paljaitalukuja.
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a,+a,+...+a, = k(b,+by+4...+b,),

joten
4G +ag+ ...+ ay - k.
by+ 0y + ...+ ba
Harj.teht.: 333) Jana on jaettu kahteen osaan (a ja b), joiden suhde

on 3:4. Kuinka suurion a) koko janan (@ + b) suhde edelliseen osaan, b)
jalkimmaéisen osan suhde koko janaan?

384) Niytettdvad, ettd verranto (I) voidaan muuntaa muotoon
a-db _c+ d
a—b c¢—d
90 §. Suureita ay, a, ..., q, sanotaan (suoraan) ver-
rannollisiksi suureisiin b, b,, . . ., b,, jos

Ay:ap:Qg:e--:a,=b:byibg:...:0,

Tédma merkintd tarkoittaa alkuaan, ettd
(4) a,: 0, ="Db,:by, ay: a3 =Db,: b, ...
Téasté seuraa kuitenkin, ettd mitké kaksi suuretta a tahansa
suhtautuvat toisiinsa niinkuin vastaavat suureet b. Jos
niet esimerkiksi kahden ensimméiisen verrannon (4)
vasemmat puolet kerrotaan keskenfin ja samoin oikeat,
niin saadaan a;: a3 = b,: bs. Jne.

Jos suureet a ja b kaikki ovat samanlaatuiset, niin ver-
rannoista (A) saadaan vuorottamalla:

al_az_ an

bl—bz‘_‘ ...zz—n.

Suureita a;, a,,---.,a, sanotaan kddniden verrannollisiksi
suureisiin b;, by, ... b,, jos
1.1, 1
i

Ayt Qy:e.-:a, = g

(%
n

T&lldin on
al:a2=b2:b1, a2:(13=b3:b2,---

Harj.teht.: 335) a:b=2:8 jab:c = 4:5. On midrittivi pienimmit
positiiviset kokonaisluvut, joihin a, b, ¢ ovat a) suoraan, b) kiintien ver-
rannolliset. Ohje: a) Lavennetaan verrantojen oikeita puolia niin, ettid ed.
verrannon neljids jédsen ja jilk. verrannon kolmas jisen tulevat samoiksi.
b) Kirjoitetaan ensin

a:b=

|

1 1
Y b:c=—5—:

| =
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II. YHDENSUUNTAISET LEIKKAAJAT

91 §. Lause: Jos yhdensuuntaiset suorat (a, b, ¢ ja d,
kuv. 131) leikkaavat kahta suoraa (I ja I’), niin niiden toi-
sesta suorasta erottamat osat (AB ja CD) ovat verrannollisel
niiden toisesta suorasta erotfamiin vastaaviin osiin (A’B’
ja C'D").

Tod.: Oletamme, ettd janat AB ja CD ovat yhleis-
mitalliset, milli tarkoitetaan, ettd on olemassa sellainen

mittajana, jolla mitattaessa

molempien mainittujen jano-

, jen mittaluvut ovat kokonais-

a 44\ lukuja. Kuviossa 131 ovat
5 B/ i 8' ndmé mittaluvut 7 ja 10, joten
. c \cc  AB:CD =7:10. Kun mit-
)\ tauksessa tarpeellisten I:1ld ole-

4D S=—————\, vien jakopisteiden kautta piir-
/ \, retddn ko. yhdensuuntaisten

suuntaiset suorat, niin ne jaka-
vat janan A’B’ 7:44n ja janan
(’'D’ 10:een yhtdsuureen osaan (66 §, lause), joten
A'B': C'D’ = 7 :10. Siis

AB:CD = A'B' : C'D'.

Siind tapauksessa, ettd janat AB ja CD ovat yhleis-
mitattomaf, niiden suhde on irrationaaliluku. Voidaan
todistaa, ettd lause pitee téssdkin tapauksessa.

Seur.: Jos yhdensuuntaiset suorat leikkaavat kulman kyl-
kid, niin niiden toisesta kyljestd erottamat osat ovat verran-

Kuv, 131.

0 nolliset niiden toisesta kyljestd erotta-
T 7\ _____ miin vastaaviin osiin.
A Al Tamé seurauslause johtuu valitto-
8/ \&' _ misti edellisests lauseesta, kun aja-
C / \c' tellaan kulman kirjen O (kuv. 132)
\' kautta piirretyksi mainittujen yhden-
Kuv. 132. suuntaisten suuntainen suora.

101

On muuten huomattava, ettd seurauslause sisaltid,
paitsi verrannot

OA:AB:BC=0A': A'B":B'C/,
my0s mm. verrannot
OA:0B:0C = 0A’:0B’: 0C".

92 §. Teht. 1: Jana (AB, kuv. 133) on jaettava osiin,
jotka suhtautuvat toisiinsa niinkuin annetut janat (a, b ja
¢) tai luvut (m, n ja p).

Ratk.: Piirretdén A:sta alkava, janasta AB erillinen
puolisuora, ja erotetaan siitd perikkiin

AC=a, CD =), DE = c.

Yhdistetéaén sitten E ja B
seké piirretdéin CPja DR|EB. b
Silloin onkin ed. seurauslau- °1
seenn mukaan
AP:PR:RB =a:b:c.
Jos jana on jaettava osiin, Kuv. 133.
jotka suhtautuvat toisiinsa
kuten luvut m, n ja p, niin valitaan mielivaltainen jana a
ja plirretdén janat ma, na ja pa sekd jaetaan sitten jana
osiin, jotka suhtautuvat toisiinsa kuten niméi janat.
Verrannossa

a

Y =

ale

sanotaan d:td suureiden a, b ja ¢ neljdnneksi verroksi.
Jos erikoisesti

£

oo

e _

= =
niin c:td sanotaan suureiden a ja b kolmanneksi verroksi
ja b:td suureiden a ja c¢ keskiverroksi.

Teht. 2: Piirrettdvd kolmen janan (a, b ja ¢, kuv. 134)
neljds verto (d).
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Ratk. : Piirretaén jokin kulma
O ja erotetaan sen toisesta kyl-
jestd janat OA =a, AB =D
ja toisesta kyljesté jana OC = c.
Kun sitten A ja C yhdiste-
tddn ja piirretddn BD || AC,
niin jana CD = donkin vaadittu
Kuv. 134. neljés verto, silld onhan ed. §n
seur.:n mukaan a:b =c:d.

Harj.teht.: 836) Piirrettivi kolmen janan neljéis verto a) kuten edells
selitettiin, b) erottamalla kaikki kolme janaa kulman kérjests lihtien (vrt.
ed. §:n loppuhuomautusta).

887) Piirrettiva kahden janan kolmas verto.
888) Jana on jaettava kahteen osaan, joiden suhde on 2:3.
889) Piirrettivd jana, joka on ¢ annetusta janasta.

III. KOLMIOIDEN YHDENMUOTOISUUS

c’ 93 §. Olemme aikaisem-
c min tutustuneet Iyhyesti
yhdenmuotoisuuden perus-

/\ ominaisuuksiin. Nyt otam-
P 8 A s’ e yhdenmuotoisuuden jar-
Kuv. 135. jestelmaéllisesti kéasitelta-

viksi. Alamme kolmioilla.

Madritelmé: Kahta kolmiota ABC ja A'B'C’ (kuV 135)
sanotaan yhdenmuotoisiksi ja merkitddn

A A'B'C" ~ N ABC,

jos seuraavat kaksi ehfoa ovat tdytetyt:

1) foisen kolmion kulmat ovat yhtdsuuret kuin toisen
kolmion vastinkulmat:

AN = NA’, \B= AB, AC= AC,

2) toisen kolmion sivut ovat verrannolliset toisen kol-
mion vastinsivuihin:
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A’ 4'C  BC, %)
AB — 4C T BC (=

eli
A'B:A'C':B'C = AB:AC: BC.

Luku k on AA’B’C’:n yhdenmuotoisuussuhde eli miffa-
kaava NABC:n suhteen. Myds sanotaan, ettd AA'B'C’ ~
AABC mittakaavassa k (kuviossa k = 1% eli 3:2).

Harj.teht.: 340) A ABC ~ AA4’'B'C’. AB = 6cm ja A'B’ = 8m ovat
vastinsivuja. Kuinka suuri on jilkimmiisen kolmion yhdenmuotoisuus-

suhde edellisen suhteen, ja kisntien? Jos AC = 5 cm, niin kuinka suuri
on sen vastinsivu 4’'C’?

841) Kolmio, jonka sivut ovat 125 m, 110 m ja 90 m on piirretty mitta-
kaavassa 2: 5 000. Kuinka suuret ovat timin kolmion sivut?

94 §. Lause: Kolmiofa leikkaava, sivun suuntainen suora
erottaa kolmiosta sen kanssa yhdenmuotoisen kolmion.

Olefus: B'C’ || BC (kuv. 136).

Viités: AAB'C’ ~ ANABC.

Tod.: 1) Kolmioilla on AA yhteisend ja
AB' = ABja AC'= AC (17 §, lause 2).

AB' __ AC
2) aB = ac (91 §, seur.).
Kun piirretdén C'D || AB, niin
AC" _ BD
5 = Fe (91§, seur.).

Mutta koska BD = B’C’, niin huomioimalla molemmat
edelliset verrannot saadaan:

AB' _AC° _ BC’

AB ~— AC T~ 'BC

Molemmat méiéritelméssd mainitut yhdenmuotoisuuseh-
dot ovat siis téytetyt, joten ko. kolmiot ovat yhdenmuo-
toiset.

Teht.: Piirretiivd kolmio, joka on yhdenmuofoinen anne-
tun kolmion (ABC, kuv. 137) kanssa mittakaavassa k.
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¢ Ratk.: Erotetaan puolisuorasta AB
c! jana AB’ = k-AB (kuviossa on k = ).
Kun sitten piirretéin B’C’ || BC, niin
ed. lauseen mukaan
A BB AAB'C' ~ ANABC.
Ratkaisun mukaan on lisiksi mitta-
kaava k.

Kuv, 137.

Harj.teht.: 842) Ratkaistava ed. tehtivd, kun a) &k = 8: 5, b)k=a:b,
jossa a ja b ovat kaksi tunnettua janaa. Ohje: Kiytetisn 91 §:n menette-
lytapoja.

343) Piirrettivi annetun kolmion muotoinen kolmio, jossa alkuperii-
sen kolmion tietyn sivun vastinsivu on tunnetun janan suuruinen.

95 §. Edellisen tehtéivin ratkaisusta ilmenee, ettd anne-
tun kolmion kanssa yhdenmuotoinen kolmio voidaan piir-
t44 missd mittakaavassa tahansa. T#hin tosiasiaan perus-
tuen voidaan kunkin (kolmioiden) yhtenevyyslauseen
avulla todistaa vastaava yhdenmuotoisuuslause. Todis-
tus on periaatteessa aina sama.

Yhdenm.lause »kk»: Jos kolmion (A, kuv 138) kaksi
kulmaa ovat yhtdsuuret kuin toisen kolmion (B) kaksi kul-
maa, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset.

Tod.: Merkitdan killa Ad:in ja AB:n puheena olevien
kulmien vilisten sivujen suhdetta (kuviossa k = 2). Piir-
retdén sitten

AC~ AB N
mittakaavassa k. Silloin
A AC = AA (ksk).
Kuv. 188. Siis my®&s

AA ~ AB, m.o.t.
Jos olisi merkitty k:lla AA:n ja AB:m toisia yhtisuuria
kulmia vastassa olevien sivujen suhdetta, niin olisi todis-
tus voitu suorittaa aivan samalla tavalla nojaamalla yhte-
nevyyslauseeseen »kks». Molempia mainittuja yhtenevyys-
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lauseita vastaa siis puheena oleva sama yhdenmuotoi-
suuslause.

Yhdenm.lause »sss»: Jos kolmion (A, kuv. 138) sivut ovat
verrannolliset toisen kolmion (B) sivuihin, niin kolmiot ovat
yhdenmuoloiset.*

Tod.: Merkitdsan k:lla AA:mn ja AB:n vastinsivujen
suhteita, jotka oletuksen mukaan ovat yhtisuuret. Sit-
ten menetellddin kuten edellisessd todistuksessa, paitsi etta
nojataan yhtenevyyslauseeseen »sss».

Yhdenm.lause »sks»: Jos kolmion (A, kuv. 138) kaksi
sivua ovat verrannolliset toisen kolmion (B) kahfeen sivuun ja
vdliset kulmat ovat yhtdsuuret, niin kolmiot ovat yhdenmuo-
loisel.

Tod.: Merkitaén k:lla vastinsivujen yhtésuuria suhteita
ja menetelladn kuten edellisissé todistuksissa, paitsi etté
nojataan yhtenevyyslauseeseen »sks».

Yhdenm.lause »ssk»: Jos kolmion (A, kuv. 138) kaksi
sivua ovat verrannolliset toisen kolmion (B) kahfeen sivuun
ja toisten wvastinsivujen vastaiset kulmat ovat yhtdsuure,
niin kolmiot ovat yhdenmuoloiset, edellyttien, eftd toisten
vastinsivujen vastaiset kulmat eivdt ole vinoja supplementti-
kulmia.

Tod.: Menetelldén kuten edellisessé todistuksessa, paitsi
ettd nojataan yhtenevyyslauseeseen »ssk.

Harj.teht.: 844) Kolmio, jonka sivut on 25 km, 30 km ja 40 km on
piirrettivd mittakaavassa 1: 400 000.

845) Kolmion kaksi sivua ovat 0,87 mm ja 1,12 mm sek# vilinen kulma
80°. Kolmio on piirrettdvi mittakaavassa 75: 2. Piirrosta hyviksi kiyttien
on médrdttivi, kuinka suuri on alkuperiisen kolmion kolmas sivu.

1 Edelld esitettyyn kahden kolmion yhdenmuotoisuuden médritelmaidin
olisi siis riittanyt siséllyttis ainoastaan kohta 2), vastinsivujen verrannolli-
suus, koska yhdenmuotoisuuslauseen sss perusteella tistd seuraa kohta 1),
vastinkulmien yhtésuuruus. Samoin olisi riittinyt sisillyttdid mainittuun
mééritelrndsin ainoastaan vastinkulmien yhtisuuruus tai oikeastaan vain
kahden vastinkulmaparin yhtisuuruus, koska t#llsin kolmannetkin vastin-i
kulmat olisivat yhtésuuret ja yhdenmuotoisuuslauseen kk perusteella myos
vastinsivut olisivat verrannolliset.
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846) Tasaisella maalla kasvavan puun ja 2 m pituisen pystyssi olevan
seipéin varjon pituus mitattiin yht’aikaa. Kuinka korkea on puu, jos maini-
tut varjot ovat 16,70 m ja 2,45 m?

347) Lause: Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmien k#rjistd piirre-
tyt a) korkeusjanat, b) keskijanat ovat verrannolliset vastinsivuihin. Ohje:
Todistetaan nojautumalla yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivujen ver-
rannollisuuteen.

96 §. Lause: Jos kolmion kulma (A', kuv. 139) on yhtd-
suuri kuin jokin toisen kolmion kulma (A), niin kolmioi-
den alojen suhde = mainittujen kulmien viereisten sivujen
suhteiden tulo.

Tod.: Kuvion 139 merkint6jé kéyttden saadaan ensin
(42 §, seur. 3):
' bR bh bR b K
AA’BC . AABC:-—z—:?: oh =‘b- %‘
Mutta koska
NA'B'K' ~ NABK (kk),

niin
, hl _ cl
A h— — !
Kuv. 139. joten
bl 4
AA'B'C': NABC = -2

Koska kahden yhdenmuotoisen kolmion vastinkulmat
ovat yhtésuuret ja niiden viereisten sivujen (vastinsivujen)
suhteet ovat yhtédsuuret, niin ed. lauseesta saadaan

Seur.: Yhdenmuotoisten kolmioiden alojen suhde = vastin-

sivujen suhfeen nelié ja siis = yhdenmuoloisuussuhieen
nelié (k?). ’ B

Harj.teht.: 348) Kolmio, jonka ala on 15 m?, on piirretty mittakaavassa

8:200. Kuinka suuri on timén kolmion ala?

349) Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 6 ja 8 cm. Kuinka suuri on
sen kolmion ala, jonka yhtens kulmana on suorakulmaisen kolmion pienempi
terivd kulma ja sen viereiset sivut = 6 ja 4 cm?

#% 97 §, Tavallisiin astelevyihinkin on usein liitetty kuvion 140 esittima
transversaalimitiakaava, jonka avulla voidaan mitata lyhyitd janoja 0,01
em eli 0,1 mm tarkkuudella. Siini on jana 4B = 4A’B’ = 1 cem ja kumpikin
on jaettu kymmeneen yhti#isuureen osaan, jotka siis = 0,1 em. Jana 44’
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jonka pituus voi olla miki tahansa, on niinik#iin jaettu kymmeneen yhti-
suureen osaan. Sitten on piirretty yhdensuuntaisia suoria kuvion osoitta-
malla tavalla. Kapeasta kolmiosta, jonka yksi kérki on B:ssi ja toinen
B’:ssé, erottavat vaakasuorat yhdensuuntaiset suorat sen kanssa yhden-
muotoisia kolmioita mittakaavoissa 1:10,2:10, ..., 9:10. Niist4d yhden-
suuntaisista leikkaajista kolmion sisiiin jaivit osat ovat siis alhaalta lukien
0,01 cm, 0,02 em, . .., 0,09 cn. Kapeiden vierekkiisten suunnikkaiden siséiéin
jadvit osat leikkaajista taas = 0,1 cm.

T
ST
N

T
R

(RRRRRAR
R

T
» QT

Ag86428 ] 2 3 4 5 6 i

Kuv. 140.

Niytteeksi on muutamille vaakasuorille viivoille merkitty ristilli kaksi
pistettd, joiden vilin suuruus nihdiain mittakaavasta: esim. viivalla 8 vili
= 2,08 cm, viivalla 5 vili = 5,25 cm, viivalla 1 vili = 7,81 cm.

Edelld kuvattua transversaalimittakaavaa voidaan kiyttii apuna myos,
kun on suoritettavana jokin piirros esim. mittakaavassa 1:100. Silloin
vastaa metrid mittakaavan yksikko (== em). Jos taas piirretisin mitta-
kaawvassa 1: 100 000, niin mittakaavan yksikké vastaa kilometrisi. Jos halu-
taan piirtdd esim. mittakaavassa 1: 50, niin silloin on valmistettava trans-
versaalimittakaava siten, etti siini yksikon 4B pituus on 2 em, jolloin se
tulee vastaamaan metrii. i

Harj.teht.: 850) Kuinka suuri on kuviossa 140 esitetyssi transversaali-
mittakaavassa a) viivalle 2, b) viivalle 7 ristilla merkittyjen pisteiden vili?

351 a) Merkittiva paperin reunaan terévalli kynilld kaksi reunaa vastaan
kohtisuoraa piirua ja mitattava sitten transv.m.kaavan avulla niiden vili.

351 b) Asetettava transv.m.kaavaa kiyttien harpin kirjet 4,76 cm etii-
syydelle toisistaan ja piirrettivi sitten timén pituinen jana paperille.

* IV. YLEINEN YHDENMUOTOISUUSOPPI

98 §. Yleiseksi yhdenmuotoisuuden mééritelméksi voi-
daan ottaa kumpi tahansa 47 §:ssd mainituista kahdesta
yhdenmuotoisuuden perusominaisuudesta, joista toinen
sitten voidaan todistaa mdiédritelmdin nojautuen. Valit-
semme edellisen:
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Midritelmé: Kahta kuviota sanotaan yhdenmuofoiseksi,
jos niissd vastinjanat ovat verrannollisel.
Téamé lyhyt méaritelmd on tdydellisemmin sanottuna:

Kahta kuviota sanotaan
yhdenmuotoisiksi, jos kum-
mankin kuvion jokaista pis-
tettd vastaa madritty piste,
vastinpiste, toisessa kuviossa
siten, ettd saman kuvion
pisteiden yhdistysjanat ovat
verrannolliset toisen kuvion
Kuv. 141 a. Kuv. 141 b. vastinpisteiden yhdistysja-

noihin, vastinjanocihin.

Jos P, Q, R, ... ovat jonkin kuvion (kuv. 141 a) pis-
teitd ja P, @', R, . . . yhdenmuotoisen kuvion (kuv. 141 b)
vastinpisteitd, niin on siis

PIQI . PIRI _ QIR’
PQ — PR ~ QR

=...=k%k

Luku k (kuviossa k = 1%) on kuvion b yhdenmuotoisuus-
suhde eli mittakaava kuvion a suhteen.

Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinkolmiot (esim. PQR
ja P'Q'R’, kuv. 141) ovat yhdenmuotoiset (sss), joten
vastinkulmat (esim. AR ja AR’) ovat yhtdsuuret. Siis
on voimassa

Lause 1: Yhdenmuotoisten kuvioiden vastinkulmat:ovat
yhtdsuuret.

Jos kolme pistettd (P, S ja T, kuv. 141 a) ovat samalla

suoralla, niin yhdenmuotoisessa kuviossa niiden wvastin-
pisteet (P’, S’ ja T", kuv. 141 b) ovat myds samalla suo-
ralla, silldi onhan APST oikokulma, joten ed. lauseen
mukaan myds AP’'S’T’ on oikokulma. Téstd seuraa

Lause 2: Kuvioon kuuluvaa suoraa viivaa vastaa yhden-
muoloisessa kuviossa suora viiva.
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99 §. Teht.: Piirref-
ldvd kuvio, joka on yh-
denmuotoinen annetun
kuvion (a, kuv. 142)
kanssa mittakaavassa k.

Ratk.: Valitaan en-
sin mielivaltainen kiin-
ted piste 0. Merkit-
kdén sitten X yleensi
kuvion a pistetti. Ero-
tetaan  puolisuorasta
0X jana OX' = k-0X
(kuviossa k =2). Kun sitten X liikkuu pitkin viivaa a,
niin X’ muodostaa viivan «’, joka on vaadittu kuvio.

Tod.: Olkoot A ja B kaksi mielivaltaista X:n asentoa
ja A’ ja B’ vastaavat X’:n asennot. Silloin ‘

AOA'B’ ~ NOAB (sks)

mittakaavassa k ja siis A’B': AB = k. Yhdenmuotoisuu-
den mééritelmén mukaan on niin ollen a’~ amittakaavassa
k ja X’ ja X ovat joka hetki toistensa vastinpisteita,

Kéytdnndssa a’ piirretdéin siten, ettd masritisn esite-
tylld keinolla tarpeeksi monta sen pistettd X’ ja piirre-
tddn sitten viiva niiden kautta.

Kuvioita a’ ja a sanotaan (suoraan) homoeettisiksi pis-
teen O suhteen. O on homoteettisuuskeskus, ja yhdenmuo-
toisuussuhdetta k sanotaan myéds homofeetfisuussuhteeksi.

Jos kunkin puolisuoran 0X vastakkaisesta puolisuorasta
erotetaan jana 0X" = k- 0X, niin X” muodostaa viivan
a’, joka on viivan a’kanssa symmetrinen pisteen O suhteen
ja siis yhtenevd sen kanssa (29 §). Kuvioita a” ja a sano-
taan (vastakkain) homoteettisiksi pisteen O suhteen.

Lause: Kaksi ympyrdd ovat aina yhdenmuotoise ja yhden-
muotoisuussuhde = sdteiden suhde = halkaisijain suhde.
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Jos nidet ympyriat asetetaan samankeskisiksi, niin ne
ovat homoteettiset yhteisen keskipisteensd suhteen ja
siis yhdenmuotoiset. Tasta selvidd myds, ettd yhdenmuo-
toisuussuhde = siteiden suhde.

Harj.teht.: 852) On piirrettiva jokin suljettu (umpinainen) kiyré viiva
ja sitten sen kanssa yhdenmuotoinen viiva mittakaavassa 8: 2. Homoteetti-
suuskeskukseksi valitaan jokin piste viivan rajoittaman alueen sisilti.

100 §. Kuvioon a (kuv. 142) kuuluvaa janaa BC vas-
taa kuviossa a’ jana B'C’ (98 §, lause 2). Koska AOB’'C’
~ AOBC (sks), niin AC" = AQC, joten B’C’ || BC. Siis homo-
teettisten kuvioiden vastinjanat ovat yhdensuuntaisef. Tahén
perustuen voidaan yksinkertaisesti ratkaista edellisen teh-
tavén erikoistapaus:

Teht.: Piirrettdvd monikulmio, joka on yhdenmuofoinen
annetun monikulmion (ABCDE, kuv. 143) kanssa mitta-
kaavassa k.

Ratk.: Valitaan mielivaltainen homoteettisuuskeskus O
(kuviossa 143 a on O monikulmion sisilld, kuviossa 143 b
kirjessd ja kuviossa 143 ¢ ulkopuolella). Piirretdén puoli-
suorat OA, OB, OC, OD ja OE ja erotetaan ensin maini-
tusta puolisuorasta jana OA’ = k- OA (kuvioissa on k =2).
Sitten piirretddn perdkkéiin

A'B’'|AB, B'C’'|BC, C'D'|CD, D'E'|DE

ol
D ,
D B’
(0]
A
AT AR
Kuv. 143 a. Kuv. 143 b. Kuv. 148 c.

Harj.teht.: 353) Piirrettéva mielivaltainen nelikulmio ja sitten sen kanssa
yhdenmuotoinen nelikulmio a) mittakaavassa 8 : 5, b) siten, ettd annetun
nelikulmion tietyn sivun vastinsivu on tunnetun janan suuruinen.
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ja yhdistetiin lopuksi E’ ja A’. Silloin ilmeisesti
A'B'C'D'E’ on vaadittu monikulmio. Siind tapauksessa,
ettd O on annetun monikulmion kérjessi (E, kuv. 143 b),
tarvitsee piirtdé vain kolme ensin mainittua yhdensuun-
taista ja OA’B’'C’D’ on silloin vaadittu monikulmio.

*%101 §. 99 §:n tehtivin ratkaisussa kiytettyyn periaatteeseen perustuu
erikoinen koje, pantografi (kuva 144), jonka avulla voidaan piirtd4 annetun
kuvion kanssa yhdenmuotoinen kuvio halutussa mittakaavassa. Panto-
grafin muodostaa nelji suunnikkaan muotoon toisiinsa nivellettys tankoa
04, BX’, OB ja AX’, joista kaksi viimeksi mainittua on rei’illi varustettu.
Niihin nivelletéiin O4:n suuntaiseksitanko CD, joka niinik#éin on rei’itetty.
O kiinnitetasn piirustusalustaan niin, ett laitetta voidaan kiertas O:n ym-
piri. X:ssi on tylppédkérkinen neula ja X”:issa kyn#. X:n paikka on niin
valittu, ettdi O, X ja X’ ovat samalla suoralla.

Kun nyt neulaa X kuljetetaan pitkin
annettua viivaa, niin kyni X’ piirtds sen
kanssa yhdenmuotoisen viivan mittakaa-
vassa OX’: 0X = OB :0C = k (kuviossa
k= 4:8). Etti 0, X ja X’ todellakin
pysyvit neulaa litkkuteltaessa samalla suo-
ralla, seuraa yksinkertaisesti siiti, etti
koko ajan AOCX ~ AOBX’ (sks) ja siis
A O on kolmioilla aina yhteisen.

Jos vaihdetaan neulan X ja kynin X’
paikat, saadaan piirretyksi annetun ku-
vion pienennys (mittakaavassa 3 : 4). Kuv. 144,

102 §. Lause 1: Yhdenmuoloisten viivojen (a ja a’, kuv.
145) pituuksien suhde = yhdenmuotoisuussuhde (k).

*% Tod.: Piirretdin viivojen a ja
a’ »sisdén» murtoviivat m ja m’
niin, ettd niiden kirkind ovat a:n  « a
jaa’:nvastinpisteet. Koska t#lldin
murloviivojen m ja m’ vastinsivu-

jen suhde = k, niin myés m: m’
==k (89§, lause 3). Niin on asian-
laita, olkoon murtoviivojen sivujen
luku kuinka suuri tahansa. Koska sivujen luvun rajatto-
masti kasvaessa ja sivujen samalla rajattomasti piene-
tessd murtoviivan m pituus ldhenee viivan a pituutta ja
samoin m’n pituus ldhenee a’:n pituutta, niin voidaan
paattaa, ettd myoés a:a = k.

Kuv. 145.
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Lause 2: Yhdenmuotoisten alueiden (A ja A’, kuv. 146)
alojen suhde = yhdenmuotoisuussuhteen nelié (k?).

** Tod.: Piirretdin alu-
eiden »sisdéiny monikul-
miot M ja M’ niin, ettd
niiden kirking ovat alu-
eiden reunaviivojen vas-
tinpisteet. Jaetaan sit-
ten M ja M’ vastin-
lavistajilld kolmioihin. Koska tilloin vastinkolmiot ovat
yhdenmuotoiset (sss), niin niiden alojen suhteet = k?
(95 §, seur.). Tista seuraa taas, ettd myds M : M’ = k®
(89 §, lause 3). Tistd pédtellaén sitten edelleen vastaa-
valla tavalla kuin ed. todistuksessa, etti samoin A : A’ =k3.

Kuv., 146.

Harj.teht.: 854) Masriattiva mittaamalla kuvioiden 146 yhdenmuotoi-
suussuhde ja laskettava sitten ko. alueiden a) alojen suhde, b) reuna-
viivojen pituuksien suhde.

855) Suomen pinta-ala on 837 118 km?2. Kuinka suuri on Suomen pinta-
ala kartalla, jonka mittakaava on 1 :4 000 000?

V. JANAN HARMONINEN JAKO

103 §. Jos piste X on janalla AB (kuv. 147) ja
(1) XA:XB=p:q,

niin sanotaan, etti piste X jakaa janan ABsisdp woli-

sesti suhteeseen p:q. Jos taas piste Y on jananm AB
jatkeella ja

2 YA:YB=p:y,
niin sanotaan, ettd piste Y jakaa janan ABulkopuoli-

sesti suhteeseen p:q. Jos molemmissa tapauksissa
p: ¢ on sama, toisin sanoen, jos on voimassa verranto

3) XA:XB=YA:YB(=p:q),
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niin sanotaan myds, ettd pisteet X ja Y jakavat janan AB
harmonisesti suhteeseen p:¢.! Kuviossa 147 on
p:qg=3:2 '

A X B Y

L ] ),
| gy —

a

Kuv. 147.

Lause: Jos pisteet X ja Y jakavat janan AB = a har-
monisesti suhteeseen p : q, niin

(x4 — iqa, I‘YA:piqa,

@ o ORI ]
== YB = .
lXB pra’ l B=s5e

Némi kaavat saadaan muuntelemalla (89 §) sopivasti
verrantoja (1) ja (2). Johdamme néytteeksi edellisen
kaavoista (4). Verrannosta (1) saadaan »yhdistimalla»

XA _ b
XA+XB p+g

Tésté seuraakin suhteen méadritelmén perusteella edellinen
kaavoista (4), kun otetaan huomioon, etti XA 4+ XB = q.
Seur.: On olemassa vain yksi pistepari X, Y, joka jakaa
annetun janan AB harmonisesti mddrdttyyn suhteeseen p : q.
Jos erikoisesti p : ¢ = 1, niin X on janan AB keskipiste
ja Y on ddrettdoméin kaukana.

Harj.teht.: 856) Johdettava verrannon muunnosten avulla a) jalkimmai-
nen kaavoista (4), b) edellinen kaavoista (5).

1 Kun on kysymyksessi janan 4B jako, niin verrannoissa (1), (2) ja (8)
on 4 ja B otettava esitetyssi jirjestyksessdi. Vastaavasti esim. sanonta
»X jakaa janan BA sisiipuolisesti suhteeseen p : ¢» merkitsee, ettd

XB: X4 =p:q.

2 Kaavat (5) ovat voimassa edellyttien, ettd p > g, jolloin ¥ on pisteen
B oikealla puolella, kuten kuviossa 147. Jos sitd vastoin ¢ > p, niin ¥ on
pisteen 4 vasemmalla puolella ja kaavoihin (5) pitdd panna ¢—p erotuksen
p—q paikalle. :

8 — Viisild, Geometria
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857) Johdettava kaavat (4) ja (5) ratkaisemalla yhtilot, jotka saadaan
a) verrannoista (1) ja (2) ottamalla tuntemattomiksi X4 = ja Y4 =y,
b) merkitsemélli X4 = pw, XB =gz, Y4 = py, YB = qy, kuten verran-
tojen (1) ja (2) perusteella voidaan tehdd. Ohje: Yhtilsiti muodostettaessa
nojaudutaan kuvioon 147.

358) Kuinka suuret ovat janat X4, XB, Y4, YB, kun AB = 6 cm ja
X ja Y jakavat sen harmonisesti suhteeseen 8 : 29

859) Todistettava, ettd jos X ja Y jakavat harmonisesti janan 4B, niin
B ja A jakavat harmonisesti janan XY, Ohje: Muodostetaan »vuorotta-
malla» (89 §) verrannosta (8) uusi verranto.

104 §. Teht.: Jana (AB, kuv. 148) on jaeftava harmoni-
sesti suhfeeseen p:q.

Téami tehtdvd voidaan ratkaista kiyttimallda hyviksi
ed. §:n kaavoja (4) ja (5), mutta tarkoituksemme on nyt
ratkaista tehtdvd mainituista kaavoista riippumatta, puh-
taasti geometrisesti.

Ratk.: 1) Olkoot p ja ¢ janoja. Piirretdéin pisteestd A
puolisuora, joka ei ole suoralla AB ja erotetaan siitd jana
AC = p. Sitten piirretddn pisteen B kautta ed. puoli-
suoran suuntainen suora ja erotetaan siitd janat DB =
BE = ¢q. Suorat CD ja CE leikatkoot suoraa AB pis-
teissd X ja Y. Viitetdén, ettd niiméi pisteet ovat vaa-
ditut jakopisteet.

Tod.: AXAC ~ AXBD (kk). Siis XA:XB=p:q.

AYAC ~ AYBE (kk). Siis YA: YB=p:q.

2) Olkoot p ja ¢ lukuja. Otetaan mielivaltainen jana
a ja muodostetaan janat pa ja ga, joiden suhde siis =
p:q. Jana AB jaetaan sitten harmonisesti suhteeseen
pa: qa edellisessd kohdassa opitulla tavalla. '

T —

\\C

Kuv. 148.
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* Ajatellaan nyt, ettd kuviossa 148 jana AC kiertyy pis-
teen A ympéri, jolloin C muodostaa ympyriviivan: Silloin
mainitun janan suuntainen jana DE kiertyy B:n ympari
ja D ja E muodostavat my6s ympyriviivan. Suora CE
kulkee joka hetki kiintesn pisteen Y kautta (ed. §, seur).
Ja koska

AACY ~ ABEY (kk),
niin aina
CY:EY =p:q.

Ympyrit ovat siis suoraan homoteettiset pisteen Y suhteen
(99 §). Samalla tavalla voidaan piitelld, ettd ympyrit ovat
vastakkain homoteettiset pisteen X suhteen. Siis on voi-
massa

* Lause: Kaksi ympyrdd on aina homoteettiset niiden pis-
teiden suhieen, jotka jakavat ympyréiden keskusjanan har-
monisesti sdfeiden suhiteeseen.

* Seur.: Kahden ympyrdn yhteiset tangentit kulkevat niiden
pisieiden kautta, jotka jakavat ympyréiden keskusjanan har-
monisesti sdteiden suhfeeseen.

Jos ndet AC | CE (kuv. 148), niin myés BE | CE,
joten télldin pisteen Y kautta kulkeva suora CE on ym-
pyréiden yhteinen tangentti. Téllaisia yhteisis »ulkopuo-
lisia tangentteja» on kaksi. Samoin p#itetdin, ettd toiset
kaksi yhteistd tangenttia, »sisipuoliset tangentits, kulke-
vat pisteen X kautta.!

Harj,teht.: 360) Apnettu jana jaettava harmonisesti suhteeseen 5 : 2.

861) Kuinka muuttuvat kuviossa 148 pisteiden X ja Y paikat, jos janan
p pituus pysyy muuttumattomana, mutta ¢:n pituus kasvaa a) O:sta
piksi, b) pistd oo:ksi? Kuinka samalla muuttuu subteen p:q arvo?

862) Madrattiva kahden toistensa ulkopuolella olevan ympyrin homo-
teettisuuskeskukset ja piirrettdvi sitten ympyroiden yhteiset tangetit.

1 Yhteisten tangenttien lukua koskevat paitelmimme pitevit vain,
kun ympyrit ovat toistensa ulkopuolella. Kuinka on asianlaita muulloin?
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105 §. Lause 1: Kolmion (ABC, kuv. 149) kulman (C)
ja sen vieruskulman puolittajat (CX ja CY) jakavat vastaisen
sivun harmonisesti viereisten sivujen suhteeseen (CA : CB).

Tod.: Piirretddn B:n kautta suora DE| AC. Silloin
on AXAC ~ AXBD (kk), joten

XA :XB =CA : DB,
Mutta koska

/\.8= ANe = /\'}’s

Y niin
e DB = CB (78 §, lause 1).
Kuv. 149, Siis
XA :XB=CA:CB.
Edelleen on AYAC ~ AYBE (kk), joten
YA:YB = CA:EB.

Mutta koska
AB = A’ = AY,
niin
EB = CB (78 §, lause 1).
Siis
YA:YB =CA:CB.

** Tarkastellaan AABC:td (kuv. 150) ja ajatellaan, ettéd
sen kanta AB pysyy muuttumattomana, mutta kirki C
- liikkuu siten, ettd CA :CB

pysyy koko ajan samana
(=p:q). Kuman C ja sen

. vieruskulman puolittajat CX
ja CY kulkevat silloin ed.
lauseen mukaan joka hetki
niiden kiinteiden pisteiden X

Kuv. 150. ja Y kautta, jotka jakavat

janan AB harmonjsesti suh-

teeseen p:¢q. Koska AXCY on suora kulma (15 §, lause 1),
niin C liikkuu silld ympyréviivalla, jonka halkaisijana on
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jana XY (82§, seur.). Voidaan todistaa (todistus sivuute-
taan), ettd C puheena olevalla tavalla liikkuessaan voi saa-
vuttaa kaikki tdmén ympyréin pisteet, joten on voimassa

** Lause 2: Jos pisteet X ja Y jakavat janan AB harmoni-
sesti suhleeseen p:q, niin jana XY halkaisijana piirretty
ympyrd, ns. Apollonioksen ympyrd, on niiden
pisteiden ura, joiden etdisyydet pisteisii A ja B suhtautuvat
toisiinsa kuten p:q.

Harj.teht.: 863) 104 §:n teht. on ratkaistava lauseeseen 1 nojaamalla.

364) Kolmion sivut ovat 4, 5 ja 2 em. Kuinka suuriin osiin jakaa ensin
mainitun sivun sen vastaisen kulman puolittaja? Tulos on tarkistettava
piirtdmalld ja mittaamalla.

#% 865) Piirrettdvi niiden pisteiden ura, joiden etiisyyksien suhde kah-
desta pisteestd on a) 5:8, b) 8:5, ¢) 1.

VI. PISTEEN POTENSSI YMPYRAN SUHTEEN
106 §. Lause: Jos pisteen (P, kuv. 151 a ja b) kautia

piirretidn ympyrdlle (0) sekantti, niin pisteen ja ympyrdn

kehdn vdlisten sekantin osien tulo, ns. pisteen (P) p o-

tenssi ympyrdn suhteen, on riippumaton sekan-
tin suunnasta.

Vditos: PA-PB=PA’'-PB.

Tod.: APAB' ~ APA’B (kk; 80 § seur. 2). Siis
PA : PA' = PB': PB.
Téstd seuraakin viitoksemme (88 §, lause 1).

Kuv. 151 a, Kuv. 151 b. Kuv. 152.
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Seur.: Ympyrdn ulkopuolella olevan pisteen potenss:
= pisleestd ympyrdlle piirretyn tangentin nelié.

Jos ndet sekantti kiertyy pisteen P ympiri liheten raja-
asentoaan, tangenttia (kuv. 152), niin sekantin osat PA
ja PB ldhenevit tangenttia PC (= jana PC).

Harj.teht.: 366) Todettava laskemalla, etté jos ympyrin side = r ja pis-
teen P etiiisyys ympyrin keskipisteestd = a, niin

. . 12—@?, jos P on ympyrin sisipuolella,
pisteen P potenssi = a?—72, v 3 » » ulkopuolella.

367) Ympyrin side = 7 cm ja pisteen P etiisyys keskipisteestd = 5 cm.
Kuinka pitké on pisteen P kautta piirretty jinne, jonka P jakaa siten, etti
a) toinen osa = 8 cm, b) osien suhde = 2 ; 8?9

868) Ympyrén siide = 7 cm ja pisteen P etdisyys keskipisteests = 9 cm.
P:std piirretdéin ympyrille sekantti siten, ettd siitd P:n ja ympyrin valiin
jddva osa = ympyrin siséifin jisvd osa. Kuinka pitkiit nidmi osat ovat?

869) Lause: Jos pisteestd (P) piirretddn ympyrdlle tangentii ja sekantti, niin
pisteen ja ympyrdn kehdn vdlinen tangentin osa (PC) on pisteen ja ympyrin
kehdn vdlisten sekantin osien (PA ja PB) keskiverto. Todistus on suoritettava
a) seurauslauseeseen mojautuen, b) yhdenmuotoisten kolmioiden avulla.

VII. SUORAKULMAISTA KOLMIOTA KOSKEVIA
VERRANTOJA — KESKIVERRON KONSTRUOINTI

107 §. Lause: Hypotenuusaa vastaava korkeus (CD, kuv.
153) jakaa suorakulmaisen kolmion (ABC) kahfeen suora-
kulmaiseen kolmioon, jotka ovat yhdenmuotoisia alkuperdi-
sen kolmion kanssa ja siis myos keskenddn.

Tod.: Kummallakin osakolmioista on yksi kulma yhtei-
c send alkuperdisen kolmion kanssa. Kos-

ka kolmiot ovat lisiksi suorakulmaisia, -
P niin osakolmiot ovat yhdenmuotoisia al-

kuperdisen kolmion kanssa (kk) ja siis
myo6s keskendin.

Seur. 1: Suorakulmaisessa kolmiossa kateetti (a) on hy-
potenuusan (c) ja hypotenuusalla olevan projektionsa (p)
keskiverto:

Kuv. 158.

[4
a

B a
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Tam4 verranto johtuu koko kolmion ja a
vasemmanpuoleisen osakolmion yhdenmuo- ép
toisuudesta (kuv. 154). -

Seur. 2: Suorakulmaisessa kolmiossa hypo-  Kuv. 154,
tenuusaa vastaava korkeus (h) on kateettien

(hypotenuusalla olevien) projektioiden (p ja q) keskiverto:

p_h
P ~ h! \
Téma verranto johtuu osakolmioiden yh- g 9

denmuotoisuudesta (kuv. 155). Kuv. 155.

Seur. 3: Suorakulmaisessa kolmiossa hypotenuusaa vas-

taava korkeus (h) on hypotenuusan (c) ja
kateettien (a ja b) neljds verto: A
[

c
Kuv. 156.

b
a &

Témé verranto johtuu koko kolmion ja jommankum-
man osakolmion yhdenmuotoisuudesta (kuv. 156).

Harj.teht.: 370) Suorakulmaisessa kolmiossa ovat kateettien projektiot
hypotenuusalla 2 ja 8 cm. Laskettava ylli olevia seurauslauseita kayt-
téden hypotenuusaa vastaava korkeus ja kateetit.

871) Suorakulmaisen kolmion toinen kateetti on 4 hypotenuusasta ja
toinen = 6 em. Kuinka suuri on hypotenuusaa vastaava korkeus?

872) Suorakulmaisessa kolmiossa on hypotenuusa — 4 em ja sitd vastaava
korkeus = 1 cm. Laskettava kateettien projektiot hypotenuusalla (tulee
ratkaistavaksi toisen asteen yhtild).

108 8. Teht.: Piirrettdvd kahden janan (s ja f, kuv. 157)
keskiverto.

Ratk. 1: Asetetaan jollekin suoralle peridkkéin
janat AD = s ja DB =t (kuv. 157 a). Piirretdsin sitten
AB halkaisijana puoliympyrd ja D:n kautta suoran AB
normaali. Jos C on piste, jossa normaali kohtaa puoli-
ympyrén kaaren, niin A ABC on suorakulmainen (57 8,

seur. 4) ja ed. §n seur. 2:n mukaan CD on vaadittu
keskiverto,
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Kuv. 157 a. Kuv. 157 b.

Ratk. 2: Asetetaan jollekin suoralle pddllekkédin
janat AB = s ja AD = { (kuv. 157 b). Sitten menetelldin
kuten ed. ratkaisussa. Seur. 1:n mukaan on nyt AC vaa-
dittu keskiverto.

Harj.teht.: 378) Kuinka voidaan kuvion 157 a avulla pa#ttis, ettd kahden
janan keskiverto < keskiarvo? Milloin keskiverto = keskiarvo?

874) Jana on jaettava kahteen osaan, joiden keskiverto = toinen tunnettu
jana.

VIII. PYTHAGORAAN LAUSEET

109 §. Esitdmme nyt uuden todistuksen Pythagoraan
lauseelle (44 §). Olkoon suorakulmaisen kolmion (kuv.
158) hypotenuusa ¢, kateetit a ja b sekd kateettien pro-
jektiot hypotenuusalla vastaavasti p ja ¢. 106 §:n seur. 1:n
mukaan saadaan verrannot
4 a c

| o

a p’ b

Kuv. 158.  joista seuraa yhtalot
a? = cp, b% = cq.
Laskemalla ndmé& yhtélot yhteen saadaan
| a4+ bt =cp +cg=c(p+q) =c

at + b2 = c%

Siis

Téahin kaavaan sisdltyykin

Pythagoraan lause: Suorakulmaisen kolmion hypotenuu-
san nelio = kateettien nelididen summa.l
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Edelld olevasta kaavasta seuraa:

c=\/a2—|—b2_, b=1/c2_qz.

Edellistd kaavaa kiytetdfin, kun tunnetaan kateetit ja
on laskettava hypotenuusa, ja jalkimmiisti kaavaa taas,
kun tunnetaan hypotenuusa ja toinen kateetti ja on las-
kettava toinen kateetti.

Harj.tehf.: 375) Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 5 ja 12 ecm. Las-
kettava hypotenuusa ja sitd vastaava korkeus.

876) Tasakylkisen kolmion kylki = 8,1 cm ja kanta 18,8 cm. Laskettava
kolmion korkeus ja ala.

877) Kuinka kaukana keskipisteestd on r-siteisessd ympyrédssd jinne,
jonka pituus = ¢? Esim. r =8 m, a = 2 m.

110 §. Pythagoraan lausetta kiyttden voidaan laske-
malla todeta oikeaksi seuraavat séfinnét, jotka on painet-

tava muistiin, koska niitd joudutaan usein tarvitsemaan
(kuav. 159—161).

Seur. 1: Nelion ldvistiji = sA/2, kun sivu =s.
Seur. 2: Tasasivuisen kolmion

528
T4

korkeus = s__\g?, , ala

, kun sivu =s.

Seur. 8: Suorakulmaisessa kolmiossa, jonka terdvit kul-
mat ovat 60° ja 30°, hypotenuusa, pienempi kateeiti ja suu-

rempi kaleetti suhtautuvat toisiinsa kufen 2:1 : /3.
S

£
s ° S $V§
2
s s .
Kuv. 159. Kuv 160. Kuv. 161.

1 Hypotenuusa ja Kkateetit tarkoittavat tiéssi niiden mittalukuja (vrt
lauseen aikaisempaa sanamuotoa 44 §ssi ja alimuist. s. 42).
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Harj.teht.: 878) Nelitn ldvistiji = d. Kuinka suuri on nelién sivu? Esim.
d=8 m.

879) Tasasivuisen kolmion sivua on 5,2 em. Laskettava kolmion korkeus
ja ala.

880) Tasasivuisen kolmion a) korkeus = 1 dm, b) ala = 1 dm2 Kuinka
suuri on kolmion sivu?

881) Suorakulmaisessa kolmiossa toinen terdivid kulma = 80°. Laskettava
mm:n tarkkuudella muut sivut, kun a) pienempi kateetti = 8 cm, b) hypo-
tenuusa = 7,2 c¢m, c¢) suurempi kateetti = 5 cm.

*111 §. Laajennettu Pythagoraan lause: Vinokulmaisessa
kolmiossa (ABC, kuv. 162) on sivun (c) nelié = toisen (a)
ja kolmannen (b) sivun nelididen summa — tai -+ kaksi
kertaa se tulo, jonka tekijéind ovat toinen sivu ja kolmannen
sivun toisella oleva projektio (q), sen mukaan, onko ensin-
mainittua sivua vastassa oleva kulma (C) terdvd vai tylppd:

¢t =a®+ b2 F 2aq.

Kuv. 162 a. Kuv. 162 b.

Tod.: 1) AC on terdva (kuv. 162 aja b).

Suorakulmaisesta kolmiosta ABD saadaan P’ythag‘ok-
raan lauseen mukaan : .»

¢ = (a—q)*-+h? jos AB on terdvd (kuv. 162 a),
¢ = (q—a)*+h? » » » tylppd (kuv. 162 b).

Kummassakin tapauksessa saadaan

c? = a®*—2aq-+q%*+h?
a*—~2aq+q*~+(b*—¢%)
a2-4-b2—2aq.

f

f
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£

2) AC on tylppd (kuv. 162 c).
Télldin saadaan Pythagoraan lau-
setta kayttden

-___S____

¢ = (a+q)2+h?
= a?4-2aq+q?-+h? — ip
= a*+2aq4-¢*+(b*—¢?) atq
= a2+b2_|_2aq. Kuv. 162 c.

Seur. 1: Kolmion kulma on terdvd, suora tai tylppd sen
mukaan, onko vastaisen sivun nelié pienempi, yhtdsuuri vai
suurempi kuin muiden sivujen nelididen summa.

Seur. 2: Suunnikkaan ldvistdjien neliGiden summa =
kaikkien sivujen nelididen summa.

Edellinen n#istd seurauslauseista johtuu valittomasti
Pythagoraan lauseista ja jalkimméinen havaitaan oikeaksi
seuraavasti. Kuvion 163 merkint6ja kiyttien saadaan

soveltamalla laajennettu Pythagoraan lause kolmioihin
ACD ja BCD:

¢ = a®-+-b*—2qq,
d* = a®+b24-2qq.

Ja kun néimai yhtélot lasketaan yhteen,
saadaankin todistettava yhtils

c24-d? = a?4-q%-+-b24-b2,
Harj.teht.: 882) Kolmion kahden sivun pituudet ovat 8 ja 5 em. Kuinka

suuri on kolmas sivu, jos sen vastainen kulma on a) 45°, b) 185°?

388) Kolmion kahden sivun pitundet ovat 8 ja 7 em ja jilkimmiisen
sivun vastainen kulma on 60°, Xuinka suuri on kolmas siva?

884) Kolmion sivut ovat 10, 17 ja 21 em. Kuinka suuri on a) pienimmaén
sivun projektio suurimmalla sivulla, b) suurinta sivua vastaava korkeus,
c) ala?

385) Minki laatuinen on suurin kulma kolmiossa, jonka sivut ovat 4, 7
ja 8 m?

886) Niytettivi, ettd jos kolmion sivut ovat a, b ja ¢, niin viimeksi mai-
nittua sivua vastaava keskijana

me = 44/2 (a? 4 b2) — 2.

Ohje: Piirretadn suunnikas, jonka puolisko on ko. kolmio ja toisena livis-
téjand c, sekd kiytetddn hyviksi seurauslausetta 2,

Kuv. 163.
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*112 §. Olkoot kolmion (kuv. 151) sivut a, b, ¢ tunne-
tut. Johdetaan kaavat vastaavien korkeuksien h,, h,, h,
laskemiseksi.

Ratkaisemalla laajennetun Pythagoraan lauseen mukai-
nen yhtild

c2=a*+b*F2aq
g:n suhteen saadaan
¢ = iaz_}_bz_cz.

2a
Haluttuun kaavaan h;:n laskemiseksi tullaan, kun témé
g:n arvo sijoitetaan yhtéléon

h? = b2— g2,

Tunnettuja algebran siafintéja kiyttden saadaan

Kuv. 164.

(az + b2 —62)2 4,a2 b2 — (az + b2 — 62)2

2 __ ha__

h"‘ =b 4 a? 442
_ [2ab+ (a2 + b2 —c?)][2ab— (a2 - b2—c?)]
- 4a?
__[ta+ b)? —c?][cZ—(a—b)?]
- 4a?
__(a+bte)latb—ec)e+ a—b)c—a+b)
- 4 a2

Kun merkitdan p:ll4 kolmion piirin puolikasta, so.

_a+b+c
T 2

niin
a-+b-+c = 2p,
—a+b+4c = 2p—2a = 2(p—a),
a—b-+c = 2p—2b = 2(p—"b),
a-t+b—c =2p—2¢ = 2(p—c),

1T4mi pykild voidaan sivuuttaa, jos trigonometriassa kiytetiiin alle-
kirjoittaneen laatimaa oppikirjaa, jossa (kolmannesta painoksesta ldhtien)
johdetaan Heronin kaava ja siihen liittyen kaavat kolmion korkeuksien, kul-
mien sekd sisdén ja ympari piirrettyjen ympyrsiden siteiden laskemiseksi.
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joten
pr 2P 200—a)2(p—8-2(p—0)
a 4a?

ja siis

=2\/p(p—-a) (p —b) (p —c¢)
a

h

a

Sijoittamalla tdmé korkeuden lauseke kolmion alan kaa-
vaan A = }ah, saadaan alan laskemiseksi ns. Heronin
kaava:

A=Vp(@p—a)(p—Db)(p—c).
Taman avulla lausuttuina ovat kolmion korkeudet

_2A — 24 _2A
=g =7 h=-F.

Harj.teht.: 387) Kolmion sivut ovat 4, 18 ja 15 em. Laskettava kolmion
ala ja korkeudet.

IX. YMPYRAN SISAAN JA YMPARI PIIRRETTY-
JEN SAANNOLLISTEN MONIKULMIOIDEN
SIVUJEN LASKEMINEN

118 §. Lause: r-sdfeisen ympyrdn sisidn piirrefyn

1) sddnnéll. 6-kulmion sivu = 60° kaaren jdinne =r,
2) nelion » = 90° » » =Tv/2,
3) tasasivuisen kolmion » = 120° » » =T4/3.
r \\\
90°] |} >

Kuv. 165. Kuv. 166. Kuv. 167.
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Lauseen ensimmdiinen kohta (kuv. 165), joka selvitet-
tiin jo 85 §:ssé, johtuu siitd, ettd keskuskolmio on tasa-
sivuinen. Toinen kohta (kuv. 166) taas voidaan paittds
oikeaksi nojaamalla 110 §:n seur. l:een ja kolmas kohta
(kuv. 167) seur. 2:n avulla.

Harj.teht.: 888) Kuinka suuret ovat ed. lauseessa mainittujen monikul-
mioiden alat?

389) Jos a) sdfdnnéll. 6-kulmion, b) pelitn, ¢) tasasivuisen kolmion sivu
= 6 cm, niin kuinka suuri on sen ympéri piirretyn ympyrin side?

890) Laskettava r-siteisen ympyrin ympiri piirretyn a) nelién, b) tasa-
sivuisen kolmion, ¢) sdannoll. 6-kulmion sivu.

B8 *114 §. Olkoon r-siteisen ympyrin
siséddn piirretyn sdfinnollisen n-kulmion

»  sivu = §,. Johdamme kaavan s,:n las-

£ \p kemiseksi, kun s, oletetaan tunnetuksi.

~ 7l Kuviossa 168 on BC =s,, BD =s,,.

Soveltamalla laajennettu Pythagoraan

lause ABOD:hen saadaan

S

2
Kuv. 168. S3y =r%4+r2—2ra,.

a, merkitsee téssd sdfnnollisen n-kulmion apoteemaa.
ABOE:std saadaan Pythagoraan lauseen nojalla

I NG —
(1) = l/ e (%)2 —3/dr s,
Kun tdméi sijoitetaan edelliseen yht#loén, se saa muodon

Spn =2r*—r A/4r*—s2,

joten
(I1) Spn=V2r2—rVAr_g:.

Esim, ¥oska 54 = 'r'\/g (ed. §, lause), niin kaavan (II) mukaan saadaan

sg = V2rt—r4/ar5—2s8 = \/27’2—72\/—2— =1V2—4/2.

Tahén tulokseen nojautuen saadaan uudestaan kaavaa (II) kayttien

$16 = \/2r2 —7 \/‘ﬁm
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='\/2r2—1"/27‘2-|-r2\/2— = '\/2-—'\/2—|—'\_/§-
Samalla tavalla edelleen laskemalla havaitaan, etti
Sgo =1 2—-—'\/2-[— '\/2——}-'\/2—
Jos ympyrin halkaisija = 1 ja siis side r = %, niin suorittamalla laskut

saadaan ympyrén sisién piirretyn siinnéllisen 32-kulmion piirin pituu-
deksi

82 - 55, = 8,137,

Koska t&mi piiri liittyy jo hyvin liheisesti ympyrin kehain, jonka pituus
= @ -1==7 (52§, seur.), niin saatu piirin pituus esittis s:n likiarvoa. Itse
asiassa niin saadaankin zz:n kaksidesimaalinen likiarvo 8,14. Laskemalla
edelleen ympyrin sisééin piirretyn siénnéllisen 64-, 128-, . . , kulmion piirit
saaadaan s:n arvo midrityksi kuinka tarkkaan tahansa.

Elarj. teht.: 391) Niytettivi kaavaa (II) kiiyttien, etti

S1g = r\/2—\/3_, 824=r\/2——’\/2 +4/3.

892) Laskettava suoraan, kiyttimitti kaavaa (IT), ympyrin sisésin piir-
retyn sdénnéllisen 8-kulmion sivu ja ala, kun ympyrin side on 8 cm.

Ohje: Keskuskolmion alaa laskettaessa on mukavampi valita kannaksi
ympyrén side kuin 8-kulmion sivu.

898) Sadnnéllisen 12-kulmion a) piiri = 1 m, b) ala =1 m2 Laskettava
ympéri piirretyn ympyrin side.

*115 §. Olkoon r-siteisen ympyrdn ympéri piirre-
tyn sddnnollisen n-kulmion sivu = S,. Johdamme kaa-

n

van -S,:n laskemiseksi, kun s, oletetaan tunnetuksi.

Kuviossa 169 on BC =s,, FG = §,. £
Koska AFOD ~ ABOE (kk), niin 8
Sn
-‘Sl‘:s—"=r:an. 2
22
Tastd seuraa, ettd - )
78,
S, = =
Kun téhén sijoitetaan a,:n lauseke ed. i
§:n kaavasta (I), saadaan ’ Kuv. 169,
2
(111T) S, = ——t

\/'472-—-—33.
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Esim. Lasketaan S;. Sijoittamalla kaavaan (IIT) ed. §:n esimerkissd
johdettu sgn lauseke saadaan

5y = 2r-11/2—1/2 =27'2\/2——:2:=2T 2_\/—5‘.
Varr—r2—4/2) m/2+v2 244/2

Kun juuren poistamiseksi nimittdjistd nelisjuuren alla oleva murtolauseke

lavennetaan (2 —-'\/ _2_):113,, saadaan edelleen

—
Sy =2r V(2—-—-\/2 ) = 21‘(2__\/2—) =2r(y/2—1).
2 \/2
Harj.teht.: 894) Niytettivi, ettd S, = 27 (2—1/3).

395) Laskettava siénnollisen 8-kubmion sis#éin piirretyn ympyrin side,
kun 8-kulmion a) sivi = 5 cm, b) ala = 10 cm?.

116 §. Jos jana on jaettu kahteen osaan siten, ettd
suurempi osa on koko janan ja pienemmén osan keski-
verto, niin janan sanotaan olevan jaettu jatkuvaan suh-
teeseen. My0ds sanotaan, ettd janassa on toimitettu kul-
fainen leikkaus. Laskeaksemme t&ll6in osien pituudet,
kun janan pituus = a, merkitsemme suurempaa osaa
x:114, jolloin pienempi osa = a—zx (kuv. 170). On siis
voimassa verranto

[} X g a—x 1

[ 1 "

a:zr=xz:(a—x).

a4

Tastd saamme ensin
Kuv. 170.

r=a(a—2x)
ja sitten edelleen

2* 4+ ax—a?=0.
Kun tdméi toisen asteen yhtdlo ratkaistaan, sen positiivi-
seksi juureksi saadaan ‘

a a2 2
(4) o= 2]/ (&) +an
joka voidaan sieventdd muotoon
B) T = %(\/5—— 1) =0,62 a.

- Tédm4 on siis suurempi osa. Pienemmiksi osaksi saadaan

a——at:=-;E (8—4/5)=0,38a.
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* Lause: Ympyrdn sisddn piirretyn sddnnéllisen 10-kul-
mion sivu (s) eli 36° kaaren jd’nneb = sdteen (r) suizrerhpi
osa, kun sdde on jaettu jatkuvaan suhteeseen: s =%(\/§— 1).

Tod.: Sdénnéllisen 10-kulmion keskuskolmio AOB (kuv.
171) on tasakylkinen. Sen huippukulma = 36° ja siis
kantakulmat = 72°. Kantakulman ;

A puolittaja AC jakaa keskuskol-

mion kahteen kolmioon, joissa
NCOA = NCAO =36°,
ANABC = ANACB =72,

s r—s }
Téastd seuraa, ettd : Kuv. 171

CO=CA=AB=s (78 §, lauge 1)

ja niin ollen CB =r-s. 105 §:n lauseen 1 mjikaan saadaan
néin verranto!

r:s=s:(r—s),
josta ndkyy, ettd todellakin s = siteen r suurempi osa,
kun séde on jaettu jatkuvaan suhteeseen. ‘

Harj.teht.: 396) Niytettiivi, ettd jos janassa toimitetaan kultainen leik-
kaus ja suuremmassa osassa edelleen kultainen leikkaus, niin t#lléin saa-
tava suurempi osa = edellisen kultaisen leikkauksen pienempi osa.

* 397) Laskettava r-siteisen ympyrin sisién piirretyn siiinnéllisen viisi-
kulmion sivu s;.
v T Vi0ZaV. on ;
asiaus: sg= 10—2V/5. Okje: sg saadaan panemalla 114 §n yhta-

166n (II) n = 5 ja ratkaisemalla sitten yhtils sg:n suhteen tai laskemalla
tasakylkisen kolmion 4BC (kuv. 171) korkeus, Joka on puolet s;sti.

* 308) Néytettivi laskemalla, ettd
08 86° = 1 (4/5 +1), cos 72° = 1(+/5—1).

* 899) Ympyrin siide = 4 em. Kuinka suuri on sen siséiin piirretyn siine
néllisen a) 10-kulmion, b) 5-kulmion ala?

Vastaus: 8) 20V10—24/5 = ? em, - b) 10V 10+ 2¢/5 = ? em?.

*400) Kun ségnnélliseen viisikulmioon piirretasan kaikki lavistijat niin,
muodostuu teinen sisinnéllinen viisikulmio. On.niytettivi, ettd sen sivu
== alkuperdisen viisikulmion sivun pienempi osa, kun sivu on jaettu jat-
kuvaan suhteeseen.

1 Samaan verrantoon pidstiin myos nojautumalla kolmioiden 04B ja
ABC yhdenmuotoisuuteen. ‘

9 — Viisild, Geometria
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X. KONSTRUKTIOTEHTAVIEN RATKAISEMI-
NEN ALGEBRAA JA HOMOTEETTISUUTTA
HYVAKSI KAYTTAEN

*117 §. Merkitkéot a, b, c, . . . janojen mittalukuja, kun
ne ovat mitatut samalla mitalla. Samoilla kirjaimilla
merkitsemme itse janojakin. Jana, jonka mittaluku =z
on jokin tunnettujen janojen mittalukujen lauseke, voi-
daan konstruoida suorittamalla asianomaiset laskut ja
piirtdmélld sitten jana, jonka mittaluku on saatu tulos.
Sellaisissa tapauksissa kuin esim. z=a-+b, x=a—0>,

a . e g ores @
* =na, *=— (n kokonaisluku) osaamme piirtds janan z
n

kidyttdmattd hyvéksi janojen a ja b mittalukuja (ks. 3
ja 66 §). On erditd muitakin tallaisia tapauksia. Yksinker-
taisimmat niistd ovat seuraavat:
1) =" on janojen a, b ja c neljds verto, silld tal-
a

16in on voimassa verranto a:b — c:x_‘(92 §, teht. 2).
2) :z:='—2—2 on janojen a ja b kolmas verlo, silla talldin
a.

on voimassa verranto a:b = b:z (ed. kohdan erikois-
tapaus b = c).

3) £=+ab on janojen a ja b keskiverlo, silli tallsin
on voimassa verranto a:x =zx:b 108 §).

4) £=+/a*-+ b on sen suorakulmaisen kolmion. hypo-
fenuusa, jonka kateetit ovat a ja b (Pythagoraan lause)

5) £=+c2—a® on sen suorakulmaisen kolmion kafeetfi,
jonka hypotenuusa on ¢ ja toinen kateetti a (Pythagoraan
lause).

6) x =aVn on janojen a ja na keskiverto, silld voidaan
kirjoittaa z=+/a - na. Sitapaitsi erikoisesti:

a) x=aV2 on 90° kaaren jdnne, kun side = q (113 §),

b) z=aVv3 » 120° » » 5 % > »» > »,
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Kaikissa edelld luetelluissa tapauksissa on piirretti-
vdn janan mittaluku z annettujen janojen mittalukujen
ensimméisen asteen homogeeninen lau-
seke.! Vain télld edellytykselld onkin piirrettiva j jana riip-
pumaton siitd, mitd mittaa on kiytetty. Voidaan todis-
taa, ettd janan x konstruoiminen yksinomaan harppia ja
viivoitinta kéyttden on mahdollista silloin ja vain silloin,
kun asianomainen z:43 esittivi ensimméisen asteen homo-
geeninen lauseke voidaan saattaa sellaiseen muotoon, etti
siind ei ole muita irrationaalisuuksia kuin korkeintaan
nelidjuuria.

Egim. 1. z=£‘-i—e.
ab

s de . .. 5 . - o
Kirjoitetaan x = —Z— . b_e Ja piirreti#in ensin neljis verto y =‘¥ ja sitten

neljiés verto z = %/ .

. a® 4 b?
Egim. 2, w_—a+b .
Ratk. 1: Kirjoitetaan
b2
N a (a + E)
T a+b
»2
ja piirretdsin ensin kolmas verto y = i sitten summat ¢ +b jaa+y ja
C _ale+y
lopuksi neljis verto z = et b
Ratk. 2: Xirjoitetaan
(‘\/ a? + b?)?
a- b

ja piirretddn ensin hypoten;‘msa y=\/a2+b2, sitten summa a4 b ja
lopuksi kolmas verto & = %

Esim. 8. 2 =+/ab—8c2.

Ratk. 1: Kirjoitetaan

1 Tilléin on huomattava, ettd
tulon aste = tekijoiden asteiden summa,
osamiiirin aste = jaettavan ja jakajan asteiden erotus,
juuren aste = juurrettavan aste jaettuna juuren indeksilli.
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. 3¢c-c . . .
ja piirretddn ensin neljis verto y = » sitten b—y ja lopuksi keski-

verto = v/a(b—y).
Ratk. 2: Kirjoitetaan x = \/(\/ Eb)z—(c\/ 3)2 ja piirretiin ensin kes-

kiverto y = \/ab sitten 120° kaaren jénne z = ¢4/3 ja lopuksi kateetti
r = /Y22
a8
Harj.teht.: 401) = — (vrt. esim. 1).

b2
‘21? _:_cg (vrt. esim. 2 ratk. 1).

403) x = 4/2a% + 8b2 (vrt. esim. 8 mol. ratk.).
404) @ = a4/5.Ohje: Voidaan piirtas, paitsi kohdassa 6) esitetylld tavalla,
myds kirjoittamalla # =4/(2a)? + a2

b a—2_
405y x =a e Ohje: Kirjoitetaan =y —

402) 2 =

406) x = Va®—ab + b2. Ohje: Joko erotetaan juurrettavasta tekijiksi
esim. a tai kirjoitetaan

2=V (@a—b2 + Vab)? tai =1 (\/at T 092 — — (Wabp2.

]/“ VarCF &

408) Piirrettavi yhtilon 22—az 4 b2 = 0 juuret,

407) x = Vad L b8, Ohje: Kirjoitetaan x =

118 §.! Konstruktiotehtivin ratkaisu voidaan usein
16ytad mukavasti algebraa apuna kiyttden. T#llsin mene-
tellddn seuraavasti:

1) Piirretdan »mallikuvio», jossa tehtivd on likimairii-
sesti ratkaistuna. Liséksi suoritetaan tarvittaessa tehti-
vin ratkaisua edistévia apupiirroksia.

2) Merkitddn a:1ld sellaista mallikuviossa esiintyvi
janaa, jonka tuntemisen jilkeen konstruointi voidaan hel-
posti suorittaa. *

3) Annettujen ehtojen avulla muodostetaan yhtils tun-
temattoman x ja tunnettujen janojen a, b, c, ... vilille.

4) Tdma yhtdld ratkaistaan.

5) Saatu x:n lauseke piirretdidn ed. §:issi esitetyilld
keinoilla.

1m4std pykilastd kuuluu lukion lyhyempaan matematiikan kurssiin
ainoastaan teht. 1, joka voidaan kisitelld aivan erillidn yleisesti esityksestd.
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6) Suoritetaan tehtdvén lopullinen ratkaisu.

Usein on syytéd suorittaa lopuksi tavanmukainen »tar-
kastelu», jossa selvitetdén, milld edellytyksells tehtivi on
mahdollinen ja montako ratkaisua teht#villd on.

Teht. 1: Jana on jaettava jatkuvaan suhteeseen.

Olkoon annettu jana a ja « sen suurempi osa, kun jana
on jaettu jatkuvaan suhteeseen. Asianomaisesta verran-
nosta ratkaisemalla olemme jo aikaisemmin (116§ (A))

saaneet: a 7a\e
— —_ — 2
Te=— = +]/<2> +at.

Témén konstruoimiseksi piirretddn
(kuv. 172) suorakulmainen kolmio,

. . . a .
jonka kateetteina ovat a ja 5 Ja . %
véhennetiddn sitten hypotenuusasta X
a
. a o se o
jana . Jaannoés = x. Kuv. 172.

* Teht. 2: Kolmion sisddn on piirreltivd nelié (nelion
kérkien on oltava kolmion sivuilla). c

Piirretddn mallikuvio (kuv. 173). |
Olkoon b se kolmion sivu, jolla on :
kaksi nelion kirked, ja h vastaava h—x

korkeus. Piirrettdvin nelion sivua :
merkitddn a:114. Koska Y X :,, £
ADEC ~ AABC (94 §, lause) L
niin E
h—a — z A 5 : B
h b Kuv. 178
Téstd yhtilostd saadaan ratkaisemalla
bh
=553

Siis nelidn sivu on janojen b+h, b, ja h neljis verto.
Kun tdmé on piirretty, voidaan helposti piirt4s itse nelis
kolmion sisdén. Suoritettava piirros tdydellisesti!
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* Teht. 3: Monikulmio on neliditdvd, so. muunnettava
nelidksi.

Monikulmio muunnetaan ensin kolmioksi (43 §, teht. 3).
Olkoon tédméin kolmion kanta = b ja korkeus — h. Jos
piirrettdvén nelion sivua merkitééin 2:114, saadaan yhtils

S
2
Téstd seuraaz =}/ »- 3 Joten zon janojen bja ; keskiverto.

* Harj.teht.: 409) Ympyriin sisddn on piirrettiva sasnnéllinen a) 10-kul-
mio, b) 5-kulmio (116 §, lause).

410) Tunnetaan janan pienempi osa, kun jana on jaettu jatkuvaan suh-
teeseen. On piirrettivi itse jana.

411) Tasakylkisestd kolmiosta on kannan suuntaisella suoralla erotettava
kolmio niin, etti jiljelle jadiviissd puolisuunnikkaassa kolme pienintid sivua
ovat yhtd pitkid (94 §).

412) Neligstd on leikattava kulmat pois niin, ettd syntyy siéinnéllinen
8-kulmio.

413) Puoliympyrin sisdin on piirrettivi neliv (kaksi kdrked halkaisijalla
ja kaksi kaarella). Ohje: Mallikuviossa ympyrin keskipiste yhdistetiéin ne-
lidn kirkeen ja kiytetidin hyviksi Pythagoraan lausetta.

414) Ympyrén ulkopuolella olevasta pisteestd on piirrettivi sekantti niin,
etté siitd ympyrin sisidn jadvi osa on annetun janan suuruinen (106 §; vrt
myds 64 §:n harj.teht. 17:n ratkaisemistapaa).

415) Kolmio on jaettava kahtia a) kannan suuntaisella suoralla (94ja968§),
b) sivulla annetun pisteen kautta kulkevalla suoralla. Ohje: Toinen osista
on kolmio, jonka ala on puolet alkuperiisen kolmion alasta.

416) Piirrettivi ympyri, joka sivuaa annettua suoraa ja kulkee kahden
annetun pisteen kautta. Ohje: Piirretééin annettujen pisteiden kautta suora
ja midritién tdmin ja annetun suoran leikkauspisteen etiisyys sivuamis-
pisteestd pisteen potenssiin nojautuen (106 §).

417) Nelio on muunnettava tasasivuiseksi kolmioksi.

418) Jana on jaettu mielivaltaisesti kahteen osaan ja nimi osat sekd koko
jana halkaisijoina on piirretty samalle puolelle janaa puoliympyrin kaaret.
Niiden rajoittama alue (»Arkhimedeen sirppi») on muunnettava ympyriksi,

419) Piirrettdvi ympyri, jonka ala = kolmen annetun ympyrin alojen
summa.

420) Ympyrin siséién on piirrettivi annetun puolisuunnikkaan suuruinen
suorakulmio., Ohje: On mukavinta valita tuntemattomaksi suorakulmion
kirjen etdisyys livistdjista.

421) Kolmio on muunnettava toisen tunnetun kolmion muotoiseksi. Ohje:
Kun merkitidn muunnettavan kolmion kantaa a:lla ja korkeutta h:lla,
toisen annetun kolmion kantaa b:1ld ja korkeutta k:lla sekid plirrettivin
kolmion kantaa a:114, niin saadaan verranto (ks. 96 $§):
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a_2h_ : b2—k= x? : b2

*119 §. Oppikirjan kolmannessa luvussa olemme oppineet
ratkaisemaan konstruktiotehtédvid urien avulla. Edellisessi
§:sséi olemme n#dhneet, kuinka téllaisen tehtidvin ratkaisu

usein loydetédén algebraa apuna kéyt- c
tden. Nyt esitimme vield esimerk-
kien avulla, kuinka konstruktioteh-
téavd joskus voidaan sangen muka-
vasti ratkaista nojautumalla homo-

teettisuuteen (99 ja 100 §). g —°
Teht.: Kolmion (ABC, kuv. 174) Pt
sisddn on piirrettivd neli6 (vrt. ed. e
§:n teht. 2). i | A,
Ratk.: Piirretdsn mielivaltainen b ok £
Kuv., 174.

nelio DEFG niin, ettd sen Kkérjet
D ja E ovat sivulla AB ja kirki F sivulla AC. Sitten
piirretdén suora AG, joka leikatkoon sivua BC pisteessé
G’. Kun nyt piirretdén G'F’'|| GF, G'E’|| GE ja F'D’||
FD, niin néin syntynyt kolmion sisd#n piirretty nelikul-
mio D'E'F'G' on nelid, koska se on homoteettinen nelion
DEFG kanssa pisteen A suhteen (100 §).

Harj.teht.: 422) Harj.teht. 418 on ratkaistava homoteettisuuteen
nojautumalla. .

423) Ympyrinsektorin sisdéin on piirrettivd annetun suorakulmion muo«
toinen suorakulmio siten, etté a) kaksi kéirked on kaarella ja yksi kummalla-
kin séteelld, b) kaksi kirkes on toisella siteelli ja yksi toisella sidteelld ja
yksi kaarella. '

424) Kolmion sisdsin on piirrettiva kolmio, jonka sivut ovat kolmen an-
netun suoran suuntaiset.

425) Ympyrin sektorin sisédfn on piirrettivid ympyri.

426) Piirrettdvé ympyri, joka sivuaa kahta toisiaan leikkaavaa suoraa ja
kulkee annetun pisteen kautta. Ohje: Siihen suorien muodostamaan ku'l'-
maan, jossa annettu piste P on, piirretidén ensin mielivaltainen ympyrd,
joka sivuaa suoria. Sitten piirretddin tdmin ympyrin kan§sa suorien leik-
kauspisteen suhteen homoteettinen ympyri, joka kulkee' pisteen P .kaut_l':a.
Tamén piirtdmistd varten médrdtasn pisteen P vastinpiste ensin piir-
retyn ympyrin kehéilli.

427) Harj.teht. 416 ratkaistava homoteettisuuteen nojautumalla.
Ohje: Annettujen pisteiden yhdistysjanan keskinormaalin ja annetun suo-
ran leikkauspiste valitaan homoteettisuuskeskukseksi.
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XI. KERTAUSHARJOITUSTEHTAVIA

120°§. Pythagoraan lauseet ja kolmioiden yhdenmuotoisuus.

* 428) 120° suuruisen tangenttikulman kérjen etdisyys ympyrin kehdsti
= 1 cm. Kuinka suuri on ympyrin side? Vast.: 6,46 cm.

429) Nelion sisiéin on piirretty ympyri ja sitten pienempi ympyrs, joka
sivuaa t8td ympyrdd ja kahta nelitn sivua. Kuinka suuri on edellisen ym-
pyrin siiteen subde jilkimmiisen ympyrin siteeseen? Vast.: 3 - 2¢v/2.

430) Tasasivuisen kolmion sis#in on piirretty kolme yhtisuurta ympyrii,
joista kukin sivuaa molempia muita ympyréiti ja kolmion kahta sivua.
Kuinka suuri on kolmion sivun ja ympyrin siteen suhde? Vast.: 2 +2\/ 3.

431) Tasasivuisen kolmion ja nelién piirit ovat yhtédsuuret. Kuinka suuri
on niiden alojen suhde? Vast.: $4/3 = ?

432) Kahden ympyrin siteet ovat'7 cm ja 1 em seki keskusjana 10 em.
Laskettava niiden yhteisten tangenttien pituudet (sivuamispisteiden viliset
osat tangenteista). Vast.: 8 em ja 6 cm.

433) Kaksi ympyrii sivuaa toisiaan ulkopuolitse. Niytettiva, etts sivua-

mispisteiden vilinen osa niiden yhteisestd tangentista on ympyroiden hal-
kaisijain keskiverto.

434) Ympyrin sektorin keskuskulma on 45° ja siide 15 em. Sen sisésin on
piirretty nelio siten, ettd kaksi kérked on toisella siteelli ja yksi toisella
sdteelld sekd yksi kaarella. Kuinka suuri on nelion sivu? Vasi.: 6,71 cm.

435) Ympyrin sektorin keskuskulma on 60° ja siide 2 cm. Sen sisdén on
piirretty neli6 siten, etti kaksi kiirked on kaarella ja yksi kummallakin
siteelli. Kuinka suuri on nelién sivu? Vast.: 1,04 em.

436) Kahden samankeskisen ympyrin siteet ovat 7ja 5 dm. Kuinka pitki
on se suuremman ympyréin jinne, jonka pienemmin ympyrin kehi jakaa
kolmeen yhtisuureen osaan? Vast.: 1,089 m.

487) Ympyrin sisédn on piirretty suorakulmio, joka = nelit, jonka sivu
= ympyrin séide. Kuinka suuri on suorakulmion suuremman ja pienemmén
sivun suhde? Vast.: 2 + ‘\/ 8.

438) Ympyriissi on kaksi yhdensuuntaista jinnetts, joista toinen on kaksi
kertaa ja toinen nelji kertaa niin pitks kuin jinteiden véli. Mikd on ym-
pyrin halkaisijan ja lyhyemmén jinteen suhde? Vast.: /5.

- 489) Jana ja sen puolikkaat halkaisijoina piirretdéin samalle puolelle janaa
puoliympyrit. Kuinka suuri on janan ja mainittuja kolmea puoliympyrii
sivuavan ympyrin halkaisijan suhde? Vast.: 8. S

440) Suorakulmio, jonka kahdesta erisuuresta sivusta toinen on 25 em
suurempi kuin toinen, on piirretty ympyrin segmentin sisifin, Kuinka
suuret ovat suorakulmion sivut, jos' ympyrin siide = 25 ¢m ja segmentin
jdnne = 40 ecm? Vast.: 80 ja 5 cm.

441) Jos Helsinkiin ja Tallinnaan ajatellaan rakennettaviksi meren pinnasta
laskien yht4 korkeat tornit, niin kuinka korkeiksi ne on vihintdsnkin teh-
tévi, jotta toisen huipusta voitaisiin néhdé toisen huippuun? Tornien huip-
pujen villi oletetaan 80 km:ksi ja maapallon side 6 370 kmuksi.

442) Suorakulmaisen kolmion hypotenuusalle on piirretty kolmioon péin
ja kateeteille kolmiosta poispdin puoliympyrit. Todettava, etti niiden
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rajoittamien alueiden, »Hippokrateen puolikuidens, alojen summa = suora-
kulmaisen kolmion ala.

443) Tasakylkisen kolmion kanta on 26 cm ja kylked vastaan piirretty
korkeus 24 em. Laskettava kolmion ala. Vast.: 405,6 cm?2.

444) Tasakylkisen kolmion korkeus = 8,6 cm ja siséiin piirretyn ym-
pyrén side = 1 cm. Laskettava kolmion ala. Vast.: 5,4 cm?2.

445) Tasakylkisen kolmion kyljet ovat 48 cm ja kanta 24 cm. Kan-
nan suuntaisella suoralla erotetaan kolmiosta puolisuunnikas, jolla on
kolme yhtdsuurta sivua. Laskettava niiden sivujen pituus ja puolisuun-
nikkaan ala. Vast.: Sivut 16 cm ja ala 644/15 cm — ?

446) Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 6 cm ja 8 em. Kolmion
siséiin on piirretty suurin mahdollinen nelit siten, etti yksi nelitn sivu
on a) hypotenuusalla, b) kummallakin kateetilla. Kuinka suuri nn nelisn
sivu? Vast.: 8% cm, b) 58 cm.

447) Nelibn livistdjan sekd kirjen ja sivun keskipisteen yhdistysjana
jakavat nelidu neljééin osaan. Laskettava osien alat, kun nelibu sivy =
4dem. Vast.: 1%, 2%, 5%, 62 cm2. '

* 448) r-siteisen puoliympyrin sisi4n on piirretty ympyré, jonka halkaisija
= 7. Kuinka suuri on sellajsen ympyrén side, joka sivuaa titd ympyrii,
ja puoliympyrin kaarta ja halkaisijaa? Vast.: 1r. Okje: Merkitdin kysyt-
tyd sidettd 2:114 ja sovelletaan laaj. Pyth. lause kolmioon, jonka kirkini
ovat molempien ympyréiden ja puoliympyrin keskipisteet,

*449) Ympyri O, jonka halkaisija 4B = 60 cm, sivuaa suoraa pisteessi 4.
Kuinka suuri on sen t#ts suoraa sivuavan ympyrin siide, jonka keskipiste
C on mainitun ympyrin kehilld ja jonka kehid kulkee pisteen B kautta?
Vast.: 87,1 ecm. Ohje: Sovell. laaj. Pyth. lause AOBC:hen.

#450) Ympyrin sisddn piirretyn kolmion yksi kulma = 60° ja teinen sen
viereisistd sivuista = 6 em. Kuinka suuri on toinen viereinen sivu, jos
ympyrin side = 5 cm? Vast.: 9,93 cm. Ohje: (80§, seur. 1 ja 118 §,
lause).

*451) Kaksi ympyraé sivuaa toisiaan sisdpuolisesti pisteessd 4. Piirretiin
keskussuoraa vastaan mielivaltainen kohtisuora, joka leikatkoon toista ym-
pyrdd pisteessi B ja toista pisteessi C. Osoitettava etti Bd : C4 —
siteiden suhteen neliSjuuri, joten suhteen arvo on riippumaton kohtisuo-
ran paikasta.

121 §. Pisteen potenssi ja kolmion kulman puolittaja.

452) Kuinka suuri on r-siiteisen ympyrin kehan ja pisteen P vili, jos se
on puolet pisteestd ympyrille piirretysta tangentista. Vast.: gr.

453) Tasasivuisen kolmion kiirjen kautta piirretisin ympyri, joka sivuaa

vastakkaista sivua keskipisteessi. Mihin suhteeseen timi ympyrid jakaa
kolmion toiset sivut? Vasi.: 1:8.

454) r-siiteisen ympyrén sisdéin on piirretty tasasivuinen kolmio. Lasket-
tava sen jénteen pituus, jonka kolmion kaksi sivua jakaa kolmeen yhti-
suureen osaan. Vast.: rV'3,
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455) Ympyri, jonka side = 6 cm, on jaettu halkaisijalla kahteen puoli-
ympyridn. Toisen puoliympyrin kaaren keskipisteestd on piirretty jinne
niin, ettd siitd toiseen puoliympyrifn jédvd osa =1 em. Kuinka pitki
jdnne on? Vast.: 9 cm.

456) Puoliympyrin ympér: on piirretty suorakulmio niin, ettd puoliympy-
rén halkaisija on suorakulmion yhtend sivuna. Mihin suhteeseen jakaa
pucliympyrén kaari suorakulmion livistijin? Vast.: 1:4.

* 457) Ympyrin halkaisija jakaa jinteen kahteen osaau, joiden pituudet
ovat a ja b, ja muodostaa jinteen kanssa 45° kulman. Kuinka suuri on
ympyrin side?

a? 4 b2

Vast.:

458) Kuinka suuri on tasakylkisen suorakulmaisen kolmion kantakulman

puolittajasta kolmion sisiifin jifiviin osan ja kannan suhde? Vast.: V 2—/2,

459) Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 9 ja 12 em. Laskettava niiden
kolmijoiden alat, joihin suoran kulman puolittaja jakaa kolmion (106§,
seur. 8). Vast.: 30,9 em? ja 23,1 em?,

460) Tasakylkisen kolmion kanta = 4 c¢m ja kyljet = 8 em. Kuinka suuri
on kantakulman puolittajan kolmiosta kannan puolelle erottaman kolmion
ala? Vast.: 5,16 cm?2.

461) Suorakulmaisen kolmion toinen kateetti—=4 m ja sen viereisen teriiviin
kulman puolittajasta kolmion sisééin jidvi osa = 5 m. Kuinka suuri on
toinen kateetti? Vast.: 18,71 m.

462) Puolisuunnikkaan sivut ovat: 4B = 16 m, CD = 10 m ja AD = BC
= § m. Kulman 4 puolittaja leikkaa sivun BC jatkeen pisteessé E. Las-
kettava BE. Vast.: 7,27 m.

463) AABC:ssd on AB = 7 cm, AC = 15 cm ja A4 = 60°. A 4:n puo-
littaja leikkaa sivun BC pisteessi D. Laskettava BD. Vast.: 4,1 cm.,

464) Laskettava suorakulmaisen kolmion suoran kulman puolittajasta
kolmion sisddn jddvin osan pituus, kun kateetit ovat a ja b.
atn/2
a+4b

465) Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 8 ja 4 cm. Kulmien puolit-
tajien ja vastaisten sivujen leikkauspisteet yhdistetisin. Laskettava yhdis-
tysjanojen muodostaman kolmion ala. Vast.: 14 cm2. Ohje: Lasketaan en-

Vast.:

sin niiden kolmen kolmion alat, jotka suorakulmaisesta kolmiosta jadvit.

laskettavan kolmion ulkopuolelle (96 §, lause).

VIIDES LUKU

Suorien ja tasojen keskindiset asennot
avaruudessa

I. JOHDANTO

122 §. Tahén asti olemme olettaneet, ettd kulloinkin
tarkasteltavana olevat kuviot ovat kokonaisuudessaan
samassa tasossa. Monet lauseet, kuten esim. kolmioiden
yhtenevyys- ja yhdenmuotoisuuslauseet, joissa on kysy-
mys kahdesta tai useammasta eri kuviosta, pitevit sil-
loinkin, kun eri kuviot ovat eri tasoissa. Nyt vapaudumme
pubeena olevasta rajoituksesta ja ryhdymme tarkastele-
maan kuvioita, joiden ei tarvitse olla kokonaisuudessaan
samassa tasossa.

Olemme jo aikaisemmin (4 §) esittéineet seuraavan tason
perusominaisuuden, jota voidaan pitdd tason mésritel-
ménd: Taso on pinta, joka sisdltdd kokonaan jokaisen suo-
ran, jonka kanssa silli on kaksi yhteistd pistettd. Kisityk-
semmme mukaan on selvid, ettd yksi ja vain yksi taso voi-
daan asettaa

1) kolmen pisteen kautta, jotka eivit ole samalla suoralla,
2) suoran ja sen ulkopuolella olevan pisteen kautta,

3) kahden toisiaan leikkaavan suoran kautia,

4) kahden yhdensuuntaisen suoran kautta.

On huomattava, ettd kohdat 2 ja 3 seuraavat kohdasta
1 tason médritelmin perusteella ja samoin myés kohta 4,
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kun lisdksi otetaan huomioon, etti yhdensuuntaiset ovat
médritelmén (alla b-kohta) perusteella aina samassa tasossa.

Kahden eri suoran erilaiset keskiniiset asennot
avaruudessa ovat:

a) suorat leikkaavat toisensa, kun niilli on yhteiseni
yksi ja vain yksi piste, leikkauspiste,

b) suorat ovat yhdensuuntaiset, kun niilld ei ole yhteista
pistettd mutta suorat ovat kuitenkin samassa tasossa,

¢) suorat ovat ristikkdin, kun niilld ei ole yhteisti pis-
tettd eivitka suorat ole samassa tasossa.

Suoran ja tason erilaiset keskindiset asennot
avaruudessa ovat:

a) suora ja taso leikkaavat toisensa, kun niilli on yksi
ja vain yksi yhteinen piste, leikkauspiste,

b) suora ja taso ovat yhdensuuntaiset, kun niilld ei ole
yhtddn yhteistd pistetts,

¢) suora on kokonaan fasossa, heti kun suoralla ja tasolla
on kaksikin yhteistd pistetta.

Kahden eri tason erilaiset keskinsiset asennot
avaruudessa ovat:

a) tasot leikkaavat toisensa suoraa pitkin, heti kun
tasoilla on yksikin yhteinen piste, ja leikkaussuora koostuu
tasojen kaikista yhteisistd pisteistd,

b) tasot ovat yhdensuuntaisef, kun niilld ei ole yhtdin
yhteistd pistetta.

123 §. Tasogeometriassa havainnollistetaan kuviot piir-
tamalld. Avaruudessa ei piirtdmistd voida suorittaa. Sen
sijaan voidaan avaruuskuviot havainnollistaa rakenta-
malla malleja, joissa suorien kuvaajina kéytetddn esim.
puutikkuja, oljenkorsia tai suoria metallilangan palasia ja
tasojen kuvaajina esim. pahvi- tai peltilevyja. Tillaisten
mallien rakentaminen on opettavaista ja helpottaa ava-
ruuskuvioiden késittdmistd. Mutta toiselta puolen on
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Kuv. 175 b.

Kuv. 175 a.

tarkedtd oppia mielesséén kuvittelemaan téllaisia raken-
nelmia, niitd rakentamattakin.

Avaruuskuviota voidaan havainnollistaa myds piirté-
mélla sen kuva. Piirustustunneilla on opittu piirts-
médn esineiden ns. perspektiivisid kuvia. Erindisistd syisté
ei téllaista kuvaamista kuitenkaan geometriassa yleensi
kéaytetd. Sen sijaan on geometriassa kiytettiviksi san-
gen sopiva ns. vino yhdensuuntaisprojektio, jonka piir-
tdminenkin on hyvin helppoa. Téllaisen kuvan muodostaa
esimerkiksi avaruusrakennelman varjo, kun rakennelma
pannaan paperille, jolle aurinko paistaa vinosti. Kuviot
175 a ja 175 b esittdvit vinossa yhdensuuntaisprojektiossa
kuutiota, jonka yhden sivunelién ajatellaan olevan pape-
rilla. Edellisessd kuviossa valosédteet tulevat edestd vinosti
oikealta ja jalkimmdiisessd kuviossa vinosti vasemmalta.
Edellisessd kuviossa valosdteet tulevat ylh#altd jyrkem-
péin ja enemmdin sivulta péin kuin jdlkimméisessi.

Vinossa yhdensuuntaisprojektiossa kuvattaessa

1) piirustustasossa ja sen suuntaisissa tasoissa olevat
kuviot sdilyttdvdt muotonsa, kokonsa ja suuntansa,

2) yhdensuuntaiset suorat pysyvdt yhdensuuntaisina,

3) yhdensuuntaiset janat lyhenevdt tai pitenevdit samassa
suhteessa.

Hyvin usein kéytetd4n kuviossa 175 a esitettyi erikoista
vinoa yhdensuuntaisprojektiota, ns. kavaljeeriperspektiivid,
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jossa piirustustasoa vastaan kohtisuorat janat lyhenevit
puoleen pituuteensa ja muodostavat 45° kulman vaaka-
suoran suunnan kanssa.

Kuten kumpaankin suuntaan rajatonta suoraa kuvataan
rajoitetulla suoralla viivalla, janalla, samoin kaikkiin
suuntiin rajatonta tasoa esitetddin rajoitetulla tasaisella
pinnalla, tavallisesti suorakulmiolla. Kun sitten timi
suor akulmio kuvataan tasoon vinossa yhdensuuntaispro-
jektiossa, kuvaksi tulee aina suunnikas (poikkeustapauk-
sessa suunnikkaan rajatapaus, jana). Niinpd esim. ku-
viossa 176 esiintyvid suunnikas kuvaa tasoa 7, jonka aja-
tellaan olevan kohtisuorassa paperin tasoa vastaan ja leik-
kaavan sitd vaakasuoraa pitkin.

II. TASON NORMAALIT JA SUORAN
NORMAALITASOT

124 §. Jos suora leikkaa tason ja on kohtisuorassa kaik-
kia leikkauspisteen kautta tasoon piirrettyjd suoria vas-
taan, niin suoran sanotaan olevan kohtisuorassa tasoa vas-
taan ja tason kohfisuorassa suoraa vastaan. Suoraa sano-
taan télloin myo6s tason normaaliksi ja tasoa taas suoran
normaalitasoksi. Leikkauspiste on normaalin kantapiste.
Jos tason leikkaava suora ei ole kohtisuorassa tasoa vas-
taan, niin sen sanotaan olevan vinossa tasoa vastaan.

Lause 1: Jos fasoa (z, kuv. 176) leikkaava suora (s) on
kohtisuorassa kahta leikkauspisteen (Q) kautta tasoon piir-
rettyd suoraa (a ja b) vastaan, niin suora on tason normaali.

Tod.: Meidén on siis vain niytettivi, ettd kun c.on
mielivaltainen pisteen Q kautta tasoon 7 piirretty suora,
niin s | ¢. Todistusta varten piirretdén tasoon 7 suora,
joka leikatkoon suoria a, b ja ¢ vastaavasti pisteissi
A, B ja C. Erotetaan sitten s:std yhtd pitkit janat QM
ja QN sekd yhdistetdadn M ja N pisteisiin A, B ja C.
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Koska talloin s

AM = AN

BM = BN
niin

AABM = AABN (sss).
Koska siis CM ja CN yhte-

nevien kolmioiden vastinja-
noina ovat yhtasuuret ja Q on

(71§, lause 1),

janan MN keskipiste, niin N
suora CQ eli ¢ on janan MN
keskinormaali. Siis s | c. Kuv. 176.

* Lause 2: Jos suoran (s, kuv. 177) normaalilla (n) ja
normaalitasolla () on yksikin yhteinen piste (P), niin nor-
maali on kokonaan normaalitasossa.

Tod.: Suorien s ja n kautta ase-
tettu taso g leikatkoon tasoa 7 suo-
raa { myoten. Koska s | 7, niin
s |_t. Koska siis n ja f ovat tasossa
¢ olevia P:n kautta kulkevia suoran
s normaaleja, niin n yhtyy #hen
(14 §, lause), joten n on tasossa . Kuv. 177.

s

* 125 §. Ed. §:n lauseeseen 1 nojautuen voidaan ratkaista
avaruusgeometriset tehtdvét: pisteen kautta on asetettava
a) suoran normaalitaso, b) tason normaali. Téllaisten teh-
tavien ratkaisemisella tarkoitamme asianomaisten raken-
nelmien muodostamista (123 §). Tavallisesti kuitenkin tyy-
dytdén vain selittdméin, kuinka rakennelma on muodos-
tettava.

Teht. 1: Pisteen (P, kuv. 178) kautta on aseteitava annefun
suoran (s) normaalifaso.

Ratk.: Esim. kulmaviivoitinta kéyttden asetetaan suo-

' ralle s ensin P:n kautta kulkeva normaali AQ ja sitten toi-
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sen kulmaviivoittimen avul-
la jokin muu Q:n kautta
kulkeva normaali BQ. Ed.
§:n lauseen I perusteella on
silloin néiden normaalien
kautta asetettu taso z vaa-
dittu normaalitaso.
Tark.: Tehtdvid on aina
Kuv. 178. mahdollinen, olkoonpa P
suoran s ulkcopuolella, kuten
kuviossa 178, tai itse suoralla. Ja koska ed. §:n lauseen
2 mukaan normaalin AQ tidytyy olla asetettavassa nor-
maalitasossa ja samoin normaalin B(Q, niin saadaan
Lause 1: Pisteen kautta voidaan asettaa suoralle yksi ja
ja vain yksi normaalitaso.

Tésté lauseesta johtuu epésuorasti pastellen vilittomasti
Seur.: Suoran normaalitasot ovat yhdensuuntaisia.

Teht. 2: Pisteen (P, kuv.179) kauffa on asetetfava annetfun
tason (t) normaali.

Q
!
!
|

Ratk.: Asetetaan kaksi kulmaviivoitinta niin, ettd suo-
rien kulmien toiset kyljet ovat tasolla = (esim. pdydén
levy) ja toiset kyljet yhtyvit. Sitten annetaan kulmavii-
voittimien ensin mainittujen kylkien liukua tasolla 7 niin,
ettd yhteinen kylki (tai kirki) kohtaa pisteen P. Tillsin
ed. §n lauseen 1 perusteella yhteinen kylki esittadkin
vaadittua normaalia.

Kuv. 179. Kuv. 180.
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Tark.: Tehtdvi on aina mahdollinen, olkoonpa P tason
v ulkopuolella, kuten kuviossamme, tai itse tasolla. P:n
kautta voidaan asettaa vain yksi normaali, silli jos voi-
taisiin asettaa kaksi normaalia m ja n (kuv. 180), ne olisi-
vat kohtisuorassa niiden méérééiman tason ja tason 7 leik-
kaussuoraa s vastaan, mikid on mahdotonta (14 §, lause):

Lause 2: Pisteen kautta voidaan asettaa tasolle yksi ja
vain yksi normaali.

78 §n seur. 3:sta johtuu vilittomasti

Lause 3: Pisteen ja fason vdlinen normaali on lyhih pis-
teen ja tason vilijanoista. - '

Pisteen ja tason vilisen normaalin pituutta sanotaan
Pisteen efdisyydeksi tasosta eli pisteen ja tason vailiksi.

126 §. Janan keskipisteen kautta asetettua normaali-
tasoa sanotaan janan keskinormaalitasoksi.

Lause 1: Janan (MN, kuv. 181) keskinormaalitaso (7)
on niiden pisteiden ura, jotka ovat yhti kaukana janan pddte-
pisteistd.

Tod.: Olkoon P mielivaltainen
piste sekd ¢ sen-ja suoran MN
kautta asetettu taso. Tasojen o
ja 7 leikkaussuora ¢ on MN:n
keskinormaali tasossa o. Koska
myds piste P on tasossa g, voi-
daan padtelli:

1) Jos .P on tasossa =,
niin P on c:ll4,
joten PM = PN (71 §, lause 1),

2) Jos kéadntden PM = PN,
niin P on c:lld (71 §, lause 2),
joten P on tasossa 7. Siis v on véitetty ura.

* Lause 2: Tason normadlit (a ja b, kuv. 182) ovat yhden-
suuntaisia. - '

10 — Vaisilid, Geometria

Kuv. 181.
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Tod.: Koska a ja b ovat kohti-
suorassa kantapisteiden A ja B
kautta kulkevaa suoraa vastaan,
niin todistaaksemme, ettd a || b,
tarvitsee vain ndyttdd, ettdi a ja b
ovat samassa tasossa (17§, seur. 1).

Todistusta varten piirretéén ta-
soon 7 pisteen B kautta kohti-
suora suoraa AB vastaan ja erotetaan siiti BM = BN.
Olkoon sitten P mielivaltainen suoran a piste.
Koska AM = AN (71 §, lause 1), niin voidaan paittas,
ettd suorakuimaiset kolmiot PAM ja PAN ovat yhtenevit
(sks), joten PM = PN. Ed. lauseen mukaan on siis P
ja niin ollen koko suora a janan MN keskinormaalita-
sossa. Mutta tdssd tasossahan on myos suora b, janan MN
keskinormaali (124 §, lause 2).

* Lause 8: Jos kahdesta yhdensuuntaisesta suorasta (a ja
b, kuv. 183) foinen (a) on kohtisuorassa tasoa () vastaan,

. sl niin toinenkin (b) on kohtisuorassa samaa
o tasoa vastaan.

Tod.: Jos suoralla b olevan pisteen

P kautta asetetaan suora n | 7, niin

ed. lauseen mukaan n | a. Mutta koska

Kuv. 183. oletuksen mukaan myds b || @, niin tiy-

tyy suorien n ja b yhty4, joten b | =.

* Lause 4: Jos kaksi suoraa (a ja b) ovat kolmannen
(¢) suuntaiset, niin ne oval keskenddinkin yhdensuuntaiset.

Tod.: Ed. lauseen mukaan a ja b ovat kohtisuorassa
suoran ¢ normaalitasoa vastaan. Lauseen 2 perusteella a
ja b ovat siis yhdensuuntaiset.

Kuv. 182.

127 §. Kahden pisteen M ja N (kuv. 181) sanotaan
olevan symmefrisessd asennossa eli symmefrisid jonkin ta-
son, symmetrisyystason =, suhteen, jos v on pisteiden M
ja N yhdistysjanan keskinormaalitaso.
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Kahden avaruuskuvion sanotaan olevan symmet-
risessi asennossa eli symmetrisii jonkin tason suhteen,
jos kummankin kuvion jokaista pistettd vastaa mainitun
tason suhteen symmetrinen piste toisessa kuviossa. Sym-
metrisid kuvioita sanotaan myos toistensa peilikuviksi.

Tasossa ovat suoran suhteen symmetrisessi asennossa
olevat kuviot aina yhtenevid (30 §). Avaruudessa siti-
vastoin tason suhteen symmetrisessid asennossa olevat ku-
viot eivdt yleensd ole yhtenevii, vaikkakin niiden wvas-
tinjanat ja -kulmat ovat aina yhtdsuuria.

Jos kuvion pisteet ovat parittain symmetrisii tason
subteen, toisin sanoen, jos kuvio on symmetrinen itsensi
kanssa tdmén tason suhteen, niin sanotaan Iyhyesti, etti
kuvio on symmelrinen (lason v suhfeen).

Haxj.teht.: 466) Esitettivi kaksi kappaletta, jotka ovat symmetrisié jon-
kin tason suhteen ja jotka a) ovat, b) eivit ole yhtenevid.

467) Lausuttava esimerkkeji symmetrisistd kuvioista (esineista), joiden
keskendéin symmetriset puoliskot a) ovat, b) eivit ole yhtenevii.

* III. TASON SUUNTAISET SUORAT JA TASOT

128 §. Lause 1: Jos suora (a, kuv. 184) on fasossa (v)
olevan suoran (b) suuntainen, niin se on itse tasonkin suun-
tainen fai on tdssd lasossa.

Tod.: Edellyttien ettd a ei ole tasossa 7, yhdensuun-
taisten suorien a ja b kautta ase-

a
tetun tason ja tason 7 yhteiset
pisteet ovat tasojen leikkaus- bty
suoralla b. Jos siis a leikkaisi [ b
T /

tason 7, niin se leikkaisi myos
suoran b, mikd on wvastoin ole-
tusta. Siis a || 7. . Kuv. 184.

Lause 2: Jos tason (v, kuv. 184) suuniaista suoraa (a)
myolen asetettu taso leikkaa ensin mainitun tason, niin leik-
kaussuora (b) on mainitun suoran suuntainen.
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Tod.: Suorat a ja b ovat ensiksikin samassa tasossa ja
toiseksi ne eivdt voi leikata toisiaan, koska muutoin a
leikkaisi tason v, mikd on wvastoin oletusta. Siis b | a.

Harj.teht.: 468) Suoran (a) kautta on asetettava toisen suoran (b) suun-
tainen taso. Ratk.: Asetetaan jonkin a:lla olevan pisteen kautta suoran b
suuntainen suora ja sitten timin ja emn kautta taso. Tark.: ?

469) Pisteen kautta on asetettava taso, joka on kahden annetun suoran
suuntainen.

470) Todistettava, etti tason ja sen suuntaisen suoran viliset yhdensuun-
taiset vélijanat ovat yhtisuuret. Tasoa vastaan kohtisuorien vilijanojen
pituutta sanotaan suoran etdisyydeksi tasosta.

129 8. Lause 1: Jos taso (v, kuv. 185) leikkaa kahta
yhdensuuntaista tasoa (« ja ), niin leikkaussuorat (a ja b)
ovat yhdensuuntaiset.

Tod.: Koska tasoilla ¢ ja g ei ole yhteistd pistetts, niin
ei mydskédn suorilla a ja b voi olla yhteistd pistetts, ja
koska suorat liséksi ovat samassa tasossa (z), niin ne ovat
yhdensuuntaiset.

Kuv. 185. Kuv. 186.

Lause 2: Jos suora (s, kuv. 186) leikkaa foisen (o) kah-
desta yhdensuuntaisesta tasosta (« ja ), niin se leikkaa
toisenkin (B).

Tod.: Asetetaan suoran s ja tason g jonkin pisteen B
kautta taso 7. Leikatkoon tdmi tasoa g suoraa b ja tasoa
« suoraa a mydten. Ed. lauseen mukaan on a | b. Koska
s on ndiden yhdensuuntaisten suorien tasossa (7) ja leik-
kaa niistd toisen (a), niin se leikkaa toisenkin (b) (16 §,
seur. 1). Siis s leikkaa tason 8.
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Lause 3: Jos suora (s, kuv. 187) on kohtisuorassa toista
(¢) vastaan kahdesta yhdensuuntaisesta tasosta (e ja B),
niin se on kohtisuorassa toistakin (B) vastaan.

Tod.: Ed. lauseen perusteella s
leikkaa my®s tason B. Piirretdan sl
leikkauspisteen kautta tasoon § /
mielivaltainen suora b ja ase- I a
tetaan taso = sen ja suoran s kautta. T
Jos a on suora, jota myoéten leikkaa o
tason e, niin a| b (lause 1). Ja | % 4 B
koska s | a, niins | b (17 §, seur. 2). L
Tason normaalin méiéritelmin mu- Kuv. 187,
kaan on siis s | 8.

Lause 4: Tason (z) ulkopuolella olevan pisteen (P) kautta
voidaan asettaa yksi ja vain yksi mainitun tason suuntainen
taso.

Tod.: Asetetaan pisteen P kautta normaali n tasolle ©
(125 §, teht. 2) ja sitten pisteen P kautta suoran n nor-
maalitaso (125 §, teht. 1). Tdm4 taso on yhdensuuntainen
tason v kanssa (125 §, seur.). — Koska ed. lauseen perus-
teella jokainen 7:n suuntainen taso on suoran n normaali-
taso, niin P:n kautta ei voida asettaa #isken mainitun
lisiksi muita 7:n suuntaisia tasoja (125 §, lause 1).

Lause 5: Yhdensuuntaisten tasojen yhdensuuntaiset vdli-
janat ovat yhidsuuria.

Tod.: Kun kahden yhdensuuntaisen vilijanan paite-
pisteet kummassakin tasossa yhdistet4in syntyy suunnikas
(lause 1), joten vilijanat ovat yhtisuuret.

Jos yhdensuuntaisista vilijanoista yksikin on kohti-
suorassa toista tasoa vastaan, niin ne kaikki ovat kohti-
suorassa sitd vastaan (126 §, lause 3) ja siis myds toista
tasoa vastaan (lause 3). Naiden kohtisuorien vilijanojen
yhteistd pituutta sanotaan yhdensuuntaisten tasojen etdi-
syydeksi toisistaan eli vdliksi.
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Harj.teht.: 471) Todistettava (episuorasti), etti jos taso leikkaa toisen
kahdesta yhdensuuntaisesta tasosta, niin se leikkaa toisenkin.

4772) Todistettava (epésuorasti), ettd jos kaksi tasoa ovat kolmannen tason
suuntaiset, niin ne ovat keskenédéinkin yhdensuuntaiset.

4738) Todistettava, ettd jos tason kolme pistettd ovat yhtd kaukana toi-
sesta tasosta ja samalla puolella sitd, niin tasot ovat yhdensuuntaiset.

474) Kahden suoran kautta on asetettava toistensa suuntaiset tasot.

IV. DIEDRI — KOHTISUORAT TASOT

130 §. Lause: Jos kahden koveran kulman (e ja g, kuv.
188) samannimiset kyljet ovat yhdensuuntaiset, niin kulmat
ovat yhidsuuret.

Vaikkakin tdmé lause on kirjaimellisesti sama kuin 18
§:n lause 1, niin sisdlténsd puolesta se eroaa kuitenkin
viimeksi mainitusta siind suhteessa, ettd nyt ei oleteta
kuten ennen, ettd kulmat ovat samassa tasossa. Ja koska
aikaisempi todistuksemme perustui olennaisesti téihén ole-
tukseen, niin todistus on nyt suoritettava uudestaan.

Tod.: Mitataan AC = BE ja AD = BF. Silloin neli-

c kulmiot ABEC ja ABFDovat suunnikkaita

. 4&“ (63 §, lause). Koska siis janat CE ja DF

D ovat yhdensuuntaisia ja yhtdsuuria janan

AB kanssa, niin ne ovat keskendénkin yh-

densuuntaisia (126 §, lause 4) ja yhtédsuuria.

Téastd seuraa, ettd nelikulmio CEFD on

B ‘ﬂ‘ ¢ suunnikas, joten CD = EF. Koska niin
Kuv. 188, ollen AACD= ABEF (sss), niin Aa=Ap.

131 §. Kahden samasta suorasta (s, kuv. 189) alka-
van puolitason (¢ ja 7) rajoittamaa avaruuden osaa sa-
notaan diedriksi (vrt. kulman méir.,, 8 §). s on died-
rin sdirmd ja puolitasot o ja v diedrin kylkid. Kulmaa
a, jonka diedrin kyljet erottavat sdrmin normaali-
tasosta, sanotaan diedrin normaalileikkaukseksi. Edel-

lisestd lauseesta seuraa, ettd diedrin kaikki normaalileik-
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kaukset (esim. e ja f) ovat yhtdsuuria. Nor-
maalileikkauksen suuruutta sanotaan myos
diedrin suuruudeksi. Ilmeisesti yhtdsuuret
diedrit ovat yhtenevid. Samoin kuin kul- ¢
masta myos diedristd kaytetddin nimityksia
terdvd, suora, tylppd, vino, kovera ja kupera.
Jos kahden toisensa leikkaavan tason g ja
7 muodostamista diedreistd yksikin on suora, Kuv. 189.
niin ne kaikki ovat suoria. Tasojen ¢ ja =
sanotaan tdlldin olevan kohtisuorassa toisiaan vastaan
eli toistensa normaalifasoja. Jos taas yksikin ko. diedreistd
on vino, niin ne kaikki ovat vinoja. Tasojen ¢ ja 7 sano-
taan télléin olevan vinossa toisiaan vastaan.

* 132 §. Lause 1: Jos fason (z, kuv. 190) normaalia (AB)
mydten asefetaan taso (g), niin se on kohtisuorassa ensin
mainittua tasoa vastaan.

Tod.: Piirretdén tasoon v tasojen
leikkaussuoraa s vastaan kohtisuora
BC. Suorien AB ja BC méidrdimi
taso on silloin suoran s normaalitaso
(124 §, lause 1) ja niin ollen AABC
on tasojen ¢ ja v rajoittaman diedrin
normaalileikkaus. Koska oletuksesta
johtuu, ettd se on suora kulma, niin o ] 7.

* Lause 2: Jos fason (v, kuv. 190) normaalitasoon (g)
plirretddn leikkaussuoraa (s) vastaan kohtisuora (AB), niin
se on kohtisuorassa ensin mainittua tasoakin vastaan.

Tod.: Menetelldsin kuten ed. todistuksessa. Koska
nytkin oletuksen perusteella normaalileikkaus ABC on
suora kulma ja AB | s, niin AB | 7 (124§, lause 1).

* Beur.: Jos tason (v) normaalitasossa (o) olevan pisteen (P)
kautla asefetaan kohtisuora ensinmainittua tasoa vastaan,
niin se on kokonaan normaalitasossa,

Kuv. 190.
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Saadaanhan nimittdin ed. lauseen mukaan P:n kautta
kulkeva tason 7 ainoa normaali (125§, lause 2) piirtdmalls

P:n kautta normaalitasoon ¢ kohtisuora leikkaussuoraa s
vastaan.

* Teht.: Suoran (s, kuv. 191) kautta on asefettava annetun
tason (r) normaalitaso.

Ratk.: Asetetaan suoralla s olevan pisteen P kautta
normaali PA tasolle = (125 §, teht. 2.) T4msin ja suoran s
madrddma taso g on silloin vaadittu
normaalitaso (lause 1).

Tark.: Voidaan asettaa yksi nor-
maalitaso, jos s ei ole kohtisuorassa
tasoa 7 vastaan, ja &édrettoméin
monta, jos s | .

Kuv. 191.

Harj.teht.: 475) Todistettava, ettid jos taso on kohtisuorassa toista vas-
taan kahdesta yhdensuuntaisesta tasosta, niin se on kohtisuorassa tois-
takin vastaan.

V. PROJEKTIOT

* 133 §. Kun puhutaan kahden ristikkdisen suoran vdlisen
kulman suuruudesta, niin tarkoitetaan kulmaa, jonka muo-
dostaa kaksi jonkin pisteen kautta piirrettys ko. suorien
suuntaista suoraa. 130 §:n lauseen perusteella tdmén kul-
man suuruus on riippumaton mainitun pisteen valinnasta.
Kahden ristikkaisen suoran sanotaan olevan kohfisuorassa

toisiaan vastaan, jos niiden vélisen kulman suuruus = 90°.

Janan projektiolla tietylld suoralla tarkoitetaan
janan piétepisteiden projektioiden vilistd janaa silloin-
kin, kun jana ei ole suoran kanssa samassa tasossa
(vrt. 77 §).' Janan ¢ (kuv. 192) projektio suoralla s saadaan
asettamalla janan péitepisteiden kautta suoran normaali-
tasot ¢ ja 7; jolloin tasojen vilinen osa b suorasta s on ko.

projektio. Jos janan b toisesta piitepisteests asetetaan:
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tasojen ¢ ja 7 viliin jana ¢’ || ¢, niin
¢’ = ¢ (129 §, lause 5) ja c:n ja s:n
vélisen kulman suuruus = ¢":n ja
b:n vélinen kulma ¢. Suorakulmai-
sesta kolmiosta ABC saadaan pro-
jektion laskemiseksi vanhastaan
tuttu kaava (51 §):

b = ccosa.

Kuv. 192.

134 §. Pisteen projektiolla tietylldi tasolla, pro-
jektiotasolla, tarkoitetaan pisteen kautta tasolle asetetun
normaalin kantapistettd. K uvio n projektiolla taas tar-
koitetaan sen kaikkien pisteiden projektioiden muodosta-
maa kuviota. Projektion méédrdéimistd sanotaan projisoi-
miseksi.

Lause 1: Jos suoran (s, kuv. 191) kautta asetetaan taso
(e) kohtisuoraan jotakin tasoa (v) vastaan, niin leikkaussuora
(H) on suoran projektio mainitulla tasolla.!

* Tod.: Jos suoran s mielivaltaisen pisteen P kautta
asetetaan normaali PA leikkaussuoralle £, niin se on myds
tason 7 normaali (132 §, lause 2), joten P:n projektio z:lla
on t1l4 oleva piste A. Samoin voidaan ké4ntden pasttas,
ettd jokainen f#:n piste on jonkin s:n pisteen projektio ta-
solla 7. Leikkaussuora f on siis suoran s projektio tasolla .

Jos suora on vinossa projektiotasoa vastaan, niin suoran
ja sen projektion muodostamaa tersividi kulmaa sanotaan
suoran kaltevuuskulmaksi tason suhteen. Jos suora on
tason suuntainen, niin kaltevuuskulman sanotaan olevan
= 0° Jos taas suora on kohtisuorassa tasoa vastaan,
jolloin suoran projektio on piste, niin kaltevuuskulman
sanotaan olevan = 90°,

1 Tillgin edellytetdidn tietysti, ettd ko. suora ei ole projektiotason nor-
maali, Normaalin projektio tasolla on normaalin kantapiste.
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Lause 2: Tasoa (z, kuv. 193) vastaan vinessa olevan
suoran (s) kaltevuuskulma on pienin niistd kulmista, jotka
suora muodostaa leikkauspisteen (0) kautta kulkevien tason
suorien kanssa.

Tod.: Asetetaan suoralla s olevan pisteen P kautta
normaali PA tasolle 7. Silloin APOA = s:n kaltevuus-

s kulma tason z suhteen. Olkoon
sitten OB mielivaltainen OA:sta
eridvé tason r suora ja B tilld suo-

OA ralla niin valittu piste, ettd AOPB

N — AOPA. Kinnetisn edellinen

kulma kyljen OP ympéri niin, ettd

se yhtyy jdlkimmé&iseen kulmaan.

Silloin B joutuu janan PA jatkeelle johonkin pisteeseen

B’, koska PA < PB (125§, lause 3). Tistd seuraa, etti
APOA < APOB’ ja siis myés < APOB.

P

Kuv. 193.

* 135 §. Koska ilmeisesti janan projektio tasolla on ja-
nan péitepisteiden projektioiden vilinen jana, niin 51 §:n
lauseesta seuraa véilittomésti

Lause 1: Janan (c) projektio (b) tasolla = jana kerrottuna
kaltevuuskulman («) kosinilla:

b = ccosa.

Kahden tason muodostaman diedrin normaalileikkausta
(£ 90°) sanotaan toisen tason kaltevuuskulmaksi toisen
tason suhteen.

Lause 2: Tasolla (o, kuv. 194) olevan alueen (C) proji_ektio_‘

(B) ftoisella tasolla (v) = alue kerrottuna kaltevuuskulman
kosinilla:
B = Ccosa.

** Tod.: 1) Olkoon ensin C suorakulmio, jonka toiset kaksi
sivua, pituus = a, ovat tasojen leikkaussuoran s suun-
taiset ja siis toiset kaksi, pituus = ¢, kohtisuorassa s:&i

vastaan (kuv. 194 a). Silloin C:n projektio tasolla 7 on.

155

Kuav. 194 a. Kuv. 194 b.
suorakulmio B, jonka toiset kaksi sivua = a ja toiset
kaksi = ccosa. Siis B = a-ccosa = Ccosa.

2) Olkoon sitten C mielivaltainen alue (kuv. 194 b).
Jaetaan se leikkaussuoraa s vastaan kohtisuoraan piir-
retyilld suorilla kapeisiin kaistaleisiin, joiden sisddn piir-
retaan kuviossa esitetylld tavalla suorakulmiot C;, C,,. . .,
C,. Niiden projektiot ovat silloin ed. kohdan mukaan:

B, = C,cose, B, = C,cos¢e,..., B, = C,cosa.
Kun nidmé yhtdlét lasketaan yhteen, saadaan
B, +By++-++B,=(C;+Cy+ -+ +C))cose.

Kun kaistaleet otetaan yhd kapeammiksi ja kapeammiksi,
s0. n —oo, niin oikealla puolella sulkeissa oleva summa
lihenee C:td ja vasemmalla puolella oleva summa B:té.
Tastd voidaankin p#aittdd todistettava kaava oikeaksi.

Harj. teht.: 476) Kuinka suuri on 2 cm pituisen janan projektio tasolla,
kun kaltevuuskulma on a) 45°, b) 87,7°7

477) Kuinka suuri on ympyrin projektio tasolla, kun ympyrin tason kal-
tevauskulma projektiotason suhteen on a) 60° b) 78,4° ja ympyrin siide
= 5 em?



KUUDES LUKU

Kappaleet sekd niiden tilavuudet
ja pinta-alat

I. SAANNOLLISET MONITAHOKKAAT

136 §. Jos kolmella tai useammalla kulmalla on yhtei-
nen kéirki ja parittain yhteinen kylki, niin niiden erotta-
maa avaruuden osaa sanotaan sopeksi eli avaruuskulmaksi
(kuv. 195). Kulmien yhteinen kirki (0) on
myds sopen kdrki, itse kulmat ovat sopen
sivuja ja kulmien kyljet taas sopen sdrmid.
Kuperan® sopen sivuina olevien kulmien summa
\ <<360°. Tam4 kisitet4didn, kun sopen rajapinta

_ajatellaan »leikatuksi auki» jotakin sirmé#i

Kuv. 195.  myéten ja levitetyksi tasolle.

Kappaletta, jonka pinta koostuu monikulmioista, sano-
taan monitahokkaaksi. Monikulmiot ovat monitahokkaan
tahkoja. Monikulmioiden sivut ovat monitahokkaan sdr-
mid ja kérjet monitahokkaan kdrkid. Monitahokkaan ld-
vistdjd on kahden sellaisen kirjen yhdistysjana, jotka
eivit ole samalla tahkolla.

Jos kuperan' monitahokkaan tahkot ovat yhtenevii
sddnnollisid monikulmioita, niin monitahokasta sanotaan
sddnnélliseksi. Koska kuhunkin kirkeen muodostuvan
sopen sivuina olevien kulmien summa < 360°, niin on
olemassa vain seuraavat viisi sddnnollistd monitahokasta:

1 Soppea sanotaan kuperaksi, jos se on kokonaan samalla puolella jo-
kaisen sivunsa méidriimii tasoa. Vastaavasti midritelliin monitahok-
kaan kuperuus.
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Kuv. 196, Tetraedri. Kuv. 197. Heksaedri. Kuv. 198. Oktaedri.
Kuv. 199. I AIA Kuv. 200.
Dodekaedri. Tkosaedri.

1) Sddnnéllinen tetraedri (nelitahokas). Tahkot ovat
tasasivuisia kolmioita (kuv. 196).

2) Sddnnéllinen heksaedri (kuusitahokas) eli kuutio.
Tahkot ovat neliditd (kuv. 197).

3) Sddnnollinen oktaedri (kahdeksantahokas). Tahkot
ovat tasasivuisia kolmioita (kuv. 198).

4) Sddnnollinen dodekaedri (kaksitoistatahokas). Tahkot
ovat sddnnollisid viisikulmioita (kuv. 199).

5) Sddnndéllinen ikosaedri (kaksikymmentahokas). Tah-
kot ovat tasasivuisia kolmioita (kuv. 200). :

AVAVAVAN
V

BNV NAVAVAVAY,
%ﬁ% \VAVAVAVAV.

Kuv. 201.
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Sadnnollisten monitahokkaiden mallit voidaan valmis-
taa leikkaamalla pahvista kuviossa 201 esitetyn muotoiset
levyt ja taittamalla ne sitten viivoja pitkin seki liimaa-

malla sopivasti reunat yhteen esim. paperikaistaleita
kiyttamalla.

* II. LIERIO!

137 §. Aikaisemmin olemme tutustuneet lieriotd koske-
viin késitteisiin seké johtaneet sdénnén lierién vaipan ja
suorakulmaisen sédrmion tilavuuden laskemiseksi (kerrat-
tava §§ 54—b56). Todistamme nyt yleisen lierion tilavuu-
den laskemista koskevan lauseen, jonka aikaisemmin (56 §)
olemme omaksuneet ilman todistusta.?

Lause: Lierion tilavuus = pohjan alan ja korkeuden tulo:

V = Ah.

Todistuksessa erotetaan seuraavat kolme tapausta:

1) Lierid on suorakulmainen sdrmié. Jos pohjan sirmit
ovat a ja b sekd kolmas sérmé ¢, niin pohjan ala A = ab
ja korkeus h = ¢. Koska tdmin suorakulmaisen sdrmion
tilavaus V = abc (56 §, lause 1), niin on siis myés V = Ah.

2) Lieri6 on mielivaltainen suora lierié (kuv. 202). Leika-
taan lierié levyihin sivujanojen suuntaisilla yhdensuuntai-
silla tasoilla. N#ita tasoja vastaan kohtisuorilla, sivujano-
jen kautta asetetuilla tasoilla leikataan sitten kuviossa
esitetylld tavalla kunkin levyn reunat pois, niin etti le-
vyistd jda jaljelle suorakulmaiset sirmi6t, joiden korkeus
= lierién korkeus h. Olkoot B,, B,..., B, niiden poh-

1 Lukion matematiikan lyhyemmaissé kurssissa voidaan oppikirjan loppu-
osa tistd ldhtien jattdd lukematta. Sen sijaan kerrataan térkeimpis kappa-
leita ja niiden tilavuuksia ja pinta-aloja koskevat §§ 54—60 seki lasketaan
sopivia harjoitustehtévid pois jatetysté oppikirjan loppuosasta ja kertaus-
harjoitustehtivid 148 §:sti.

2 8. 177 ovat kaikki kappaleiden tilavuuksia ja pinta-aloja koskevat kaa-
vat koottuina yhteen.
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jien alat. Nididen suorakulmaisten sér- 5
mididen yhdessd muodostaman kappa-
leen K, tilavuus on silloin ed. kohdan 5 ;
mukaan B, /. "
Bh+Bh+--- 4+ B,h ] ’ .

= (B, +By+ -+ + B,)h.
Kun nyt ajatellaan kappale leikatuksi '
puheena olevalla tavalla yhd ohuem- : b
piin ja ohuempiin levyihin, niin kap- k :
paleen K, tilavuus lihenee ko. lierion ~____
K tilavuutta ja yll4 olevan yhtéilon oi- Kuv. 202.
kealla puolella sulkeissa oleva summa
ldhenee lierion pohjan alaa A:ta. Téstd voidaan péit-
tad, ettd lierion tilavuus = Ah.

3) Lierié on mielivaltainen vino lieri6. Té#ssd tapauk-
sessa suoritamme todistuksen seuraavalla havainnollisella
tavalla. Asetamme joukon esim. 50 markan rahoja péil-
lekkdin, niin etti ne muodostava suoran lierion.! Sitten
tyénndmme tdmin rahakasan vinoon, niin ettd syntyy
»pykilikds» vino lierié, jolla on sama pohja ja korkeus
kuin alkuperiiselli. Koska molemmat lieriét koostuvat
yhtd monesta rahasta, niin niiden tilavuudet ovat yhti-
suuret. Jos sitten ajattelemme puheena olevat lieriot
muodostetuksi rahojen asemesta yhd ohuemmista ja ohu-
emmista ympyrilevyistd, joilla on sama halkaisija kuin
rahoilla, niin vinon lierion pykéldt pienenevét piene-

Téstd voidaan paattds, ettd téminkin vinon lierion tila-
vuus == samapohjaisen ja samankorkuisen suoran lierién
tilavuus ja siis edellisen kohdan mukaan = pohjan ja
korkeuden tulo. — Samalla tavalla voidaan pa4ttda lause
oikeaksi muunkinlaisiin vinoihin lieridihin néhden.

1 Rahojen asemesta voidaan ottaa vihkokasa tai koota oppila?den geo-
metrian oppikirjat pinoon. Joka tapauksessa on syytd to_dellakm suorit-
taa ko. havainnollinen todistus, eikdi vain ajatella se suoritettavaksi.
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Seur. 1: Yhidsuuripohjaiset, samankorkuiset lieritt oval
yhtdsuuret.

Seur. 2: Jos ympyrdlierién pohjan side = r ja korkeus
= h, niin lierion tilavuus

V ==z r’h

Ed. lauseen viimeisen kohdan todistuksessa kaytetyn
periaatteen avulla voidaan paittidd oikeaksi yleinen ns.

Cavalierin lause: Kaksi samalla tasolla olevaa yhtd
korkeata kappaletta ovat yhtdsuuret, jos jokainen mainitun
tason suuntainen ftaso leikkaa niistd alaltaan yhidsuuret
kuviot (kuv. 204).

Voidaanhan niet tilloin molemmat kappaleet ajatella
koostuvaksi déirettomén ohuista, yhté paksuista, ko. tason
suuntaisista lieriomaisistd levyists, jolloin seurauslauseen
1 mukaan tasosta yhtd kaukana olevien levyjen tilavuu-
det ovat aina yhtisuuret.

Harj.teht.: 478) Suoran sirmioén korkeus = 10 cm ja pohjat ovat sdéin-
nollisid kuusikulmioita, joiden sivut = 5 em. Kuinka suuri on sdrmion
a) tilavuus, b) vaipan ala, c) koko pinta-ala? :

479) Néytettivi, etti suoran ‘ympyrilierin ja sen ympiri piirretyn
suorakulmaisen sirmién tilavuuksien suhde = pinta-alojen suhde.

480) 11 m pituinen ratakisko painaa 447 kg. Kuinka suuri on kiskon poikki-
leikkauksen pinta-ala, jos kiskon tiheys on 7,8 kg/dm3?

481) Lierién pohja on puoliympyrs, jonka side = 0,63 m. Sivujanojen
pituus = 1,08 m ja kaltevuuskulma pohjan suhteen =.72,6°. Kuinka suuri
on lierién tilavuus?

* III. KARTIO

138 §. Aikaisemmin olemme tutustuneet kartiota kos-
keviin kisitteisiin ja johtaneet sdénnén suoran ympyri-
kartion vaipan laskemiseksi (kerrattava §§ 57 ja 58).
Todistamme nyt kartion tilavuuden laskemista koskevan
lauseen, jonka aikaisemmin (59 §) olemme omaksuneet
ilman todistusta, sekid erindisid muitakin kartiota kos-
kevia lauseita..
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139 § Lause 1: Jos kartio leikataan pohjan suuntaisella
tasolla, niin leikkauskuvio ja pohja ovat yhdenmuotoiset ja
niiden alojen suhde — pienemmdn kartion ja koko kartion
korkeuksien suhteen nelié.

Tod.: Olkoon koko kartion korkeus QA
(kuv. 203) ja A’ piste, jossa OA kohtaa
leikkaavan tason. Silloin OA’ on pienem-
mén kartion korkeus (129 §, lause 3).
Olkoot sitten B ja C kaksi mielivaltaista
pohjan piirin pistettd ja B’ ja C'sivujanoilla
OB ja OC olevat leikkauskuvion vastinpis-
teet. Silloin B'C’' | BC (129 §, lause 1).
Néin saadaan (kk):

Kuv. 203.

AOB'C’ ~ AOBC, joten B'C': BC — OB’ : OB,
AOB'A’ ~ NOBA, » OB':0B—= 04’ :0A.

Koska siis aina B'C’': BC = 0A’ : 0OA, niin yhdenmuotoi-
suuden mééritelmén mukaan (98 §) leikkauskuvio on yh-
denmuotoinen pohjan kanssa ja yhdenmuotoisuussuhde —
pienemmin kartion ja koko kartion korkeuksien suhde.
Témén nelié on niin ollen 102 §:n lauseen 2 mukaan leik-
kauskuvion ja pohjan alojen suhde.

Seur.: Jos ympyrdkartio leikataan pohjan suuntaisella
tasolla, niin leikkauskuvio on ympyrd. '

Lause 2: Yhtdsuuripohjaiset, samankorkuiset kartiot ovat
yhtdsuuret, : :

Tod.: Asetetaan kartiot samalle tasolle o ja leikataan ne
sitten mielivaltaisella timén suuntaisella tasolla o’ (kuv.
204). Tama4 taso erottaa silloin kartioista yhté korkeat pie-
nemmat . kartiot. Edellisestsi lauseesta seuraa, etti leik-
kauskuvioiden A’ ja B’ ja vastaavien pohjien A ja B suh-
teet ovat yhtisuuret. Koska A = B, niin on siis myos
A’ = B'. Cavalierin lauseen (137 §) nojalla voidaan tasti
paattid, ettd kartiot ovat yhtésuuret.

11 a — Viisald, Geometria
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Kuv. 204.

140 §. Lause: Kartio on kolmannes yhtdsuuripohjai-
sesta, samankorkuisesta lieridstd.

Kuv. 205 a. Kuv. 205 b.

Tod.: Koska yhtésuuripohjaiset, samankorkuiset lie-
riot keskendén (137 §, seur. 1) ja kartiot keskensdn (139 §,
lause 2) ovat yhtésuuria, niin riittia todistaa, ettd kolmi-
sivuinen pyramidi ABCD on kolmannes sen ympéri-piir-

retystd samapohjaisesta ja samankorkuisesta sirmidsti

ABC—DEF (kuv. 205 a). Todistusta varten leikataan
tamé sdrmid tasoilla CDB ja CDE kolmeen kolmisivui-
seen pyramidiin, jotka ovat kuviossa 205 b vedetyt hiu-
kan erilleen toisistaan. Kolmisivuisen pyramidin pohjaksi
voidaan ajatella mikid sen tahkoista tahansa. Niin ha-
vaitaan, ettd ne pyramidit, joiden pohjina ovat yhte-
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nevit kolmiot o ja g ja yhteisend kirkeni C, ovat yhti-
suuret (139 §, lause 2). Samoin ovat yhtésuuret ne pyra-
midit, joiden pohjina ovat yhtenevit kolmiot ¥ ja ¢ ja
yhteisend kérkend D. Mutta koska g- ja y-pohjainen pyra-
midi on sama, niin kaikki kolme pyramidia ovat yhta-
suuret. Téstd seuraakin viitéksemme.

Seur. 1: Kartion tilavuus = pohjan ja korkeuden tulon
kolmannes: V —1an

Seur. 2: Jos ympyrdkartion pohjan side = r ja korkeus
= h, niin kartion tilavuus

V = § nrzh,

Harj.teht.: 482) Sadnnéllisen kuusisivaisen pyramidin pohjan séirmi = o
ja sivutahkon kaltevuuskulma pohjan suhteen = 60°. Kuinka suuri on py-
ramidin a) tilavuus, b) vaipan ala, ¢) koko pinta-ala?

483) Suoran ympyrikartion sivujanan ja pohjan halkaisijan suhde = 3 : 4.
Kartion sisién on piirretty sééinnollinen kolmisivuinen pyramidi. Kuinka
suuri on kartion ja pyramidin a) tilavuuksien, b) vaippojen, ¢) koko pinta-
alojen suhde?

484) Kartion pohjana on ympyrin neljinnes, jonka side = 10 cm. Eriisn
sivujanan pituus = 2 em ja kaltevuuskulma pohjan suhteen = 48,3°.
Kuinka suuri on kartion tilavuus?

* IV. KATKAISTU KARTIO

141 §. Jos kartiosta erotetaan pohjan suuntaisella
tasolla huippuosa pois, niin jiljelle jasinytt4 osaa sanotaan
katkaistuksi kartioksi. Sen pohjai ovat yhdenmuotoiset
(139 §, lause 1). Katkaistun kartion vaippa, sivujana ja
korkeus ovat pohjien viliin jdsivat osat vastaavista kar-
tion suureista. Sen mukaan millainen alkuperdinen kartio
on, puhutaan katkaistusta pyramidista ja katkaistusta ym-
pyrdkartiosta. Katkaistu suora ympyrikartio on pyériys-
kappale, jonka voidaan ajatella syntyvdn siten, etti

11 b — Viisals, Geometria
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puolisuunnikas, jonka toinen erisuuntaisista sivuista on
kohtisuorassa yhdensuuntaisia sivuja vastaan, pyorihtas
timdn sivun, akselin, ympéri. Toinen erisuuntaisista si-
vuista muodostaa silloin vaipan ja yhdensuuntaiset sivut
muodostavat pohjat.

142 §. Olkoot katkaistun suoran ympyrikartion (kuv.
206) pohjien séteet r ja r’ ja sivujana s. Laskemme vaipan
alan F.

Kun merkitd4dn s:lla alkuperdisestd kartiosta poistetun
pienemmin Kkartion sivujanaa, niin saadaan (58 §, lause)

F =ar(s+s)—ar's' =a[rs + r—r')s’).

Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan verranto

r—1r s
7 =—,,
r s

joten
(r—r)s'=r's.

Kun tdma sijoitetaan ylld olevaan F:n lau-
sekkeeseen, saadaan

-
2

Kuv. 206. F=n(rs+4r's)y=2n s,

Ndin on todistettu

Lause 1: Katkaistun suoran ympyrdkartion vaippa

= 2nmps =7 (r41')s,

jossa s = sivujana, g =T+T = pohjien sdteiden keskiarvo.

Téastd lauseesta johdetaan helposti
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Lause 2: Katkaistun suoran ympyrdkartion vaippa
= 2nah,
jossa h = korkeus, a = sivujanan keskinormaalista sivu-
janan ja akselin vdliin jddvd osa.
Suorakulmaisten kolmioiden (kuv. 207)

yhdenmuotoisuudesta (kk) seuraa niet
verranto

2
h

w8

3

joten

0s = ah. Kuv. 207.

N&in saadaankin lauseen 1 kaavasta lauseen 2 kaava.

Kun verrataan edellisten lauseiden kaavoja suoran ym-
pyrélierién vaipan alan kaavaan (558§, seur.), havaitaan,
ettd katkaistun suoran ympyrdkartion vaippa = sellaisen
suoran ympyrdlierién vaippa, jonka korkeus = s ja pohjan
sdde = g tai korkeus = h ja pohjan sdide = a.

Harj.teht.: 485) Laskettava katkaistun suoran ympyrikartion vaipan
ala, kun pohjien siiteet ovat 5 ja 2 cm ja a) sivujana 7 em, b) korkeus 4 cm.

486) Laskettava katkaistun siidnnéllisen pyramidin koko pinta-ala, kun
sen pohjat ovat tasasivuisia kolmioita, joiden sirmit ovat 8 ja Sem,ja
sivutahkoina olevien puolisuunnikkaiden korkeus on 6 em.

143 §. Olkoot mielivaltaisen katkaistun kartion (kuv.

208) pohjien alat = A ja A’ ja korkeus = h. Laskemme
sen tilavuuden V. -

Koska katkaistu kartio on alkuperiisen A
kartion ja siitd erotetun kartion erotus, niin a
merkitsemalld jélkimméisen kartion kor- P \
keutta h”:lla saadaan (140 §, seur. 1) a

V=31A(h+h)—3 AR
=} [Ah + (A—A")].

139 §:n lauseen 1 mukaan on Kuv. 208.
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4 h4 B"\2
7=\ )

joten
vVa  ntr
va v
Téstd verrannosta saadaan rerottamalla» (89 §)
VA-—VE 1
va ¥

ja sitten edelleen
(VA —VAYI =+A'h.

Kun tdmé yhtilé vield kerrotaan summalla VA + 1A’
saadaan

(A—AYR =(VAA' + A"k
Sijoittamalla tdmé edelli olevaan V:n lausekkeeseen, saa-
daan
Lause: Katkaistun kartion .tilavuus
=4h(A+VAA+A),
jossa A ja A’ = pohjien alat, h = korkeus.

Seur.: Katkaistun ympyrdikartion tilavuus
V =3ah (22 4 ' 4-1'?),

jossa r ja r' = pohjien sdteet, h = korkeus.

Harj.tehf.: 487) Laskettava harj.tehtidvissi 485 mainittujen katkaistu-
jen ympyrékartioiden tilavuudet.

488) Laskettava katkaistun s#dinnéllisen pyramidin tilavuus, kun sen
pohjat ovat neli6itd, joiden sivut ovat 8 ja 5 cm, ja a) korkeus 2 cm,
b) sivusdrmin kaltevuuskulma pohjan suhteen 45°.
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* V. PALLO JA SEN OSAT

144 §. Aikaisemmin olemme tutustuneet palloa koske-
viin késitteisiin ja esittineet ilman todistusta kaavat pal-
lon tilavuuden ja pinta-alan laskemiseksi (kerrattava 60 §).
Johdamme nyt ndméi kaavat ja todistamme eriniisii mui-
takin palloa koskevia lauseita. Aloitamme seuraavalla
lauseella, jonka olemme aikaisemmin omaksuneet ilman
todistusta.

Lause: Pallopinnan ja tason leikkausviiva on ympyrd.

Tod.: Olkoon pallon (kuv. 209) keski-
pisteen O etdisyys leikkaavasta tasosta
= a = 0A. Kun P on mielivaltainen
leikkausviivan piste ja PA = o ja pal-
lon séide = r, niin suorakulmaisesta kol-
miosta OAP saadaan

0o =Vr_g. Kuv. 209.
Siis leikkausviiva on ympyrd, jonka keskipiste on A ja
side = Vr*— a2,

Kun a—>r, niin leikkausympyrin side - 0. Kun a = r,
niin leikkausympyrd on kutistunut pisteeksi. Tallsin
sanotaan, ettd taso sivuaa palloa ja -on sen tangenttitaso.
Kun leikkaava taso kulkee pallon keskipisteen kautta,
$0. a = 0, niin leikkausympyr4 on iso ympyrd, niuussa ta-
pauksessa se on pikku ympyrad.

Palloa leikkaava taso jakaa pallon kahteen segmenttiin
ja pallon pinnan kahteen kalottiin. Leikkausympyrd on
segmenttien pohja, ja pohjan keskipisteeseen asetetusta
normaalista segmentin sisdfin j4dvd osa on segmentin ja
vastaavan kalotin korkeus. :

Kahden palloa leikkaavan yhdensuuntaisen tason viliin
jaévé osa pallosta on nimeltdsn katkaistu segmentti, jonka
poljia ovat vastaavat leikkausympyrit. Tasojen viliin
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jdévé osa pallon pinnasta on vyéhyke. Tasojen vilijana on
katkaistun segmentin ja vyshykkeen korkeus.

Kartiopinta, jonka kirki on pallon keskipisteessi ja
joka leikkaa pallopintaa ympyrdd myéten, jakaa pallon
kahteen sekforiin. Pallon sektorin pinta koostuu siis kalo-
tista ja ympyrdkartion vaipasta.

145 §. Lause 1: Jos pallon sdde = r ja kalotin (vyéhyk-
keen) korkeus = h, niin kalotin (vyéhykkeen) ala

A = 2xrh.

Tod.: Olkoon kysymyksessd vyohyke, jonka kaari PQ
muodostaa pyoridhtdessdén halkaisijan AB
ympéri (kuv. 210). Piirretdédn kaaren PQ
sisdn n-sivuinen murtoviiva (kuviossa
n = 4), jonka sivut ovat yhtdsuuria. Ym-
pyrin keskipisteestd sivuille piirretyt nor-
maalit (apoteemat) ovat niiden keskinor-
maaleja ja keskenddn yhtdsuuria (= a).
Sivujen projektiot halkaisijalla AB olkoot
hy, hy, ..., h,.
Kuv. 210. Murtoviiva PQ pyo6rihtdessdin halkai-
sijan AB ympiri muodostaa pinnan, joka
koostuu n:std katkaistun suoran ympyréikartion vaipasta.
142§:n lauseen 2 perusteella on t4dmin pyoridyspinnan ala

= 2nah, +2nahy 4 - + - + 27nah,

= 2zna(hy +hy+ - - - +h,) = 2nah.
Kun nyt annetaan n:n rajattomasti kasvaa, niin a lihenee
r:dd ja murtoviivan muodostama pyériyspinta lihenee

ko. vybhykettd, mistd voidaan pasttds, ettd vyshykkeen
ala = 2=rh.

Seur.: Jos r = pallon sdde, niin pallon pinta-ala

A = 4nar2,
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Ympyrén kaari pyordhtiessddn toisen A

péétepisteensd kautta kulkevan halkai- N
sijan ympéri muodostaa kalotin. Jos k =

L
ck
pyorédhtivin kaaren jédnne, niin suora- & 2r

kulmaisesta kolmiosta ABC (kuv. 211)
saadaan verranto (107 §, seur. 1):
2r k 8

=

k h Kuv. 211.

joten 2rh = k% Lauseesta 1 saadaan néin

Lause 2: Jos ympyrdn kaari, jonka jinne = k, pyérdhtdc
pddtepisteensd kauita kulkevan halkaisijan ympdri, niin
kaaren muodostaman kalotin ala

A = zk2

Harj.teht.: 489) Tyéntékuulan halkaisija = 12,16 em. Kuinka suuri on
sen pinta-ala?

490) Kuinka monta 9% maapallon pinnasta on piivintasaajan ja 45° le-
veyspiirin valilla?

491) Ympyrin kaari, jonka séide on 4 cm, pySriahtii toiseen padtepistee-
seen piirretyn séiteenssd ympiri. Kuinka suuri on sen muodostaman kalotin
ala, jos kaari on a) 60° b) 45°?

146 §. Pallon sektorin voidaan ajatella koostuvan &éret-
tomén pienistd kartioista, joiden pohjat B,, B,, ... muo-
dostavat yhdessd sektoriin kuuluvan kalotin ja joiden
kirjet ovat pallon keskipisteessé ja siis korkeudet = pal-
lon sédde r. 140 §:n seur. 1:n perusteella saadaan niin sek-
torin tilavuudeksi

$B;r+34B,r+ - -- =3B, +By+ - r

Koska sulkeissa oleva summa = kalotin ala = 2zrh, niin
saadaan

Lause 1: Jos pallon sdde = r ja pallon sektorin kalotin
korkeus = h, niin sektorin tilavuus

V = £nr?h.
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Koska palloa voidaan pitd4 sektorina, jonka kalotin
korkeus = 2r, niin saadaan

Seur.: Jos pallon side = r, niin pallon tilavuus

V = $mrs,

Johdamme lopuksi pallon segmentin tilavuuden V kaa-
van. Pallon segmentti — vastaavan sektorin ja kartion
erotus tai summa sen mukaan, onko segmentti pienempi
val suurempi kuin puolipallo. Kun r = pallon side,
h = segmentin korkeus ja ¢ = segmentin pohjan side,
niin saadaan

ed. tapauksessa (kuv. 212 a): V = 2zr%h — Iz p? (r—n),
jalk. » (kuv. 212 b): V = $ar?h + ino? (h—r).

Kuv. 212 a. Kuv. 212 b.

Havaitaan, ettd saadut lausekkeet ovat identtiset. Kum-
massakin tapauksessa on (106 §, lause)

0 = h(2r—h).

Sijoittamalla timé jompaankumpaan V:n lausekkeeseen,
ja suorittamalla siind tarpeelliset sievennykset saadaan
tulokseksi

Lause 2: Jos pallon side = r ja pallon segmentin korkeus
= h, niin segmentin tilavuus

V = #h?(r—1h).
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Harj.teht.: 492) Rautainen tyontokuula painaa 7,257 kg ja sen halkaisija
= 12,16 cm. Miké on sen raudan tiheys, josta kuula on valmistettu?

498) Ympyrin sektori, jonka keskuskulma on 80° ja séide 10 cm, pyorih-
tad toisen siteensi ympéri. Laskettava syntyneen pallon sektorin tila-
vuus ja pinta-ala.

494) Kahden pallon pinnat kulkevat toistensa keskipisteiden kautta,
Kuinka suuri on pallojen yhteisen osan tilavuus, jos pallojen siteet = 12 cm?

495) Kuinka suuri on pallon side, jos sen a) pinta-ala = 1 m?2, b) tila-
vuis = 1 m3?

*VI. YHDENMUOTOISUUS AVARUUDESSA

147 §. Kuvioiden yhdenmuotoisuus avaruudessa mii-
ritelldéin aivan samoin kuin tasossa (98 §), siis Iyhyesti
sanottuna: kahfa kuviota avaruudessa sanotaan yhdenmuo-
foisiksi, jos niiden vastinjanat ovat verrannolliset. Tisti
seuraa, ettd yhdenmuotoisissa kuvioissa vastinkulmat ovat
yhtdsuuret ja edelleen, etta niissd suoria viivoja vastaa suo-
rat viivat ja tasaisia pintoja tasaiset pinnat. Annetun ku-
vion kanssa tietyssd mittakaavassa yhdenmuotoinen kuvio
konstruoidaan, kuten tasossa (99 §). Yhdenmuotoinen
kuvio tulee tilloin homoteettiseksi alkuperdisen kuvion
kanssa.

Esim. Jos kartiota leikataan pohjan sunntaisella tasolla (kuv. 208),
niin néin syntyvi pienempi kartio on yhdenmuotoinen alkuperdisen kanssa
ja kartiot ovat homoteettisia yhteisen kiirjen suhteen, joka siis on homo-
teettisuuskeskus. Yhdenmuotoisuussuhde (k) = vastinjanojen suhde ja siis
esim. = korkeuksien suhde.

Kaikki pallot ovat yhdenmuotoisia. Jos kaksi palloa asetetaan siten,
etté niiden keskipisteet yhtyviit, niin pallot ovat homoteettisia yhteisen
keskipisteen suhteen.

102 §:n lause 1 on sellaisenaan voimassa avaruudessakin
ja todistetaan kuten ennenkin. Lausetta 2 vastaa avaruu-
dessa seuraavat kaksi lausetta.

Lause 1: Yhdenmuotoisten pintojen alojen suhde = yhden-
muotoisuussuhteen nelio (k2).

*% Tod.: Oletamme ensin, ettd pinnat ovat murtopintoja,

toisin sanoen, ettd ne koostuvat monikulmioista. Koska
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talléin vastinmonikulmiot ovat yhdenmuotoisia mitta-
kaavassa k, niin niiden alojen suhde = k2 (102 §, lause 2).
Téastd seuraa, ettd myds monikulmioiden summien eli ko.
pintojen alojen suhde = k2 (89 §, lause 3).

Olkoot sitten pinnat mielivaltaisia. Tilloin ajatellaan
pintojen »sisdéin» konstruoiduksi murtopinnat, jotka koos-
tuvat kolmioista, joiden kirjet ovat wvastinpisteiti ko.
pinnoilla. Juuri todistetun mukaan niiden yhdenmuo-
toisten murtopintojen alojen suhde = k2. Kun kirkid
otetaan pinnoilla yhé tihedmmissi ja tihedimméssd, niin
murtopintojen alat ldhenevit alkuperdisten pintojen aloja,
mistd voidaan péa#ttdd, ettd niidenkin suhde = k2.

Esim. Pohjan suuntainen taso jakaa kartion korkeuden kahtia. Mihin
suhteeseen se jakaa kartion vaipan?

Kartion vaippa 4 on yhdenmuotoinen tason erottaman pienemméin

kartion vaipan B kanssa, ja yhdenmuotoisuussuhde = korkeuksien suhde
2:1. Siis edellisen lauseen mukaan
4 (2)2 4
B\ 1
Tédstd verrannosta saadaan serottamalla» (89 §).
A—B 4—1 38
T

B 1
Koska 4—B ja B ovat ne osal, joihin taso jakaa kartion vaipan, niin
kysytty suhde on 3:1.
Lause 2: Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien
suhde = yhdenmuotoisuussuhteen kuutio (k3).
Tod.: Oletamme ensin, ettd kappaleet ovat kartioita.
Olkoot niiden korkeudet h ja h’ ja pohjien alat A ja A’.

Koska h:h' =k ja A: A’=k* (102 §, lause 2), niin kar- .

tioiden tilavuuksien suhde

34h A4 B
m = Z; . ;Z—, —_— k k _ k .

Olkoot sitten kappaleet mielivaltaisia. Télléin ajatel-
laan kappaleiden sisddn konstruoiduksi monitahokkaat,
joiden tahkot ovat kolmioita ja kérjet vastinpisteitd kap-

paleiden pinnoilla. Nédméi yhdenmuotoiset monitahokkaat
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jaetaan vastaavilla tasoilla kolmisivuisiin pyramideihin,
joiden pohjina ovat monitahokkaiden tahkot ja kirkina
monitahokkaiden kiérjet. Vastinpyramidit ovat yhden-
muotoisia, joten dsken todistetun mukaan niiden tilavuuk-
sien suhde = k®. Tést4 seuraa taas 89 §:n lauseen 3 nojalla,
ettd tdméi on myds koko monitahokkaiden tilavuuksien
suhde. Tdmén jilkeen pidtelldsn kuten edellisen lauseen
todistuksen lopussa, ettd myos alkuperiisten kappaleiden
tilavuuksien suhde = k3.

Harj. teht.: 496) Pohjan suuntainen taso jakaa kartion korkeuden kiir-
jestd lukien suhteeseen 3:4. Mihin suhteeseen se jakaa kartion a) vai-
pan, b) tilavuuden?

497) Mihin suhteeseen on pohjan suuntaisen tason jaettava kartion kor-
keus, jotta kartion a) vaippa, b) tilavuus jakaantuisi kahtia?

VII. KERTAUSHARJOITUSTEHTAVIA

148 §. 498) Kolmisivuisen sirmion pohja on tasasivuinen kolmio, jonka
sivu = 2 em ja sivutahkot ovat neljakkiitd. Sivusirmin kaltevuuskulma
pohjan suhteen on 60°. Kuinka suuri on sirmion tilavuus?

499) Naytettdvi, ettd kun sirmi = s, niin sdannollisen

3/2
a) oktaedrin tilavuus = S \3/ s

3\/2
b) tetraedrin y o= % .

500) Jos sdinndéllisen tetraedrin ja oktaedrin tilavuudet ovat yhtisuuret,
niin kuinka suuri on niiden pinta-alojen suhde? Vast.: ¥/2.

501) Sidnnéllisen kolmisivuisen pyramidin pohjan sirmi = 6 m ja sivu-
tahkon kaltevuuskulma pohjan suhteen = 60°. Kuinka suuri on pyramidin
a) tilavuus, b) pinta-ala? Vast.: a) 15,588 m3, b) 46,765 m2.

502) Suoran ympyrikartion akselileikkaus, so. akselin kautta asetetun
tason ja kartion leikkaus, on suorakulmainen kolmio. Kartion vaippa

levitetddn tasoon. Laskettava minuutin tarkkuudella syntyvin sektorin
keskuskulma. Vast.: 254° 33’.

503) Ympyrin sektori, jonka keskuskulma = 90° ja siide = 4 cm kierre-
téddn ympyrikartion vaipaksi. Kuinka suuri on kartion tilavuus? Vast.:
4,056 cmS. )

504) Suoran ympyrikartion akselileikkaus on tasasivuinen kolmio, jonka
sivu = 2 em. Kuinka suuri on kartion sisé#in piirretyn a) kuution sirmé,
b) sellaisen suoran ympyrilierion korkeus, jonka akselileikkaus on nelic?
Vast.: a) 7,8 mm, b) 9,3 mm.
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505) Sadnnéllisen kolmisivuisen pyramidin pohjasirmit = a ja sivu-
sérmit = b, Kuinka suuri on pohjasirmin keskipisteen etdisyys vastak-
kaisen sivusirméin keskipisteesti? Wast.: 14/a2 + 82. Ohje: Vrt. harj.-
teht. 368.

* 506) Sidnnsllinen katkaistu nelisivainen pyramidi on puolet samapohjai-
sesta, vhtd korkeasta sirmitstd. Kuinka suuri on katkaistun pyramidin
pohjasirmien suhde? Vast.: /3 + 1.

507) Nelisivuisen sdénnéllisen pyramidin sisfiin on konstruoitu kuutio
siten, ettd sen nelji kirked on pohjalla ja yksi kullakin sivusirmalli. Kuinka
suuri on kuution sérmi, jos pyramidin pohjasirmi = 6 cm ja sivusdrmi
= 9 em? Vast.: 8,42 cm.

508) Niytettdvi, ettd kun sidnnéllisen tetraedrin sirmi on s, niin tet-
raedrin

S

6
a) sisddn piirretyn pallon side = T

b) ympéri piirretyn pallon side = s 2 6 .

* 509) Katkaistun suoran ympyrikartion muotoisen 2 litran mitan suun i

halkaisija on $ pohjan halkaisijasta ja ¢ korkeudesta. Kuinka suuret ovat
mainitut halkaisijat ja korkeus? Vast.: 10,88, 16,32 ja 18,60 cm.

* 510) Kaksi pohjan suuntaista tasoa jakaa kartion korkeuden kolmeen
yhtésuureen osaan. Mihin suhteeseen tasot jakavat kartion a) tilavuuden,
b) vaipan? Vast.: Kartion kérjestd piin laskien a) 1:7:19, b) 1:3: 5.

* 511) Kartio jaetaan kahtia pohjan suuntaisella tasolla. Mihin suhtee-
seen jakaantuu kartion vaippa? Vast.: Pohjan puoleisen osan suhde kérjen
puoleiseen = V4—1.

512) Kuinka suuri on r-siteisen pallon sisééin konstruoidun kuution
sirmi? Vast.: $r/8.

518) Kuinka suuri on sellaisen suoran ympyrilierién pohjan side ja kor-
keus, jonka tilavuus ja vaippa ovat yhtidsuuret kuin r-siteisen pallon tila-
vuus ja pinta-ala? Vast.: 3r ja 3r.

* 514) Pallon segmentin muotoisen padan sisimitat ovat: korkeus = 12
em ja suun halkaisija = 20 em. Montako litraa pata vetis ja kuinka suuri
on sen siséipinta-ala? Vast.: 2,79 1; 7,67 dm?2. )

515) Kuparipallo, jonka halkaisija = 16 cm, painaa 5 kg. Kuinka éuufi‘

on siind olevan pallon muotoisen ontelon halkaisija, kun kuparin tiheys
= 8,8 kg/dm3? Vast.: 14,4 cm.

# 516) Colorado-valtiota rajoittavat 102° ja 109° pituuspiirit ja 87° ja 41°
leveyspiirit. Kuinka suuri on Coloradon pinta-ala, kun maapallon side =
6370 km? Vast.: Noin 270 000 kma2.

* 517) Kuinka kaukana r-siteisen pallon pinnasta on piste, josta nikyy
10 % pallon pinnasta? Vast.: 3r.

518) Pallon ympéri on piirretty suora ympyrikartio, jonka korkeus on
kaksi kertaa niin suuri kuin pallon halkaisija. Naytettivd, ettd kartion
koko pinta-ala on kaksi kertaa niin suuri kuin pallon pinta.
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518) Niytettivé, ettd jos pallon ympéari piirretdéin kartio, jonka akseli-
leikkaus on tasasivuinen kolmio, niin sen ja pallon pinta-alojen ja tilavuuk-
sien suhteet ovat yhtisuuret.

* 520) Kuutiolla ja pallolla on yhteinen keskipiste. Puolet pallon pin-
nasta on kuution ulkopuolella. Kuinka monta 9 pallon tilavuudesta on
kuution ulkopuolella. Vast.: 11,8 %-

* 521) Pallon sisddn piirretyn suoran ympyrikartion vaippa jakaa pal-
lon kahteen yhtisuureen osaan. Laskettava kartion korkeuden ja pohjan

siteen suhde. Vast.: \/V2- +1=7

* 522) Kaksi palloa, joiden siteet ovat 10 ja 7,5 cm, rajoittavat linssin,
jonka suurin paksuus = 1 em ja jonka toinen pinta on kupera ja toinen
kovera. Laskettava linssin tilavuus. Vast.: 66,50 cm3.

* 528) Kaksi yhdensuuntaista tasoa leikkaa pallosta levyn, jonka pak-
suus on 2 cm ja »pohjien» siteet 6 ja 8 cim. Kuinka suuri on levyn koko
pinta-ala? Vast.: 489,5 cm?2.

524) r-siteisen pallon siséén on piirretty sdinnéllinen kolmisivuinen pyra-
midi, jonka pohjasirmi on puolet sivusidrmisti. Kuinka suuri on sivu-
sirmé? Vast.: %\/ 33 r.

525) Saannollisen Lkolmisivuisen pyramidin sisisin piirretyn pallon sdde
on kolmannes pyramidin korkeudesta. Kuinka suuri on pyramidin sivu- ja
pohjasirmiin suhde? Vast.: i4/21.

526) Suoran ympyrikartion vaipan ja pohjan suhde = 4. Kuinka suuri
on kartion tilavuuden suhde sisdén piirretyn pallon tilavuuteen? Vast.:
25:12.

* 527) Puolipallolla ja suoralla ympyrikartiolla on yhteinen pohja. Kol-
masosa puolipallon kaarevasta pinnasta jai kartion sisiiin. Montako %
puolipallosta ja& kartion sisidn? Vast: 91,5 %.

* 528) Pallon ympiri on piirretty katkaistu suora ympyrikartio, jonka
vaippa on kaksi kertaa niin suuri kuin pallon pinta. Laskettava pallon ja
katkaistun kartion tilavuuksien suhde. Vast.: 2:7.

529) Todistettava, etti jos kahden kolmisivuisen pyramidin huipuissa
olevat, sopet ovat yhtenevit, niin pyramidien tilavuuksien suhde = sivu-
séirmien suhteiden tulo, (vrt. 96§, lause).

* 530) Katkaistun kartion pohjien alat ovat 4 ja B. Se leikataan poh-
jien suuntaisella tasolla kahteen osaan, joiden a) vaippojen, b) tilavuuk-

sien suhde = m:n. Kuinka suuri on leikkauskuvion ala?
nd-+mB nd\/ A+mB+\B 3
Vast.: a) . .
m-+n m-+n

Ohje: Téydennetiin katkaistu kartio kartioksi ja kiytetddn hyviksi
147 §:n lauseita ja verrannon muunnoksia.

5381) Sadnnéllisen kuusisivuisen pyramidin pohjasirmit = 24 cm ja sivu-
sirmidt = 80 cm. Kuinka suuri on a) sivusirmén, b) sivutahkon kaltevuus-
kulma, pohjan suhteen? Vast.: a) 86,9°, b) 40,9°,

582) Sddnndllisen nelisivuisen pyramidin pohjasirmit = 10 em ja sivu-
siirmédt = 18 em. Laskettava a) sivutahkon kaltevuuskulma pohjan suh-
teen, b) kahden vierekkiisen sivutahkon muodostaman diedrin suuruus.
Vast.: a) 65,4°, b) 100,0°.
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538) Suoran ympyrikartion akselikulma, so. akselin ja sivujanan vilinen
kulma = a. Kun kartion vaippa levitetdin tasolle, niin kuinka suuri on
syntyneen sektorin keskuskulma? Vast.: sin a - 860°. Kuinka suuri on o,
jos levitetty vaippa on puoliympyrid?

* 584) Todistettava, ettd pallon ympéri piirretyn katkaistun suoran ym-
pyrikartion tilavuuden ja kokonaispinta-alan suhteet vastaavasti pallon
tilavuuteen ja pinta-alaan ovat yhtdsuuret, ja lausuttava nidmi suhteet
katkaistun kartion pohjien siteiden funktiona. Niytettivi, ettd tulok-
sesta seuraa rajatapauksena Arkhimedeen lause (ks. harj.teht. 882).
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VIII. KAPPALEIDEN TILAVUUKSIEN JA
PINTA-ALOJEN KAAVOJA

A = pohjan ala

p = pohjan piiri

r = pohjan tai pallon side
h = korkeus

s = sivujana

Lierion tilavuus = Ah

Suoran lierién vaippa = ph
Ympyralierién tilavuus = nrzh
Suoran ympyrélierion vaippa = 2nrh

Kartion tilavuus = 1Ah
Ympyrikartion tilavuus = iznrzh
Suoran ympyrdkartion vaippa = nrs

*Katkaistun kartion tilavuus = 3h(A4++/AA’+A")
*Katk. ympyrikartion tilavuus = smh(r2+rr’ 12
*Katk. suoran ympyrikartion vaippa = m(zr4-r')s

Pallon tilavuus = %snrs
Pallon pinta-ala = 4nr?
*Pallon vyohykkeen ala = 2mrh
*Pallon kalotin ala = 2zrh = nk?
*Pallon sektorin tilavuus = 2nr?h
*Pallon segmentin tilavuus = wh*(r—3h) -



