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Matematiikka — ajatonta ja ajassa

Tieteeseen nimensa mukaisesti keskittyvan aikakausleh-
den toimittaja oli hiljattain pahoittanut mielensa lu-
kion fysiikan oppikirjoista. Héan oli selaillut niitd tun-
netun fyysikon kanssa. Molemmat paheksuvat sité, ettd
sisdlto oli enimmikseen ainakin sata vuotta vanhaa tie-
toa. Moderni fysiikka, kvantit, kvarkit ja suhteellisuus-
teoriakin loistivat 1dhinna poissaolollaan. Voimatasa-
painosta voi olla hy6tya siltojen rakentamisessa, mutta
fysiikassa sellaisten miettiminen on perdti menneiden
talvien lumia. En osaa sanoa, ovatko toimittaja ja fyy-
sikko oikeassa, mutta Oulun syysmyrskysséd huojuvia
puita katsellessa kylla tuli mieleen liikkuvan ilman pai-
nevaikutus ja voiman momentti.

Toimittaja ei ollut ottanut hampaisiinsa matematiik-
kaa. Tulos olisi ollut varmaan vield jarkyttavampi. Mel-
kein kaikki peruskoulun ja lukion matematiikka on
kdytannossa ikivanhaa. Pythagoraan lauseen iké lienee
4000 vuotta ja differentiaali- ja integraalilaskenta al-
koi olla nykyisenkaltaista 1700-luvulla. Vain modernit
laskulaitteet ovat tulleet kuvaan viimeisten 40 vuoden
aikana. Onko néin vanhojen asioiden opettamisessa ja
opettelussa mitdan mielta?

Onpa vainkin. Matematiikka on erityisasemassa kaiken
inhimillisen tiedon joukossa. Se ei ole kokemusperéisté
tietoa samalla tavoin kuin arkitietomme tai fysiikankin
tieto. Jos P(z) on polynomi ja P(xzg) = 0, niin  — xg
on P(x):mn tekijd. Néin ei ole siksi, ettd valtava maira
havaintoja antaa aiheen olettaa niin. Ei myoskaan sik-
si, ettd kansandanestys, diktaattori tai sosiaalinen me-
dia olisi ndin paattanyt ja ilmoittanut, vaan siksi, etta
algebran jarjestelmé kerta kaikkiaan on sellainen, et-

t4 muu ei ole mahdollista. Pythagoraan lausetta ei tule
koskaan horjuttamaan mikéan uusi havainto tai katsan-
totapa. Se on tosi, koska se voidaan aukotta johtaa niis-
té perusldhtokohdista, jotka ovat tavallisen geometrian
pohjana. Tésté ikuisesta totuudesta maksetaan kuiten-
kin hinta. Emme voi olla varmoja siitd, onko jokaisen
oikean maailman jokaisen oikean kolmen pisteen A, B
ja C kohdalla totta se, ettd ZABC' on suora jos ja vain
jos AC? = AB? + BC?. Pythagoraan lause on tosi sii-
nd matemaattisessa maailmassa, joka mallintaa suora-
kulmaisen kolmion. Reaalimaailmassa joudutaan kysy-
méan, mitd oikeastaan ovat suora kulma ja pisteiden
valinen etéisyys, ja néihin kysymyksiin voidaan saada
erilaisia vastauksia.

Mutta miksi matematiikkaa kannattaa oppia? Eiko ky-
se ole vihdn samasta asiasta kuin pelien yhdentekeva
virtuaalimaailma? Kysymyksiin voidaan vastata eri ta-
voin. Yksi paivinselva vastaus on matematiikan kiytto-
kelpoisuus. Vaikka matematiikka toimisi omassa maa-
ilmassaan, se on niin totta, ettd aina, kun sen avulla
mallinnetaan todellisuutta ja muutetaan reaalimaail-
man ongelma matematiikan ongelmaksi, ratkaisu toi-
mii — tietysti siind méérin kuin malli ja todellisuus
vastaavat toisiaan tarpeeksi hyvin. Tamaé ei ole mate-
maattinen totuus, vaan empiirinen. Ilman matematiik-
kaa olisimme kovin paljon tietamattomampia, vaikkapa
niistd modernin fysiikan ilmiéistd. Mutta mielestdni on
syvempid ja hienompiakin syitd oppia matematiikkaa
kuin matematiikan moninainen kayttokelpoisuus. Ver-
tasin dsken matematiikkaa peliin. Peli voi olla darim-
maéisen kiehtovaa ja mukanaan vievda. Matematiikassa
on peliin verrattuna se lisdetu, ettd matematiikka on
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totta. Kaiken muuttuvaisen keskelld on hienoa tietéé,
ettd on asia, joka ei muutu eikd petéd. Ja opettelemal-
la matematiikkaa saa haltuunsa sen metodin, jolla itse
voi vakuuttua siitd, mikd on totta, mika ei.

Vaikka tdmé& metodi oikeastaan toimii tdysin vain siiné
matematiikan omassa maailmassa, ei matematiikassa

Matti Lehtinen

opituista tdsméllisistd ajattelutavoista arkimaailmas-
sakaan haittaa ole. Erdin sanomalehden verkkosivujen
keskustelupalstalla esitettiin késitys, ettd matemaati-
kot ovat itseensd kipertyneitd, rautakankimaisia ih-
misid”. Kirjoittajaa ei selvistikddn matemaattinen tas-
mallisyys ollut syvéaltd koskettanut: rautakanki ei ka-

perry.
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Algebran peruslause lukiolaisille

Tuomas Hytonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Johdanto

Algebran peruslauseena tunnetaan seuraava tulos:

Lause 1. Olkoon p(z) = ap+a1z+...+a,z" polynomi,
jonka kertoimet ovat kompleksilukuja a; € C, ja jonka
aste on n > 1, siis a, # 0. Tdlloin polynomilla p on
ainakin yksi kompleksinen nollakohta, eli on olemassa
sellainen zo € C, ettd p(zo) = 0.

Nimi luo liiankin mahtipontisen kuvan lauseen asemas-
ta algebrassa alan koko nykyisessd laajuudessa, mutta
joka tapauksessa tdméa on kiistatta keskeinen polyno-
meja koskeva tulos. Algebran peruslauseen todistuk-
sesta annetaan usein' kunnia C. F. Gaussille (1799),
mutta ilmeisesti? sille julkaisi ensimmaéisen nykykritee-
rein tdydellisen todistuksen vasta J.-R. Argand vuonna
1806, kun taas Gaussin ja useiden muiden matemaati-
koiden varhaisemmat todistusyritykset vield sisélsivét
aukkoja. Oma tarmoni ei ole riittdnyt ndiden vaitteiden
tarkistamiseen alkuperéislahteisté.

Nyky-Suomessa algebran peruslause kuuluu yliopisto-
matematiikan perusopintoihin, ja usein se esitetdan
seurauksena yleisemmistd kompleksimuuttujan funk-
tioiden teorian tuloksista. Kuitenkin tdméa keskeinen
lause on mahdollista todistaa selvésti kevyemmaélla-
kin koneistolla, jonka pitéisi avautua jo lukiopohjalta,

L Esim. suomenkielisessd Wikipediassa, ladattu 1.6.2011.

kompleksilukujen perustiedoilla tdydennettyna. Esitan
téssé algebran peruslauseelle téllaisen helpohkon todis-
tuksen, jossa kompleksilukujen alkeiden (peruslaskutoi-
mitukset, itseisarvo ja napakoordinaattiesitys) ja raja-
arvojen kasittelyn lisdksi tarvitaan ainoastaan seuraava
vksittdinen differentiaali- ja integraalilaskennan tulos:

Lause 2. Olkoon D = {z € C: |z| < R} kompleksita-
son suljettu kiekko ja f : D — R jatkuva reaaliarvoinen
funktio. Tdlléin funktiolla f on kiekolla D minimikoh-
ta, eli on olemassa sellainen zo € D, ettd f(z0) < f(z)
kaikilla z € D.

Lukion differentiaali- ja integraalilaskennassa késitel-
ldéan ilman todistusta tdmén lauseen yksiulotteinen vas-
tine, jossa suljetun kiekon paikalla on reaaliakselin sul-
jettu vali [a,b]. Samoin téssé esityksessé lause 2 otetaan
kiyttoon ilman todistusta.

Todistus

Esitettéava todistus jakautuu kahteen padkohtaan:

1. Osoitetaan, ettd polynomin itseisarvo |p(z)| saa-
vuttaa jossakin pisteessd miniminséd koko komplek-
sitasossa, ts. on olemassa sellainen zy € C, ettéd
[p(20)] < |p(2)]| kaikilla z € C.

2Mm. englannin- ja saksankielisen Wikipedian perusteella, ladattu 1.6.2011.
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2. Osoitetaan, etté téllaisessa minimikohdassa polyno-
min arvo on valttaméttd p(zo) = 0.

Kumpikin kohta kiyttda hyvikseen polynomien erityis-
ominaisuuksia yleisempiin funktioihin ndhden: esimer-
kiksi jatkuvalla funktiolla z +— (1+]z|)~! ei ole lainkaan
minimid kompleksilukujen joukossa (se tulee mielival-
taisen ldhelle nollaa, mutta ei saavuta tata arvoa), kun
taas myos jatkuva funktio z — 1+ |z| kylldkin saavut-
taa miniminsd pisteessd zgp = 0, mutta funktion arvo
tdssd pisteessd on 1 eikd 0. Jatkossa polynomia p kos-
kevat oletukset ovat aina samat kuin lauseessa 1 ilman
eri mainintaa.

Minimi on olemassa

Lemma 1. Kun |z| — oo, myds |p(z)| — oo.

Todistus. Kirjoitetaan polynomin itseisarvo muotoon
n n—1
k k
|p(z)|=‘ E agz ‘z anz" + g axz ‘
k=0 k=0

n—1
= Jan] o] 14+ 30 Zphon
k:O a'ﬂ

Kun |z| — oo, myds |z|® — oo, ja toisaalta zF~™ — 0
kaikilla & € {0,1,...,n — 1}. Tésté seuraa, ettd viimei-
nen tulontekija oikealla ldhestyy ykkosté, kun |z| — oo.
Siis

lim |p(2)
|z| =00
n—1 a
=lap|- lim |z|"- lim ‘1 + E =k gkn
|z|—00 |z| =00 [e7%
k=0
=lan|-00-1=o00. O

Lemma 2. Polynomin itseisarvo |p(z)| saavuttaa mi-
niminsd kompleksitasossa.

Todistus. Koska |p(z)] — oo kun |z| — oo, pétee erityi-
sesti, ettd on olemassa sellainen luku R, ettéd |p(z)| >
[p(0)] aina kun |z| > R (raja-arvon méadritelmal). Tar-
kastellaan sitten suljettua kiekkoa D = {z € C : |z| <
R}. Koska z — |p(z)| on jatkuva reaaliarvoinen funktio,
se saavuttaa téssa suljetussa kiekossa miniminsé jossa-
kin pisteessi zg. Nyt siis |p(z0)| < |p(z)], kun |z| < R,
ja erityisesti |p(z0)| < |p(0)|. Toisaalta luvun R valin-
nan perusteella pétee |p(z0)| < |p(0)] < |p(2)|, kun
|z] > R. Edelliset havainnot yhdistdmélla ndhdéén, et-
té |p(z0)] < |p(z)] kaikilla z € C. O

Minimi on nolla

Lemma 3. Olkoon zg funktion z — |p(z)| minimikohta
kompleksitasossa. Tdlldin p(zo) = 0.

Todistus. Méaaritelladan uusi apupolynomi
q(z) = p(z + 20)-

Télloin 0 on funktion z — [g(z)| minimikohta, ja lem-
man viite on yhtapitiva sille, ettd ¢(0) = 0. Kirjoite-
taan nyt ¢(z) auki seuraavasti:

q(z) = bo + Zbkzk,
j=r

missé r € {1,...,n} ja b, # 0. Téssé esityksessd on
otettu huomioon se, ettd osa polynomin alkupéin ker-
toimista, b1,...,b._1 voi olla nollia, ja ne on jatetty
kirjoittamatta. Toisaalta havaitaan (harjoitustehtéval),
ettd polynomien p ja ¢ johtokertoimet ovat samat, eli
b, = a, # 0. Siis ainakin yksi kertoimista by, ... ,b, on
nollasta poikkeava, ja merkitdan ensimmaéisen téllaisen
kertoimen jérjestyslukua kirjaimella r.

Koska ¢(0) = by, on siis lemman viite yhtépitava sille,
ettd bg = 0. Tehd&dan vastaoletus, ettd by # 0, ja 0soi-
tetaan, ettd tdmé johtaa mahdottomuuteen; siis by = 0
on ainoa mahdollisuus. Mahdottomuus syntyy siten, et-
té etsitddn toinen kompleksitason piste z, jossa |g(z)]
saakin vield pienemmén arvon kuin |¢(0)|, miké on ris-
tiriidassa sen kanssa, ettd O oli polynomin ¢ minimi-
kohta.

Tarkastellaan ensin katkaistua apupolynomia ¢(z) =
bo+b,-2", ja havaitaan, etté télle osataan ratkaista nol-
lakohta. Nimittdin ¢(z) = 0 on yhtépitava sille, ettd
2" = —bo /by, ja esittdmilld kompleksiluku —bg /b, na-
pakoordinaateissa —by/b, = te'® nihdiin, ettd z; =
V/t e/ on eris ratkaisu. (Yhteensi ratkaisuita on tés-
maélleen r kappaletta. Mitkd ne ovat?)

Tarkastellaan nyt koko polynomia ¢(z) pisteessd z =
$z1, missd s € 0,1 on pieni positiivinen reaaliluku.
Saadaan

lq(s21)]

n
— ’bo +bys"2] + Z bkssz’
k=r+1

= ‘(1 —s")bg + s"(bo + brz]) + " Z bkskfrzf‘
k=r+1

< (I —=5")|bg| +0+s" Z |br|s* 7| 21 |F.
k=r+1

Kun s — 0, myds s*~" — 0 kaikilla k € {r +1,...,n},
ja siis viimeinen summa l&dhestyy nollaa. Erityisesti voi-
daan valita jokin pieni positiivinen s; niin, ettd tdman
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loppusumman arvo kohdassa s = s; on korkeintaan

2|bo|. TElSIN siis
T T 1
la(s121)] < (1 = s7)lbo| + 51 - 5|bo
1 T
= (1= 5s1)lbo| < [bol = l¢(0)],
ja tdmé on haettu ristiriita vastaoletukselle, etta
lg(0)] = |bo| > 0, silla |g(0)| oli oletuksen perusteel-

la polynomin ¢ pienin arvo. Siis vastaoletuksen taytyy
olla vidrd, ja titen ¢(0) = 0, miké oli todistettava. O

Lopuksi

Algebran peruslause nojaa oleellisesti kompleksiluku-
jen ominaisuuksiin. Vastaava vaite reaaliluvuille ei pi-
dé paikkaansa: reaalikertoimisella polynomilla ei tar-

vitse olla reaalista nollakohtaa, kuten helppo esimerk-
ki p(z) = 2 + 1 osoittaa. Kompleksilukuihin pii-
dytéddn luonnostaan, kun mééritellddn télle polyno-
mille kuvitteelinen nollakohta i reaalilukujen joukon
ulkopuolelta ja tarkastellaan laajennettua lukukuntaa
C = {a+ib:ab e R}. Algebran peruslause siis ker-
too sen yllattdvan tuloksen, ettéd tdydentamalla reaali-
lukuja tdmén yhden polynomin nollakohdilla, saadaan
samalla kaikkien muidenkin polynomien nollakohdat.

Mutta missd kohtaa todistusta sitten kéytettiin
kompleksilukujen erityisominaisuuksia reaalilukuihin
niéhden? Suurin osa ylld olevasta todistuksesta toimi-
si yhtd hyvin reaalilukujen joukossa. Ratkaiseva koh-
ta oli nollakohdan hakeminen apupolynomille G(z) =
bo + b.-z". Oleellista oli se, ettd jokaisella kompleksi-
luvulla on 7:s juuri kompleksilukujen joukossa, mutta
reaaliluvuilla tAm& ominaisuus horjuu jo neliGjuuren
kohdalla.

Verkko-Solmusta http://solmu.math.helsinki.fi l6ytyvid oppimateriaaleja
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Orsivaakoja, tuulimyllyja ja peilauksia — vuoden 2011
koululaisten matematiikkaolympialaiset Amsterdamissa

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Tamén vuoden matematiikkaolympialaisista muiste-
taan tuulimyllyt. Namé tuulimyllyt eivit ole mitédin
reaalisia hollantilaisia lajinsa edustajia (vaikka ehkéapa
nekin muistetaan), vaan tasossa pisteité lapikayvié pro-
sesseja, joita tarkastellaan ensimmaisen péivéan toisessa
tehtavissa.

Olen nyt kuitenkin kiiruhtamassa asioiden edelle, jo-
ten aloitetaanpa alusta. Kansainvéliset matematiikka-
olympialaiset jérjestettiin 12.-24.7.2011 Amsterdamis-
sa, Alankomaissa. Aluksi paikalla olivat vain jouk-
kueiden johtajat, jotka olivat huippusalaisessa paikassa
Eindhovenin ldhelld valitsemassa tehtédvid. Muutamaa
paiviad myohemmin kilpailijat saapuivat Amsterdamiin
ja padsivat toihin ratkomaan tehtévia.

Téamén vuoden erikoisuutena voidaan pitdd vain yhta
klassisen geometrian tehtévia (vaikkakin edelld maini-
tut tuulimyllyt olivatkin kombinatorista geometriaa).
Viimeksi matematiikkaolympialaisissa on ollut vain yk-
si geometrian tehtéava liki kaksikymmenta vuotta sit-
ten. Triviaali ei pa&atos tdna vuonna ollut: Kun viisi
tehtavaa kuudesta oli valittu, oli joukossa yksi geomet-
rian tehtdvi. Viimeisend valittiin toista keskitason teh-
téavad, ja vastakkain olivat klassisen geometrian edus-
taja ja tuulimyllyt. Tuulimyllyt voittivat d&nin 47-46
(allekirjoittanut voi myontad menettdneensa jo toivon-
sa, koska geometrialla tuntui olevan valtaisasti kannat-

tajia aikaisemmissa dénestyksisséd). En voi vaittaa, etta
tuulimyllytehtéva olisi oma suosikkini ollut, ja dénes-
tinkin sitd 1dhinné &anestddkseni geometriaa vastaan,
mutta tdssd minun on myonnettéva virhearvioni: teh-
tava oli erittdin onnistunut ja ratkaisu uskomattoman
kaunis.

Muista tehtavista todettakoon, ettd geometrian tehta-
vé on hirvittdvin hankala (ja oikeutetusti toisen péivin
viimeisen tehtévin paikalla). Algebraa oli tini vuonna
kahden tehtdvén verran, joskin monet viittéavét tois-
ta algebran tehtavaa lukuteorian alaan kuuluvaksi. Re-
hellisesti lukuteorian listalta on valittu yksi tehtéva.
Kaiken kaikkiaan tehtévét eivdt vaadi erityisen jdre-
a4 lukuteorian tai algebran kalustoa. Geometria sen si-
jaan vaatii todellista asiantuntemusta. Kombinatorii-
kan tehtdvét vaativat tyypilliseen tapaan suhteellisen
kevyttéd teoriaa, mutta huomattavaa kekselidisyytta.

Suomea edustivat kilpailussa Olli Hirviniemi, Jesse
Jadsaari, [lmari Kangasniemi, Dimitri Kirichenko, Olli
Teréviinen ja Felix Vaura. Olli Hirviniemi sai hopeaa
sekd Kangasniemi, Kirichenko ja Vaura saivat kunnia-
maininnan. Joukkuetta johti FT Anne-Maria Ernvall-
Hytonen ja varajohtajana oli FM Esa Vesalainen.

Viimeisind sanoina ennen tehtéviin ja ratkaisuihin siir-
tymista: Jos tdhén astinen hehkutus ei ole vield vakuut-
tanut tuulimyllyjen kauneudesta, ja jos et koko tehté-
valistaa aio lukea lapi, vilkaise edes ensimmaéisen paivian
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toinen tehtiva ratkaisuineen.

Tehtavat
Ensimmé&inen paiva

Tehtévd 1. Olkoon A = {a1, a9, as,as} neljisté eri-
suuresta positiivisesta kokonaisluvusta koostuva jouk-
ko, jonka alkioiden summasta a; +as+as+a4 kiytetadn
merkintdd s4. Olkoon n 4 niiden parien (7, j) lukuméaéa-
ré, joilla 1 <14 < j <4 ja a; + a; jakaa luvun s4. Etsi
kaikki sellaiset neljan erisuuren positiivisen kokonaislu-
vun joukot A, jotka saavuttavat suurimman mahdolli-
sen arvon n4.

Tehtéva 2. Olkoon S vihintddn kahdesta pisteesté
koostuva déarellinen joukko tasossa. Oletetaan, ettd mit-
kddn kolme joukon S pistetté eiviit ole samalla suoralla.
Kutsutaan tuulimyllyksi prosessia, joka alkaa suoralla
¢, joka kulkee yksittédisen pisteen P € S kautta. Suo-
ra pyOrii myoOtapéivadn kierron keskipisteen P ympari
kunnes se torméa johonkin toiseen joukkoon S kuulu-
vaan pisteeseen. Nyt tdmé piste @) alkaa toimia kierron
keskipisteend, ja suora pyorii myGtapaivaan pisteen
ympdri kunnes se torméa jélleen joukon S pisteeseen.
T&ama prosessi jatkuu loputtomasti.

Osoita, ettd voidaan valita sellainen P € S ja pisteen P
kautta kulkeva suora ¢, ettd naistd aloitettu tuulimylly
kiyttid jokaista joukon S pistetté kierron keskipisteend
aarettoméan monta kertaa.

Tehtidva 3. Olkoon f : R — R reaaliarvoinen funk-
tio, joka on maéritelty reaalilukujen joukossa ja joka
toteuttaa ehdon

fle+y) <yfx)+ f(f(x))

kaikilla reaaliluvuilla z ja y. Osoita, ettd f(z) = 0 kai-
killa 2 < 0.

Toinen péaiva

Tehtidva 4. Olkoon n > 0 kokonaisluku. Ké&ytos-
sdmme on orsivaaka ja n painoa, joiden painot ovat
2021 .. 2771 Meidén tulee asettaa painot yksitel-
len vaa’alle siten, ettd oikea vaakakuppi ei ole koskaan
painavampi kuin vasen vaakakuppi. Joka vaiheessa va-
litaan yksi jaljelld olevista painoista ja asetetaan se jo-
ko vasempaan tai oikeaan vaakakuppiin, kunnes kaikki
painot ovat vaa’alla.

Maarita kuinka monella tapaa tdma voidaan tehda.

Tehtiva 5. Olkoon f funktio kokonaislukujen joukol-
ta positiivisten kokonaislukujen joukkoon. Oletetaan,
ettd milld tahansa kahdella kokonaisluvulla m ja n ero-
tus f(m) — f(n) on jaollinen luvulla f(m — n). Osoi-
ta, ettd kaikilla kokonaisluvuilla m ja n, joilla f(m) <
f(n), pitee, ettd f(n) on jaollinen luvulla f(m).

Tehtiva 6. Olkoon ABC teravikulmainen kolmio,
jonka ympéri piirretty ympyra on I'. Olkoon suora /
ympyran I' tangentti, ja olkoot £, { ja {. suorat, jot-
ka on saatu peilaamalla suora ¢ suorien BC, CA ja AB
suhteen téssé jirjestyksessd. Osoita, ettd suorien £, 03
ja £, méirittelemén kolmion ympéri piirretty ympyra
sivuaa ympyraé I'.

Ratkaisut
Ensimméiinen paiva

Ratkaisu 1. Osoitetaan ensimmaéiseksi, ettd ny < 4.
Voidaan olettaa, ettd a1 < as < az < a4. Yhteensé pa-
reja joukossa on (‘21) = 6 kappaletta. Kun ¢ # j, huoma-
taan, ettd a; + a; jakaa luvun s4 jos ja vain jos a; +a;
jakaa luvun s4 — a; — a; = ap + ag, missé ay ja ag ovat
toiset joukon A alkiot. Koska a1 + as < a3 + a4, €i voi
olla, etti as+ aq|ar + ag, eikd myoskidn as + aq|ar + as.
Téten on todistettu, ettd ny < 4. Osoitetaan nyt, etta
taméa on mahdollista.

Jos na =4, niin

ay + azlas + ay a1 + aslas + ay

ay + aglas + as as + aslar + ay.

Jalkimmaisen rivin relaatioiden perusteella a1 + a4 =
as+as. Kirjoitetaan nyt v = a1 +a9 jav = a1 +as. Nai-
den molempien lukujen on oltava luvun s4 = 2(ag +
az) = 2(v + u — 2a1) jakajia. Téten u|2(v — 2a;). Kos-
ka u > v, on varmasti u > v — 2a; (huomioitava, etté
v —2a; > 0). Taten u = 2(v — 2aq). Toisaalta, luvun
v on jaettava luku 2(u — 2a1) = 2(2(v — 2a1) — 2a1) =
4v — 12aq, joten v|12a;. Koska v < u = 2v — 4ay,
saadaan v > 4a;. Yhdistden tdméa epayhtdlo relaa-
tioon v|12a; saadaan v = 6a; tai v = 12a;. Laske-
malla 1api ndma kaksi tapausta saadaan ratkaisujoukot
A = {a1,5a1,7a1,11a:} ja A = {a1,11a1,19a1,29a; },
jotka molemmat toteuttavat tehtdvin ehdot, ja jotka
ovat ainoat ehdot toteuttavat joukot.

Ratkaisu 2. FErotellaksemme suoran eri puolilla ole-
vat pisteet kutsumme suoran puolia oranssiksi ja si-
niseksi. Huomataan, ettd kun kierron keskipiste vaih-
tuu jostakin pisteestd T' johonkin toiseen pisteeseen U,
on piste T" tdmén jdlkeen samalla puolella suoraa kuin
U oli ennen kierron keskipisteeksi siirtymistddn (epé-
luuloinen lukija voi piirtdd kuvan tilanteesta). Téten
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pisteiden mééra oranssilla ja siniselld puolella ei muu-
tu, vaan pysyy vakiona koko prosessin ajan niitd het-
kid huomioimatta, jolloin kierron keskipiste on juuri
vaihtumassa, ja suora hetkellisesti sisdltda kaksi pis-
tettd. Tehdadn loppu todistuksesta kahtena erikoista-
pauksena, riippuen siitd, onko joukossa parillinen vai
pariton méara pisteitd. Aloitetaan parittomasta tilan-
teesta. Nyt |S| = 2n+ 1. Olkoon ¢ miki tahansa suora,
joka jakaa joukon S kahteen yhtédsuureen osaan. Kun-
han suoran ¢ suunta on annettu, on suora yksikésit-
teinen, ja menee jonkin pisteen 7' € S kautta. Tarkas-
tellaan tésté pisteestd alkavaa tuulimyllyd. Kun suora
on tehnyt 180° kiddnndksen, on se palannut 1ahtopistee-
seensé, mutta suoran molemmilla puolilla olevat pisteet
ovat vaihtaneet virid. Koska suoran puolelta toiselle ei
voi siirtyd (eli viria ei voi vaihtaa) toimimatta kierron
keskipisteend, ovat ilmeisesti kaikki pisteet toimineet
kertaalleen kierron keskipisteend. Koska prosessi jat-
kuu eteenpdin samalla tavalla kuin tdhéankin saakka,
tdma todistaa viitteen.

Siirrytédan nyt parilliseen tilanteeseen, eli |S| = 2n. Tar-
kastellaan suoraa, joka jakaa joukon osiin, joiden koot
ovat n ja n — 1, ja joka kulkee jonkin pisteen T  kaut-
ta. Téstd pisteestd ldhtenyt tuulimylly kulkee jonkin
pisteen R kautta tehtydan 180° kd&dnnoksen, ja kaik-
ki muut pisteet, paitsi R ja T, ovat vaihtaneet véria.
Téten tuulimylly on kulkenut kaikkien pisteiden lépi.
(Seuraavan 180° kidnnoksen jilkeen se kulkee jélleen
pisteen T kautta, ja alkaa tédten alusta. Né&in jélleen
saadaan tuulimylly kulkemaan darettéméan monta ker-
taa kaikkien pisteiden kautta.)

Ratkaisu 3. Kirjoitetaan a = f(0), ja sijoitetaan
x = 0 tehtdvinannon epdyhtdloon. Téastd saadaan
fy) < ay+ f(a) kaikilla reaaliluvuilla y. Sijoittamalla
y = a — x tehtdvinannon epayhtdloon ja kiyttamalla
jo saatua epayhtalod todetaan, etté

fla) < (a—a)f(z) + f(f(2))
<(a—2a)f(z) +af(z)+ f(a),

ja téten
0<(2a—2)f(x).

Ennen kaikkea, jos < 2a, niin f(z) > 0.

Oletetaan, ettd f(x) > 0 jollakin x. Siind tapaukses-
sa tehtdvinannon epéyhtélon oikea puoli — —oo, kun
y — —o0, mutta tdmé ei ole mahdollista, silld f(x) >0
riittdvin pienilld x. Siispd, f(x) < 0 kaikilla z € R.
Erityisesti f(z) = 0, kun = < 2a. Liséksi, koska funk-
tio saa ainoastaan epépositiivisia arvoja, saadaan teh-
tavinannon epayhtalosta

flz+y) <yf(z)+ f(f(z) <yf(z). (1)

Osoitetaan nyt, ettd jos f(a) = 0 ja b < a, niin
f(b) = 0. Tam4 tehddén sijoittamallaz = bjay = a—b

epéayhtaloon (1), jolloin saadaan f(b) > 0, ja koska tie-
dettiin ennestdén, ettd f(b) < 0, tdmé tarkoittaa, ettéd

F(b) = 0.

Nyt olemme valmiita ratkaisun viimeiseen vaiheeseen.
Edellisen vaiheen nojalla riittd4 osoittaa, ettd f(0) = 0.
Otetaan miké tahansa funktion f nollakohta r ja sijoi-
tetaan z = r ja y = 0 tehtdvinannon epéyhtaldon.
Téastd saadaan f(0) > 0, jolloin f(0) = 0.

Toinen péaiva

Ratkaisu 4. Sijoittelujen lukumaééra on
2n—1)1=1-3-5---(2n—1).

Osoitetaan nyt tdmé. Merkitddn n painolla sijoittelu-
jen lukumadraéd f(n). Jos n = 1, niin tilanne on help-
po: painon on mentiva vasempaan vaakakuppiin, eli

F(1) = 1.

Olkoon nyt n > 2. Viitetaén, ettd

fn)=C2n-1)f(n-1).

Huomataan, ettd voidaan hetkeksi unohtaa kevyin pai-
no, koska riippumatta siitd, milloin se vaakakuppiin
sijoitetaan, se ei mitenkddn vaikuta muiden paino-
jen sijoitteluun. Keskitytddn nyt siis vain painoihin
2122 .. 2771 Niiden painojen painot voidaan ja-
kaa kahdella, koska se ei mitenkddn vaikuta sijoit-
teluihin. N&in on siirrytty tarkastelemaan painojen
2021 .. 272 gijoittelua. Nimi voidaan sijoittaa f(n—
1) eri tavalla.

Voidaan nyt pohdiskella (alkuperdisen) kevyimmén
painon sijoittelua: Jos tdmé asetetaan ensimmaéisend, se
menee vasempaan vaakakuppiin. Jos se sijoitetaan mis-
sé tahansa muussa vaiheessa, voidaan se laittaa kum-
paan tahansa vaakakuppiin. Vaihtoehtoja on siis 2n—1
erilaista. Yhteensd saadaan

fln)=@2n—=1)f(n-1),

josta rekursio purkamalla saadaan (alkuehto f(1) =1
huomioiden)

F(n) = (2n— DL,

Ratkaisu 5. Olkoot z ja y kokonaislukuja, joilla
f(x) < f(y). Osoitetaan, ettd f(x)|f(y). Sijoittamal-
la m = x ja n = y tehtdvdnannon relaatioon saadaan

fl@=y)| 1f(z) = f)l = fly) - fz) >0,

joten f(x—y) < f(y)— f(x) < f(y). Taten erotukselle
d= f{z) - flw—y) piitee

—fly) < —flz—y) <d < flz) < f(y).
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Sijoittamalla m = x ja n = x — y tehtdvinannon relaa-
tioon saadaan f(y)|d, joten d =0, eli f(z) = f(z —y).
Valitsemalla m = x ja n = y tehtdvinannon relaatiossa
saadaan

f(x) = flz—y)lf(x) = fy),
joten f(x)|f(y)-

Ratkaisu 6. Kiytetddn kirjainta 7" merkitseméén si-
td pistettd, jossa suora ¢ sivuaa ympyrad I'. Olkoon
A =t nNl., B =10,NnL. jaC = L,NL. Valitaan
piste A” ympyralla T siten, ettd TA = AA” (A" £ T
paitsi jos T'A on halkaisija). Valitaan pisteet B” ja C"
samalla tavalla.

Koska pisteet C' ja B ovat kaarien TC" ja T B” keski-
pisteet, saadaan

Z(6,B"C") = Z(¢,TC") + £(TC",B"C")
= 2/(0.TC) + 2/(TC" BC")
=2(L(0.TC) + £(TC,BC))
=2/(¢,BC)
= Z(0,0y).

Téstd seuraa, ettd £, ja B”C” ovat yhdensuuntaisia.
Vastaavasti, £,||A”C" ja £.||A” B". Siispé, joko kolmiot
A'B'C" ja A” B"C" ovat siirrokset toisistaan tai toinen
on saatu toisesta kutistamalla tai venyttamaélld jonkin
pisteen suhteen (homotetia). Osoitetaan nyt, ettd jal-
kimmainen vaihtoehto pétee ja ettd homotetian keskus
K on ympyralla I'. Téstd seuraisi, ettd myos ympé-
ri piirretyt ympyrit saataisiin homotetialla pisteen K
suhteen, ja tdten sivuaisivat toisiaan tédsséd pisteessi,
kuten toivottu.

Tarvitaan seuraavat kaksi vaitetta:

Viite 1.
suoralla /.

Suorien B”C ja BC" leikkauspiste X on

Todistus. Ttse asiassa, pisteet X ja T ovat symmetrisié
suoran BC' suhteen, silld suorat CT ja CB” ovat sym-
metrisid tdmén suoran suhteen, kuten ovat myd6s suorat
BT ja BC".

Viite 2.
pyralla I'.

Suorien BB’ ja CC" leikkauspiste I on ym-

Todistus. Tarkastellaan tilannetta, jossa £ ei ole yhden-
suuntainen kolmion ABC sivujen kanssa; muut tapauk-
set voidaan tarkastella rajatapauksina. Olkoot D =
{NBC,E=¢(NAC jaF=(NAB.

Symmetrian vuoksi suora DB on yhden suorien B’D ja
F'D vilisen kulman puolittaja. Vastaavasti suora F'B
on yhden suorien B'F ja DF vilisen kulman puolit-
taja. Siispd B on joko kolmion B’DF sisian piirretyn
ympyran keskipiste tai ulkokulmien ja sisdkulmien puo-
littajien leikkauspiste. Joka tapauksessa

/(BD,DF)+ Z(DF,FB) + Z(B'B,B'D) = 90°,
joten

/(B'B,B'C") = /(B'B,B'D)
=90° — Z/(BC,DF) — /(DF,BA)
=90° — Z(BC,AB).

Vastaavasti saadaan Z(C'C,B'C") = 90° — Z(BC,AC).
Taten

Z(BI,CI) = /(B'B,B'C") + /(B'C" .C'C)
= /(BC,AC) — Z(BC,AB)
= /(AB,AC),

miki tarkoittaa tasmaélleen, ettd A,B,I,C' ovat samalla
ympyralla.

Nyt voidaan saattaa todistus loppuun. Olkoon K toi-
nen suoran B’B” ja ympyran I' leikkauspiste. Kayt-
tdmélla Pascalin lausetta kuusikulmiolle K B”CIBC"
saadaan, ettéd pisteet B = KB"NIB ja X = B"C'N
BC" ovat samalla suoralla suorien CT ja C" K leikkaus-
pisteen S kanssa. Siispd S = CINB'X = (', ja pisteet
C',C" ,K ovat samalla suoralla. Taten K on suorien
B’'B” ja C'C" leikkauspiste, miké tarkoittaa, ettd K
on sen homotetian keskus, joka kuvaa kolmion A’B’'C’
kolmiolle A”B"”C", ja se kuuluu ympyriélle T.
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Geometrisia paradokseja: neulankaantoa ja digitaalisia

aurinkokelloja

Pertti Mattila
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Kakeyan ongelma ja Besicovitchin joukot

Vuonna 1917 japanilainen matemaatikko Kakeya ky-
syi: "Kuinka pienessé (pinta-alaltaan) tasoalueessa neu-
la voidaan kddntad ympéari?” Ympérikddntdminen tar-
koittaa, ettd neulaa liikutetaan jatkuvalla liikkeellé pi-
téden se koko ajan kyseisessd alueessa ja lopussa se on
samassa kohdassa kuin alussakin, mutta vastakkaises-
sa suunnassa. Neula on idealisoitu: silld on tietty pi-
tuus, mutta ei paksuutta. Tuntuisi uskottavalta, etta
vastauksena olisi joku positiivinen luku, joka riippui-
si neulan pituudesta. Nédin ei kuitenkaan ole. Oli neu-
lan pituus miké tahansa, voidaan 16ytdé pinta-alaltaan
mielivaltaisen pieni alue, jossa tdmé kddntédminen pys-
tytddn tekeméadn. Téllainen alue on kuitenkin aika mo-
nimutkainen. Esimerkiksi se ei voi olla konveksi (eli alue
joka siséltdéd jokaisen pisteparinsa yhdistdvin janan),
vaan pienin haluttu konveksi alue on tasasivuinen kol-
mio, jonka korkeusjana on neulamme pituinen.

A.S. Besicovitch konstruoi vuonna 1919 ylldmainitun
pienialaisen alueen, jossa neula voidaan kddntda ym-
pari. Hanen ratkaisunsa antoi myos tasojoukon, jon-
ka pinta-ala on nolla ja joka sisdltdd yksikon pituisen
janan jokaisessa suunnassa. Yleisen tasojoukon pinta-
ala on hieman mutkikas késite, mutta pinta-ala nolla
tarkoittaa vain, ettd kyseinen joukko voidaan peittéa
neliGilld, joiden pinta-alojen summa on mielivaltaisen
pieni. Taméa oli itse asiassa se ongelma, jota Besico-

vitch ryhtyi ratkaisemaan, koska hén oli huomannut,
ettd sen avulla saa selvitettyd erdan integrointiin liit-
tyvin kysymyksen. Besicovitch syntyi Venédjilla vuon-
na 1891, eikd vuonna 1919 ollut kuullutkaan Kakeyan
ongelmasta. Yhteydet vallankumouksen jilkeisen Ve-
najan ja muun tieteellisen maailman valilld eivét olleet
parhaat mahdolliset. Besicovitch siirtyi K6épenhami-
naan vuonna 1924 ja sieltd muutaman vuoden paasta
Cambridgeen, Englantiin, jossa hin toimi kuolemaansa
asti eli vuoteen 1970.

N
.
.
\\@1

Kuva 1. Janojen I; ja I suunnat 1 ja 2.
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Selitdn nyt lyhyesti geometriset perusideat, joilla né-
mé paradoksaaliset joukot saadaan konstruoitua. Pyri-
tddn ensin muodostamaan alaltaan pieni tasoalue, joka
siséltad yksikon pituisen janan (neulan) kaikissa suun-
nissa. Janan suunnalla tarkoitan kulmaa ¢, 0 < ¢ <,
kuten kuvassa 1. Siis jos jana sijaitsee suoran y = kx
suuntaisella suoralla, k£ on kulman ¢ tangentti.

Lahdetaén liikkeelle tasasivuisesta kolmiosta 7', jon-
ka kanta on x-akselilla, yksi kiirki A positiivisella y-
akselilla ja jonka korkeusjanan pituus on yksi. Selvésti
T sisaltaa A:sta lahtevan yksikon pituisen janan kaikis-
sa suunnissa ¢, % <p< %’T, ks. kuva 2.

A

Kuva 2.

Pyritdan nyt pienentdméan 7" alueeksi, jossa emme ole
menettineet yhtdan yksikkéjanojen suunnista ¢ valil-
ta % <ep< %’T Jaetaan T kahteen osakolmioon Tj ja
T kuvan 3 osoittamalla tavalla ja siirretdan Ts:ta niin,
ettd ne menevit osittain paallekkiin.

B D le: B D=C’
Kuva 3.

Jos T} on siirrolla saatu kolmio ja A" sen A:ta vastaava
kérki, 7}, siséltdd A :sta lahtevit yksikkdjanat kaikilla
suunnilla @,% <p< %’T, ja Ty siséltaa A:sta lahtevat
yksikkojanat kaikilla suunnilla ¢, % <p< % Kuvassa
3 siirto on tehty niin, ettd T7:n ja TQ/:n kannat yhtyvit.
Téalloin T:n pinta-ala % on pienentynyt alaksi % . %
Parempi tulos saadaan, jos kannat siirretdén vain osit-
tain paallekkdin kuten kuvassa 4. Télloin T1:n ja Thm
4. 1

muodostama ala on VL

T; o D T,
a a a

C.r

_ 2 1

Kuva 4. a = 37

Vield enemmén alaa saadaan pienennettyd menetté-
méttd yksikkdjanojen suuntia jakamalla T neljdédn
osaan ja siirtdmallé niitd sopivasti osittain paallekkiin,
kuten kuvassa 5.

T To | Ts Ts

Kuva 5.

Kuvassa 6 on T jaettu kahdeksaan osaan ja niitd on
siirretty kolmessa vaiheessa.

Wi/ 1 AN
A4

Kuva 6.

Jakamalla T' néin tarpeeksi moneen osaan saadaan mie-
livaltaisen pieni alue, joka siséltdd yksikon pituisen ja-
nan kaikissa suunnissa ¢, I < ¢ < 2% Kun téité aluet-
ta kierretddn 60° myoté- ja vastapéivddn ja otetaan
néin saatujen kolmen alueen yhdiste, saadaan pinta-
alaltaan mielivaltaisen pieni tasoalue, joka siséltda yk-
sikkojanan kaikissa suunnissa.



Solmu 3/2011

15

Talla konstruktiolla saadaan myos Besicovitchin jouk-
ko, tason nolla-alainen osajoukko, joka siséltda yksikon
pituisen janan jokaisessa suunnassa. Mutta se ei vield
ratkaise Kakeyan ongelmaa. Edes kuvan 4 tilanteessa

yksikkGjanaa ei voida jatkuvasti kiertdd suunnasta Z

suuntaan %’T Téaméan aikaansaamiseksi taytyy kéiyttéi%
myos toista yksinkertaista geometrista toimitusta. Kat-
sotaan kuvaa 4 ja yritetddn siirtda A:sta lihtevi ykko-
sen pituinen AB:n osajana A':staldhteville A'C"m osa-
janalle peittdmalld mahdollisimman vdhén pinta-alaa
kolmioiden T3 = ABD ja TQ/ = A'C'D" ulkopuolella.
Ensin tdmé jana voidaan T7:n sisdlld kddntdéd janaksi
AD. Samoin A'D" voidaan kiisntii T, sisélld halu-
tuksi A'C"m osajanaksi. Ongelmaksi jéa siis litkuttaa
jana AD janaksi A'D peittdmaélla mahdollisimman va-
hén pinta-alaa. Tama voidaan tehdd seuraavasti, ks.
kuva 7. Siirretddn ensin AD suoraa pitkin kauas ja-
naksi A; D;. Sitten kiifinnetiidn timi A, D :n osajanak-
si Ay D). Siirretiiin A; D) suoraa pitkin janaksi AyD’
ja kaddnnetaan tdma janaksi A'D. Paljonko pinta-alaa
olemme kiyttdneet? Suoria pitkin siirrettiessid emme
yhtddn. Kummassakin kidantadmisessi saman verran eli
sin g cos %, missé 6 on janojen A;D; ja AlD,1 vélinen
kulma. Kun A; valitaan tarpeeksi kaukaa A:sta, kulma,
0 saadaan mielivaltaisen pieneksi ja taten myos kiytet-

ty pinta-ala.

A]
D; I D,
)
Al A, A
o
D D
Kuva 7.

Nakyvat ja ndkymattomat joukot

Tarkastellaan toisenlaista paradoksaalista geometrista
ilmiota: ndkyméton voi muuttua ndkyvéksi. Sanomme,

ettd tarkastelemamme avaruutemme geometrinen ob-
jekti on ndkyvi, jos se auringon paistaessa jattad né-
kyvan varjon, muuten se on niakyméaton. Mutta voiko
tdmaé riippua suunnasta, josta aurinko paistaa? Toisin
sanoen, voiko joukkomme olla aamupaivalla ndkymé-
ton ja iltapaivélla nakya? Kylla se voi, kuten skottima-
temaatikko K.J. Falconer on osoittanut. Tarkemmin sa-
nottuna voidaan konstruoida avaruuskappale, joka jo-
kaisena ajanhetken (jolloin aurinko paistaa) jattaa ha-
lutun varjon. Erityisesti jos haluamme, ettd jokaisena
kellonaikana varjona on tdmén kellonajan numerot (di-
gitit), saamme tulokseksi digitaalisen aurinkokellon eli
hokotyksen K, jonka varjo nédyttdéd kulloisenkin ajan-
hetken numerot.

Aurinko

Q

Kuva 8.

Falconerin tulos on puhtaasti matemaattinen, mutta
se voidaan toteuttaa myos kaytdnnossa. Keksijat Hans
Scharstein, Daniel Scharstein ja Werner Krotz-Vogel
patentoivat tyonsd Saksassa ja Yhdysvalloissa vuonna
1994. Heidén rakentamaansa digitaalista aurinkokelloa
voi ostaa 91 euron hintaan. Tietoja tésta 16ytyy sivulta
http://www.digitalsundial.com.

Teknisesti matemaattinen konstruktio on mutkikas,
mutta perusidea on yksinkertainen. Katsotaan sité ta-
sossa. Otetaan suunnikas S ja sen siséltd kapeita yh-
den sivun suuntaisia osasuunnikkaita kuten kuvassa 9.
Naiiden kapeiden osasuunnikkaiden yhdisteen projektio
(varjo) on pieni suoralla Ly ja sitéd ldhelld olevilla suo-
rilla, mutta muilla suorilla se on sama kuin S:n projek-
tio. Seuraavaksi tehdddn sama operaatio eri suunnassa
kaikkien kapeiden suunnikkaiden siséssé, jolloin projek-
tio on pieni L:4 ja Ls:a ldhelld olevilla suorilla, mutta
sama kuin S:n projektio muilla suorilla. Téllaisia ope-
raatioita toistamalla useassa eri suunnassa padsemme
jo hyvin ldhelle (ainakin tasossa) alussa haikailemaam-
me kappaletta, joka on ndkymaéatén aamupaivalla ja né-
kyy iltapaivall.


http://www.digitalsundial.com
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Kuva 9.

Signaaleja ja saippuakalvoja

Ovatko ylla tarkastellut paradoksaaliset ilmiot vain ku-
riositeetteja vai onko niilld jotain yleisemp&dd merki-
tystd? Yllamainitut fraktaaliset digitaalikellot ovat ai-
nakin toistaiseksi enemmén hauskoja leluja kuin hyo-
dyllisia kapineita. Mutta Kakeyan ongelmaan seké né-
kyvyyteen ja ndkyméttomyyteen liittyvat kysymykset
ovat yhteydesséd erdisiin nykymatematematiikan kes-
keisimpiin kysymyksiin. Niitd ovat viimeisten 30 vuo-
den aikana tutkineet useat huippumatemaatikot, joiden
joukossa on kolme Fieldsin mitalistia C. Fefferman, J.
Bourgain ja T. Tao. Matematiikassahan ei jaeta No-
beleita ja Fieldsin mitali on erds matematiikan arvos-
tetuimmista palkinnoista. Kakeya-tyyppisten ilmididen
perusteellisempi ymmaéartadminen liittyy ns. aaltoyhta-
16n ratkaisujen kdyttaytymisen ymmértamiseen. Aalto-
yht&lo on differentiaaliyhtéld, joka kuvaa aaltojen ete-
nemisté, esimerkiksi déni- tai sihkdmagneettisten aal-

tojen. Téllaisten aaltojen voidaan ajatella koostuvan
aaltopaketeista, joiden osaset keskittyvit kapeisiin put-
kiin (kolmiulotteisiin neuloihin). Kun paketti (signaa-
li) lahtee liikkkeelle, osaset ovat siististi erillddn, mutta
sen edetessé ne voivat menna péaallekkdin mahdollises-
ti muodostaen Kakeya-tyyppisid konfiguraatioita, jot-
ka aiheuttavat signaaliin hairioitd. Kakeya-tyyppisten
joukkojen ominaisuuksien selvittdminen auttaa ym-
martdmadn missd maarin tallaisia singulariteettejé voi
syntya. Nakyvyyteen ja ndkyméttomyyteen liittyvat
kysymykset taas ovat merkittdvid (vaikkakin monen
mutkan kautta) esimerkiksi saippuakalvojen, eli mini-
maalipintojen, teoriassa, enemmén kuitenkin abstrak-
tien korkeaulotteisten sellaisten, kuten kolmiulotteisten
minimaalipintojen suhteellisuusteorian neliulotteisessa
avaruudessa.

Kuva 10.

Tamaé kirjoitus perustuu artikkeleihin

P. Mattila: Voiko ndkymétén niakyé: geometrisen mit-
tateorian paradokseja. - Arkhimedes 2/2004, 17-22,

P. Mattila: Fraktaaligeometriaa ja matemaattista ana-
lyysid. - Sphinx, vuosikirja 2009-2010, 63-68.

Verkko-Solmussa ilmestyneita uusia kirjoituksia

Tuomas Korppi: Lukualueiden laajentamisesta

http://solmu.math.helsinki.fi/2011/nonarkh.pdf

Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen: Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta ndkdkulmasta

http://solmu.math.helsinki.fi/2011/Poranen-Haukkanen.pdf
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Jouluaatto on harvemmin sunnuntaina

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Kun uusi kalenteri ilmestyy, moni tarkastaa, mille vii-
konpéiville joulu, vappu tai oma syntyméapéivd sat-
tuu. Sehén vaihtelee, mutta tuntuu kuitenkin silta, et-
ta aikojen kuluessa kaikki viikonpdivat esiintyvét yhta
usein. Mutta onkohan asia ihan varmasti néin? Laske-
taanpal!! Voisimme kiyttdd hyviksi modulaariaritme-
tiikkaa, mutta selvidmme mainiosti ihan alkeellisillakin
keinoilla.

Noudattamassamme, gregoriaaniseksi kutsutussa ka-
lenterissa vuoden pituus on tavallisesti 365 = 527+ 1
paivda. Kuitenkin ne vuodet, joiden vuosiluku eli jar-
jestysnumero on jaollinen neljillé, ovat karkausvuosia,
ja niissé on 366 = 52-7+ 2 paivad. Tahdn poikkeukseen
liittyy vield poikkeuksen poikkeus: vuodet, joiden vuo-
siluku on jaollinen 100:lla, mutta ei 400:lla, eivét ole
karkausvuosia. Siten vuosi 2000 oli karkausvuosi, mut-
ta esimerkiksi vuodet 1900, 2100 ja 2200 eivét ole. Ta-
méa hiukan monimutkainen jérjestely perustuu siihen,
ettd vuosi méadraytyy Maan kierrosta Auringon ympé-
ri ja vuorokausi Maan kierrosta oman akselinsa ympé-
ri. Nama kiertoliikkeet eivit ole synkronissa. Jalkim-
maéisid kierroksia ehtii edellisen kierroksen aikana ta-
pahtua hiukan vihemmén kuin 365 i kappaletta. Kar-
kausvuosijarjestelylla taataan se, ettd vuodenajat py-
syvit kalenterissa omilla paikoillaan tuhansienkin vuo-
sien kuluessa. Siitd kuitenkin seuraa, etté kalenteripai-
vien ja viikonpéivien vastaavuus on hiukan epasaan-
nollinen. Yleensa tietyn kalenteripdivan viikonpaiva on

ensi vuonna ’yhtd suurempi” kuin té&nd vuonna: kun
uudenvuoden péivd vuonna 2011 oli lauantai, vuonna
2012 se on sunnuntai. Karkausvuoden "yliméérainen”
paiva on 29. helmikuuta, joten karkausvuosien kalen-
teripdivat maaliskuusta alkaen siirtyvét viikonpéivina
kahdella edelliseen vuoteen verrattuna: kun vappuaat-
to vuonna 2011 oli lauantai, se on karkausvuonna 2012
maanantai.

Tarkastellaan mitd tahansa 400 vuoden jaksoa. Siinéd
on 97 karkausvuotta ja 303 tavallista vuotta. Tallaises-
sa jaksossa on paivid kaikkiaan 400-52-742-97+ 303
kappaletta. Mutta 2-97 + 303 = 497 = 71 - 7. Neljansa-
dan vuoden jaksossa olevien péaivien lukumé&éré on siis
jaollinen seitsemélld, joten téllaisessa jaksossa on ta-
samadra viikkoja ja jokainen viikonpéaiva esiintyy yhta
monta kertaa. Ja jos jokin viikonpaiva aloittaa tallai-
sen jakson, seuraava 400 vuoden jakso alkaa samasta
viikonpéivistd. Jos jokin kalenteripéiva, vaikkapa jou-
luaatto, sattuu tietylle viikonpéivélle jonkin 400 vuo-
den jakson aikana tietyn méadran kertoja, niin se sat-
tuu télle viikonpéaiville yhtd monta kertaa jokaisen 400
vuoden jakson aikana.

Vuonna 2011 jouluaatto on lauantaina. Tdma merkitsee
sitd, ettd jouluaatto on lauantaina myos vuonna 2411.
Selvitetadn, kuinka usein jouluaatto on eri viikonpéivi-
né vuosina 2011 — 2410, siis 400 vuoden jaksossa. En-
simméinen havainto on, etté sellaisen 28 vuoden jakson

1Laskelman inspiraationa on kokoelmassa D.O. Shklyarsky, N.N. Chentsov ja I.M. Yaglom: Selected Problems and Theorems in
Elementary Mathematics, Mir Publishers, Moskova 1979, esitetty tehtéva.
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aikana, jonka kuluessa ovat tavalliset 7 karkausvuotta
ja 21 tavallista vuotta, 52 viikkoa ylittyy 21 kertaa péi-
villa ja 7 kertaa kahdella paivalla. Ylittymisid on siis
35 eli seitsemélla jaollinen madra. 28 tallaiseen vuoteen
siséltyy siis tasamaéra viikkoja, ja perdkkaiset tallaiset
jaksot sisdltdvit saman madrdn tietyn kalenteripaivan
sattumisia tietyksi viikonpéaiviksi. Jouluaatto vuonna
2012 (joka on karkausvuosi) on siis maanantai, vuonna
2013 tiistai, 2014 keskiviikko, 2015 torstai, 2016 lauan-
tai, 2017 sunnuntai jne. Saamme seuraavan taulukon:

2011 la 2018 ma 2025 ke 2032 pe
2012 ma 2019 ti 2026 to 2033 la
2013 ti 2020 to 2027 pe 2034 su
2014 ke 2021 pe 2028 su 2035 ma
2015 to 2022 la 2029 ma 2036 ke
2016  la 2023 su 2030 ti 2037 to
2017 su 2024 ti 2031 ke 2038 pe

Taulukosta saamme helposti laskettua, ettd jouluaat-
to on téllaisessa 28 vuoden jaksossa yhtd usein ku-
nakin viikonpaivana. Téstd péddttelemme, ettd vuosi-
na 2039 — 2066 ja 2067 — 2094 jouluaatto sattuu yhta
usein jokaiselle viikonpéivélle ja ettd vuonna 2095 se
sattuu taas lauantaille. Vuosi 2100 ei ole karkausvuosi.
Vuosina 2095 — 2100 jouluaaton viikonpéaivit ovat siis
jarjestyksessa lauantai, maanantai, tiistai, keskiviikko,
torstai ja perjantai. Vuonna 2101 jouluaatto on taas
lauantai. Nyt voimme aloittaa uudet 28 vuoden jak-
sot, 2101 — 2128, 2129 — 2156 ja 2157 — 2184, joina
jouluaatto on yhtéd usein joka viikonpéivdni. Vuonna
2185 ollaan taas lauantaissa. Kun vuodet 2180 — 2200
kdydaan lapi yksitellen, saadaan lasketuksi, ettd tuona
aikana jouluaatto on vain kerran perjantaina, kahdes-
ti sunnuntaina, tiistaina ja torstaina, mutta kolmesti
maanantaina ja lauantaina. Liséksi vuoden 2201 joulu-
aatto sattuu torstaihin. Vuosien 2201 — 2300 vili menee
samoin, mutta kahden viikonpdivan siirrolla. Vuosina
2210 — 2284 kaikki viikonpéaivit ovat yhta usein joulu-
aattoina ja vuoden 2285 jouluaatto on torstai. Vuosi-
na 2285 — 2300 jouluaatoissa on yksi keskiviikko, kaksi
sunnuntaita, tiistaita ja perjantaita ja kolme torstaita
ja lauantaita. Vuoden 2300 jouluaatto on maanantai ja

vuoden 2301 jouluaatto on tiistai.

Vuosi 2400 on karkausvuosi. Koska 4-28 = 112, vuosina
2301—2412 jouluaatto sattuu yhtd monesti kullekin vii-
konpéiville. Vuosi 2411 alkaa uuden 400-vuotisen jak-
son. Vuosien 2411 ja 2412 jouluaatot ovat lauantaina ja
maanantaina. Vuosina 2301 — 2410 lauantai ja maanan-
tal esiintyvét siis yhden kerran harvemmin kuin muut
viikonpéaivit.

Kerédtdan nyt yhteen havaitut poikkeamat viikonpéi-
vien tasaisesta jakautumisesta:

ma ti ke to pe la su
2095-2100 0 O O O O 0 -1
21852200 3 2 3 2 1 3 2
22852300 3 2 1 3 2 3 2
2301-2410 -1 0 O O O -1 O

Kun sarakkeet lasketaan yhteen, huomataan, etté kaik-
kiaan jouluaatto on harvimmin perjantaina ja sunnun-
taina, yhden kerran useammin (siis aina 400 vuoden
aikanal!) keskiviikkoisin ja torstaisin, ja ettd maanan-
tain, torstain ja lauantain esiintymisten lukumaééra on
kaksi enemméin kuin perjantain ja sunnuntain. Erot
ovat kovin pienid, eikd niilla taida olla merkitystd mei-
dédn kenenkddn elinaikaan suhteutettuina. Alussa esi-
tetyn laskun mukaan 400 vuoden jaksossa on viikko-
ja 400 - 52+ 71 = 20871 kappaletta. Kukin viikonpé&iva
esiintyy jakson aikana ndin monta kertaa. Kalenteripai-
vad kohti sattuva enintdén kahden péivian ero on alle
0,1 promillea.

Vuoden 2011 kalenterin perusteella ja edellisen laskel-
man perusteella voi tehdé paatelmia minka tahansa ka-
lenteripdivan osumisesta eri viikonpdiville. Esimerkiksi
itsendisyyspaiva on vuonna 2011 tiistai. Tasta seuraa,
ettd itsendisyyspdivd on useimmin sunnuntaina, tiistai-
na ja torstaina, ja harvimmin maanantaina ja keskiviik-
kona. — Padsidisen madraytyminen on monimutkaisem-
pien laskujen takana: sithenhdn on Maan ja Auringon
ohella sanansa sanottavana myos Kuulla. Mutta p&a-
sidissunnuntai sattuu aina sunnuntaiksi ja pitkdperjan-
tai on aina perjantai!
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Pomppiva pallo portaissa: koulumatematiikan

jannityskertomus

Eero Haahden aikanaan esittama tehtava

Heikk: Haahti

1. Olipa kerran valveutunut medisiinari, joka luennoi-
dessaan alan asioita halusi oppilaiden virkistdvin péaa-
hén péanttddmisen jahmettdmia aivojaan luovalla ajat-
telulla. Niinpd hén asetti oppilaidensa harkittavaksi
seuraavan ongelman, jonka ratkaiseminen edellytti ai-
noastaan koulukurssin matematiikkaa, ja siitdkin pel-
kistadn yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskua seki
osittelulain a(b + ¢) = ab + ac.

Kun pallo pudotetaan K cm korkeudelta kovaan maa-
han kohtisuorasti maan tasoa vastaan, sen pomppaus-
korkeuden p suhde g pudotuskorkeuteen K on tietty
ykkosté pienempi positiiviluku. Jos esim. suhdeluku ¢
on 8 kymmenesosaa: ¢ = 0,8, niin pudotettaessa pallo
metrin korkeudesta se pomppaa 80 cm. Taméa suhde-
luku ei riippune pudotuskorkeudesta K, joten meilla
on seuraavassa kaikilla putoamiskorkeuden K arvoilla
kiyttoon tuleva laki

p=qK, (2)

missé siis 0 < ¢ < 1. Seuraavissa sovelluksissa kiyte-
taan yo. arvoa ¢ = 0,8.

Kyseisessd tapauksessa pallon pudottaja seisoo (hiu-
kan viettdvilla) tasaisella penkereelld korkealla portai-
kon ylapéddssa ja pudottaa pallon korkeudelta K = H
cm. Pallo putoaa ensimméisen pomppauksensa péaét-
teeksi ylhédalta laskien ensimmaiselle porrastasanteelle,
ja siitd edelleen seuraavaksi alemmalle portaalle, tés-

td kolmannelle portaalle jne. Koska yldtasanne on hiu-
kan viettéva, ei pallo kohtaa sen tasoa aivan kohtisuo-
rasti, misté seuraa pallon liikkeelle sopiva vaakasuora
komponentti ja my6s pieni poikkeama pomppauskor-
keuslaista (2). Tatd jalkimméiistd emme huomioi laskel-
missamme. Sopivalla yldtason kaltevuuskulmalla saa-
taneen toisaalta aikaan se, ettd pallon vaakasuora lii-
kekomponentti vie pallon jirjestyksessd portaalta por-
taalle, ilman ettéd se pomppaa useammasti samalta por-
taalta tai jattda valiin portaita.

2. Kuinka korkealle pallo pomppii edetessdin alas por-
taita, kun kukin porrasaskelma on h cm edellisen ala-
puolella? Fiksut medisiinarioppilaat pdattelevit néin:

2.1. Haettuja pomppauskorkeuksia merkittdkoon jér-
jestyksessd symbolein pi,ps,ps,... Kun pudotuskor-
keus penkereelle on K = H cm, pallon ensimmaéainen
pomppaus on siis gH cm korkea. Koska nyt ensim-
maéainen porrasaskelma on h cm ldhtétasanteen alapuo-
lella, joutuu pallo putoamaan lakikorkeutensa saavu-
tettuaan ensin takaisin pomppaamansa gH cm ja sen
jalkeen vield portaan korkeuden h cm:n verran. Toi-
seksi putoamiskorkeudeksi tulee ndin K = p; + h =
qH + h cm ja toiseksi pomppauskorkeudeksi néin ol-
len po = gK = q(p1 + h) = q(¢gH + h), eli muok-
kaamalla lauseke osittelulain mukaan, toinen pomp-
paus on ps = ¢°H + gh cm. Tamén pomppauksen
lakikorkeuden saavutettuaan joutuu pallo jalleen pu-
toamaan, ensin toisen pomppauksensa ps madrin ja
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sitten edelleen jatkamaan putoamistaan portaan kor-
keuden h verran. Pudotuskorkeudeksi tulee nyt siis
K =py+h =q¢*H + qgh + h, ja kolmannen pomppauk-
sen korkeudeksi siis ¢K = q(p2 +h) = q(¢>H + qgh + h)
eli osittelulain avulla ps = ¢>H + ¢*h + ¢h. Samalla
paattelylld saadaan edelleen neljinnen pomppauksen
korkeudeksi ps = ¢*H + ¢3h + ¢>h + qh. Vaikuttaa siis
siltd, ettd lopulta minka hyvénsa n:nnen pomppauksen
korkeudeksi tulisi

Pn=q"H+q"h+q"*h+--+¢h+qh (3)
Kuitenkin t&ma paéttely perustuu vain tuntumaan. Jo-
ku voisi hyvilld syylld epéilld, ettd jossain vaiheessa,
esim. sadannen portaan jalkeen ilmestyy toisenlainen
lauseke pomppauskorkeudelle. Ettd néin ei ole asianlai-
ta, todistetaan seuraavassa koulustakin tutulla ”tdydel-
liselld induktiolla’. Siind oletetaan aluksi, ettd kaava (3)
on pitevd, ja pyritddn osoittamaan tdmén “induktio-
oletuksen” perusteella, etté silloin sama laki pdtee myds
seuraavalla eli (n + 1):nnelld askelmalla.

Kun pallo on pompannut n:nneltd portaalta yhtalon
(3) antaman verran, se siis putoaa seuraavalle por-
taalle ensin tdmén matkan ja sitten vield portaiden
korkeuseron h verran. Yhteensd pudotuskorkeudeksi
(n+ 1)mnelle portaalle tulee siis induktio-oletuksen (3)
perusteella

K=p,+h
=("H+q"'h+q¢"*h+---+¢*h+qh)+ h.

Pallo pomppaa siis tédltd portaalta ¢:nnen osan tasta,
joten (n + 1):nneksi pomppauskorkeudeksi tulee ositte-
lulakia kayttden

Pnt1 = qK = q(pn + h)
=q(@"H+q¢" '"h+¢"2h+ - +¢*h +qh) +qh
:q"+1H+q"h—|—q"_1h+~--—|—q2h—|—qh.

Huomataan, ettid tiassi kaavan oikea puoli antaa (n +
1):lle pomppaukselle induktio-oletuksen (3) mukaisen
korkeuden; laissa on vain korvattava n luvulla n + 1.
Jos siis kyseinen laki pétee jollain arvolla n, niin se
on voimassa myos arvolla n + 1. Paattely jatkuu nyt
seuraavasti: Koska laki on todettu oikeaksi edelld ar-
voon n = 4 saakka, se pétee edellisen padttelyn mu-
kaan my6s arvolla n 4+ 1 = 5. Koska laki pétee arvolla
n = b, se péatee siis myds arvolla n + 1 = 6. Koska laki
pétee arvolla n = 6, se patee siis myds arvollan+1 =7
jne. Néain ulotetaan lain voimassaolon piiriin jokainen
askelma, m.o.t.

Tarkastelemme nyt ldhemmin saatuja pomppausten
lausekkeita. Niitd esittdviin summiin ilmaantuu joka
portaalla uusi positiivinen yhteenlaskettava gh. Ta-
mén perusteella vaikuttaa siltd, ettd pomppauskor-
keudet kasvavat pallon pomppiessa portaalta portaal-
le. Toisaalta, koska suhdeluku ¢ < 1, merkitsee silla

kertominen aina kerrottavan pienentymisté, esim. kun
g = 0,8 = 8/10, on ¢ - 10 = 8 < 10. Niin ollen
vaikka pomppauksia kuvaavien summien yhteenlasket-
tavien maara lisddntyy portaalta portaalle, yhteenlas-
kettavien suuruudet pienenevit. Kumpi néistéa tendens-
seisté voittaa, eli kasvavatko pomppaukset pallon ede-
tessd val pienenevitkoé ne? Saa ndhdi kuinka kiy!
Saa nihd4a kuinka kiy!

2.2. Tamén selvittdmiseksi muokataan saatua pomp-
pauksen lauseketta (3) informatiivisempaan muotoon.
Otetaan sen n — 1:n viimeisen termin summassa h yh-
teiseksi kerrottavaksi, osittelulakia nurinpéin kiyttéen,
jolloin saadaan

Po=q"H+ (" +¢"?+- -+ h+qh (4
Porraskorkeuden h kertojana oleva summa saadaan nyt
koulukurssin mukaisesti valaisevampaan muotoon mer-
kitsemalla sitd tilapaisesti esim. symbolilla s:

qun_1+qn_2+"'+q2+Q~

Tilléin osittelulain mukaan saadaan ¢s = q(¢"~ ! +
qn72 _|_ +q2 +q) = qn +qn71 _|_ _|_q2 Asete_
taan summat s ja gs allekkain, niin ettéd yhteiset termit
tulevat samaan pystyriviin:
qn—1+q71—2+_._+q2+q,

qszq”+q"71+q”72+---+q2.

S =

Kun téssé, edelleen koulun oppeja noudattaen, suorite-
taan vihennyslasku s — ¢s, niin jaa vihentéjasta jéljel-
le ainoastaan summan ensimméinen termi ¢” miinus-
merkkisend ja vihennettavista viimeinen yhteenlasket-
tava ¢, koska kaikki muut termit kumoutuvat nolliksi.
Saadaan siis summan s maaraiamiseksi s—qs = —¢"+q,
eli kiyttamalld osittelulakia s(1 — q) = —¢™ + ¢, misté
jakamalla puolittain luvulla 1 — g,
_—q9"+a_  q q
 1l—q  1—q 1-—g¢q
Nyt ylld olevan n:nnen pomppauskorkeuden lauseke (2)
saa muodonvaihdokset

Pn=q"H+ ("' +¢" 2+ +¢+qh
q" q i

l—q 1—gq
h+—L_h.

I—gq
Téssé yhtdloketjun viimeisessé lausekkeessa vain kaksi
ensimmaistd yhteenlaskettavaa riippuu pallon kosket-
tamien portaiden lukuméarastd n, kun taas viimeinen
termi ei siitéd lainkaan riipu. Edellinen summa saakoon
ympdrilleen hienot sulkeet,

q q
h] + ——h,
1—gq ] 1—g¢q
joista heltidd yhteiseksi tekijaksi potenssi g™, ja niin on
meilld lauseke

n

=q"H +sh=q"H+ (—

mn

4q

1—¢

n

DPn = [an -

1 q
w=q"[H— ——h]+ ——h,
pn=q"[ 1_q]+1_q
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pallon n:nnen pomppauksen korkeudelle. Muistutam-
me, ettd tdssd H oli pallolle annettu alkuperdinen pu-
dotuskorkeus ylédtasanteelle ja h oli kahden perdkkaisen
portaan korkeusero, molemmat senteissi mitattuina.

2.3. Pomppauskorkeudelle saadun lausekkeen

1 q
=q"[H — ——h]+ —n, 5
b= a"H - ]+ T )
avulla tutkimme nyt edellé esiin tullutta kysymysté sii-
téd, suurenevatko vai pieneneviatko pomppauskorkeudet.
n:nnestd seuraavan pomppauksen korkeus p,y; saa-
daan ylla olevasta lausekkeesta korvaamalla siind n lu-
vulla n + 1:
1 q
=¢""H — ——h]+ ——h. 6
Pnt+1 =4 [ 1—¢ ] 1_g (6)
Muodostettaessa nyt lausekkeiden (5) ja (6) avulla
pomppauksien korkeusero p,1 — p, hévida vihennys-
laskussa porraslukemasta riippumaton yhteinen jalkim-
méiinen yhteenlaskettava %qh ja saadaan

1 1
—pp=q" " H - ——h] — ¢"[H — ——h).
Muokataan tdtd lauseketta tarkoituksenmukaisesti:
erottamalla ensin yhteinen tekija ¢"[H — 1quh] tulee
kerrottavaksi ¢ — 1, joten osittelulain perusteella

1
i1 —pn = ¢"[H — ——h](q — 1).
Pnt1—Pn = q"| 1_q](q )

Vaihdetaan tissé hakasuluissa oleva tekijé ja viimeinen
tekija vastaluvuikseen, jolloin tulon arvo siilyy ennal-
laan ja kyseisista tekijoista tulee fh —Hjal-—q.
Kun tulon vaihdantalakia kayttamaéalla jatdmme vield
hakasulkutekijén viimeiseksi, tulee lopulta kahden pe-
riakkaisen pomppauksen korkeuseroksi

Pn+1 — Pn = qn(l - Q)[L - H]
l—q
Koska ensimmaéiset tekijat ¢™ ja 1 — ¢ ovat tésséd ai-
na positiivisia, seuraa ettd pomppauskorkeus kasvaa
tai vihenee sen mukaan, onko hakasuluissa oleva ero-
tus positiivinen tai negatiivinen. Jos esim. ¢ = 0,8,
jolloin 1 — ¢ = 0,2 = 1/5, saadaan korkeuseroksi
Drnt1—DPn = ¢"-0,2[6h— H]. Jos alkuperiiseksi pudotus-
korkeudeksi H valitaan téssa viisinkertaista portaan-
korkeutta pienempi korkeus eli jos portaiden korkeudet
h ovat suuremmat kuin viidennes pudotuskorkeudesta,
niin talléin pomppausten korkeudet kasvavat joka por-
taalta. Jos taas pudotuskorkeus H on viisinkertaista
portaankorkeutta suurempi, eli jos kukin portaankor-
keus h on pienempi kuin viidennes pudotuskorkeudes-
ta, silloin pomppaukset pienenevét joka porrasaskeleel-
la. Jos lopulta pudotuskorkeudeksi H valitaan tasan
viisinkertainen porraskorkeus, jolloin korkeuserotusten
lausekkeessa hakasuluissa oleva tekija havida, niin tal-
16in ovat kahden perikkiisen pomppauksen korkeuserot

aina = 0 cm, joten jokainen pomppaus on aina yhta
korkea. Tamé (ja muukin edellinen péittely) voidaan
ndhdd myo6s suoraan pomppauskorkeuden lausekkeesta
(5), joka antaa yhteiseksi pomppauskorkeudeksi kaikil-
lan

h q

]+ q .

1—¢q :l—q

n
= H —
pn=q"[H — — p;
Tapauksessa ¢ = 0,8 ja H = 5h, on jokainen pomppaus
siis p, = %h = 4h eli se on nelinkertainen porraskor-
keuteen h verrattuna.

2.4. Pallon pomppauskorkeuksien selvittelyssa tutkim-
me lopuksi, kuinka niiden kiy hyvin pitkissd portais-
sa, jotka jatkuvat esim. jostain korkealta alpin huipul-
ta kauas alas laaksoon. Kopioidaan vield tdhén n:nnen
pomppauksen korkeus kaavasta (5):

pn =q"[H — %qh] + J]th.

Koska téssd ¢ on ykkostéd pienempi positiivinen luku,
silla kertominen pienentéd kerrottavaa, kuten edelld jo
todettiin, joten erityisesti sen potenssi ¢" on sitd pie-
nempi, mitd korkeampi potenssi on kyseessd. Positii-
visten lukujen jono ¢,¢?,...,q",... on niin ollen las-
keva: aina jonon luku on edeltidjéénsé pienempi, ja mita
edemmas jonossa mennéén, sitd pienempid lukuja tulee
vastaan: 1 > ¢ > ¢® > ¢ > ... Itse asiassa kun ekspo-
nentti m rajatta kasvaa, tulee potenssi ¢" téssd mieli-
valtaisen ldhelle nollaa, eli silld on nolla raja-arvonaan.
Todistamme tdmén sitovasti jaljempéand liitteessé.

Koska nyt n:nnen pomppauskorkeuden p,, lausekkees-
sa hakasuluissa oleva luku on kerrottu luvulla ¢™, jo-
ka tulee mielivaltaisen ldhelle nollaa, seuraa tasté, etté
myo0s tulo ¢"[H — ﬁh] lahestyy raja-arvonaan nollaa
kuljettujen portaiden lukuméaran n kasvaessa. Néin ol-
len voidaan todeta, ettd hyvin pitkissa portaissa pomp-
pausten korkeus lopulta riippuu ratkaisevasti pomp-
paustehon ¢ ohella perédkkéisten portaiden korkeuseros-
ta h, eikd lainkaan alkuperiisestd pudotuskorkeudesta
H, koska pétee:

Jokaisella pallon pudotuksen H walinnalla ldhestyy
pomppauskorkeus aina rajatta arvoa

q
Poo = 7T qh,
kun saavutettujen portaiden lukumddrd n kasvaa. Kun
H on suurempi kuin fqh, lahestyvit pomppauskorkeu-
det tdtd raja-arvoa ylhdaltd pain laskevasti. Milloin taas
H < ﬁh, lahestyvdt ne sitd alhaalta kdsin nousevas-
ti. Kun vihdoin H = %qh, nin ovat kaikki pomppauk-
set keskenddn yhtd korkeat pomppauskorkeuden ollessa

edelld esitetty arvo: pn, = peo kaikilla n.

Kun ¢ = 0,8, ldhestyvét pomppauskorkeudet siis rajat-
ta arvoa peo = %h = 4h, joka on my6s pomppauksien
yhteinen korkeus, kun valitaan H = 5h (katso kuvaa
seuraavalla sivulla).
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Kuva 1. Pallon pomppauskorkeudet, kun pomppauk-
sen suhde pudotuskorkeuteen on 0.8 ja porrasaskelmien
korkeuserot h = 16 cm. Vaaka-akselilla on portaiden
jarjestysluvut, pystyakselilla senttimetrit. Kriitillisek-
st, aina yhta korkeat pomppaukset tuottavaksi pudotus-
korkeudekst tulee ndailld arvoilla H = 80 cm, jolloin
kaikki pomppauskorkeudet ovat poo = 64 cm. Tatd ar-
voa ldhenevdt sekd ylemmdn ettd alemman katkovii-
van osoittamat korkeudet. Niistd edellinen, laskeva kat-
kovitwa kuvaa pudotuskorkeuden H = 100 cm anta-
mia pomppauksia ja jalkimmdinen, nouseva, pudotus-
korkeuden H = 65 cm alkuun panemia pomppauksia.

Kiitokset. Kiitdn lopuksi sydédmellisesti professori
Antti Kupiaista, joka on huolehtinut tekstiini liittyvin
kuvan konstruktiosta ja auttanut tekstinkasittelyssa.

P.S. Vilttydksemme muodikkailta moitteilta opin hyo-
dyttomyydestd kiytdnnon eldmén kannalta muistu-
tamme, etté tietylld matemaattisella rakenteella on mo-
nasti useita aivan yllattavidkin sovelluksia. Niinpé edel-
lakin voimme sijoittaa: H = yhteison sdasto, ¢ = vuo-
tuisen kiyton jéalkeen sdastostd jaljelle jadva prosentti-
osuus, h = seuraavan vuoden alussa suoritettu sddston
lisdys, p, = sédsté n:nnen vuoden alussa.

Liite

Téssé liitteessd on kyse siitéd, tuleeko ykkosté pienem-
mén positiiviluvun n:s potenssi todella mielivaltaisen
ldhelle nollaa, kun eksponentti n kasvaa rajatta.

Kuten edellé jo ilmeni, positiivisten lukujen jono

1)q7q27"'7q’n7"' (7)

on laskeva: kukin sen luvuista on edeltdjadnsa pienem-
pi. Seuraako tésté siis, ettd ¢" ldhestyy mielivaltaisen
ldhelle nollaa? Eipé suinkaan, silld esim. ykkostd pie-
nempien positiivilukujen jono
1 . 1 1 n 1 1 n 1 1 . 1

ag=-+-,a20=-+-,a3=-+—-, a1 ==+ —,...

T3 3Ty o3 T 35
on niin ikdén laskeva, mutta jokainen sen luku pysyy
luvun % yléapuolella, eikd nain ollen voi tulla mielival-
taisen ldhelle nollaa.

Epéilyksia viitteen todenperéisyyttd vastaan herattas
my0s se, ettd luku ¢ voi olla hyvin ldhelld lukua 1, esim.
q = 0,999, jolloin jonossa (7) kukin jisen on aivan vé-
hén edeltdjéaadnsad pienempi, joten jonon jasenet piene-
nevat hyvin hitaasti, ja on epailyksen alaista, voiko jo-
non jisen ¢" todella koskaan padstd mielivaltaisen 1a-
helle nollaa.

Néma vastaviitteet kuitenkin voidaan kumota. Se voisi
tapahtua helposti logaritmeja kiyttamaélld, mutta al-
kuperédisen tyoohjelmamme mukaanhan tarkoitus oli
kiayttda vain alussa mainittuja peruslaskutoimituksia,
joten luovumme logaritmeista ja suoritamme sen sijaan
alkeellisin keinoin epésuoran todistuksen.

Teesimme kuuluu siis: kun ¢ on mikd hyvansa lukua 1
pienempi positiiviluku, niin ¢™ tulee mielivaltaisen 14~
helle nollaa, kun eksponentti n kasvaa rajatta.

Antiteesin mukaan teesi on viird, joten on olemassa
joku niin pieni positiivinen luku €, etta se estéd alene-
van jonon 1,q,q?,... padsyn ohitseen kohti nollaa, jo-
ten jokaisella m pitee aina ¢ > €. Meilld on antiteesin
mukaan siis

n—1

1>e,q>e,q2>e,...,q > €, ...

Kun suoritetaan puolittain yhteenlasku, on vasemmil-
la puolilla olevien suurempien lukujen summa suurem-
pi kuin epéyhtiloiden oikealla puolella olevien lukujen
summa, tdméan jalkimmaisen ollessa = ne, ja saadaan
epayhtalo

l+g+¢+-+¢" " >ne

Kayttamalld samaa metodia kuin edelld kohdassa 2.2.
merkitadn epayhtilon vasenta puolta symbolilla s, jol-
loin siis s > ne, ja valitaan vihentéjiksi gs:

s=1+q+q + - +q",
s=q+q +--+q"
Saadaan s —qs = 1 — ¢™, joten (1 —q)s=1—¢" ja

_1—=q" 1 q

5= 1—g¢q _l—q_l—q'

Péitellaan edelleen 1%(1 > 1%(1 — an = s > ne. An-
titeesin seurauksena olisi siis jokaisella kokonaisluvulla

n voimassa epayhtalo

1
]_Tq > ne.
Mutta vaikka € voi olla pieni, kasvaa tdméan epayhtalon
oikea puoli kokonaisluvun n kasvaessa yli kaikkien ra-
jojen ja erityisesti yli luvun 1%(1; ylittyyhén tdmé raja
jo, kun n > E(l—aq). Olemme tulleet ristiriitaan. Anti-
teesi on siis vaara ja teesi oikea, joten todella ¢™ tulee
mielivaltaisen ldhelle nollaa, kun n suurenee rajatta.
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Suomi lahettaa joukkueen tyttojen matematiikkakilpailuun

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Aloitetaan kolmella tosiasialla, joista osa liittyy kiin-
tedisti tdhan tekstiin ja osa vain hieman tekstin aihepii-
riin. Ensimmaiseksi iloinen uutinen, sitten muut:

1. Vuoden 2011 kansainvéliset matematiikkaolympia-
laiset voitti Saksan Lisa Sauermann.

2. Vuoden 2011 kansainvilisissd matematiikkaolym-
pialaisissa kilpailijoista 10,1 % oli naisia.

3. Elo- ja syyskuun taitteessa Oberwolfachissa jirjes-
tetysséd lukuteorian workshopissa kymmenien osal-
listujien joukossa oli kolme naista.

Vaikka on téysin ilmeistd, ettd tytot ja naiset parjéa-
vat matematiikassa, jokin pitda kuitenkin lajin 1dhin-
nd miesten yksityisomaisuutena. Britannian ratkaisu
on kehittdd tytoille oma matematiikkakilpailu EGMO
(European Girls’ Mathematical Olympiad), jonka tar-
koitus ei ole korvata IMO:a (kansainvélisid matematiik-
kaolympialaisia), vaan toimia ponnahduslautana mui-
hin kilpailuihin.

Kansainvélisissé matematiikkaolympialaisissa Britan-
nian delegaatioon kuulunut EGMO:n paijarjestaja Ce-
ri Fiddes mainosti kilpailua ahkerasti ja jakoi Euroo-
pan maille kutsuja. Ajatus tyttdjen kilpailusta otettiin
innostuksella vastaan, ja osin pienelld hdmmennyksel-
la. Tama ei Fiddesid kuitenkaan yllattanyt, silld hin
kertoi itse alunperin kauhistuneensa kuultuaan tytto-
jen kilpailuista, mutta tutustuttuaan asiaan paremmin,

ja toimittuaan kerran Kiinan tyttdjen matematiikka-
kilpailussa Britannian joukkueenjohtajana, héan oli to-
dennut kilpailun olevan aivan erinomaisen. Britannian
joukkue oli itse asiassa kilpailun jalkeen toivonut jotain
vastaavaa Britanniaankin, ja tdmé oli padtetty jarjes-
taa.

On helppo argumentoida kilpailua vastaan: Eiko tyt-
tojen oma kilpailu viesti, ettd tytoissa on jotain vikaa,
ettd heidat on pakko pistdd omaan sarjaan, koska avoi-
messa he eivit parjad? Tamé ei kuitenkaan missdén
nimessé ole jarjestdjien tai kenenkddn muunkaan ajat-
televan olennon kisitys, vaan kilpailussa on kyse tosi-
asioiden tunnustamisesta: On olemassa valtaisa méaa-
ra lahjakkaita tyttojé, jotka jostain syysté eivat iki-
néd péaddy kansainvilisiin matematiikkaolympialaisiin,
vaikka he tasonsa puolesta sinne ehdottomasti kuuluisi-
vat. Tamaén kilpailun avulla pyritdédn tavoittamaan hei-
dat. Lisdksi esimerkiksi Kiinan tyttojen kilpailun teh-
tavien vaikeusaste kertoo kyseessi olevan kovatasoisen
kilpailun.

Euroopan naismatemaatikkojen jirjeston (EWM — Eu-
ropean Women in Mathematics) Suomen koordinaat-
tori Anna Kairema kertoo kulttuurierojen olevan suuri
tekijd: "Latinalaisessa Amerikassa matematiikka liite-
tddn yhteen filosofian ja taiteiden kanssa, kun taas Eu-
roopassa Saksan vaikutuksesta tekniikan ja luonnon-
tieteiden yhteyteen. Téastd syystd matematiikka koe-
taan enemmén poikien lajina.” Kairema muistuttaa,
ettd vaikka tyttdjen matemaattiset kyvyt eivit ole hei-



24

Solmu 3/2011

kommat kuin poikien, itseluottamus jostain syystad on
paljon huonompi. Héan vield kertoo, ettd vaikka esi-
merkiksi Helsingin yliopistolla noin puolet aloittavista
matematiikan opiskelijoista on naisia, valmistuvat mo-
net néistd matematiikan opettajiksi, ei tutkijoiksi. Té&-
man vuoden kansainvélisissd matematiikkaolympialai-
sissa Latinalaisesta Amerikasta tulevien tyttdjen osuus
sikildisista kilpailijoista oli lihes 15 %, miké on ldhes
50 % enemmén kuin tyttéjen osuus kaikista kilpailijois-
ta.

Kaikki ei tietenkéén selity pelkdstdan kulttuurilla. Pal-
jon on myos sattumaa, ja mahdollisesti useiden eri te-
kijéiden yhteisvaikutusta. Suomen kansainvélisessi ma-
tematiikkaolympiajoukkueessa oli vuodesta 1998 vuo-

Diplomitehtivien oheislukemistoa

teen 2003 joka vuosi vahintdén yksi tyttd, vuonna 2000
perédti kolme. Toisaalta vuoden 2003 jilkeen ei Suo-
men olympiajoukkueessa ole ollut yhtdan tyttod mi-
nédian vuonna. Taman selittdminen on suuri avoin on-
gelma, ja ratkaiseminen vield toivottavampaa kuin vain
selittdminen. Euroopan tyttojen kilpailu tuntuu erin-
omaiselta hankkeelta ongelman ratkaisuun. Jotta tdméa
olisi mahdollista, on kilpailusta kerrottava matematii-
kasta kiinnostuneille tytoille. Suomi lahettda joukkueen
kilpailuun, joka jarjestetdéan 10.-16.4.2012 Cambridges-
sa. Joukkue valitaan Suomen matematiikan olympia-
valmennuksen piiristd. Olympiavalmennukseen kutsu-
taan MAOL:n kansallisen kilpailun menestyksen perus-
teella.

Osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka var-

maan kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoitéa:

Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Asrettomisté joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Gaussin jalanjaljissa

K. Viaisila: Algebra

Ylakoulun geometriaa

Geometrisen todistamisen harjoitus

K. Viisala: Geometria


http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html
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Kenesta "Entten tentten” -loru kannattaa aloittaa: Opas

pihapiirin huijarille
Tuomas Korppi

Johdanto

"Entten tentten” -lorulla voidaan valita esimerkiksi lei-
kin aloittaja tai se, kuka on ensimmaéisena hippa. Lorua
luettaessa leikkijat seisovat ringissd. Joku leikkijoista
osoittaa kutakin ringisséseisojaa vuorollaan ja sanoo
aina osoittaessaan yhden lorun sanan. Valittu leikkija
on se, jota osoitettaessa sanotaan lorun viimeinen sana.

Kehen viimeinen sana sitten osuu? Vastaus riippuu tie-
tysti siitd, kenestd lorun lukeminen on aloitettu. Yh-
teys nédiden kahden seikan véililla on kuitenkin hiukan
monimutkainen. Ennen lorun lukemista leikkijét eivat
yleensé tiedékdédn, kuka tulee valituksi. Tésséd oppaassa
selitdmme tavan, jolla se voidaan laskea.

Lasketaan sanojen maara

Lasketaan ensin entten tentten -lorun sanojen luku-
mAaara.

Entten tentten teelika mentten hissun
kissun vaapula vissun eelin keelin
klot viipula vaapula vot eskon

saun pium paum nyt ma

ldhden tdstd pelistd pois.

Lorun neljalla ensimmaiselld rivilla on viisi sanaa kul-
lakin, ja viimeiselld neljd. Sanoja on siis yhteensa
4x5+4=24.

Jotkut kidyttavat muita loruja kuin "Entten tentten” -
lorua. Jotkut kiyttavéit esimerkiksi "Maalari maalasi” -
lorua. Jos kéytat eri lorua kuin miné, voit kuitenkin toi-
mia kuten seuraavissa luvuissa neuvotaan. Sinun tay-
tyy vain korvata "Entten tentten” -lorun sanojen maé-
rd oman lorusi sanojen maaralld. Liitteessd on esitetty
joidenkin tunnettujen lorujen sanamaéria.

Kuinka monta kierrosta tehdaan?

“Entten tentten” -lorussa on paljon sanoja. Lorua luet-
taessa leikkijéiden osoittaminen kulkee monta kertaa
ringin ympari. Pohditaan seuraavaksi, kuinka mon-
ta kierrosta tehdiin. Tamén kysymyksen pohtimi-
nen auttaa hahmottamaan tilanteen, vaikka olemmekin
kiinnostuneet siité, kuka valitaan.

Tutkitaan tilannetta, jossa leikkijoitd on yhdeksén. Ai-
na kun tehdédan taysi kierros, sanotaan yhdeksén sa-
naa. Niin kierrosten madran ratkaisee kysymys: Kuin-
ka monta yhdeksédn sanan rimpsua 24 sanaan mahtuu?
Lopputulos saadaan tietysti jakolaskulla:

24:9=2, jaa 6.

Siis taysia kierroksia on kaksi, ja jaljelle jaa kuusi sa-
naa.
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Jos leikkijoitéd olisi esimerkiksi seitsemén, kierrosten
méara saataisiin jakolaskulla

24:7 =3, jii 3,

eli taysia kierroksia tehtéisiin kolme, ja jéljelle jaisi kol-
me sanaa.

Kuka valitaan?

Jatkossa oletamme, ettd osoittaminen tehdddn myota-
paivadn. Siis niin, ettd leikkijin osoittamisen jélkeen
osoitetaan seuraavaksi hénen vasemmalla puolellaan
olevaa. Jos teet osoittamisen vastapéivédén, sinun téy-
tyy vaihtaa joka kohdassa vasen ja oikea kesken&an.

Lorun lukeminen aloitetaan jostain leikkijésté, jota
kutsun aloitusleikkijiksi. Aina kun tehd&an téysi kier-
ros, kierroksen viimeisend osoitetaan aloitusleikkijan
oikealla puolella seisovaa leikkijad. Uusi kierros aloi-
tetaan taas aloitusleikkijasta.

Palataan taas siihen tilanteeseen, jossa sanoja on 24 ja
leikkijoitd 9. Kuten edellisessd luvussa laskimme, tay-
sid kierroksia tehdéén kaksi. Kahden téyden kierroksen
viimeisené osoitetaan aloitusleikkijan oikealla puolella
seisovaa.

Kuten edellisessd luvussa laskimme, sanoja jaa yli
kuusi. Noista kuudesta ylijadvistd sanasta ensimmaéi-
selld osoitetaan aloitusleikkijaé. Viidella muulla ylij&a-
valla sanalla osoitetaan viittd aloitusleikkijin vasem-
malla puolella seisovaa. Valittu leikkija on siis aloi-
tusleikkijastad viides vasemmalle.

Muut lorut ja leikkijoiden maarat

Nyt tieddmme, kuka valitaan, kun lorussa on sanoja 24
ja leikkijoitd yhdeksan. Enté jos lorussa on joku muu
méard sanoja ja leikkijoitd on joku muu méard? Vas-
taus saadaan aivan samalla menetelmalld kuin edelli-
sessd luvussa. Vain lukuarvot tidytyy korvata sopivilla.

Menetelma, jota kidytimme edelld ja joka toimii myos
muissa tapauksissa, on seuraava:

e Laske lorun sanojen lukumééra. Laskeminen on hel-
pompaa, kun lorun kirjoittaa paperille.

e Jaa lorun sanojen lukumaéaara leikkijoiden lukuméa-
ralld ja ota jakojadnnss.

e Jos jakojaidnnos on vihintddn 2, vihenna sii-
td 1. Erotus kertoo, kuinka mones aloitusleikkijis-
ta vasemmalle valitaan. (Syy yhden vihentémiseen
on seuraava: Ensimmaéiselld jiljelle jadvalla sanalla
osoitetaan aloitusleikkijaé. Muilla jéljellejaévilld sa-
noilla osoitetaan hinen vasemmalla puolellaan ole-
via.)

e Jos jakojadnnos on 1, tdysien kierrosten jilkeen
jaljelle jaa yksi sana. Sillad osoitetaan aloitusleikki-
jad. Téassd tapauksessa siis valitaan aloitusleikkija.

e Jos jakojddnnss on 0 eli jako menee tasan, teh-
déan vain téysid kierroksia, eikéd sanoja jaa yli. Tas-
sé tapauksessa valitaan kierroksen viimeinen leikki-
ja, eli aloitusleikkijan oikealla puolella seisova.

Voit itse soveltaa menetelmé&d muihin loruihin ja leik-
kijoiden méériin.

Kuinka saat itsesi valituksi?

Jos péadset lukemaan lorua, saat yleensa valita, kenesta
lorun lukeminen aloitetaan, eli kuka on aloitusleikkija.
Valitsemalla aloitusleikkijan sopivasti saat itsesi vali-
tuksi. Edellisen luvun ohje muuttuu silloin muotoon

e Jaa lorun sanojen lukumaééré leikkijoiden lukumaé-
rillé ja ota jakojadnnos.

e Jos jakojaidnnds on vihintddn 2, vihennd jako-
jadnnoksestéd 1. Erotus kertoo, kuinka mones itses-
tasi oikealle on se, josta loru kannattaa aloittaa.

e Jos jakojddnnGs on 1, aloita itsestéasi.

e Jos jakojddnnés on 0 eli jako menee tasan,
aloita vasemmalla puolellasi olevasta.

Jos lasket jonkun lorun sanojen lukuméarian, se kan-
nattaa panna muistiin. Siitd voi laskea oikean aloitus-
kohdan eri leikkijéiden lukumaéérille.

Joskus lorulla ratkaistaan joku ikdva velvollisuus. Jos
aloitat jostain muusta kuin ylla on neuvottu, voit var-
mistaa, ettet itse tule valituksi.

Tehtavia

Tehtéavissa kaytetyt lorut 16ydéat liitteesta.

Jos et tiedd vastaukseksi saatavan leikkijan nimed, il-
moita vastaus tyyliin "Kolmas Leevistad vasemmalle” tai
“Riitan oikealla puolella seisova’.

1. Leikkijoitd on viisi, ja he ratkaisevat "Maalari maa-
lasi taloa” -lorulla, kuka on ensiksi hippa. Aloitus-
leikkija on Lasse. Kuka valitaan?

2. Keinupolttiksen ensimméinen polttaja valitaan "El-
li keitti vellii” -lorulla. Leikkij6itd on kolme. Aloi-
tusleikkijd on Maija. Kuka valitaan?

3. Seiniksen aloittaja valitaan “Entten tentten” -
lorulla. Leikkij6ita on viisi. Pekka pédsee lukemaan
lorua. Kenestéd hénen kannattaa aloittaa lorun lu-
keminen, ettd hén pédsisi aloittamaan seiniksen?
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4. Leikkijoitd on 4, ja he valitsevat "Entten tent-
ten” -lorulla, kuka on kirkonrotassa ensimméinen
pestavi. Liisa lukee lorun, mutta hén on hiukan
huolimaton, ja hén osoittaa sanoilla "nyt ma” vain
yhté leikkijaa. Liisa itse on aloitusleikkija. Kuka va-
litaan?

5. Piilosleikin ensimmaéinen etsiji valitaan "Auto ajoi
kilparataa” -lorulla (11 sanaa). Valinta osuu Mint-
tuun. Jos oltaisiinkin kdytetty "Auto ajoi kilpa ra-
taa” -lorua (13 sanaa), kuinka mones Mintusta va-
semmalle oltaisiin valittu?

6. Purkkiksen ensimméinen etsija valitaan “Maalari
maalasi” -lorulla. Leikkij6ita on 7. Kaisa padsee lu-
kemaan lorua. Koska Eeva on kiusannut Kaisaa,
Kaisa tahtoo Eevan jadvin ensimmaéiseksi etsijak-
si. Kenestd Kaisan kannattaa aloittaa loru?

7. Seitsemésté leikkijasta valitaan leikin aloittaja. Vil-
le on aloitusleikkijastad toinen vasemmalle. Kuinka
monta sanaa lorussa pitdéa olla, ettd Ville tulisi va-
lituksi? (Yritd 10yt&éd kaikki téllaiset sanamédrat,
jotka ovat korkeintaan 40 sanaa.)

8. Leikin aloittaja valitaan "Entten tentten” -lorulla.
Mitka kaikki leikkijoiden lukuméarat ovat sellaisia,
ettd aloitusleikkijan oikealla puolella oleva tulee va-
lituksi?

Tehtavien ratkaisut

Al# lue ratkaisuja ennen kuin olet itse yrittinyt
ratkaista tehtavat.

(1) 16 : 5 = 3, jaa 1. Valittu leikkijd on siis Lasse.

(2) 17 : 3 = 5, jad 2. Valittu leikkija on siis Maijan
vasemmalla puolella oleva.

(3) 24 : 5 = 4, jad 4. Kannattaa siis aloittaa Pekasta
katsoen kolmannesta oikealle.

(4) Leikkijoiden osoituksia tulee yhteensd 24 — 1 = 23.
Nyt 23 : 4 = 5, jaa 3. Valittu leikkija on siis Liisasta
toinen vasemmalle.

(5) Koska jalkimméisessé lorussa on kaksi sanaa enem-
man, oltaisiin valittu toinen Mintusta vasemmalle.

(6) 16 : 7 = 2, ja4 2. Sovelletaan lukua "Kuinka saat it-
sesi valituksi” niin, ettd itsen paikalla on Eeva. Kaisan
kannattaa siis aloittaa Eevan oikealla puolella olevasta.

(7) Taysien kierroksien jilkeen jiljelle pitda jadda kol-
me sanaa. Koska téysi kierros on seitsemén sanaa,
mahdolliset lorujen sanaluvut ovat 0 x 7 + 3 = 3,
1x74+43=10,2x743 =17,3x743 =24,4x74+3 = 31
jabxT7+3=238.(6x7+3=45> 40, joten tatd suu-
remmilla sanamaérillda mennéén yli tehtévissi annetun
40 sanan rajoituksen.)

(8) On siis ratkaistava, milla leikkijoiden maérilla jako
24 : leikkijoiden maara

menee tasan. Namé leikkijoiden méarat ovat 2, 3, 4, 6,
8, 12 ja 24.

Liite
Kunkin lorun sanamaéré on ilmoitettu lorun jalkeen.

Entten tentten teelika mentten hissun
kissun vaapula vissun eelin keelin
klot viipula vaapula vot eskon

saun pium paum nyt ma

lahden tasta pelistd pois.

24 sanaa.

Auto ajoi kilparataa mittari néaytti
kahtasataa. Yksi pyord putosi pelisti
DPO1S.

11 sanaa.

Auto ajoi kilpa rataa mittari
naytti kahta sataa. Yksi pyord
putosi pelistd pois.

13 sanaa.

Maalari maalasi taloa sinistd ja
punaista. Illan tullen sanoi hdn:
Nyt ma ldhden tdsta pelistd
pois

16 sanaa.

Piikerin paakerin piirun paarun, jinnen
jadpykkd nddardin nadpykkd, sinipdd punapdd
SUrtn. marin, juputin puputin puksis

PO1S.

16 sanaa.

Elli keitti vellii, antoi Matin
maistaa. Matti kaatoi lattialle, Maija
pyyhki pois. Puh, pah, tdstd

pelistd pois.

17 sanaa.
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Ihmisen uudet silmat — kaanteisten ongelmien

matematiikkaa

Mikko Salo
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto ja Jyvéskylén yliopisto

(Teksti on kooste kirjoittajan Helsingin yliopiston
alumni-illassa 17.3.2011 pitdmésté esitelmésti.)

Nékoaisti on ihmisen térkeimpié aisteja. Silmien avul-
la ihmiset pystyvat tehokkaasti muodostamaan kolmi-
ulotteisen kuvan ympéroéiviastd maailmasta. On kuiten-
kin monia tilanteita, joissa ndkoaisti tai muutkaan ih-
misen aistit eivit pysty tuottamaan tarkkaa tietoa kiin-
nostavista kohteista. Télloin voidaan ottaa kiyttdoon
apuvélineitéd, kuten mikroskooppi tai kaukoputki, jot-
ka muodostavat kuvia ihmissilmélle liian pienistd tai
kaukaisista kappaleista. Nailla optisilla vélineilldkin on
rajoitteensa: niilla ei esimerkiksi pysty nikemé&in kiin-
teiden kappaleiden, kuten ihmiskehon tai maapallon,
sisélle. Erilaisten epésuorien mittausten yhdistdminen
matemaattisiin kuvanmuodostusmenetelmiin voi tuot-
taa huomattavasti parempia tuloksia. Téssé kirjoituk-
sessa "thmisen uusilla silmilld” tarkoitetaan matema-
tiikkkaan ja erilaisiin fysikaalisiin ilmioihin perustuvia
tehokkaita kuvantamismenetelmié, joilla ihminen pys-
tyy laajentamaan nakokykyadn — nakeméadn pienempia
tai suurempia asioita kuin mihin paljas silmé pystyy,
ja my6s ndkeméén esineiden sisélle avaamatta niita.

Aloitetaan esimerkilld, joka on useimmille tuttu. Ront-
genkuvaus eri muodoissaan on tédrked ja yleinen diag-
nostinen toimenpide nykyaikaisessa lddketieteessd, ja
menetelméd on jokapéiviisessd kiytossd myos lento-
matkustamisen yhteydessad suoritettavassa kidsimatka-

tavaroiden lapivalaisussa. Tietokonetomografiakuvaus,
eli amerikkalaisista sairaalasarjoista tuttu "CAT scan”,
pystyy tuottamaan huomattavan tarkkoja kuvia esi-
merkiksi aivojen rakenteesta ilman péédkalloa avaavaa
leikkausta.

Minké&laista matematiikkaa tietokonetomografiaan liit-
tyy? Rontgenséteet koostuvat korkeaenergisisté foto-
neista, jotka kulkevat ihmisen 1dpi oleellisesti suoria vii-
voja pitkin. Thmisen eri kudokset vastustavat sdteen
kulkua tavalla, jota kuvataan attenuaatiokertoimilla.
Rontgenséteiden avulla voidaan mitata attenuaatioker-
toimien summia eri suoria pitkin (kuva 1). Kuvassa 2a
on merkitty nelionmuotoisen kuvattavan kappaleen at-
tenuaatiokertoimien vaakasuorat summat, pystysuorat
summat ja lavistdjan suuntaiset summat.

Detector
X-ray source 4 4 5
@ 13
1 3 4
1 0 2

Kuva 1. Réntgensdteet mittaavat attenuaatiokertoimi-
en summia suoria pitkin. (Kuvat 1 ja 2a, 2b: Samuli
Siltanen.)
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Kuva 2. Tietokonetomografian (a) suora ongelma:
mdadritd attenuaatiosummat, kun kertoimet tunnetaan,
ja (b) kddnteinen ongelma: mddritd attenuaatiokertoi-
met, kun summat tunnetaan.

Tietokonetomografian suora ongelma on: jos kudos eli
attenuaatiokertoimet tunnetaan, mitkd ovat summat
suorien yli? Taméi ei ole vaikea ongelma. Kéytannos-
sé huomattavasti kiinnostavampi on kéénteinen ongel-
ma eli inversio-ongelma: jos tunnetaan rontgenmittauk-
set suorien yli, miten muodostetaan kuva kudoksesta?
Eli jos tunnetaan attenuaatiosummat suorien yli, mitka
olivat alkuperéiset attenuaatiokertoimet (kuva 2b)?

Ylla esitetty rontgenkuvauksen inversio-ongelma on
klassinen matemaattinen ongelma, jonka oleellisesti
ratkaisi Johann Radon jo vuonna 1917. Ongelman jat-
kuvassa muotoilussa attenuaatiokertoimia kuvaa ta-
sossa madritelty riittdvan sddnnoéllinen reaaliarvoinen
funktio f. Inversio-ongelman matemaattinen muotoi-
lu on: jos tunnetaan funktion f integraalit eli jatku-
vat summat kaikkien tason suorien yli, voidaanko néis-
td maarata funktio f7 Matemaattiseen esitykseen kuu-
luu aina védhintddn yksi kaava, ja seuraavassa anne-
taan ilman tarkempia perusteluja tdmén tekstin ai-
noat kaavat (lisdtietoa l6ytyy esimerkiksi kirjasta [1]).
Jos f: R? — R on riittévin sdannollinen funktio, sen
Radon-muunnos on funktio

Rf(s,a) = / f(swe +twh)dt, seR, acl02n).

Tissd we = (cos(a),sin(a)) jawt = (—sin(a), cos(a)).

Radon-muunnos parametrien s ja « eri arvoilla esittaa
funktion f integraalit tason suorien yli. Seuraava Rado-
nin kddnteiskaava kertoo, miten alkuperéinen funktio f
madratdin Radon-muunnoksesta:

271'1
flz) = 2#2/ / —0sRf(x - wa + s, ) dads.

Téamén kaavan ja sen erilaisten diskreettien versioiden
avulla pystytdén siis muodostamaan kuvia kudoksesta,
kun rontgenmittaukset tunnetaan.

Radon tutki ylldolevaa ongelmaa puhtaasta tieteellises-
td mielenkiinnosta ajattelematta kidytdnnon sovelluk-
sia. Hyva esimerkki vapaan tutkimuksen hyodyllisyy-
destd on se, ettd 1970-luvulla, jolloin teknologia oli riit-
tdvéan kehittyneelld tasolla, Allan Cormack ja Godfrey

Kuva 3. (a) Maanjiristyksen aiheuttamien daniaalto-

jen eteneminen maapallon lipi (kuva: Stephen A.
Nelson, Tulane University), (b) GOMOS-instrumentti
(kuwva: Ilmatieteen laitos).

Hounsfield kehittivat samaan matematiikkaan perustu-
van tietokonetomografiaskannerin. Tietokonetomogra-
fia auttaa nykydan miljoonia ihmisié sairausten diagno-
soinnissa, ja Cormack ja Hounsfield saivat tyostdan No-
belin ld4ketieteen palkinnon vuonna 1979. Téssé yhtey-
dessd mainitaan toisinaan erds yksityiskohta: Houns-
field tyoskenteli EMI -yhtitssé, joka on nykydankin toi-
minnassa oleva levy-yhtio. EMI oli 1970-luvulla huo-
mattavan varakas yhtio, mihin vaikuttivat osaltaan
The Beatlesin levyistd saadut valtavat myyntitulot.
Tallé tavalla The Beatles epédsuorasti tuki EMI:n elekt-
roniikkaosaston toimintaa ja mahdollisti Hounsfieldin
pitkdjanteisen skannerin kehittdmistyon!

Radon-muunnoksen matematiikka toimii ladketieteelli-
sen kuvantamisen liséiksi monessa muussakin tilantees-
sa. Sen avulla voidaan kuvantaa hyvin pienid asioita,
kuten viruksia (esimerkiksi HI-virus) elektronimikros-
koopilla. Téssd sovelluksessa rontgenséiteet korvataan
elektronisuihkuilla, mutta kuvantamisen matematiikka
on hyvin samanlaista. Virusten kuvantamiseen liittyy
kuitenkin yksi erityispiirre: virukset ovat hyvin pienié,
ja monesti on vaikea tietdd tarkasti, mistd suunnista
mittaukset on saatu. Kuvan muodostaminen on mah-
dollista my6s téssd tuntemattomien suuntien tapauk-
sessa, ja tilanteen matemaattinen analyysi hyodyntaa
algebrallisen geometrian menetelmia.

Siirrytddn hyvin pienistéd esineistd suuremman mitta-
kaavan asioihin. Kuten tieddmme, Japanissa tapahtui
11.3.2011 tuhoisa maanjaristys. Jaristykset aiheutta-
vat suurta vahinkoa ja inhimillistd kirsimystd, mut-
ta toisaalta niiden avulla saadaan tietoa maapallon
rakenteesta. Seismisissd kuvantamismenetelmissé kiy-
tetddn maanjaristysten aiheuttamia &éniaaltoja, jot-
ka kulkevat maapallon ldpi ja siséltdvét informaatio-
ta planeettamme syvistéi rakenteesta. Ainiaallot eivit
yleensi etene suoria viivoja pitkin (kuva 3a), ja tdméin
vuoksi seismisessé kuvantamisessa esiintyvien Radon-
muunnosten matemaattinen analyysi on usein haasta-
vampaa kuin rontgenkuvauksen vastaavissa ongelmis-
sa.

Radon-muunnoksen matematiikkaa voidaan kiyttida
vielakin suuremmissa skaaloissa, kuten avaruustutki-
muksessa. Euroopan avaruusjarjeston ESA:n tutkimus-
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kalustoon kuuluu Envisat-satelliitti, jossa on muka-
na suomalaistenkin kehittdméa ilmakehén otsonimé&é-
rid mittaava GOMOS-instrumentti. GOMOS mittaa
tdhtien valon kirkkautta. Tahdet séteilevit valoa, ja
kun valo kulkee ilmakehén lédpi, niin ilmakehdn kaa-
sut, kuten otsoni, vastustavat valon kulkua samalla ta-
valla kuin ihmiskudos vastustaa rontgenséteiden kul-
kua. Mittaustuloksena saadaan jélleen kerran integraa-
leja suorien yli (kuva 3b). Radon-muunnos esiintyy
siis téssakin ongelmassa, jossa erddnd erityispiirteena
ovat suuret mittausmadrat, joiden kasittelyssa kiyte-
tddn hyvaksi tilastollisia menetelmia.

Tassa kirjoituksessa on esitelty useita tilanteita, joissa
Radon-muunnoksen matematiikka luo ihmiselle uudet
silmét. Né&illa silmilld pystytddn havaitsemaan asioita,
joita paljas silmé ei erota. Voi tuntua yllattavalta, et-

Solmun matematiikkadiplomit

td samantyyppiset matemaattiset menetelmét toimi-
vat nédin monessa erilaisessa sovelluksessa; tdméa kuvas-
taa hyvin matematiikan universaalia luonnetta ja "ké-
sittdmétonta toimivuutta” (unreasonable effectiveness
of mathematics, kuten fyysikko Eugene Wigner asian
muotoili [2]).
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