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Kakeyan ongelma ja Besicovitchin joukot

Vuonna 1917 japanilainen matemaatikko Kakeya ky-
syi: "Kuinka pienessé (pinta-alaltaan) tasoalueessa neu-
la voidaan kddntad ympéari?” Ympérikddntdminen tar-
koittaa, ettd neulaa liikutetaan jatkuvalla liikkeellé pi-
téden se koko ajan kyseisessd alueessa ja lopussa se on
samassa kohdassa kuin alussakin, mutta vastakkaises-
sa suunnassa. Neula on idealisoitu: silld on tietty pi-
tuus, mutta ei paksuutta. Tuntuisi uskottavalta, etta
vastauksena olisi joku positiivinen luku, joka riippui-
si neulan pituudesta. Nédin ei kuitenkaan ole. Oli neu-
lan pituus miké tahansa, voidaan 16ytdé pinta-alaltaan
mielivaltaisen pieni alue, jossa tdmé kddntédminen pys-
tytddn tekeméadn. Téllainen alue on kuitenkin aika mo-
nimutkainen. Esimerkiksi se ei voi olla konveksi (eli alue
joka siséltdéd jokaisen pisteparinsa yhdistdvin janan),
vaan pienin haluttu konveksi alue on tasasivuinen kol-
mio, jonka korkeusjana on neulamme pituinen.

A.S. Besicovitch konstruoi vuonna 1919 ylldmainitun
pienialaisen alueen, jossa neula voidaan kddntda ym-
pari. Hanen ratkaisunsa antoi myos tasojoukon, jon-
ka pinta-ala on nolla ja joka sisdltdd yksikon pituisen
janan jokaisessa suunnassa. Yleisen tasojoukon pinta-
ala on hieman mutkikas késite, mutta pinta-ala nolla
tarkoittaa vain, ettd kyseinen joukko voidaan peittéa
neliGilld, joiden pinta-alojen summa on mielivaltaisen
pieni. Taméa oli itse asiassa se ongelma, jota Besico-

vitch ryhtyi ratkaisemaan, koska hén oli huomannut,
ettd sen avulla saa selvitettyd erdan integrointiin liit-
tyvin kysymyksen. Besicovitch syntyi Venédjilla vuon-
na 1891, eikd vuonna 1919 ollut kuullutkaan Kakeyan
ongelmasta. Yhteydet vallankumouksen jilkeisen Ve-
najan ja muun tieteellisen maailman valilld eivét olleet
parhaat mahdolliset. Besicovitch siirtyi K6épenhami-
naan vuonna 1924 ja sieltd muutaman vuoden paasta
Cambridgeen, Englantiin, jossa hin toimi kuolemaansa
asti eli vuoteen 1970.
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Kuva 1. Janojen I; ja I suunnat 1 ja 2.
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Selitdn nyt lyhyesti geometriset perusideat, joilla né-
mé paradoksaaliset joukot saadaan konstruoitua. Pyri-
tddn ensin muodostamaan alaltaan pieni tasoalue, joka
siséltad yksikon pituisen janan (neulan) kaikissa suun-
nissa. Janan suunnalla tarkoitan kulmaa ¢, 0 < ¢ <,
kuten kuvassa 1. Siis jos jana sijaitsee suoran y = kx
suuntaisella suoralla, k£ on kulman ¢ tangentti.

Lahdetasn liikkeelle tasasivuisesta kolmiosta 7', jon-
ka kanta on x-akselilla, yksi kiirki A positiivisella y-
akselilla ja jonka korkeusjanan pituus on yksi. Selvésti
T sisaltaa A:sta lahtevan yksikon pituisen janan kaikis-
sa suunnissa ¢, % <p< %’T, ks. kuva 2.

A

Kuva 2.

Pyritdan nyt pienentdméan 7" alueeksi, jossa emme ole
menettineet yhtdan yksikkéjanojen suunnista ¢ valil-
ta % <ep< %’T Jaetaan T kahteen osakolmioon Tj ja
T kuvan 3 osoittamalla tavalla ja siirretdan Ts:ta niin,
ettd ne menevit osittain paallekkiin.

B D le: B D=C’
Kuva 3.

Jos T} on siirrolla saatu kolmio ja A" sen A:ta vastaava
kérki, 7}, siséltdd A :sta lahtevit yksikkdjanat kaikilla
suunnilla @,% <p< %’T, ja Ty siséltaa A:sta lahtevat
yksikkojanat kaikilla suunnilla ¢, % <p< % Kuvassa
3 siirto on tehty niin, ettd T7:n ja TQ/:n kannat yhtyvit.
Téalloin T:n pinta-ala % on pienentynyt alaksi % . %
Parempi tulos saadaan, jos kannat siirretdén vain osit-
tain paallekkdin kuten kuvassa 4. Télloin T1:n ja Thm
4. 1

muodostama ala on VL
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Kuva 4. a = 37

Vield enemmén alaa saadaan pienennettyd menetté-
méttd yksikkdjanojen suuntia jakamalla T neljdédn
osaan ja siirtdmallé niitd sopivasti osittain paallekkiin,
kuten kuvassa 5.

T To | Ts Ts

Kuva 5.

Kuvassa 6 on T jaettu kahdeksaan osaan ja niitd on
siirretty kolmessa vaiheessa.
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Kuva 6.

Jakamalla T' néin tarpeeksi moneen osaan saadaan mie-
livaltaisen pieni alue, joka siséltdd yksikon pituisen ja-
nan kaikissa suunnissa ¢, I < ¢ < 2%, Kun tété aluet-
ta kierretddn 60° myoté- ja vastapéividdn ja otetaan
néin saatujen kolmen alueen yhdiste, saadaan pinta-
alaltaan mielivaltaisen pieni tasoalue, joka siséltda yk-
sikkojanan kaikissa suunnissa.
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Talla konstruktiolla saadaan myos Besicovitchin jouk-
ko, tason nolla-alainen osajoukko, joka siséltda yksikon
pituisen janan jokaisessa suunnassa. Mutta se ei vield
ratkaise Kakeyan ongelmaa. Edes kuvan 4 tilanteessa

yksikkGjanaa ei voida jatkuvasti kiertdd suunnasta Z

suuntaan %’T Téaméan aikaansaamiseksi taytyy kéiyttéi%
myos toista yksinkertaista geometrista toimitusta. Kat-
sotaan kuvaa 4 ja yritetddn siirtda A:sta lihtevi ykko-
sen pituinen AB:n osajana A':staldhteville A'C"m osa-
janalle peittdmalld mahdollisimman vdhén pinta-alaa
kolmioiden T3 = ABD ja TQ/ = A'C'D" ulkopuolella.
Ensin tdmé jana voidaan T7:n sisdlld kddntdéd janaksi
AD. Samoin A'D" voidaan kiisntii T, sisélld halu-
tuksi A'C"m osajanaksi. Ongelmaksi jéa siis litkuttaa
jana AD janaksi A'D peittdmaélla mahdollisimman va-
hén pinta-alaa. Tama voidaan tehdd seuraavasti, ks.
kuva 7. Siirretddn ensin AD suoraa pitkin kauas ja-
naksi A; D;. Sitten kiifinnetiidn timi A, D :n osajanak-
si Ay D). Siirretiiin A; D) suoraa pitkin janaksi AyD’
ja kaddnnetaan tdma janaksi A'D. Paljonko pinta-alaa
olemme kiyttdneet? Suoria pitkin siirrettiessid emme
yhtddn. Kummassakin kidantadmisessi saman verran eli
sin g cos %, missé 6 on janojen A;D; ja AlD,1 vélinen
kulma. Kun A; valitaan tarpeeksi kaukaa A:sta, kulma,
0 saadaan mielivaltaisen pieneksi ja taten myos kiytet-

ty pinta-ala.
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Kuva 7.

Nakyvat ja ndkymattomat joukot

Tarkastellaan toisenlaista paradoksaalista geometrista
ilmiota: ndkyméton voi muuttua ndkyvéksi. Sanomme,

ettd tarkastelemamme avaruutemme geometrinen ob-
jekti on ndkyvi, jos se auringon paistaessa jattad né-
kyvan varjon, muuten se on niakyméaton. Mutta voiko
tdmaé riippua suunnasta, josta aurinko paistaa? Toisin
sanoen, voiko joukkomme olla aamupaivalla ndkymé-
ton ja iltapaivélla nakya? Kylla se voi, kuten skottima-
temaatikko K.J. Falconer on osoittanut. Tarkemmin sa-
nottuna voidaan konstruoida avaruuskappale, joka jo-
kaisena ajanhetken (jolloin aurinko paistaa) jattaa ha-
lutun varjon. Erityisesti jos haluamme, ettd jokaisena
kellonaikana varjona on tdmén kellonajan numerot (di-
gitit), saamme tulokseksi digitaalisen aurinkokellon eli
hokotyksen K, jonka varjo nédyttdéd kulloisenkin ajan-
hetken numerot.

Aurinko

Q

Kuva 8.

Falconerin tulos on puhtaasti matemaattinen, mutta
se voidaan toteuttaa myos kaytdnnossa. Keksijat Hans
Scharstein, Daniel Scharstein ja Werner Krotz-Vogel
patentoivat tyonsd Saksassa ja Yhdysvalloissa vuonna
1994. Heidén rakentamaansa digitaalista aurinkokelloa
voi ostaa 91 euron hintaan. Tietoja tésta 16ytyy sivulta
http://www.digitalsundial.com.

Teknisesti matemaattinen konstruktio on mutkikas,
mutta perusidea on yksinkertainen. Katsotaan sité ta-
sossa. Otetaan suunnikas S ja sen siséltd kapeita yh-
den sivun suuntaisia osasuunnikkaita kuten kuvassa 9.
Naiiden kapeiden osasuunnikkaiden yhdisteen projektio
(varjo) on pieni suoralla Ly ja sitéd ldhelld olevilla suo-
rilla, mutta muilla suorilla se on sama kuin S:n projek-
tio. Seuraavaksi tehdddn sama operaatio eri suunnassa
kaikkien kapeiden suunnikkaiden siséssé, jolloin projek-
tio on pieni L:4 ja Ls:a ldhelld olevilla suorilla, mutta
sama kuin S:n projektio muilla suorilla. Téllaisia ope-
raatioita toistamalla useassa eri suunnassa padsemme
jo hyvin ldhelle (ainakin tasossa) alussa haikailemaam-
me kappaletta, joka on ndkymaéatén aamupaivalla ja né-
kyy iltapaivall.


http://www.digitalsundial.com
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Kuva 9.

Signaaleja ja saippuakalvoja

Ovatko ylla tarkastellut paradoksaaliset ilmiot vain ku-
riositeetteja vai onko niilld jotain yleisemp&dd merki-
tystd? Yllamainitut fraktaaliset digitaalikellot ovat ai-
nakin toistaiseksi enemmén hauskoja leluja kuin hyo-
dyllisia kapineita. Mutta Kakeyan ongelmaan seké né-
kyvyyteen ja ndkyméttomyyteen liittyvat kysymykset
ovat yhteydesséd erdisiin nykymatematematiikan kes-
keisimpiin kysymyksiin. Niitd ovat viimeisten 30 vuo-
den aikana tutkineet useat huippumatemaatikot, joiden
joukossa on kolme Fieldsin mitalistia C. Fefferman, J.
Bourgain ja T. Tao. Matematiikassahan ei jaeta No-
beleita ja Fieldsin mitali on erds matematiikan arvos-
tetuimmista palkinnoista. Kakeya-tyyppisten ilmididen
perusteellisempi ymmaéartadminen liittyy ns. aaltoyhta-
16n ratkaisujen kdyttaytymisen ymmértamiseen. Aalto-
yht&lo on differentiaaliyhtéld, joka kuvaa aaltojen ete-
nemisté, esimerkiksi déni- tai sihkdmagneettisten aal-

tojen. Téllaisten aaltojen voidaan ajatella koostuvan
aaltopaketeista, joiden osaset keskittyvit kapeisiin put-
kiin (kolmiulotteisiin neuloihin). Kun paketti (signaa-
li) lahtee liikkkeelle, osaset ovat siististi erillddn, mutta
sen edetessé ne voivat menna péaallekkdin mahdollises-
ti muodostaen Kakeya-tyyppisid konfiguraatioita, jot-
ka aiheuttavat signaaliin hairioitd. Kakeya-tyyppisten
joukkojen ominaisuuksien selvittdminen auttaa ym-
martdmadn missd maarin tallaisia singulariteettejé voi
syntya. Nakyvyyteen ja ndkyméttomyyteen liittyvat
kysymykset taas ovat merkittdvid (vaikkakin monen
mutkan kautta) esimerkiksi saippuakalvojen, eli mini-
maalipintojen, teoriassa, enemmén kuitenkin abstrak-
tien korkeaulotteisten sellaisten, kuten kolmiulotteisten
minimaalipintojen suhteellisuusteorian neliulotteisessa
avaruudessa.

Kuva 10.
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