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Algebran peruslause lukiolaisille

Tuomas Hytonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Johdanto

Algebran peruslauseena tunnetaan seuraava tulos:

Lause 1. Olkoon p(z) = ap+a1z+...+a,z" polynomi,
jonka kertoimet ovat kompleksilukuja a; € C, ja jonka
aste on n > 1, siis a, # 0. Tdlloin polynomilla p on
ainakin yksi kompleksinen nollakohta, eli on olemassa
sellainen zy € C, ettd p(z9) = 0.

Nimi luo liiankin mahtipontisen kuvan lauseen asemas-
ta algebrassa alan koko nykyisessé laajuudessa, mutta
joka tapauksessa tdmé on kiistatta keskeinen polyno-
meja koskeva tulos. Algebran peruslauseen todistuk-
sesta annetaan usein! kunnia C. F. Gaussille (1799),
mutta ilmeisesti? sille julkaisi ensimmaisen nykykritee-
rein tdydellisen todistuksen vasta J.-R. Argand vuonna
1806, kun taas Gaussin ja useiden muiden matemaati-
koiden varhaisemmat todistusyritykset vield sisélsivét
aukkoja. Oma tarmoni ei ole riittdnyt naiden véaitteiden
tarkistamiseen alkuperaislahteista.

Nyky-Suomessa algebran peruslause kuuluu yliopisto-
matematiikan perusopintoihin, ja usein se esitetddn
seurauksena yleisemmistd kompleksimuuttujan funk-
tioiden teorian tuloksista. Kuitenkin tdmé keskeinen
lause on mahdollista todistaa selvisti kevyemmall&-
kin koneistolla, jonka pitaisi avautua jo lukiopohjalta,

1 Esim. suomenkielisesss Wikipediassa, ladattu 1.6.2011.

kompleksilukujen perustiedoilla tdydennettyni. Esitan
téssa algebran peruslauseelle téllaisen helpohkon todis-
tuksen, jossa kompleksilukujen alkeiden (peruslaskutoi-
mitukset, itseisarvo ja napakoordinaattiesitys) ja raja-
arvojen kasittelyn lisdksi tarvitaan ainoastaan seuraava
yksittdinen differentiaali- ja integraalilaskennan tulos:

Lause 2. Olkoon D = {z € C: |z| < R} kompleksita-
son suljettu kiekko ja f : D — R jatkuva reaaliarvoinen
funktio. Tallgin funktiolla f on kiekolla D minimikoh-

ta, eli on olemassa sellainen zo € D, etti f(z0) < f(2)
kaikilla z € D.

Lukion differentiaali- ja integraalilaskennassa késitel-
laan ilman todistusta timén lauseen yksiulotteinen vas-
tine, jossa suljetun kiekon paikalla on reaaliakselin sul-
jettu vili [a, b]. Samoin téssé esityksessé lause 2 otetaan
kiyttoon ilman todistusta.

Todistus

Esitettédva todistus jakautuu kahteen padkohtaan:

1. Osoitetaan, ettd polynomin itseisarvo |p(z)| saa-
vuttaa jossakin pisteessd miniminsé koko komplek-
sitasossa, ts. on olemassa sellainen zg € C, ettéd
[p(20)] < |p(2)]| kaikilla z € C.

2Mm. englannin- ja saksankielisen Wikipedian perusteella, ladattu 1.6.2011.
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2. Osoitetaan, etté téllaisessa minimikohdassa polyno-
min arvo on valttaméttd p(zo) = 0.

Kumpikin kohta kiyttda hyvikseen polynomien erityis-
ominaisuuksia yleisempiin funktioihin ndhden: esimer-
kiksi jatkuvalla funktiolla 2 +— (1+]z|)~! ei ole lainkaan
minimid kompleksilukujen joukossa (se tulee mielival-
taisen ldhelle nollaa, mutta ei saavuta tétéa arvoa), kun
taas myos jatkuva funktio z — 1 + |z| kylldkin saavut-
taa miniminsé pisteessd zg = 0, mutta funktion arvo
tassa pisteessd on 1 eikd 0. Jatkossa polynomia p kos-
kevat oletukset ovat aina samat kuin lauseessa 1 ilman
eri mainintaa.

Minimi on olemassa

Lemma 1. Kun |z| — oo, myds |p(z)| — oo.

Todistus. Kirjoitetaan polynomin itseisarvo muotoon
n n—1
|p(2)] z‘ g akzk‘ = |la,z" + E akzk‘
k=0 k=0

n—1
= lan 2] 1430 2t
k=0 n

Kun |z| — 0o, myds |z|" — oo, ja toisaalta zF~" — 0
kaikilla k € {0,1,...,n—1}. Téstd seuraa, ettd viimei-
nen tulontekijé oikealla ldhestyy ykkosté, kun |z| — oco.
Siis

lim |p(z)

|z| =00

= |an] - ‘ lim |z]" -

lim
z|—o0 |z|

— 00

n—la
k _

Qa

k=0 "

Lemma 2. Polynomin itseisarvo |p(z)| saavuttaa mi-
niminsa kompleksitasossa.

Todistus. Koska |p(z)| — oo kun |z| — oo, pitee erityi-
sesti, ettd on olemassa sellainen luku R, ettéd |p(z)| >
[p(0)| aina kun |z| > R (raja-arvon méaaritelma!). Tar-
kastellaan sitten suljettua kiekkoa D = {z € C : |z]| <
R}. Koska z — |p(z)| on jatkuva reaaliarvoinen funktio,
se saavuttaa téssé suljetussa kiekossa miniminsé jossa-
kin pisteessi zg. Nyt siis |p(z0)| < |p(z)], kun |z| < R,
ja erityisesti |p(z0)| < |p(0)|. Toisaalta luvun R valin-
nan perusteella pétee |p(z0)] < [p(0)] < |p(2)|, kun
|z| > R. Edelliset havainnot yhdistdmaélla ndhdéén, et-
ta [p(z0)| < |p(2)] kaikilla z € C. O

Minimi on nolla

Lemma 3. Olkoon zy funktion z — |p(z)| minimikohta
kompleksitasossa. Tdlldin p(z9) = 0.

Todistus. Méaritelladan uusi apupolynomi
q(z) = p(z + 20)-

Télloin 0 on funktion z +— |¢(z)| minimikohta, ja lem-
man viite on yhtapitiva sille, ettid ¢(0) = 0. Kirjoite-
taan nyt ¢(z) auki seuraavasti:

q(z) = bo + Zbkzk,
j=r

missd r € {1,...,n} ja b, # 0. Téssi esityksessd on
otettu huomioon se, ettd osa polynomin alkupéén ker-
toimista, bq,...,b.—1 voi olla nollia, ja ne on jaitetty
kirjoittamatta. Toisaalta havaitaan (harjoitustehtavil),
ettd polynomien p ja ¢ johtokertoimet ovat samat, eli
b, = a, # 0. Siis ainakin yksi kertoimista b1, ...,b, on
nollasta poikkeava, ja merkitdan ensimmaéisen téllaisen
kertoimen jarjestyslukua kirjaimella 7.

Koska ¢(0) = b, on siis lemman viite yhtapitévi sille,
ettd by = 0. Tehd&dan vastaoletus, ettd by # 0, ja 0soi-
tetaan, ettd tdmé johtaa mahdottomuuteen; siis by = 0
on ainoa mahdollisuus. Mahdottomuus syntyy siten, et-
téd etsitddn toinen kompleksitason piste z, jossa |g(2)|
saakin vield pienemmén arvon kuin |g(0)|, miké on ris-
tiriidassa sen kanssa, ettd 0 oli polynomin ¢ minimi-
kohta.

Tarkastellaan ensin katkaistua apupolynomia ¢(z) =
bo+b,2", ja havaitaan, etté téille osataan ratkaista nol-
lakohta. Nimittdin ¢(z) = 0 on yhtépitdvi sille, ettd
2" = —by /b, ja esittaméalla kompleksiluku —bg /b, na-
pakoordinaateissa —bg/b, = te’® nihdiin, ettd 2 =
V/te'®/T on eris ratkaisu. (Yhteensi ratkaisuita on tis-
mélleen r kappaletta. Mitkd ne ovat?)

Tarkastellaan nyt koko polynomia ¢(z) pisteessd z =
$z1, missd s € |0,1] on pieni positiivinen reaaliluku.
Saadaan

lq(s21)]

n
= ‘bo +bys"2] + Z bkssz’
k=r+41

= ‘(1 —s")bg + s"(bo + brz]) + 5" Z bkskfrzf‘
k=r+1

< (1 —=5")|bg| +0+4 5" Z |br|s* ") 21 |F.
k=r+1

Kun s — 0, myds s*~" — 0 kaikilla k € {r +1,...,n},
ja siis viimeinen summa lahestyy nollaa. Erityisesti voi-
daan valita jokin pieni positiivinen s; niin, ettd tdman
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loppusumman arvo kohdassa s = s; on korkeintaan

11bo|. TElSIN siis
T T 1
la(s121)] < (1 = s7)lbo| + 51 - 5|bo
1 T
= (1= 5s1)lbo| < [bo| = lg(0)],
ja tdmé on haettu ristiriita vastaoletukselle, etté
[g(0)] = |bo| > 0, silld |g(0)| oli oletuksen perusteel-

la polynomin ¢ pienin arvo. Siis vastaoletuksen taytyy
olla viari, ja titen ¢(0) = 0, miké oli todistettava. O

Lopuksi

Algebran peruslause nojaa oleellisesti kompleksiluku-
jen ominaisuuksiin. Vastaava viite reaaliluvuille ei pi-
dé paikkaansa: reaalikertoimisella polynomilla ei tar-

vitse olla reaalista nollakohtaa, kuten helppo esimerk-
ki p(z) = 22 + 1 osoittaa. Kompleksilukuihin pi-
dytéddn luonnostaan, kun mééritellidn télle polyno-
mille kuvitteelinen nollakohta ¢ reaalilukujen joukon
ulkopuolelta ja tarkastellaan laajennettua lukukuntaa
C = {a+1b: a,b e R}. Algebran peruslause siis ker-
too sen yllattdvan tuloksen, ettéd tdydentaméalla reaali-
lukuja tdmén yhden polynomin nollakohdilla, saadaan
samalla kaikkien muidenkin polynomien nollakohdat.

Mutta misséd kohtaa todistusta sitten kéytettiin
kompleksilukujen erityisominaisuuksia reaalilukuihin
ndhden? Suurin osa ylld olevasta todistuksesta toimi-
si yhtd hyvin reaalilukujen joukossa. Ratkaiseva koh-
ta oli nollakohdan hakeminen apupolynomille ¢(z) =
bo + b.z". Oleellista oli se, ettd jokaisella kompleksi-
luvulla on 7:s juuri kompleksilukujen joukossa, mutta
reaaliluvuilla tdm& ominaisuus horjuu jo neliGjuuren
kohdalla.
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