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Tuhtia matematiikkaa Mongolian alakoulunopettajien

kilpailussa

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Solmun numerossa 3/2010 kerrottiin alakoulunopet-
tajille ("primary school teachers”) Mongolian vuoden
2010 matematiikkaolympialaisten yhteydessé jarjeste-
tystd matematiikkakilpailusta. Suomen peruskoulun
opettajakunta ei juuri lukene Solmua, koska ratkaisueh-
dotuksia kirjoituksen yhteydessé julkaistuille tehtaville
ei opettajilta ole saapunut, ei kylld muiltakaan. Seu-
raavassa esitettdvit ratkaisut perustuvat siis pa#osin
kilpailun jarjestajaltda Mongolian Kansalliselta Yliopis-
tolta saatuun aineistoon.

Téllaisia olivat tehtavét, ja nédin niité olisi ehka voinut
ratkaista:

1. Matematiikkakilpailussa oli 25 osallistujaa ja kolme
tehtivaa A, B ja C. Jokainen osallistuja ratkaisi ai-
nakin yhden tehtdvin. Niissd osallistujissa, jotka eivdit
ratkaisseet tehtdvid A, oli kaksi kertaa niin paljon sel-
laisia, jotka ratkaisivat B:n kuin sellaisia, jotka ratkasi-
swat C':m. Osallistufia, jotka ratkaisivat vain tehtdvin
A, oli yksi enemmdn kuin muita tehtdvin A ratkais-
seita. Nuistd osallistujista, jotka ratkaisivat vain yhden
tehtdvdn, puolet ei ratkaissut tehtdvid A. Kuinka moni
osallistuja ratkaisi vain tehtdvin B?

Ratkaisu. Tama ratkaisu néyttaé suoraviivaiselta yh-
taloryhmén ratkaisulta. Tuntemattomia on kuitenkin
enemman kuin sellaisia ehtoja, joista voi yhtaloita ra-
kentaa. Ratkaisun avaimeksi muodostuu se, etta kaikki
tuntemattomat, eli eri tehtaviyhdistelmien ratkaissei-

den lukumaérét ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja.

Merkitéadn a:lla vain tehtdvan A ratkaisseiden kilpai-
lijoiden lukumaaraé, b:lla vain B:n ratkaisseiden luku-
méérad ja c:118 vain C:n ratkaisseiden lukuméaéras. Mu-
kavuuden vuoksi merkitadn vield a ® b:114 vain A:n ja
B:n ratkaisseiden lukumaééraé jne. Koska jokainen osal-
listuja ratkaisi ainakin yhden tehtévan,

a+b+c+a®b+a®c+bOc+a®boc=25 (1)

Toinen ehto merkitsee yht&lod b+ b® ¢ = 2(c+b® ¢)
eli
b=2c+b0oec. (2)

Kolmas ehto merkitsee, etté
a=14+a0b+a®c+ad®boe. (3)
Viimeinen ehto merkitsee, etta
a=b+ec 4)

Kun yhtélot (1) ja (3) lasketaan puolittain yhteen, saa-
daan
2a+b+c+bOc=26. (5)

Kun (5) ja (2) lasketaan yhteen ja otetaan huomioon
(4), saadaan
¢ = 26 — 4b. (6)

Koska ¢ > 0, on oltava b < 6. Kun tdmai ¢ yhtilosta (6)
sijoitetaan yhtéiloon (2), saadaan

boc=9b—52. (7)
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Koska b ® ¢ > 0, on oltava b > 6. Ainoa mahdollisuus
on siis b = 6. On viela tarkistettava, ettd b = 6 on mah-
dollinen. Jos b =6, c=2,b®c¢ =2 jaa = 8. Ehdot (1)
ja (3) tayttyvit, jos a®b+a®c+a®b®c =9. Koska
yhtélossa olevia suureita eivit sido muut ehdot, ne voi
valita vapaasti, esimerkiksia©b =a®Gc=a®bOc = 3.
Ratkaisu b = 6 on siis paitsi valttdmaton, myos mah-
dollinen.

2. Olkoon m € N, m? < a,b < m? +m ja a # b. Mdd-
rittakdd kaikki ne luonnolliset luvut ¢, joille ¢ on luvun
ab tekiji ja m? < ¢ <m? +m.

Ratkaisu. [lmeisié ratkaisuja ovat luvut a ja b. Osoit-
tautuu, ettd muita ratkaisuja ei olekaan. Olkoon nimit-
tdin ¢ luvun ab tekiji ja m? < ¢ < m(m + 1). Koska
(a—c)(b—c)=ab—c(a+b— c), niin ¢ on myds luvun
(@ —c)(b—c) tekiji. Nyt a —c < m? +m —m? =m
jac—a < m?+m-—m? = m. Siis |a — ] < m.
Samoin |b — ¢|] < m. Mutta tdmd merkitsee, ettd
|(a—c)(b—c)| < m? < c. Luku on tekijin itsediin pie-
nemmassé positiivisessa kokonaisluvussa vain, jos vii-
meksi mainittu luku on nolla. Siis ¢ = a tai ¢ = b.

3. Olkoot A ja C nelion XOBD sisapisteitd niin, et-
ti LZAXC = LABC = 45°. Merkitidin kolmion PQR
alaa symbolilla Spgr. Osoittakaa, ettd

Saxo +Sasc + Scxp = Sacx + Saos + Scep.-

Ratkaisu. Viehéattéva ratkaisu perustuu siihen, etté
kumpikin kuvio on paloiteltavissa kolmioiksi, joista jo-
kaiselle 10ytyy yhteneva pari toisen kuvion paloittelus-
ta. Paloittelua on varsin vaikea hahmottaa alkuperéi-
sestd kuviosta, mutta jos kaksi kolmiota siirretdén so-
pivasti uuteen paikkaan nelion ulkopuolelle, asia hel-
pottuu olennaisesti. Tehtavéssa oleva kulmatieto ker-
too, ettd parissa kuvion kolmiossa tulee olemaan yhta
suuria kulmia sen vuoksi, etta tietyt janat ovat suoran
kulman puolittajilla.

Aletaan siis ratkaisu siirtdmaélla kolmiot OAX ja OBA
nelion ulkopuolelle kiertdmalla OAX:44 vastapdivain

90° X:n ympéri kolmioksi X DN ja OBA:ta 90° myo-
tapédivaan B:n ympéri kolmioksi DBM (kiertosuunnat
olettaen, ettd XOBD on nimetty positiiviseen kierto-
suuntaan). On todistettava, ettd nelikulmion XCDN
ja kolmion ABC ala on yhteensé sama kuin nelikulmion
CBMD ja kolmion ACX. Téma ndhd&in seuraavasti.
Koska ZAXC = 45° ja ZAXN = 90°, niin LZAXC =
ZCXN. Lisdksi AX = NX. Téten kolmioilla ACX
ja CNX on sama ala. Koska OA kiertyy sekid janak-
si DN etta janaksi DM, ja kierrot olivat 90° kiertoja,
niin DN||DM, ja N, D ja M ovat samalla suoralla.
Liséksi DN = DM. Siis kolmioilla DCM ja DNC' on
sama ala. Viela ZABC = 45° ja ZABM = 90°, seké
AB = BM. Kolmioilla ABC' ja BMC on siis sama ala.
Kumpikin tarkasteltavista nelikulmion ja kolmion yh-
disteestd on néin jaettu kolmeksi kolmioksi, jotka ovat
pareittain sama-alaisia. V&itos on todistettu.

4. Madrittikda kaikki positiiviset kokonaisluvut N, joil-
le on olemassa positiivinen kokonaisluku M seuraavin
ominaisuuksin:

a) M :n ensimmdiset numerot muodostavat luvun N.

b) Jos S on se luku, joka saadaan, kun M :n ne ensim-
mdiset numerot, jotka muodostavat luvun N, siirre-
tadn M :n viimeisiksi numeroiksi, niin S - N = M.

(Esimerkiksi  kun N = 46, lku M =
460100021743857360295716 toteuttaa ehdon.)

Ratkaisu. Tehtédva on erittdin mielenkiintoinen ja tun-
tuu kovin haastavalta. Taitaa olla matematiikan osaa-
minen korkealla tasolla Mongolian opettajien keskuu-
dessa, kun tallaisia selvittavat! Se, ettd luku 46 ei ole
kovin erikoinen, onkin ehké ratkaisuun viittaava vihje.
Osoittautuu nimittiin, ettd jokaista positiivista koko-
naislukua N kohden tehtévassd méaaritelty M 16ytyy, ei
kuitenkaan kovin helposti.

Olkoon siis N mielivaltainen positiivinen kokonais-
luku ja olkoon c sellainen, ettd N < 10°. N on
siis enintddn c-numeroinen luku. Méiritelldén jono ei-
negatiivisten kokonaislukujen pareja (a,,b,) asetta-
malla ensiksi (ag,bp) = (IV,0). Madritellidn jonon
muut termit induktiivisesti: jos (an,b,) on maéritel-
ty, asetetaan luvuksi a,4+; luvun a, N + b, jakojaan-
nos 10¢114 jaettaessa eli luvun anN + b,, viimeisten
cn numeron muodostama luku ja luvuksi b,41 lu-
ku (a,N + b, — an+1)107¢ eli se luku, joka jii, kun
(anN + by,):std poistetaan ¢ viimeistd numeroa. On
selvad, ettd an+1 ja b,4+1 ovat kokonaislukuja ja ettd
ant+1 < 10°. Osoitetaan induktiolla, ettd jokainen b,
on < N. Selvésti by < N, ja jos b, < N, niin

bp+1 < ((an +1)N —ap41)107° < (ap, +1)N107¢ < N.

Koska siis seké a,, < 10° ettd b" < N, niin mahdol-
lisia pareja (an,b,) on enintddn 10°N kappaletta. Jo-
kin pari siis toistuu, ja téstd parista alkaen jono on



Solmu 2/2011

jaksollinen. Mutta jos (an+1,bn+1) tiedetdén, niin on
oltava b, = 10°b,+1 + an+1 mod N. Koska b, < N,
b, maardytyy yksikasitteisesti a,41:5ta ja bpy1:sta. ap
puolestaan on se luku, joka kerrottuna N:ll& ja lisat-
tyné b,:lla tuottaa luvun 100,41 + an41, joten a, =
+(10°p41 + any1 — by). Pari (anq1,byq) méadrittad
siis yksikésitteisesti parin (a,, by,). Jaksoa voidaan siis
seurata myos taaksepéin, ja myos pari (ag, bo) esiintyy
siind. Jollain ¢ on siis (ag, bo) = (at, by).

Muodostetaan nyt luku M, jossa kirjoitetaan perdkkiin
vasemmalta a;, a;—_1, ..., a2 ja a1. Koska luvut a; ovat
c-numeroisia,

M = a; 104D £ g, 11042 oo 4 4510° + ay.
Silloin
S =a;_1104"D¢ 4 g, 5102 4.+ 110 + ay.

Koska a; = ag = N, luku S - N syntyy niin, ettd S
kerrotaan termeittdin N:lla. N - ag on luku b;10¢ + aq.
S - N:n viimeiset ¢ numeroa ovat M:n ¢ viimeistd nu-
meroa. Seuraavaksi (Naj + b1)10¢ = 10(10%2 + as2),
joten S'- N:n ¢ seuraavaa numeroa oikealta ovat samat
kuin M:n vastaavat numerot. N&in ndhdéén, ettd M
toteuttaa tehtévian ehdon.

Tehtévéssa esimerkking oleva N = 46, johon liittyy 24-
numeroinen M, vaikuttaa aika kesylta. Luvun M muo-
dostavaa algoritmia on helppo tarkastella esimerkiksi
taulukkolaskentaohjelmalla. Kun esimerkiksi N = 13,
niin vasta (a216,b216) = (CLQ,O), ja kun N = 14, vasta
(a699, beog) = (ap,0). Luvussa M on télloin 1398 nume-
roa. Ei ole mahdotonta, ettd muitakin ratkaisuja teh-
taville olisi, ainakin joillakin N:n arvoilla. Mahtaako
16ytya?

5. Todistakaa, ettd jokainen parillinen kokonaisluku,
joka ei ole suurempi kuin 2n(4n+1), voidaan kirjoittaa
muotoon

414243+ +4dn,

missd kunkin +-merkin kohdalle kirjoitetaan joko + tas

Ratkaisu. Summaan voi + ja —-merkit sijoittaa 2%"
tavalla, ja ndistd puolet on positiivisia. Parillisia po-
sitiivisia kokonaislukuja, jotka ovat < 2n(4n + 1), on
vain n(4n + 1) kappaletta. Valinnanvaraa tuntuisi ai-
nakin olevan, mutta mitdén yksikésitteista vastaavuut-
ta merkkikombinaatioiden ja lukujen vélille ei nayttéai-
si 16ytyvéan. Toisaalta tehtdvan muoto houkuttaa etsi-
méadn induktioratkaisua. Sellainen 10ytyykin.

Kunn=1,2ndn+1) =10. Nyt 1 —2-3+4 =0,
—142-34+4=2,14+2—-34+4=4,1-2+3+4=6,
—1+243+44 = 8 ja 1+2+43+4 = 10. Induktio ldhtee siis
kdyntiin. Otetaan sitten induktioaskel. Oletetaan, ettd
kaikille positiivisille parillisille kokonaisluvuille, jotka
ovat < 2n(4n+1), l6ytyy muotoa £1+24---£4n oleva

esitys. Koska (4n+1)—(4n+2)—(4n+3)+(4n+4) = 0,
kaikille téllaisille luvuille on myds esitys £1+2+-- -+
An+4. Nyt 14+2+3+---+(4n+4) = (2n+2)(4n+5).
Silloin

I+t (k=1)—k+(k+1)+---+(4n+4)
= (2n+2)(4n+5) — 2k.

Kun k kily luvut l:std (4n + 4):48n, saadaan halu-
tunmuotoinen esitys kaikille parillisille kokonaisluvuil-
le, jotka ovat enintddn (2n+2)(4n+5) —2 ja vihintain
(2n+2)(4n+5)—8n+8 = (2n+2)(4n+1). Katsotaan
sitten lukuja

142+ +(m—1)—m+(m+1)+-- -+ (4n+3)—(4n+4).

Kun [ saa kaikki arvot 1:std 4n:48n, saadaan halu-
tun kaltainen esitys kaikille parillisille kokonaisluvuille
(2n(4n+1)+2):sta ((2n+2)(4n+ 1) — 2):een. Néin on
saatu haluttu esitys kaikille parillisille kokonaisluvuille,
jotka ovat enintéén 2(n+1)(4(n+1)+1). Induktioaskel
on otettu, joten todistus on valmis.

6. Merkintd (a,b) tarkoittaa lukujen a ja b suurinta
yhteistd tekijid. Olkoon m ja n sellaisia luonnollisia
lukuga, ettd (2m + 1,2n+ 1) = 1. Mddrittikdada

(22m+1 + 2m+1 + 17 22n+1 + 2n+1 + 1) .

Ratkaisu. Opiskellaan aluksi hiukan lukuteoriaa. Tar-
kastellaan ensin kahta lukua 2" — 1 ja 2™ — 1. Jos
d = (m,n), niin n = pd ja m = ¢d joillain sellaisilla
positiivisilla kokonaisluvuilla p ja g, joilla ei ole yhtei-
sid tekijoitda. Luvut (29)? — 1 ja (249)9 — 1 ovat jaollisia
luvulla 2¢ — 1. Lukujen 2" — 1 ja 2™ — 1 suurin yhteinen
tekija on siis jaollinen talla luvulla. Mutta itse asiassa
onkin (2™ —1,2" — 1) = 2¢ — 1. Miksi n&in?

Oletetaan, ettd n > m. Koska p:lla ja ¢:lla ei ole
yhteisid tekijoitd, on olemassa kokonaisluku s, jolle
s¢ < p < (s+ 1)g. Silloin p — sq < gq. Merkitaan
lyhyyden vuoksi 2¢ = a. Nyt 2" — 1 = a? — 1 =
aP — qP=9 4 P~ 4 gP=20 _ ... _ gP—Sq 4 gP—5q _ | —
(aP~9 +aP729 4 ... 4+ 1)(a? — 1) + a?~%9 — 1. Lukujen
aP —1 ja a?—1 yhteiset tekijit ovat siis luvun a?~%7 —1
tekijoitda. Merkitddn r; = p — sq. Jos r1 > 1, luvuilla
71 ja q ei ole yhteisid tekijoita. Nain ollen jollain s; on
s1r1 < ¢ < (s1 + 1)q. Toistamalla edellinen péaittely
saadaan a? —1 = nq(a™ — 1)+ a971" — 1, joten jokai-
nen (a? — 1):n ja (a? — 1):n yhteinen tekija on tekijani
myo0s luvussa a2~ %1"t — 1. Alkaa néiyttad samanlaiselta
kuin Eukleideen algoritmi sovellettuna lukuihin p ja ¢!
Prosessia voidaan jatkaa, kunnes tullaan jakojaannok-
seen a — 1. Eukleideen algoritmin paéttelyn mukaan
jokainen lukujen 2" —1 =a? —1ja2™ -1 =qa% -1
yhteinen tekiji on luvun a — 1 = 2% — 1 tekiji, ja tulos

(2m —1,2" —1)=20mm 1

on tehty uskottavaksi. Itse asiassa luvun 2 ominai-
suuksia ei ole kiytetty hyvéksi, joten on paatelty, etta
(™ —1,k™ — 1) = k) — 1,
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Palataan tehtavaan. Merkitdan
c= (22m+1 4 2m+1 4 1 2277,+1 4 277,+1 4 1) .

Muodostetaan tuloja, joiden tekija ¢ on kiayttamalld
kahdesti aina hyodyllistd kaavaa (z+y)(z—y) = 22 —y>.
On nimittdin (22971 4 2071 4 1)(220+1 — 201 4 1) =
(22a+1 + 1)2 _ 22a+2 — 24a+2 4 22a+2 4 1— 22a+2 —
24a+2 4 1 ja (2402 4 1)(249%2 — 1) = 28+ _ 1. Kun
a:lle annetaan vuoron perddn arvot m ja n, ndhdain
ettd ¢ on tekijini sekd luvussa 23™T4 — 1 ettéd luvussa
287+4 _ 1. Se on siis tekijind ndiden lukujen suurim-
massa yhteisessd tekijassd. Mutta tdmén suurimman
yvhteisen tekijidn saamme selville, kun etsimme lukujen
8m + 4 ja 8n + 4 suurimman yhteisen tekijan. Koska
oletettiin, ettd (2m + 1,2n+ 1) = 1, lukujen 8m + 4 ja

Diplomitehtivien oheislukemistoa

8n + 4 suurin yhteinen tekija on 4. Aiemmin esitetyn
perusteella (28m+4 -1 28n+4 1) =24 1 = 15. Luku ¢
on siis luvun 15 tekiji. Mutta luvun 220+t 420+ 41 =
2-4% + 1+ 297 = 234+ 1) + 1 + 2% jakojééin-
n6s kolmella jaettaessa on sama kuin luvun 2°+!; luku
ei siis ole 3:lla jaollinen. Mahdollisuuksiksi jaavéat siis
vain ¢ = 1 ja ¢ = 5. Jos a sattuu olemaan 4:114 jaolli-
nen, a = 4t, niin 2201 42011 11 =2.28¢ 1. 2.24 1 ] =
2-256" +16" +1=2(255+1)" +2- (15+1)" + 1. Tél-
lainen luku on selvisti jaollinen viidella. Jos siis seka
m ettd n ovat neljilla jaollisia, niin ¢ = 5. Kaymalla
lapi tapaukset a = 4t 4+ 1, a =4t +2 jaa = 4t + 3
havaitsee, etti tilloin 22971 + 2971 4 1 ei ole jaollinen
viidelld. Jos siis ainakin toinen luvuista m ja n ei ole
neljalla jaollinen, ¢ = 1.

Osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka var-

maan kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoita:

Desimaaliluvut, mité ne oikeastaan ovat?
Murtolukujen laskutoimituksia
Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Adrettomisti joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia

Gaussin jalanjaljissa
K. Viisila: Algebra
Geometrisen todistamisen harjoitus

K. Viisala: Geometria
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