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Korutonta kertomaa

Syksyn 2010 ylioppilaskirjoitusten tulokset olivat jil-
leen korutonta kertomaa. Pitkén matematiikan kokeen
ldpiisyraja oli seitsemiin (7) pistettd 66 mahdollisesta.
Seitsemén on noin 11 % 66:sta. Ylioppilaskirjoitusten
vakiintunut tapa on asettaa hyvéiksymisraja niin, etta
noin 95 % kokelaista hyviiksytdin. Nyt tuon perin ma-
talan rajan ylitti alle 90 % yrittéjistd. Koetta en ole
huomannut mainitun vaikeaksi.

Olen joskus sanonut, ettd panos-tuotosmielesséi tarkas-
teltuna matematiikan opetus on valtakunnan onnetto-
mimpia toimialoja. Nuori ihminen osallistuu opetuk-
seen melkein péivittdin 12 vuoden ajan, mutta kovin
monen kohdalla ji& saavuttamatta edes se yhden yk-
sinkertaisen koetehtévén ratkaisemisen taito.

Abiturientti ei suinkaan joudu ylioppilaskirjoitukseen
kylmiltdén ja yllatettynd. Oletettavasti hén on suo-
rittanut hyviksytysti sdddetyn méarian lukion pakol-
lisia kursseja. Niiden olisi kaiken jérjen mukaan pité-
nyt tuottaa ainakin sellainen minimiosaaminen, jolla
ldhes maan tasolle asetetun riman yli olisi kevyesti as-
tuttu. Tama antaa aiheen kysyé opettajien ja koulujen
moraalin perdéin. Miten niin monen oppilaan on mah-
dollista selvitd kurssikokeesta toisensa jilkeen ilman
osaamista? Luokallehan ei luokattomassa lukiossa jéa,
mutta etenemisesteiden kaltaisin mekanismein on py-
ritty ehkiisemédn oppilaan osaamattomuuden kasau-
tuminen hallitsemattomaksi tilanteeksi. Painostavatko
vanhemmat ja rehtorit matematiikan opettajia lipeé-
médn kaikista osaamiskriteereistd? Vai — kauheata sa-
noa — onko opettajien ja opetushallinnon ammattitaito
jotain muuta kuin mitd PISA-Suomen virallinen litur-

gia ja opettajien jéarjestot hehkuttavat?

Osallistuin marraskuussa lukion matematiikkakilpai-
lun avoimen sarjan alkukilpailusuoritusten arviointiin.
Pyrkimykset saada laajemmat joukot tietoisiksi mate-
matiikkakilpailusta ndyttavit tuottaneen tulosta, silla
kilpailusuorituksia oli arvioitaviksi ldhetetty puolentu-
hatta. Vastausten lukeminen ei kuitenkaan ollut pelkés-
tddn iloinen tapahtuma. Tehtévit eivit olleet vaikeita
ja kilpailusarjaan osallistujat olivat keskimé&arin abitu-
rientteja, joiden matematiikan osaamisen voi olettaa
olevan paremmasta p#dstd. Silti pistejakauman arit-
meettinen keskiarvo oli 4,8, kun maksimipisteet (joi-
ta toki jaettiin niitékin, hienoista suorituksista) olivat
24. Jakauman moodi eli useimmin esiintynyt pisteméaé-
réd oli 0. Sithen summaan péétyi 16 % osallistujista. Ja
vastauksissa aika tavallinen péédttelyaskel oli seuraava:
al+bt+el=1=a+b+c=1!

Pitkéin matematiikan osaamisvajeessa on aineksia kan-
salliseen katastrofiin. On aivan selvdd ja hyviksytté-
vid, ettd varsinaista matematiikkaa, siis muuta kuin
laskentoa, eivit kaikki tarvitse eivitka kaikki opi. Mut-
ta kun kuitenkin aika moni tarvitsee ja voisi oppia,
ja heilld ei oikein muutakaan tietd matematiikkaan ole
kuin tdmé lukion oppim#ara!

Mité olisi tehtdva? Ehdotan seuraavaa. Ylioppilastut-
kinnon matematiikan kokeessa luovutaan suhteellisesta,
arvostelusta ja siirrytddn selviin, mutta toki kohtuul-
lisiin kriteereihin; vain ne tayttdva hyvaksytadn. Yk-
sinkertaisin selvi kriteeri olisi se vanha ainakin kolmen
tehtédvin osaamisen vaatimus. Kun tilanne on luisunut

Paikirjoitus



Solmu 1/2011

nykyiselleen, on annettava siirtyméaikaa. Voitaisiin
ldhted siitd, ettd lukio-opiskelunsa ensi elokuussa alka-
vat tietdvit jarjestelmén olevan voimassa kolmen vuo-
den kuluttua.

Minulle vastataan, ettd nédin ei voi tehdd, koska seu-
rauksena olisi oppilaskato pitkdssd matematiikassa.
Asetetut méarilliset tavoitteet jdisivat saavuttamat-
ta ja opettajien tyollisyyskin voisi vaarantua. Oppilas-
maéadrit voisivat todellakin pienentyé. Mutta eiko laatu
korvaisi méadriaa? Mitéd ihmettéd oikeastaan teemme silld
lumeopilla, jota nyt ndytiain jaettavan kovin monelle?

% 3k ok

Kolme Jyvaskyldn yliopistossa matematiikan opetta-
jaksi opiskelevaa, Sami Hirvonen, Saku Koskinen ja
Matti Koivuluoma, kirjoittivat Helsingin Sanomissa
18.10.2010 opinnoistaan. Heiddn pédsanomansa oli, et-
td matematiikan opettajan opintojen ei tulisi koostua
niin pédpainoisesti samoista aineksista kuin varsinai-
siksi matemaatikoiksi opiskelevien kuin mitd he koke-
vat tapahtuvan. Sen sijaan matematiikan opettajiksi
koulutettavien pedagogisten tietojen ja taitojen kas-
vattamiseen opintojen kuluessa ei panosteta riittavéisti.

Matti Lehtinen

Kirjoittajat haluaisivat tutustua koulumatematiikan ja
koulun ilmi6ihin koko opiskeluaikansa ajan. Hyvia ta-
voitteita kaikki.

Jyviskylédladisopiskelijat eivdt varmaankaan ajattele,
niin kuin monet matematiikkaa koulussa opiskelevat
luonnostaan tekevét, ettd matematiikka olisi sama asia
kuin se kokonaisuus, joka muodostuu koulukursseis-
ta. Mutta pitkd kokemukseni matematiikan opettajista
on, ettd aika moni opettaja tuntuu nédin ajattelevan.
Tunneista selvidd melkein kuka vain, ovathan oppikir-
jan tehtévien vastaukset kustantajan verkkosivuilta ko-
pioitavissa. Totuus on kuitenkin toinen. Matematiikan
opettajan — ja vain hdnen — keskeistd ammattitaitoa on
ymmartad ja vilittdd tietoa siitd, ettd matematiikkaa
riittda joka suuntaan koulukurssien rajaaman piirin ul-
kopuolella, ettd myos tdméan tiedon vélittdminen. Han
kykenee siithen vain, jos hin pystyy ndkemé&#in koulu-
matematiikan laajemmasta perspektiivista. Sitd nako-
kulmaa tuskin 16ytdé opiskelematta ja oppimatta ma-
tematiikkaa, erityisesti sitd matematiikkaan kuuluvaa
tarkkaa, tdsmaéllistd ja omaa ajattelua. Oikean mate-
matiikanopettajan ty6 ja eldmé ei ole oppikirjan vas-
tausliitteen ja taulukkokirjan varassa. Ja mitd muita
taitoja matematiikan opettajalta voikaan odottaa, niil-
14 ei voi korvata itse matematiikan osaamista.

Paiskirjoitus
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Taydellisyytti etsiméssia

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Kungliga Tekniska Hogskolan, Tukholma

Johdanto

Jatketaanpa Solmussa 2/2010 aloitettuja tekijéfunk-
tioon liittyvid harjoituksia. T&lla kertaa keskitytddn
hieman toisenlaiseen tekijifunktioon kuin aikaisemmin,
nimittédin luvun n kaikkien positiivisten tekijoiden sum-

maan
n) = Z d.

d|n
Téist'a eteenp'&in téim'an tekstin aikana oletetaan sanan

n alkutekijéhajotelma on n = pi™* -- - p*, niin
o‘(n) = (1+P1+"'+p°‘1)"'(1+l?k+"'+pg’“)
_ p?1+1 . 1 . pgk-l‘l 1
p1—1 Pe—1

Téamén todistaminen jétetdédn harjoitustehtéviksi. Ta-
vallisen tekijafunktion d(n) = 3_,,, 1 yléraja on varsin
pieni: d(n) < n° milld tahansa positiivisella &, mutta
samaa ei funktiosta o voi sanoa, silla

n)=n-+ Z d.
d|n, d<n

Voimmekin nyt keskitty4 aivan toiseen ongelmaan: Mil-
loin luvun n sitd itsedédn pienempien positiivisten teki-
joiden summa on sama kuin luku itse, eli milloin pé-

tee o(n) = 2n? Téllaisia lukuja kutsutaan tdydellisiksi

Iuvuiksi. Esimerkiksi luku 28 on tédydellinen luku: Sen
positiiviset tekijat ovat 1, 2, 4, 7, 14 ja 28, ja

1+2+4+74+14+28=56=2-28.

Selvisti siis tdydellisid lukuja on olemassa (ainakin yk-
si kappale). Seuraavat kysymykset ovatkin: Onko n#i-
td enemmé&n? Onko néitd periti paljon? Pilataan heti
jannitys kertomalla loppuratkaisu:

1. Parillisia tédydellisid lukuja on olemassa, ja niiden
muoto tunnetaan téysin. Sen sijaan ei tiedeté, onko
niitd dérettoméan vai dérellisen paljon.

2. Parittomia tédydellisia lukuja ei oleteta olevan ole-
massa. Valitettavasti tidtd ei ole vield todistettu
(useista yrityksistd huolimatta ja vaikka jotkut it-
se uskovatkin tdmén todistaneensa).

Parilliset taydelliset luvut

Kuten edelld todettiin, parillisten tédydellisten lukujen
tilanne on varsin selked. Selvennetédén ensin parillisten
taydellisten lukujen muoto ja jutustellaan sen jélkeen
enemmén niiden etsimisesté.

Lause 1. Jos 2P — 1 on alkuluku, niin 2P~*(2P
parillinen taydellinen luku.

—1) on

Todistus. Tamén viitteen todistus on hyvin helppo las-
ku. Alkuluvun ainoat tekijat ovat luku 1 ja luku itse.
Siispa

o (2P (2P -

D)=0c(2" "o (2" —1)= (2" —1)- 27,

miké todistaa vaitteen. O
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Toinen suunta on aavistuksen hankalampi kuin edelli-
nen, mutta kuitenkin viel& varsin helppo:

Lause 2. Kaikki parilliset taydelliset luvut ovat muo-
toa 2P~1(2P — 1), jossa 2P — 1 on alkuluku.

Todistus. Olkoon 2"d parillinen tiydellinen luku, ja ol-
koon d pariton. Nyt

o(2"d) = o(2M)o(d) = (2" = 1)o(d).
Jotta kyseinen luku voi olla tédydellinen, on padettava
2" = (2" — 1) (d).

Siispd 2! — 1| d. Kirjoitetaan d = (2"*1 — 1) k. Nyt
o(d) > 21k, missd yhtdsuuruus vallitsee, jos ja vain
jos k=1 ja 2"*t' — 1 on alkuluku, eli

2h+1 (2h+1 o 1) k= 2h+1d _ (2h+1 o 1)U(d)
2 (2h+1 o 1)2h+1k,

misséd yhtasuuruus vallitsee vain edelld mainituilla eh-
doilla. Koska puolet kuitenkin ovat yhtéisuuret (helppo
sievennys), niin yhtdsuuruuden on vallittava. Tdmé& to-
distaa viitteen. O

Nyt siis tieddmme millaisia parilliset tdydelliset luvut
ovat. Esimerkiksi aiemmin esimerkkinéd kéytetty luku
28 on tdtd muotoa:

28=4-7=2%1.(2°-1).

Koska jokainen parillinen taydellinen luku vaatii ihan
ikioman alkuluvun muotoa 2P —1, seuraava luonnollinen
kysymys on, miten paljon téllaisia alkulukuja, eli niin
kutsuttuja Mersennen alkulukuja, on olemassa. Ensim-
maéiseksi todettakoon, etté jotta tdllainen luku voi olla
alkuluku, on luvun p oltava alkuluku (helppo harjoitus-
tehtdvé). Aikoinaan jopa uskottiin tdmén olevan riitté-
vé kriteeri, mutta valitettavasti M1, eli luvun p arvolla
11 saatava Mersennen luku ei ole alkuluku:

M11 = 2047 = 23 x 89.

Lopulta Mersennen alkuluvut ovat varsin harvassa, eli
laheskddn kaikilla alkuluvuilla p ei luku M, ole alku-
luku. Toisaalta ei kuitenkaan tiedeté, onko téllaisia al-
kulukuja ddrettomén paljon vai ei. Yleinen otaksuma
tuntuu olevan, ettéd niitd on ddrettomaésti, mutta varsin
harvassa.

Parittomat tiaydelliset luvut

Parittomille taydellisille luvuille voi todistaa kaikenlai-
sia lystikkéditd ominaisuuksia varsin alkeellisesti. Ky-
seenalaista tietenkin on, onko néilld ominaisuuksilla
mitédn todellista merkitystd, mutta kertovat ne aina-
kin siité, ettéd jos pariton tdydellinen luku on olemassa,
niin sen on oltava varsin jannittdvan muotoinen. Aloi-
tetaan hyvin yksinkertaisella vaitteella:

Lause 3. Nelio ei voi olla pariton tdydellinen luku.

Todistus. Todistuskin on hyvin yksinkertainen. Jotta n
voisi olla téaydellinen luku, olisi kaikkien sen tekijoiden
summan oltava parillinen (jotta o(n) = 2n). Kuiten-
kin tekijoiden summa voidaan laskea esimerkiksi seu-
raavasti:

o(n) =+vn+ Z (d+g) =vn=1 (mod 2).
d</n

Viite onkin nyt selvé. |

Osoitetaan nyt, etté jossain mielessé luku ei kuitenkaan
voi kovin paljon poiketa neliosté:

Lause 4. Jos pariton tdydellinen luku on olemassa,
niin se on muotoa qd?, missi q on alkuluku (joka jakaa
tai ei jaa lukua d).

Todistus. Olkoon luvun n alkutekijihajotelma
Nyt
on)=Q0Q+pi+-+p")-(L+pe+-+p")
Huomaamme, ettd jos «; on pariton, niin
(14 p; +---+p") on parillinen. Kuitenkin 2n on vain
kerran jaollinen luvulla 2 (eli se ei ole millidéin suurem-
malla kakkosen potenssilla jaollinen), jolloin myés o (n)
saa olla vain kerran jaollinen luvulla 2. Téten vain yksi
tekijoistd (14 p; +--- + p*) voi olla parillinen. Viite
on todistettu. O

Tarkennetaanpa nyt edellistéd tulosta:

Lause 5. Josn = qd? on pariton tdydellinen luku, niin

g=1 (mod4).

Todistus. Olkoon luvun n alkutekijihajotelma

qﬁp%al . .piak_
Nyt

a(n) =0 (¢°) o (p7* - pp™) -
Muistetaan nyt, ettd ¢ = 1 (mod 4). Jos olisi ¢ = 3
(mod 4), niin olisi o (qﬁ) =1+4+q+---¢° =0 (mod 4),
miké ei ole mahdollista. Tamé todistaa viitteen. |

Todistetaan ihan lopuksi vield pieni tulos alkutekijoi-
den lukuméaraéan liittyen, eli ettd niitd on oltava pal-
jon:

Lause 6. Parittomalla taydelliselld luvulla on oltava
vaéhintddn pienimmdn alkutekijin verran erisuuria al-
kutekijoita.
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Todistus. Olkoon luvun n  alkutekijihajotelma

Pyt - pek. Jos pitee

1
2po¢1“.pak:p?l-’_l*l.“pgk-i_ -1
! F p—1 pr— 1

niin arvioimalla ylospéin oikeaa puolta saadaan

2 eppt < P B

eli
b1 Pk
pi—1  pp—1

Huomatkaamme nyt, ettd funktio

2<

ap+1 ap+1
k

p—1 pp—1

on laskeva, kun x > 1 (epéileviiiset lukijat voivat de-
rivoida ja pédtyd samaan johtopditokseen). Voimme
myos paattaa, etta

p1 <p2<---<Dpkg.
Siispa
P1 Pk

pr—1 pr—1
P pit+l pi+k-1 pitk-1

pi—1 p1 pit+k—2  p—1

2<

<

Loppu onkin varsin helppo lasku:
2p1 —1) <prtk-1,

joten p; — 1 < k, miké todistaakin véitteen. |

Tulosta koulusi ilmoitustaululle Solmun etusivulta http://solmu.math.helsinki.fi

— Solmun juliste

— Monikielisen matematiikkaverkkosanakirjan juliste
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Vaikeita, jopa mahdottomia

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Kielen aineksiin kuuluvat paitsi yksiselitteisesti tarkoi-
tettaan vastaavat sanat, myos kielikuvat ja vertauk-
set. Kuvia ei kovin usein 16ydetd matematiikan késit-
teistosta. Joskus kuitenkin nikee kirjoitettavan yhtei-
sestd nimittdjasté, toisinaan reunaehdosta. Yksi mate-
matiikkaldhtéinen sana tuntuu nykyéian pédsseen var-
sinaiseksi suosikiksi. Se on yhtéls, joka monen kirjoit-
tajan tekstissd edustaa milloin minkékinlaista yhdis-
telmééi. Taannoinen suomen kielen normien perusteos,
puolen vuosisadan takainen Nykysuomen Sanakirja, pi-
tdd sanaa yksiselitteisen matemaattisena: "yhtalo s.
mat. kahden yhté suureksi merkityn lausekkeen koko-
naisuus, ekvaatio; vrt. kaava 4.a. | Identtinen, ehdolli-
nen y. Ensimmaéisen, toisen asteen y. Y:n vasen ja oikea
puoli. Y:n juuri. Ratkaista y.”

Vuoden 2010 tiedotusvélineisséd yhtélo on kuitenkin ai-
van muuta. Katsotaanpa jokunen esimerkki.

Aamulehden péékirjoituksen otsikko 29.7.2010 on ”Ve-
néldinen yhtdlo”. Lihan Ven#jan-vientid késittelevin
kirjoituksen mukaan "T#&héan yhtal6on on nyt alkanut il-
mestyd konkreettisia lukuja. Venéldisten kerrotaan esi-
merkiksi [0ytédneen Atrian sianlihasta aknelidéikettd ja
muita antibiootteja.” Olavi Uusivirta pohti Helsingin
Sanomissa 21.5.2010 kulttuurin ilmaisjakelua verkossa
ajatuksin "Lienee suhteellisen loogista, ettd jos téstd
yvhtdlostd poistetaan ostaja, joudutaan kojuihin lait-
tamaan laput luukulle, kuten Atso Almila jo ehdotti-
kin.” Ilta-Sanomien Plus-liite teoretisoi sukupuoliroo-
leista kesénvietossa 17.7.2010: "Mokilla ollaan tilan-
teessa, jossa tervettd tekemistd molemmille sukupuo-

yhtaloita

lille riittdd, ja yhtdlostd on karsittu lasikatosta jaa-
rittelevat naisdosentit.” Kimmo Siira ihmetteli yleisur-
heilun MM-kisojen keihéskarsinnan tuloksia Kalevas-
sa 31.7.2010: "Andreas Thorkildsen ja perjantaiaamun
keihdskarsinnan tulos 78,82 eivét sovi samaan yhtéloon,
vaikka kuinka pyorittelisi.” Pekka Vahvanen pohtii Su-
danin poliittista tilannetta Kalevassa 19.8.2010: "T4-
mén argumentin mukaan al-Bashrin poistaminen yhté-
16sté veisi maan yhd pahempaan anarkiaan.”

Tiedotusvilineiden yhtédloon liittyy tavallisesti lisé-
médreitd, yleenséd jotenkin kielteisid. Yht&lo voi olla
mahdoton: "Islam ja uskonnonvapaus, mahdoton yh-
télo” (Tiede-lehden keskustelupalstan aiheotsikko), yI-
ldttavan vaikea: "Hirvenmetséstys on ylldttavan vai-
kea yhtils” (Timo Myllykoski, Kaleva 29.9.2010), toi-
mimaton: "Kyseessd on toimimaton yhtilo, jossa val-
tio siirtédd hétikeskusuudistusten riskit kuntien ja kan-
salaisten harteille” (Petri Lindh, Helsingin Sanomat
20.5.2010), pééaton: "Mielestéini timéd on péadtén yhtéi-
16: teet itse tyot, talletuksille maksetaan onnetonta kor-
koa, ja siitd hyvéstd maksat yha kalliimpia palvelumak-
suja” (Mari Niemi-Saari, Helsingin Sanomat 9.9.2010),
onneton ja absurdi: "Yhtalo on siis onneton ja absur-
di: otamme kuluttamalla ekologista velkaa tulevilta su-
kupolvilta ilman ettd se edes lisdéd onnellisuuttamme”
(Katri Merikallio, Suomen Kuvalehti 18/2010), kaupal-
linen ja mahdoton: ”"Suosittua ulkomaista tv-draamaa
voi saada 1000-10000 eurolla tunti. Vastaava suomalai-
nen saattaa maksaa 200000-300000 euroa tunti. Kau-
pallinen yhtilé on mahdoton.” (Mikael Jungner, Kana-
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va 5/2010) tai hengenvaarallinen: "— kotihitsaaja par-
sii tee-se-itse perdvaunun ja laittaa paksun maaliker-
roksen péille. Tuloksena on hengenvaarallinen yht&lo
muille tielliliikkujille.” (Eero Saarikylid, Helsingin Sa-
nomat 20.5.2010).

Negatiivinen yhtélo- ja matematiikkakokemus yleen-
sékin lienee myos Jonnalla Anna-lehdessd 17.6.2010:
“Than samat ongelmat kuin edellisessd avioliitossani.
Eipa ole monta yhteistd nimittdjaa tassd yhtéalossa-
ni.” Sen sijaan Jorma Styngilld Kalevassa 27.9.2010 on
myé&nteisempi ndkemys: "Tieteen ja taiteen yhtélo on
ihan mielenkiintoinen”.

Eihén kielikuvan kédytossd mitdén pahaa ole. Joten-
kin vain tuntuu, ettd yhtédlo-sanaa tarjotaan yleensé
yhdistelmé-sanan tilalle nimenomaan sellaisiin kohtei-
siin, joissa yhdistelmé& on epétoivottava tai hankala. Sa-
malla heijastellaan ehkd matematiikkaan kohdistuvaa
varmaan yleensid tiedostamatonta negatiivista perus-
asennetta. Adrimméisyyteen tdmén taitaa viedd Mark-
ku Jokisipild Helsingin Sanomissa 15.10.2010, kun holo-
kaustista syntyy yhtélo: "Han pohtii vakuuttavasti teol-
lisen joukkomurhan mahdollistaneiden tekijoiden koko-
naisuutta. Hitlerin ja muiden natsijohtajien antisemi-
tismi ja rotuajattelu olivat yhtélossa tiarkeitd, mutta

toteutus vaati tuhansien uratietoisten keskitason vir-
kamiesten oma-aloitteisuutta ja kymmenien tuhansien
kuuliaisten rivimiesten (ja -naisten) panosta.”

Yhtéalokielikuvaa voi toki kayttdd matemaattisesti
epailyttavilla tavalla my6s positiivisessa hengessé.
Voittamisvalmentaja Cristina Anderssonin blogikirjoi-
tus 4.2.2010 hehkuttaa ”Olen aikaisemmin kéyttinyt
yhtélod wind-win(+win) kuvatessani todellisen voitta-
misen olemusta. Yhtédlossd molemmat osapuolet voit-
tavat win+win ja tuottavat voittavia vaikutuksia myos
kolmansille osapuolille, jotka eivit valttaméatta ole mu-
kana prosessissa (+win).” ja Pentti Harinen kommen-
toi kirjoitusta kaksi pdivad myohemmin "Nyt tarvitaan
uusia, luovia yhtaloita!” Dekkaristi Ari Paulow filoso-
foi sukupuolisen héirinnén epétasa-arvoisuutta kirjas-
saan Itdmaista rakkautta (2009): "Kuinka moni mies-
puolinen baarimikko ja portsari oli ty6aikana joutunut
naisasiakkaiden ehdotusten ja takapuolesta nipistely-
jen kohteeksi ja kuinka moni heisté oli siitd valittanut?
Edelld mainittu yhtélo oli naurettavan helppo ratkais-
ta: ddreton x nolla = nolla.”

Rikastuisikohan kielenk&yttd edelleen, jos laajempaan
tietoisuuteen levidisi matematiikan kisite epdyhtdlo?

"Neuvoni nykypéivén kaksikymppiselle on lyhyt: mitédén ei tarvita tulevaisuudessa yhta paljon kuin ihmisié, jotka
osaavat matemaattis-loogisin tyokaluin analysoida suuria aineistoja. Se pétee alasta riippumatta.” Néin kertoo
Samuli Ripatti Ajassa-lehdessd 3/2010. Ripatti viitteli Tukholmassa tohtoriksi 2001 ldiiketieteellisii ongelmia
selvitettdesséd syntyneistd tilastotieteellisistd haasteista ja on nykyisin geenitutkija.
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Erehtyik6 Douglas Adams?

Markku Halmetoja
Méntéan lukio

Osmo Pekonen luo artikkelissaan [1] mielenkiintoisel-
ta nayttavin yleiskatsauksen uusimman matemaatti-
sen fysiikan erdéseen tutkimuskohteeseen ja sen edel-
lyttaméin matematiikkaan. Maallikko ei tosin ymmaér-
rd kummastakaan juuri muuta kuin sen, ettd kokonais-
luku 26 néyttdd sukeutuvan esiin mité yllattavimmis-
td yhteyksistd. Moni asia ndyttdisi viittaavan siihen,
ettd maailmankaikkeus on 26—ulotteinen, mutta meille
tuntemattomat ulottuvuudet ovat kidpertyneet Planc-
kin mittakaavaan pienemmiksi kuin 1073° m. Pekonen
liséé loistavalla tyylillaan lukua 26 puoltavaan todis-
tetaakkaan myds matemaattisen vitsin, joka on kasilla
olevan kirjoituksen varsinainen aihe:

Oon
25 =20

Talla summalla ei tietenkédén ole mitddan tunnettua yh-
teyttd korkeampaan fysiikkaan, mutta se on omana it-
senéén kiinnostava. Miten se voidaan todistaa? Miksi
se ylimalkaan on kokonaisluku? Ovatko mahdollisesti
kaikki summat

Sp=) 5. k€N
n=1

kokonaislukuja? Riittdiko koulumatematiikka néiden
asioiden selvittdmiseen?

Vastaus 16ytyy hieman epédtodennékoisestd suunnasta,
nimittdin todennédkoisyyslaskennasta. Olkoon X dis-

kreetti satunnaismuuttuja, jonka todennakoisyysjakau-
ma on

X X1 €T I3 X,
P | P1 P2 P3 ... D

Todennékdisyyslaskennan perusteiden mukaan jakau-
man kaikkien todennékdisyyksien summa on

ZP(X:%):ZM:L

Sovelletaan tatd erdiden kolikonheittoon liittyvien sa-
tunnaisilmioiden yhteydessa. Heitetdén aluksi kolikkoa,
kunnes saadaan klaava. Olkoon satunnaismuuttuja X
tahén tarvittavien heittojen lukumaéri. Selvasti Xg:n
arvojoukko on Z , ja koska heitot ovat toisistaan riip-

pumattomia, on
Po=n)= (43 B4 = ()"

(n—1) kpl

Kaikkien todennédkoisyyksien summa on

> P(Xo=n)=) (3)"=1

Siis

l\’>|:

[e ] o]
— 1 n_
Z =2 ()" =1
T&amé on tietenkln tavalhnen geometrinen sarja. (Sum-

mia, joissa on didreton médrd yhteenlaskettavia, kut-
sutaan sarjoiksi.) Sen suppeneminen ja summa on nyt
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todistettu todennékoisyyslaskennan kautta. Aktiivinen
lukija voi pohtia, voisiko jotakin vinkuraista kolikkoa
heittamallé laskea yleisemméan summan

x) = Zx", x €]0,1].
n=0

Uusitaan koe heittdmélla kolikkoa, kunnes saadaan toi-
nen klaava. Olkoon satunnaismuuttuja X; tarvittavien
heittojen lukuméérd. Ta&méa muuttuja saa arvon n, jos
(n — 1):114 heitolla saadaan tasan yksi klaava ja viimei-
selld heitolla toinen klaava. Klaavojen méara tietyssé
heittosarjassa on binomijakautunut, joten

pec=n= ("7 = (") @

Kahden klaavan saamiseen tarvitaan vihintdan kaksi
heittoa. Merkitsemailld todennékoisyyksien summa yk-
koseksi saadaan

=3 (") er

n=2
o
_Zn—lé Z?’L—l%.

Téstéd seuraa (soveltamalla raja-arvon laskusidintoja
adrellisiin osasummiin)

=Y w2 @ =s

n=1 k=1

_807

ja edelleen

Si=1+S=1+1=2.

Jatketaan samalla tavalla. Heitetéén kolikkoa, kunnes
saadaan kolmas klaava. Satunnaismuuttuja Xo on té-
hén tarvittavien heittojen lukumédra. Vahintaan kol-
me heittoa tarvitaan, ja todennikoisyys, ettd Xo saa
arvon n, on

N P [N

n=3

=3 (T erey e
)

Téasté seuraa

2= Z (n273n+2) (%)n =85 — 381 + 28,
n=1

ja edelleen

Sy =2+4+35—-25=2+3-2—2-1=6.

Tam& maistuu varmaan jo puulta, mutta heitetddn
edelleen kolikkoa, kunnes saadaan neljés klaava. Satun-
naismuuttuja X3 olkoon tdh&én tarvittavien heittojen
lukumééra. Vahintddn neljd heittoa tarvitaan. Kuten
edelld

pera=n= (") G

(",

ja

Summaus voidaan aloittaa arvosta n = 1 alkaen, silla
kolme ensimméistd termié ovat nollia. Siis

|- Z (nfl)(n;Q)(n—?)) (%)n
n=4
“n—1(n-2)(n-3 \n
e UL EL Y

3
Il
-

misté seuraa

Z (n—1)( )(n73)(%)n
= — 68, + 11851 — 685,

ja lopulta

Summan Sy laskemiseksi saadaan samantapainen yh-
talo kuin ylla ndhdyt. Jos edeltdvit summat ovat ko-
konaislukuja, niin myos Sy, on kokonaisluku. Koska al-
kupédéin summat ovat kokonaislukuja, seuraa induktio-
periaatteesta, ettd kaikki ndmé summat ovat kokonais-
lukuja.

Aktiivinen lukija voi siis tdydentaéd taulukkoa

So S S Ss
1 2 6 26




Solmu 1/2011

13

kokonaisluvuilla kuinka pitkélle tahansa, tai ainakin
vastata Mensa-tyyppiseen kysymykseen: Mikad on Iu-
kujonon 1, 2, 6, 26, ... seuraava termi?

Miten tdmé kaikki liittyy Douglas Adamsiin? Hénen
mainio teoksensa [2] huipentuu lukuun 42 tavalla, jo-
ta ei téssd ole tarpeen ldhemmin selittédd, jotta luku-
kokemus olisi taydellinen niille, jotka eivit vield ole
tata kirjaa lukeneet. Luku 42 edustaa monille humo-
ristista pakotietd ahdistuksesta, jota kaatuvat tietoko-
neet ja paattomésti toimivat ohjelmistot aiheuttavat.
Jos Adams olisi sattumoisin valinnut maagiseksi luvuk-
seen 26, niin hén olisi saanut satiiriinsa ripauksen maa-
ilmankaikkeuden syvimméstd olemuksesta. Mutta on-
nistuiko hén téssé sittenkin? Jos korostetaan lukujen
esittdmisen paikkamerkintdd hakasuluilla, esimerkiksi

35 = [3][5], niin lukujen 26 ja 42 vilille 16ytyy yhteys:

26 = [2][6] = [4 — 2][4+2].

Kiitos dosentti Osmo Pekoselle artikkelin [1] erillispai-
noksesta.

Viitteet

[1] Osmo Pekonen, Miksi maailmankaikkeutta on véi-
tetty 26—ulotteiseksi?, Arkhimedes 1, 1992.

[2] Douglas Adams, Linnunradan késikirja liftareille,
WSOY 1989.

Matematiikkalehti Solmusta http://solmu.math.helsinki.fi 16ytyy my0s oppimateriaaleja:

Algebra (Tauno Metséinkyld ja Marjatta Néditinen)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmié lukiolaisille (Jukka Pihko)
Algebra (K. Viisild)
Matematiikan historia (Matti Lehtinen)
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Suomen matematiikan tihtinimet!

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Kaikenlaisen toiminnan tuloksellisuuden arviointia pi-
detddn aina vain tdrkedmpéné. Ja suomalaiset ovat ai-
na kovin kiinnostuneita tietdmédn, mikd on meiddn
rankingimme erilaisilla listoilla. Suomen matematiikan-
opetuksen kirkimaaksi tehnyt "PISA-tutkimus” on an-
tanut ilonaiheita poliitikoille ja opetushallinnolle.

Suomen matematiikan tutkimuksen nykytilaakin ovat
asiantuntevat kansainviliset arvosteluraadit kayneet
tarkastelemassa. Otetaan nyt vield rohkeampi tavoi-
te ja yritetddn selvittdd suomalaisten matemaatikko-
jen panosta maailman matematiikalle historiallisesta-
kin perspektiivistd. Jotta arvio ei olisi aivan subjek-
tiivinen, olisi hyddynnettdvé jonkinlaista kansainvalis-
té arvosteluraatia. Mistd sellainen? Yksi huokea tapa
poimia kansainvélistd arvostusta nauttivat suomalais-
matemaatikot on katsella arvostettujen matematiikan
historian monografioiden ja matemaattisten hakuteos-
ten henkilohakemistoja. Keitd ovat téllaisen "kansain-
vilisen raadin” tunnustamat suomalaismatemaatikot ja
milla ansioilla he ovat listoille padsseet?

Matematiikan yleishistorioiden osalta tulos on laiha.
Tavallisimmissa matematiikan historian oppikirjoissa ei
esiinny suomalaisnimié juuri ollenkaan.

Muutama poikkeus toki on. Florian Cajorin Histo-
ry of Mathematics mainitsee 1919 ilmestyneessé toi-
sessa painoksessaan Lorenz Lindeldfin ja Jarl Linde-
bergin, ja Leonhard Fuleria kisittelevit teokset tunte-

vat yleenséd Anders Lexellin. Vuonna 1921 ilmestynyt
Sir Thomas Heathin monumentaalinen A History of
Greek Mathematics tietdd kertoa, ettd toisin kuin
yleensé uskotaan, suomalainen, Turun Akatemian ma-
tematiikan professori Martin Johan Wallenius (1731
73) saattoi vuonna 1766 piditokseen erddn matema-
tiikan historian tédrkeimpiin kehityslinjoihin kuuluneen
ongelman selvittelyn. Kyseessd on ongelma euklidisin
keinoin neliditavistd ympyrikaksikulmiokuvioista. 400-
luvulla eKr. elanyt Hippokrates Khioslainen osoitti, et-
td se kahta kuunsirppid muistuttava kuvio, jota rajoit-
tavat ne puoliympyrit, joiden halkaisijat ovat suora-
kulmaisen kolmion hypotenuusa ja kateetit, on pinta-
alaltaan sama kuin sen pohjana oleva suorakulmainen
kolmio. Juuri tdmé tieto kannusti tutkimaan ympyrén
neliGimisen mahdollisuutta, kysymysté, joka oli avoin
aina 1870-luvulle asti. Wallenius osoitti, ettd Hippokra-
teen kuunsirpeille analogisia olennaisesti erilaisia ne-
licitavid sirppikuvioita on kaikkiaan viisi erilaista.

Anders Lexzell (1740-84) on ensimméinen kansainvé-
liseen maineeseen noussut matematiikan suomalainen.
Varsinaissuomalainen Lexell opiskeli ensin Turun Aka-
temiassa mutta siirtyi pian Pietariin, jonka tiedeaka-
temian jattihahmo oli sokeutuva Leonhard Fuler. Eu-
ler tarvitsi huikean laajan tuotantonsa kirjuriksi as-
sistentteja, joista yksi oli Lexell. Lexell ei kuitenkaan
ollut vain puhtaaksikirjoittaja, vaan hénen omat an-
sionsa seké differentiaaliyhtéléiden tutkimuksessa et-

IMuokattu vuonna 2001 ilmestyneeseen SMFL:n 40-vuotisjulkaisuun Tyévdlineitd tietoyhteiskuntaan kirjoitetusta artikkelista.



Solmu 1/2011

15

ta téhtitieteellisten laskujen suorittamisessa olivat niin
suuret, ettd hin peri Eulerin aseman Pietarin tie-
deakatemian matemaatikkona tdmén kuoltua. Lexellil-
14 oli oma sivuroolinsa erd#ssé téarkedssd luonnontie-
teen maailmankuvaa muovanneessa tapahtumaketjus-
sa. Hén oli ensimmaéinen, joka osoitti laskelmillaan, etté
William Herschelin taivaalta 16ytdméa himmed liikkuva
kohde ei ollut komeetta vaan planeetta, Uranus. Antii-
kin ajoista vallinnut késitys maata kiertdvistd seitse-
maéstéi taivaankappaleesta kumoutui.

Lorenz Leonard Lindeldsf (1827-1908) oli monipuolinen
mies. Matematiikassa hénen alansa oli variaatiolasken-
ta, yksi matemaattisen analyysin paidtutkimuskohteita
1700-luvulla ja 1800-luvun alkupuolella. Lindeltfin tie-
teellisisté tuloksista muistettavin on saksalaisen Jakob
Steinerin tietyn tilavuuksisista monitahokkaista pinta-
alaltaan pienintd koskeneen olettaman todistus. Linde-
16f julkaisi Pariisissa ranskankielisen variaatiolaskennan
oppikirjan, joka oli pitkdan kaytossd monissa Euroopan
yliopistoissa. Lindelof siirtyi Helsingin yliopiston mate-
matiikan professuurista Kouluylihallituksen, nykyisen
Opetushallituksen edeltdjén, johtajaksi. Hén ehti ol-
la edustajana sdétyvaltiopéivilld kolmessa eri sdadys-
sé: yliopiston edustajan pappissidiadyssé, sitten porva-
ristossa ja viimein aateloituna? aatelissdidyssi, vielapa
sdddyn puheenjohtajana eli maamarsalkkana.

Pysyvén aseman matematiikan nimistosséd on saanut
monipuolinen Jarl Lindeberg (1876-1932). Cajori mai-
nitsee Lindebergin variaatiolaskennan yhteydessé, mut-
ta varsinaisen maineensa Lindeberg on saanut toisaal-
ta. Helsingin yliopiston matematiikan apulaisena? toi-
mineen Lindebergin tehtadviksi tuli 1920-luvun alus-
sa opettaa todennédkoisyyslaskennan kurssia. Perusteel-
lisena henkilond hén ei luottanut ldhteisiinsd, vaan
pyrki selvittdméan asiat itsenéisesti. TA4mé& perusteel-
lisuus tuotti tulosta todennédkoisyyslaskennan keskei-
sen raja-arvolauseen kohdalla. Kauan on ollut ylei-
sesti tunnettu ja hyvéksytty késitys, jonka mukaan
usean satunnaismuuttujan summa on likimain nor-
maalijakautunut. Lindeberg todisti tdmén tdsméllises-
ti hyvin yleisin oletuksin. Tulos julkaistiin Mathema-
tische Zeitschriftissid. — Erds 1900-luvun nerokkaimpia
ja kuuluisimpia matemaatikkoja, englantilainen Alan
Turing (1912-54), oli 1930-luvulla Cambridgessi saa-
nut opinnédytetydkseen todennéikoisyyslaskennan kes-
keisen raja-arvolauseen. Turing, joka ei myoskéan juu-
ri harrastanut lahdetutkimusta, 16ysi itsekseen Linde-
bergin todistuksen ja laati tyonsé. Vasta ollessaan jét-
tdméssi sitd professori Abram Besicovitchille hdn sai
kuulla, ettd todistuksen on jo julkaissut ”joku Linde-
berg”, niin kuin Turingin suomennetunkin eldmékerran
kirjoittaja Andrew Hodges mainitsee. Turingin tyo kel-

puutettiin kuitenkin.

Hakuteosten nimistoa

Kun historiankirjoista ei ole apua Suomen matematii-
kan arviointiin, voi ldhted tarkastelemaan tietoverkkoa
ja hakuteoksia.

Internetin merkittédvin matematiikan historian aineis-
tokooste, ainakin mitd matematiikan henkil6ihin tu-
lee, on skotlantilaisen St. Andrews -yliopiston sivus-
to http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/. Sivus-
tolta voi katsoa suoraan sinne kirjatut matemaatikot
syntymépaikan mukaan. Sivustolta 16ytyy (joulukuus-
sa 2010) seitsemén sellaista matemaatikkoa, jonka syn-
tyméamaaksi on merkitty Suomi: Anders Lexellin liséiksi
Ernst Lindelof, Lars Ahlfors, Hjalmar Mellin, Rolf Ne-
vanlinna, Karl Sundman ja Juha Heinonen. Vertailun
vuoksi: sivustolla on 15 norjalaisen, 17 ruotsalaisen ja
23 tanskalaisen matemaatikon eldmékerrat.

Vuonna 1987 Reidel-kustantamon julkaiseman alun-
perin neuvostoliittolaisen moniosaisen ja arvostetun
Encyclopedia of Mathematicsin henkiloluettelo
tuntee seuraavat suomalaiset: Lars Ahlfors, Felix Iver-
sen, Kustaa Inkeri, Jarl Lindeberg, Ernst Lindelof, Lo-
renz Lindelof, Hjalmar Mellin, E. J. Nystrém, Rolf
Nevanlinna ja P. J. Myrberg. (Hakusanojen tarkaste-
lu osoittaa kuitenkin, ettd viittaus Lorenz Lindelofiin
tarkoittaa itse asiassa Ernst Lindelofid). MIT Pressin
ja American Mathematical Societyn kaksiosaisen, alku-
aan japanilaisen Encyclopedic Dictionary of Mat-
hematicsin (1977) hakemisto puolestaan mainitsee ni-
met Lars Ahlfors, Felix Iversen, Matti Jutilla, Olli Leh-
to, Y. W. Lindeberg?, Ernst Lindelsf, Hjalmar Mellin,
Rolf Nevanlinna, Leo Sario, Aimo Tietdvéinen ja K. I.
Virtanen.

Integraalimuunnokset ovat térked analyysin tyokalu.
Fourierin ja Laplacen transformaatioiden ohella tun-
netuimpia integraalimuunnoksia on Mellinin muunnos.
Sen esitti Hjalmar Mellin (1854-1933). Mellinin uran
funktioteoreetikkona kéynnisti Helsingissé Lorenz Lin-
deltfin jilkeen nelisen vuotta professorina toiminut
ruotsalainen Gdsta Mittag-Leffler, sittemmin — osin
suomalaisen vaimonsa kautta hankkimansa varallisuu-
den turvin — merkittdvin uran matematiikan kan-
sainvélisend organisaattorina luonut ruotsalainen. Mel-
lin itse teki virkauransa teknillisen opetuksen parissa,
Polyteknillisestd opistosta Teknilliseksi korkeakouluksi
muuttuneen oppilaitoksen matematiikan opettajana ja
professorina.

20lli Lehto on kirjoittanut Lorenz ja Ernst Lindelofistd kaksoiselimikerran Tieteen aatelia (Otava 2008).

3Virkanimike apulainen muuttui aikanaan apulaisprofessoriksi ja sitten professoriksi.

4Tekstin siirtyminen japanin kielen kautta selittinee Jarl Lindebergin oudon etunimen alkukirjaimen ja Matti Jutilan nimen
italialaisvaikutteisuuden. Samalla ndhd&én, ettd herrat eivit ole olleet kddntéjille ja toimittajille tuttuja.
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Ajallisesti seuraava kansainvilisiltd listoilta 16yty-
vi suomalaismatemaatikko on Ernst Lindeldf (1870
1946). Ernst oli Lorenzin poika ja tdmén tavoin ha-
ki kansainviliset oppinsa Pariisista. Ernstkin julkaisi
Pariisissa ranskankielisen oppikirjan, jonka aiheena oli
residylaskenta, kompleksifunktioiden teorian tarjoama
keino reaalisten integraalien méarittdmiseksi. Mittag-
Lefflerin Suomeen lanseeraama funktioteoria oli Lin-
del6fin merkittdvimpien tieteellisten saavutusten alue.
Lindel6fin tutkimukset kohdistuivat mm. analyyttisten
funktioiden kasvuun. Erityisen usein mainitaan Lin-
delofin yhdessd ruotsalaisen Lars FEdvard Phragménin
(1863-1937) kanssa todistamaa lausetta analyyttisen
funktion kasvusta sektorinmuotoisessa alueessa. Linde-
16fin nimi on saanut pysyvéan sijan myos pistejoukkojen
topologiassa: ns. avoimen peitteen numeroituvaa osa-
peitettd koskeva tulos on antanut aiheen kutsua tietyn-
laisia topologisia avaruuksia Lindelof-avaruuksiksi. Jot-
kut topologit ovat alkaneet pitda késitettd siind méadrin
tuttuna, ettd kirjoittavat sanan Lindelof pienelld alku-
kirjaimella.

Funktioteoria — suomalaista matematiik-
kaa

Suomen matematiikan kansainvilisend tavaramerkkinéd
oli pitka#n funktioteoria. ”Arviointipaneelimme” nimis-
td funktioteoreetikkoja on epéileméttd Feliz Iversen
(1887-1973), jonka tieteellinen tuotanto ei ole kovin
laaja, mutta jonka analyyttisten funktioiden asymp-
toottisia arvoja koskeva tulos omaa pysyvad arvoa.
Iversen oli vakaumuksellinen pasifisti, ja hinen toimin-
tansa tdmé puoli tuotti harvinaislaatuisen tunnustuk-
sen. 1950-luvun alussa Iversen sai vastaanottaa ns. Sta-
linin palkinnon.

Suomen funktioteorian suurmies on Rolf Nevanlinna®
(1895-1980), Ernst Lindelsfin oppilas. Rolf Nevanlin-
na kehitti — paljolti yhdessé veljensid Frithiofin (1894—
1977) kanssa — analyyttisten funktioiden kasvua kos-
kevan teorian olennaisesti yleisemmaéiksi ja tarkemmak-
si meromorfifunktioiden arvojenjakautumisopiksi. Ne-
vanlinnan keskeiset tyot ilmestyivat 1920-luvun puo-
livélissd. Nevanlinnan ideoita on sittemmin yleistetty
eri tavoin, ja funktioteorian kansainvélisissé jaotteluis-
sa arvojenjakautumisoppi tai sille lihes synonyyminen
Nevanlinnan teoria on edelleen tirked ja aktiivinen tut-

kimuskohde.

Nevanlinnan aikalaisen Pekka Myrbergin (1892-1976)
maininnat kansainvélisilla listoilla eivit niinkaddn pe-
rustu hénen sinénséd ansiokkaisiin t6ihinsé vuosisadan
vaihteen molemmin puolin ajankohtaisen automorfi-
funktioiden teorian alalla, vaan hénen itsensd hiu-

kan sivutuotteina pitdmiinsé toisen asteen polynomien
iterointia koskeviin toihinséd, joita hén julkaisi 1950-
luvulla ollessaan vahvasti hallintotehtévien kuormitta-
mana. Myrbergin tyot ennakoivat parina viime vuosi-
kymmenené kovasti muodissa ollutta fraktaalien teo-
riaa. — Myrberg oli nopea: hén sai tiedon saksalaisen
Jablonowski-seuran julistamasta nelivuotisesta kilpai-
lusta viimeisen kilpailuvuoden aikana vuonna 1922 ja
voitti kilpailun. Gottingenissa vieraillessaan hin kuu-
lui jérjestdneen matemaatikoille 100 m juoksukilpailun,
jonka hén myos itse voitti.

Matematiikka ei valttaméatta periydy isélta pojalle, ku-
ten Lindelofien tapauksessa, mutta kylldkin opettajalta
oppilaalle. Rolf Nevanlinna oli Ernst Lindeltfin tohto-
rioppilas, ja Rolf Nevanlinnan ensimmaéinen ja merkit-
tévin tohtorioppilas oli Lars Ahlfors (1907-1996). Ahl-
fors 16i itsensé ldpi varsin nuorena ratkaistuaan ham-
méistyttiavin lyhyessi ajassa ranskalaisen Arnaud Den-
joyn (1884-1974) esittdmiin pitkdin avoinna olleen on-
gelman. Ahlfors kilpailee Nevanlinnan kanssa kansain-
vélisesti tunnetuimman suomalaismatemaatikon ase-
masta. Han oli vuodesta 1946 Harvardin yliopiston ma-
tematiikan professori — seikka joka tuntui unohtuneen
vuoden 2000 kev#illa Harvardia péaivinkohtaisten syi-
den vuoksi esitelleiltd journalisteilta®. Ahlfors tullaan
muistamaan monia funktioteorian puolia kisitelleiden
tutkimusten ja suositun funktioteorian oppikirjan lisdk-
si ensimméisenéd Fieldsin mitalin saajana. Téatd mate-
maatikkojen piirissd Nobelin palkinnon tavoin arvos-
tettavaa tunnustusta on jaettu vuodesta 1936 alkaen
joka neljés vuosi yleensé kahdelle alle 40-vuotiaalle ma-
temaatikolle. Lars Ahlfors on ainoa palkinnon saanut
suomalainen.

Funktioteorian piiriin liittyy myos Leo Sarion (1916
2009), Olli Lehdon (s. 1925), K. I. Virtasen (1921-
2006) ja huomattavasti nuorempaan iképolveen kuulu-
van Juha Heinosen (1960-2007) ty6. Pitkddn Kalifor-
nian yliopistossa vaikuttaneen Sarion tutkimusten p&a-
kohteena olivat Riemannin pinnat. Lehdon ja Virta-
sen vuonna 1965 saksankielisend ilmestynyt kvasikon-
formikuvauksia késitellyt monografia oli pitkdéin tdmén
funktioteorian osa-alueen perusteos. Olli Lehto on myos
ollut merkittédva hallintomies, Helsingin yliopiston reh-
tori ja kansleri, ja ndkyva vaikuttaja matemaatikko-
jen kansainvilisisséd organisaatioissa. Helsingissé vuon-
na 1978 pidetty Kansainvélinen matemaatikkokongres-
si, aikanaan suurin Suomessa pidetty kansainvélinen
tieteellinen tapahtuma, oli olennaisesti Olli Lehdon ai-
kaansaannosta.

5Myos Nevanlinnasta 16ytyy Olli Lehdon kirjoittama elémikerta Korkeat maailmat (Otava 2001).

STuolloin tasavallan presidentin vaalissa toiselle sijalle tullut Esko Aho poistui Suomesta opiskelemaan Harvardiin ja esimerkiksi
Suomen Kuvalehti kirjoitti laajan artikkelin suomalaisista Harvardissa. Lars Ahlforsia ei mainittu ollenkaan.
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Soveltajia ja lukuteoreetikkoja

Kaikki listoillemme péésseet suomalaiset eivit toki ole
funktioteoreetikkoja. Ahlforsin tapaan myo6s Karl V.
Sundman (1873-1949) saavutti myds kansainviilisen
maineensa kuuluisaan ongelmaan liittyvilla toilla. Ky-
se oli tahtitieteesté, taivaanmekaniikasta. Newtonin la-
kien perusteella ei ole kovin vaikeaa laskea tdsméllises-
ti kahden toisiinsa painovoimalla vaikuttavan taivaan-
kappaleen radat, mutta asia mutkistuu olennaisesti he-
ti, kun mukaan otetaan kolmas kappale. Sundman pys-
tyi esittdméadn télle kolmen kappaleen ongelmalle, jota
mm. 1900-luvun taitteen etevimpiin matemaatikkoihin
kuulunut Henri Poincaré (1854-1912) oli suuremmat-
ta menestyksettd yrittdnyt ratkaista, suppeneviin sar-
joihin pohjautuvan ratkaisun. Sundman esitti myos jo
1910-luvulla suunnitelmia téhtitieteellisia laskuja suo-
rittavasta analogisesta tietokoneesta.

E. J. Nystrom (1895-1960) oli Teknillisen korkeakou-
lun professori, jonka monet insindoripolvet muistavat
deskriptiivisen geometrian opetuksesta ja lempinimesta
Tonttu. Nystréomin maininta kansainvéalisilla listoillam-
me perustuu kuitenkin hénen oivallukseensa numeeri-
sen analyysin piirissd. Nystromin algoritmi differenti-

aaliyhtdlon numeeriseksi ratkaisemiseksi on hadmmés-
tyttavén yksinkertainen ja silti tarkka — sen ainoa puu-
te on approksimaatioratkaisun ensimmaéinen askel, joka
on laskettava muusta algoritmista poikkeavalla tavalla.

Turkulainen Kustaa Inkeri (1908-1996) oli lukuteoree-
tikko. Hén on listoilla téiden vuoksi, jotka liittyvét hil-
jattain lopullisen ratkaisun saaneeseen kuuluisaan Fer-
mat’n hypoteesiin. Inkeri laajensi aikanaan olennaises-
ti sitéd aluetta, josta ainakaan Fermat’n hypoteesin yh-
talon ratkaisuja ei voi 16ytad. Turun yliopistossa ovat
tyoskennelleet myos listoillemme nousseet lukuteoree-
tikko Matti Jutila (s. 1943) ja koodausteorian tutkija
Aimo Tietivdinen (s. 1937).

Suomi on ollut maantieteellisesti ja henkisesti syr-
jiinen. On varsin ymmaérrettavid, ettd suomalaisten
osuus tamén kirjoituksen pohjana olleissa hakemistois-
sa on varsin viahédinen. Tilastollisesti on odotettavissa,
ettd aivan ensimméisen suuruusluokan matemaattisia
tahtid ei ole Suomessa syttynyt. Norjalaisilla on Niels
Henrik Abel, ruotsalaisilla ehkd muutama korkeammal-
le arvostuva tutkija, mutta Suomen matematiikkakin
on hyvin puolustanut paikkaansa, kuten Ernst Linde-
16f kuului sanoneen hyvia tyota kiittdessdian.
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Matematiikan valitsemisen vaikeudesta

Markku Halmetoja
Maéntéan lukio

Professori Maija Aksela analysoi kirjoituksessaan [1]
matematiikan ja luonnontieteiden asemaa peruskoulus-
sa ja lukiossa. Hén esittdéd huolensa néiden oppiainei-
den asemasta tulevissa tuntijakoratkaisuissa, ja erityi-
sesti matematiikan osaajien vihéaisestd méadrista. Lu-
kion pitkdn matematiikan yo-kokeeseen osallistuvien
lukumééré onkin jadnyt kauas tavoitteista. Vuosittain
sen kirjoittaa noin 12000 kokelasta, ja né&istd kolmi-
sen tuhatta ymmértaa jotakin kirjoittamastaan. Yksin
Aalto-yliopisto ottaa tuon méirian opiskelijoita. Todel-
lisista osaajista on siis huutava puute kaikissa yliopis-
toissa ja korkeakouluissa. Miten tdhén tilanteeseen on
tultu? Eik6 kansainvilistd arvonantoa nauttiva yleissi-
vistdva koululaitoksemme olekaan tehtédviensa tasalla?
Tuleeko asiaan parannusta uusien tuntijakojen ja ope-
tussuunnitelmien my6tia? Tiedostavatko paattéjat on-
gelman todellisen syvyyden?

Aksela ei puutu ongelman varsinaiseen ytimeen, eli sii-
hen, ettd matematiikan kouluopiskelu on keskittynyt
kokonaan lukioon. Peruskoulussa opiskellaan matema-
titkkan nimell&d pelkkd# laskentoa. Esimerkiksi Pytha-
goraan lause annetaan ilman perustelua laskukaava-
na, jota sovelletaan vain numeerisilla arvoilla laskinta
kiayttiden. Matemaattisen ajattelun oppimisen kannalta
tarkeinté olisi kuitenkin pohtia, miksi tdmé kaava toi-
mii. Vastaavia esimerkkejd on lukemattomia. Yldkou-
lussa oppilaat saavat vadristyneen kuvan matematiikas-
ta, kun ldhes mitdén ei yritetdkdédn perustella. Téllai-
nen epa-ilyllisyys ei voi herdttdid lahjakkaan oppilaan
kiinnostusta alaa kohtaan, ja néin jia kolme vuotta pa-

rasta oppimisaikaa kidyttaméttd. Seuraus on, ettd lu-
kion pitkdn matematiikan opiskelun aloittaa ylakoulus-
ta kiitettdvin arvosanoin tulevia oppilaita, joille kaikki
osoita-sanalla alkavat tehtdvit ovat kéasittdméattomis,
ja joille jopa perusalgebra laskutoimitusten suoritus-
jarjestyksestd alkaen on tuntematonta. On selvii, etta
tavallinen yleislahjakaskaan oppilas ei lukiossa 2,5 vuo-
den aikana kykene paikkaamaan téllaista osaamisvajet-
ta ja opiskelemaan samalla vield laajempaa oppiméé-
rad kuin mihin vanhan oppikoulun aikana p#isykokein
valittu ikdluokan parhaimmisto sai kiayttas 5,5 vuotta.

Matematiikan oppiminen on dlytauluista ja muista tek-
nisistd vimpaimista huolimatta edelleen henkilokoh-
taista vaivannikod vaativaa kovaa tyotd. Mitddan oiko-
tietd siihen ei ole. Varsinkaan ei ole varaa pitda kolmea
vélivuotta yldkouluiéissd. Koko ikéluokka ei luonnolli-
sestikaan pysty oppimaan algebran alkeita ja deduktii-
vista geometriaa. Siksi opetus on eriytettdva niin, etté
keskittymish#iridiset ja muut oppimaan kykenemétto-
mét opiskelevat ehké vield nykyisestdkin kevennettya
kansalaistaito-pisa-matematiikkaa ja muut algebraa ja
geometriaa samaan tyyliin kuin entisessé keskikoulussa
ja peruskoulussakin vield tasokurssien aikaan. Eriytta-
misen voisi suorittaa seiskaluokalla syyslukukauden ai-
kana toteutettavan valtakunnallisten koesarjan perus-
teella.

Peruskoulun alkuperiinen tehtévé oli taata kaikille ta-
loudellisesta asemasta riippumatta mahdollisuus kou-
lutukseen. Témé tavoite on toteutunut hyvin, mutta
todellinen koulutuksellinen tasa-arvo saavutetaan vas-
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ta sitten, kun kaikille taataan edellytyksiensi mukai- | Viitteet
nen koulutus. Viimeksi mainitun voi siséllyttdsd osaksi

sivistysvaltion mégritelmaé.
[1] Maija Aksela, Liian harva valitsee matematiikan,

Suomen Kuvalehti 50/2010.

Diplomitehtédvien oheislukemistoa

Osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html on diplomitehtéville oheislukemistoa, joka var-
maan kiinnostaa muitakin kuin diplomien tekijoita:

Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?

Murtolukujen laskutoimituksia

Negatiivisista luvuista

Hiukan osittelulaista

Lausekkeet, kaavat ja yhtalot

Adrettomisti joukoista

Erkki Luoma-aho: Matematiikan peruskésitteiden historia
Gaussin jalanjiljissa

K. Viisdla: Algebra


http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html
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Kahdeksan tehtidvaa peruskoululaisille

Matemaattisten aineiden opettajien liiton Peruskoulun
matematiikkakilpailun ensimméiinen kierros

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Matemaattisten aineiden opettajien liitto MAOLin
vuotuiset koululaiskilpailut ovat kaksikierroksisia. Lu-
kuvuoden 2010-11 alkukilpailut pidettiin kouluissa
marraskuun alussa. Kilpailuja on kaksi, peruskoulun ja
lukion, ja lukion kilpailu kidyddin kolmessa sarjassa.
Sarjat perustuvat kilpailijoiden ik&&n, mutta halutes-
saan voi kilpailla omaa ik&&d vanhempienkin sarjassa.
Peruskoulukilpailun osallistujat ovat yleensé yhdeksés-
luokkalaisia. Tassé kirjoituksessa esitelladn Peruskou-
lun matematiikkakilpailun alkukierroksen tehtéivit ja
yritetddn myos ratkaista niitd. Kirjoittaja ei ole itse
ollut tekemisissé tehtédvien laadinnan tai tulosten ar-
vioinnin kanssa, joten esitetyt ratkaisuehdotukset ovat
luonteeltaan epévirallisia.

Peruskoulukilpailussa oli kahdeksan tehtdvia. Ratkai-
semiseen oli aikaa vain 50 minuuttia. Kilpailuun osal-
listui noin 13000 oppilasta. Pisteité oli jaossa 48. Par-
haat pisteet, 45, sai Urjalan Huhdin koulun Jenna Koi-
vu. Sadan parhaan joukkoon pédsi pistemaaralld 29 eli
noin viiden tehtdvéan ratkaisemisella.

Kilpailu alkoi perinteiselld kellon osoittimien vélistéa
kulmaa koskevalla tehtavalla.

1. Kuinka suuri on kellon viisarien vdlinen kulma, kun

kello on a) 8.00, b) 12.45%

Kun tuntiosoitin kiertéaé kellotaulun 360° 12 tunnissa,

niin yhdessé tunnissa se kiertyy 30°. Kello 8.00 minuut-
tiosoitin osoittaa kohti 12:ta ja tuntiosoittimella oli-
si nelja 30° jaksoa minuuttiosoittimen luo: a-kohdassa
vastaus on siis 120°. Kello 12.45 minuuttiosoitin osoit-
taa kohti yhdekséé, joten sen ja kello 12:n suunnan vé-
linen kulma on 90°. Tuntiosoitin on kuitenkin siirtynyt

3
3/4 12:n ja yhden vilisesti kulmasta eli 1 -30° = 22,5°.

Osoittimien vilissé on siis kulmaa 112,5° = 112° 30’.

Toisessa kilpailutehtévissi oli padteltiavi kahden jou-
kon yhteisen osan eli leikkausjoukon koko, kun osajouk-
kojen ja joukkojen yhdisteen komplementtijoukon koot
tunnettiin.

2. Koululaisten harrastuksia tutkittiin. Viidenkymme-
nen koululaisen joukosta 33 koululaista harrasti jid-
kiekkoa, 24 koululaista harrasti sihlyd ja 8 koululais-
ta ei harrastanut jddkiekkoa eikd sdhlyd. Kuinka moni
koululainen harrasti sekd jadkiekkoa ettd sihlyi?

Vastaus selvidé, kun ensin huomataan, ettéd vahintaén
jommankumman lajin harrastajia oli 50 — 8 = 42. Kun
tastd vihennetddn 24, saadaan pelkédn jddkiekon har-
rastajien lukuméara 18. Kun jadkiekkoilijoita oli kaik-
kiaan 33, on sekd jadkiekkoa ettd sidhlyd harrastavia
33 — 18 = 15. Varmuuden vuoksi voi vield laskea vain
sidhlyd harrastavien maérédksi 42 — 33 = 9 ja sdhlyn
ohella jadkiekkoakin pelaavien médrdan 24 — 9 = 15.
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Kolmanteen tehtévadn liittyi kuvio. Kysymys oli kui-
tenkin oikeastaan kokonaislukujen ominaisuuksista. Sa-
ma idea oli taustalla, kun vuonna 1974 ryhdyttiin 14-
hettaméidn avaruuteen ns. Arecibo-radiosignaalia, joka
koostui 1679:sté eli 73 - 23 merkisté, jotka signaalin ole-
tetun vastaajan toivottiin ymmaéartdvan suorakulmiok-
si.

CITTTTTTTTTT]

3. Kahdestatoista pienestd neliostd voidaan muodostaa
kolme suorakulmiota. Kuinka monta suorakulmiota voi-
daan muodostaa 196 pienestd neliosti? Ilmoita suora-
kulmioiden mitat.

Jos neliot ovat p:ssé rivissd ja ¢:ssa sarakkeessa, niin
pq on nelididen lukuméira. Se, ettd 12 neliostd saa-
daan kolme erilaista suorakaidetta johtuu siitd, etté
12 =1-12 = 2-6 = 3 -4; muita tapoja lausua 12
muodossa pq, p < ¢, ei ole. Nyt 196 = 4 - 49 = 22 . 72,
Jos 196 = pq, p < q ja p ja q ovat positiivisia kokonais-
lukuja, niin seuraavat viisi paria (p, ¢) ovat mahdollisia:
(1,196), (2,98), (4,49), (7,28), (14,14). Suorakulmion
korkeus on kunkin parin edellinen luku ja leveys jalkim-
méinen (jos suorakaiteet ajatellaan asetetuksi samalla
tavoin kuin mallikuvassa).

Seuraava tehtdva vaati jonkin verran oivallusta. Voi
olettaa, etd nopealta vastaajalta saattaisi jadda muu-
tama tapaus huomaamatta.

4. Kuinka monta yhteistd pistettd kolmion ja nelikul-
mion reunaviivoilla voi olla? Piirrd mallikuva jokaises-
ta tapauksesta.

Jos hyvin kéiy, kolmion ja nelion jokin sivu sattuvat ai-
nakin osaksi pééllekkédin. Talloin yhteisid pisteitd on
ddrettomén monta: niinhén janalla aina on (jos janalla

olisi vain darellinen mééra pisteité, niin jotkin kaksi oli-
sivat vierekk#in ja muodostaisivat janan pédtepisteet;
télld janalla olisi sitten uusia pisteité). Jos nelikulmion
ja kolmion mitkddn sivut eividt ole samalla suoralla,
niin jokaisella nelion sivulla on enintdéin kaksi yhteisté
pistettéd kolmion sivujen kanssa. Suorahan ei pysty kol-
mion kaikkia kolmea sivua leikkaamaan. Niinpé nelién
ja kolmion piireilld voi tésséd tilanteessa olla enintddn
kahdeksan yhteistd pistettd. Sopivanmuotoisen, ei kui-
tenkaan kuperan nelikulmion avulla voi osoittaa, ettéa
kahdeksaan pisteeseen todella péadsee. Kun tésté tilan-
teesta ldhtee ja nelikulmiota sopivasti liikuttaa, ensin
niin, ettd yksi nelikulmion kérki osuu kolmion sivuun
jne., ndkee helposti, etté yhteisid pisteité voi olla n kap-
paletta, missd n saa kaikki arvot 0:sta 8:aan. Erilaisia
mallikuvioita saa siis piirtdd kaikkiaan 10 kappaletta.

Kilpailun viides tehtdava késitteli suuria lukuja ja laa-
tumuunnoksia. Tehtdvan aihe oli saatu edellisen ke-
vdan uutistapahtumasta, Eyjafjallajokull-jaétikon tuli-
vuorenpurkauksen seurauksista, ja a- ja b-kohtien vas-
tausten erihenkisyyden voi ajatella osoittavan kauniisti
yksi- ja kaksiulotteisuuden eroa.

5. Viime kevddnd islantilainen tulivuori sekoitte Fu-
roopan lentolitkenteen. Tuhkaa noust ilmaan noin sata
miljoonaa kuutiometrii. a) Kuvitellaan tuhka 2 met-
rid paksuksi kerrokseksi moottoritielle. Tien leveys on
50 metrid. Kuinka monta kilometria pitkdlle matkalle
tuhkaa riittiisi? b) Euroopan maa-ala on noin 10 mil-
joonaa neliokilometrid. Kuinka paksu tuhkakerros olisi,
jos tuhka olisi levinnyt tasaisesti tille alueelle? ¢) Maa-
ilman suurimmat konttialukset kuljettavat noin 10000
konttia kerrallaan. Kolmeen konttiin mahtuu yhteensd
100 kuutiometrid tavaraa. Kuinka monta tdllaista lai-
vaa olist tarvittu tuhkamdadrdin kuljettamiseksi Islannis-
ta?

a-kohdan luvut ovat mukavia. Metrilld moottoritieta
olisi juuri 100 m? tuhkaa, joten koko tilavuus 10% m?
vaatisi 10% metrid eli 1000 km tietii. Suomessa on vi-
hén alle 800 km moottoriteitd. b-kohdassa on otetta-
va huomioon, ettéd kilometri on 1000 metrié, joten ne-
lickilometri koostuu miljoonasta neliometristd. Euroo-
pan alan approksimaatio on siis 107 - 106 = 10'® ne-
lidmetris. Tasan Euroopan yli levitettynd 108 m3 oli-
si siis 103713 = 107° m paksu. Kun millimetri on
1073 metrii, niin millimetreissé paksuus olisi 1072 =
0,01. c-kohdan konttialus kuljettaisi 100 - 10000/3 =
105/3 kuutiometrii. Tarvittavien alusten midri olisi
siis 108/(109/3) = 300. — Tuhkakuutiometrin massaa
ei ilmoiteta. Jos tuhka on kiviaineksen tapaan selvis-
ti vettd raskaampaa, niin voi olla episelvié, pysyyko
tuhkaa tdyteen lastattu alus kunnolla pinnalla.

Seuraava tehtdvd on melko tavanomainen nopeus- ja
matkalasku. Fysiikan opetukseen piintynyt pedantti-
suus lienee tuonut tehtédvan konkreettisuuteen jotenkin
huonosti istuvan vauhti-sanan.
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6. Kolme wvaeltajaa kulkee samaa kolmionmuotoista
reittid. Anna ja Bella kdvelevit samalla vauhdilla, mut-
ta Claran vauhti on kaksi kertaa niin suuri kuin heiddn.
Anna ja Bella lihtevdt lihteen luota kello 10 vastakkai-
siin suuntiin. Clara ldhtee vanhan tammen luota kello
11 samalla hetkelld, kun Anna ohittaa tammen ensim-
mdaisti kertaa. Milloin Clara ja Bella kohtaavat ensi
kerran?

Kuvion mukaan Bellalla on kello 11 matkaa vanhalle
tammelle 6 km. Koska Claran nopeus on kaksi kertaa
Bellan nopeus, he kohtaavat, kun Clara on kévellyt 4
km ja Bella 2 km, eli juuri suuren kiven luona. Kun
Bellan nopeus on 3 km/t, niin aikaa kello 11:sté oli ku-
lunut 2/3 tuntia eli 40 min. Kello oli siis 11.40.

Toiseksi viimeisessi tehtdvissd oli kulkukaavio, joka
kuvasi aika erikoista algoritmia. Vastauskaan ei ole ko-
vin yksinkertainen.

7. Ldhde kohdasta a. Kulje nuolten suuntaan. Tee mer-
kitty laskutoimitus tai jatka ehdon mdadrddmadn suun-
taan. a) Mikd luku on x. jos a = —67 b) Mikd luku
on x, jos a = — ¢ ¢) Mitkd posititviset luvut a antavat

katkki saman tuloksen x?

a- ja b-kohdissa voi tehdéd laskut kulkukaavion mu-
kaan. Siis =6 — —6+7 =1 — V1 - 3-1 =3 ja
1.1 7_% 8§ , 8__4 _kohdan k

9—>9+ =9 —>3—> 6= 3.(: ohdan kKysymys
on jossain médrin epaméarainen. Kilpailun jarjestéjien
julkaisemista ratkaisuista péétellen tarkoitus oli etsii
sellaisia eri lukuja a = a, joihin sovellettuna algoritmi
tuottaa saman luvun x = z. Kun tehtéivissé kuitenkin
esiintyy parametri x ja tuntematon a, niin tehtévin
normaali ensisijainen lukutapa voisi pelkistettyné olla
"mitka luvut @ > 0 ovat sellaisia, ettéd algoritmi tuottaa
tulokseksi luvun = z?”, siis x annettu suure ja a z:sté
riippuva, ei valttdmétta yksikésitteinen ratkaisu. Jos
0 < a < 3, algoritmin ensimméinen haarautumiskohta
johtaa vasemmanpuoleiseen tichen, ja koska a + 7 > 2,
toinen haarautumiskohta johtaa oikealle. Lopputulok-

1
sena on siis x = fix/a + 7. Tam& merkitsee sité, etta
a = 42? — 7 ja koska 0 < a < 3, ratkaisuja saadaan

5 1

- <z < —=VT.
3 <v <57
Jos taas a > 3, ensimméinen ehto johtaa oikeanpuo-

leiselle reitille. Oikeanpuoleisen reitin tuottama z on
aina > 15. Kun x < 15, ratkaisua a ei ole. Algoritmin
oikeassa haarassa oleva silmukka aktivoituu vain, jos
ehdossa testattava luku on < 15. Jos z > 16, silmuk-
kaa ei ole kierretty, ja siis x = a + 8 eli a = z — 8. Jos
15 < x < 16, niin silmukkaa on kierretty 0, 1, 2, 3 tai
4 kertaa, eliz =a+8,a+9,a+ 10,a + 11 tai a 4 12.
Jos viimein z = 16, silmukka on voitu kiertdi viisikin
kertaa, ja mahdolliset a:n arvot ovat 3, 4, 5, 6, 7 ja 8.
— Edella sanottu siséltda ratkaisun myos tehtédvan toi-

5
seen tulkintaan. Koska kaikkiin ehdon —\/; <x <

vain, kun 7 < 422 < 10 eli kun —

—%\ﬁ ja kaikkiin ehdon z > 16 toteuttaviin lukuihin
x liittyy tasan yksi a, edellisiin a < 3, jalkimmaisiin
a > 8, ja kun ehdon 15 < z < 16 toteuttaviin lukuihin
liittyy ehdon 3 < a < 8 toteuttava a, niin tilanne, jos-
sa useampi kuin yksi a johtaa samaan x:4&n, esiintyy
silloin, kun joko a on jokin luvuista 3, 4, 5, 6, 7, 8 tai
a on jokin luvuista a/, @’ + 1, a’ +2, ' + 3 ja d’ + 4,
missé a’ on jokin ehdon 3 < a’ < 4 toteuttava luku.

Kilpailun viimeisen tehtdvin innoittajana oli ollut ve-
rohallinnon nettisivuilta 16ytynyt kémméahdys. Verot-
tajalle on itse kukin varmaan mielellddn vahingoniloi-
nen. Tehtdviddn lainattua jaksoa ei kuitenkaan en#é
31.12.2010 16ytynyt verohallinnon ohjeistuksesta, mut-
ta googletus osoitti, ettd sangen monet tilitoimistot oli-
vat sen kritiikittd kopioineet ja yhé pitivit sitéd esilla
asiakkaidensa tarpeita palvelemassa.

8. Verohallinnon verkkosivulla oli 13.7.2010 seuraa-
va ohje arvonlisiveron laskemiseksi tuotteen verollises-
ta hinnasta: “Tuotteen hintaan sisdltyvd arvonlisdve-
ron mdadrd selwdd kdayttamalld laskukaavaa: verolli-
nen hinta x sovellettava verokanta/100 + so-
vellettava verokanta. FEsimerkki: Tuotteen wverolli-
nen hinta on 5000 euroa ja sithen sovelletaan nor-
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maalia 22 %:m verokantaa. Vero saadaan laskemalla
5000 x 22/122 = 901,64 euroa. Tuotteen veroton hinta
on 5000 — 901,64 = 4098,36 euroa.”

a) Kirjoita lihavoitu ohje yhtilonmuotoisena laskukaa-
vana kayttden seuraavia muuttujannimid: a = arvonli-
sdvero, v = verollinen hinta, k = sovellettava verokan-
ta. b) Miki on veron suuruus tismdlleen ohjeen mu-
kaan laskettuna? ¢) Kirjoita edelli kirjoittamasi kaava
silld tavalla korjattuna, ettd siitd saadaan arvonlisdve-
rolle esimerkissd ilmoitettu oikea tulos.

v
Lihavoitu laskukaava annetuin symbolein on a = 100 +
k. Kaavahan on mieleton, koska siiné yritetdén laskea

yhteen laadullista suuretta v, euroja, ja laadutonta ve-
rokantaa k. b-kohtaan ei siis voi antaa vastausta, ve-

Solmun matematiikkadiplomit

ron suuruutta ei voi kaavan perusteella laskea ollen-
kaan (ellei jollain tavalla pditd prosenttien ja euro-
jen vaihtosuhdetta). Kaavan oikea asu perustuu siihen,
ettd verokantaa sovelletaan tuotteen tai palvelun ve-

k
rottomaan hintaan v’; vero on a = ——v’. Toisaalta
k 100 + &
= = (1+— v = [ ——— ) ¢/. Tasti
v v+ a <+100)v < 100 >v asta
100 kv

seuraa, ettd v = v ja viimein a =

100 + k£ 100+k
vk /(100 + k). Verohallinnon tekstinlaatijalta olivat siis
unohtuneet sulkeet; olisi pitényt kirjoittaa “verollinen
hinta x sovellettava verokanta/(100 + sovellettava ve-
rokanta)” tai olisi pitényt kiyttii vaakasuoraa jakovii-

vaa.

Peruskoululaisille tarkoitetut Solmun matematiikkadiplomit I — V tehtédvineen ovat tulostettavissa osoitteessa

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Katso myos kirjoitus lehdestd Solmu 3/2010.
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Riittaako lammitysoljy

Heikki Apiola

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

Ongelma

Vaimoni sisaren Paulan mies Esa Jokinen ldhestyi mi-
nua vuoden viimeisind péivina ajankohtaisella kirjeelld
néin lumisena pakkastalvena:

Pieni pahkina purtavaksi:

Yrjolla! oli aikoinaan taulukko, jossa kerrottiin sentti ker-
rallaan, kuinka paljon 6ljyséilidssamme oli 6ljyé. Se on kui-
tenkin jo autuaasti hukattu.

Kyseessd on makuulla oleva lierié (oletus), jonka tilavuus
on 4000 litraa. En tiedd leveyttd, pituutta enké korkeutta.
Oljyn tulo polttimeen loppuu, kun &ljyn pinta on 10 sentin
korkeudella lierién pohjasta. Arvelen sen johtuvan siiti, et-
td néin sakkaa ei joudu polttimeen saakka.

Saimme téndan 3000 litraa oljya. Tayton jalkeen 6ljyn pin-
ta oli 95 sentin korkeudella s&ilion pohjasta mitattuna eli
3000 litraa nosti 6ljyn pintaa 85 sentilla.

Pystyyko niillé tiedoilla tekeméén likiméadraista taulukkoa,
joka kertoisi, kuinka paljon 6ljyd on siiliossd kutakin sent-
ti4 kohden eli vaikka 57 senttid 2000 litraa, 63 senttid 2078
Huomautan, etté tdmé tehtédvé on tdysin vapaaehtoinen ei-
k& siitéd luistaminen vaikuta henkilokohtaiseen (Facebook)-
kaveruuteemme.

Terv. Esa

Tehtéva on sikéli oikein sopiva koululaisten lehteen, et-
té siiné tarvittava matematiikka on selkeésti kouluma-
tematiikkaa.

IEdesmennyt appeni, matematiikan lehtori Yrjé Repo

Vaikka ongelman matemaattinen perusta on vaatima-
ton, se johtaa kuitenkin epétriviaaliin yhtdaloon, jonka
ratkaisu ei onnistu mielekkéésti ilman hyvaé laskenta-
vilineistod. Samalla on tilaisuus pohdiskella ja havain-
nollistaa joitakin yleisiéd periaatteita, jotka liittyvéit toi-
saalta jatkuviin ja toisaalta derivoituviin funktioihin.

Kéaytan tilaisuutta hyvikseni esitellikseni rat-
kaisun  apuna  symbolilaskentaohjelmaa  MAPLE
(http://www.maplesoft.com). Mainittakoon, ettd kir-
joitin kauan sitten Solmuun laajan artikkelin otsikolla
Matemaattisten symbolien kasittelya:

http://solmu.math.helsinki.fi/1999/5/apiola/

Siind johdattelin tietokoneella tapahtuvan symboli-
sen laskennan perusteisiin niinikdin MAPLE:n avulla.
Hauska yhteensattuma on, ettd tuossa kirjoituksessa
erddnd esimerkkiné oli makaava lierio, silld kertaa sel-
vittelin, miten korkealla lieri6é kelluu vedessa.

Tehtdavin ratkaisussa on hyvésta symbolilaskentaohjel-
masta suuri hyoty myos siksi, ettéd silla voidaan tuot-
taa dokumentti, joka ndyttda laskennan tulokset oikei-
na matemaattisina kaavoina, grafiikan ja selitykset.

Toisaalta on hyva mainita, etté laskut voidaan kohtuul-
lisella vaivalla, huolellisuudella ja ahkeruudella suorit-
taa myos késin, kun apuna on ylioppilaskirjoituksis-
sa hyvaksyttidvé graafinen laskin, kuten TI-84. Asian
demonstroi minulle armas vaimoni Sisko Repo, ldhtien
liikkeelle Maple-avusteisesti sieventdméstani yhtalosta.


http://www.maplesoft.com
http://solmu.math.helsinki.fi/1999/5/apiola/
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Ratkaisu, kun siilion mitat tunnetaan

Olkoon lierion side R ja pituus L. Tilavuuden laskentaa
varten on vain selvitettivd maanpinnasta korkeudella
h olevan vaakasuoran rajoittaman ympyréin segmentin
ala, joka sitten kerrotaan pituudella L.

Asetetaan siilion profiiliympyran keskipiste origoon ja
lausutaan ala A(y) kuvaan merkityn y—koordinaatin
avulla. Siis korkeus makaavan lierion pohjalta: h =
R+y.

Yldpuolelle jadvan ympyrdn segmentin ala = keskus-
kulman 2c médradméan sektorin ala — keskuskolmion
ala. Lausutaan kulmat radiaaneissa, jolloin kulma=
s/R, missi s on vastaavan kaaren pituus. Tayskul-
ma on siten 27 ja kulman 2a médrdaméan sektorin ala
= 3—:7TR2 = aR%

Niinp4 yldpuolisen segmentin ala = aR? — y+/R2 — 2.

Alapuolisen segmentin ala on siis tdmé vihennettyni
koko ympyrén alasta.

Kysytty tilavuus voidaan nyt kirjoittaa muotoon:

V(y) = ((r — )R* + y/R> — y?)L. (1)

Kaavassa pitédd vield kulma a lausua y:n ja R:n avulla:
Y
Q= arccos =, 2
R )

eli kulma, jonka kosini on %. Toisin sanoen kyseessé on

cos-funktion kéénteisfunktio, tarkemmin sanottuna sen

ns. pddahaara. Laskimessa tdmén merkkind on yleensé
-1

cos™ .

Herda kysymys, miké téssd nyt oli vaikeutena, paitsi
“ruumiillinen tyd”, jos joudutaan taulukoimaan sentin
vélein.

Mutta mittojahan ei tunneta

S&ili6 on maan sisilld, sitd on vaikea pa#std mittaa-
maan. Ehkép4 siilion "manuaali” on hévinnyt samaan
paikkaan kuin Yrjé Revon laatima mittatikku. No, té-
mé tekee tehtévistd astetta kiintoisamman. (Sanoisin-
ko "haastavamman”, mutta en sano.)

Tehtavanannossa on kaksi tietoa:

1. Siilion tilavuus = 4 m?

2. "Téayton jilkeen 6ljyn pinta oli 95 sentin korkeudella
sdilion pohjasta mitattuna eli 3000 litraa nosti 6ljyn
pintaa 85 sentilla.”

Jos merkitédén W (h):lla tilavuutta lausuttuna pohjasta
mitatun korkeuden h avulla, jolloin W(h) = V(h — R),
saadaan yhtalot

TR?’L =4
W(0.95) = W(0.1) + 3
Edellisesté sijoitetaan L = w;%? jalkimmaéiseen, joka

V:n avulla ilmaistuna tulee
V(0.95—R)=V(0.1—R)+ 3.

Kun tédhén otetaan V:n kaava (1) ja vield (2), saadaan-
kin juhlallisen nakoinen yhtalo:

_2 s [OP—E
T R

4(0.95— R) 2
T\/R2 —(0.95— R)

4accos 0.1-R
— — — ar -
™ R

N 4(0.1 - R)
TR2

R2—(0.1-R)*+3

Tamén yhtédlon johtaminen on tarkkuutta ja ahkeruut-
ta edellyttiavd harjoitustehtéva lukijalle. Ttse kéytin
hyvikseni koneellista lausekkeen kisittelijaa, edella
mainittua MAPLE-ohjelmaa, liitdn koko tyon sisélta-
vén laskenta-arkin mukaan:
http://solmu.math.helsinki.fi/
2011/1/apiolaMaplews.pdf

Taytyy sanoa, ettéd tyod sujui vain puoliautomaattisesti,
osittain tarvittiin késinlaskua. Vaikka symbolilasken-
taohjelmien sievennyskyvyt ovat hamméstyttavia, nii-
td ei ole aina helppo komentaa tekemédn kaikkia sel-
laisia sievennyksié, joilla ihminen haluaisi puuttua pe-
liin. Joskus sieventéjé vie homman liian pitkélle, jolloin


http://solmu.math.helsinki.fi/2011/1/apiolaMaplews.pdf
http://solmu.math.helsinki.fi/2011/1/apiolaMaplews.pdf

26

Solmu 1/2011

lopputulos ei olekaan ihmiselle miellyttava. Toisaalta,
kun jatkokasittely tehdddn ohjelmalla, ei ole aina niin
tiarkedd, ettd lauseke on ihmissilmén estetiikkaa par-
haiten tyydyttavissd muodossa, johon tésséd olen pyr-
kinyt. Todettakoon, ettd néin sievdédn asuun saatettu
muoto oli tdssa tarpeen vain kirjoituksen luettavuuden
kannalta, itse ratkaisu saatiin varsin joutuisasti hiukan
pitemmaésté, automaattisesti sievennetystd muodosta,
kuten liitteené olevasta tyOarkista ilmenee.

Yhtilon ratkaiseminen

Jos katsellaan ratkaistavaa yhtaloé, niin epétoivo saat-
taa hiipid hiuksiin. Tuntematon R esiintyy arccos-funk-
tion sisélld ja ulkopuolella rationaalilausekkeissa ja li-
siksi mukana on neliGjuuria R:n polynomeista. On sel-
vid, ettd minkéidn niksien/(taika)temppujen avulla ei
ole mahdollista saattaa tehtivéai sellaiseen muotoon,
josta ratkaisu voitaisiin "lukea”, ts. tarkkaa analyyttis-
ta ratkaisua ei ole mahdollista johtaa.

Toisaalta, jos siirretdén kaikki samalle puolelle, kysees-
sé on jatkuvan funktion nollakohdan méardamistehté-
vé, koska arvo R = 0 suljetaan joka tapauksessa tar-
kastelualueesta pois. Jos 16ydetédn vili, jonka pagdtepis-
teissd funktio saa erimerkkiset arvot, tiedetéén jatkuvia
funktioita koskevan perustuloksen, Bolzanon lauseen
mukaan, ettd talld vililla on nollakohta. Parhaiten ja
havainnollisimmin asiaa voidaan tutkia piirtdmélla ku-
vaaja jarkevén tuntuisella R-vélilla.

Maple-komennot jiatan tydarkilta luettaviksi, katsotaan
téssa kuvat:

0.6

0.4+

0.2

0-

-0.21

-0.41

-0.6

-0.81

- 1.0

B 1'z-l T T T T T
05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
R

YHTALON RATKAISUN HAARUKOINTIA

Silmaméariisesti arvioiden saadaan R = 0.65. Tarken-
netaan valitsemalla R-viliksi [0.6,0.7].

0.2
0.1
0_
0.1
0.2
0.60 0.62 0.64 0.66 0.68 0.70
R
TARKENNETAAN HAARUKOINTIA
Kuvasta voidaan lukea arvio R = 0.648. Jos halut-

taisiin tarkentaa, voitaisiin jatkaa samalla tavoin. Ky-
seessd, on itse asiassa ns. valin puolitusmenetelmén
graafinen versio. Korkeatasoisena ja kattavana mate-
maattisena ohjelmistona MAPLE:ssa on myos tehokas
epélineaaristen yhtéldéiden ratkaisualgoritmi valmiiksi
ohjelmoituna. Numeeriset ratkaisijat tarvitsevat syot-
teekseen ratkaistavan yhtalon lausekkeen liséksi yleen-
sii alkuarvauksen, jota lihdetdin iteratiivisesti (tietty#
s#Antod toistaen) tarkentamaan. Alkuarvaus voidaan
hyvin ottaa ensimmaéisestd kuvasta (jotta ratkaisijakin
pédsisi ndyttadméin kyntensi). Olkoot yhtilon eri puo-
let sijoitettu muuttujiin vasen, oikea. Kas télla rat-
kaisukomennolla homma ké&y:

> fsolve(vasen-oikea,R=0.65);
0.6480360777

Kun katsellaan kuvia, huomataan, ettd lahemmés zoo-
matun kuvan kayrd ndyttaa miltei suoralta. Miksi ndin
mutkikkaan funktion kuvaaja muuttuu suoraksi? Ky-
seessd, on derivoituvan funktion yleinen ominaisuus.
Derivaattahan antaa funktion kuvaajalle lineaarisen
approksimaation, joka on sitd tarkempi, miti pienempi
askel laskentapisteestd edetdén. Témaé ilmi6 on siis tun-
nusomainen kaikille derivoituville funktioille, kun kat-
sotaan tilannetta tarpeeksi lahelté.

Ja nyt nautiskellaan

Téssd osuudessa nédytédn lyhyesti, minkélaisin komen-
noin ja niiden antamin tuloksin voitaisiin Maple-tytssa
edetd, kun lierion mitat on saatu tietoon. Liitteené ole-
vassa MAPLE-tyOarkin
http://solmu.math.helsinki.fi/
2011/1/apiolaMaplews.pdf
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pdf-tulosteessa nikyy oikeaoppisempi ja tarkemmin
kommentoitu tyoskentelytapa koko tehtdvai ajatellen.

Téssé esiintyvien komentojen vastineet lienee osaavan
laskimen kédyttdjan kohtuullisen helppo muuttaa las-
kintyoksi.

>tilavuus:=((Pi-alpha)*R"2+y*sqrt (R"2-y~2))*L;

tilavuus := ((W —a)R* +y/R2 - y2) L

> alpha:=arccos(y/R):
> L:=4/(Pi*R"2):
> V:=unapply(tilavuus,y);

Vi=y— W‘}%Q ((w — arccos (%)) R? + yﬂ)

> askel:=0.1: H:=[seq(k*askel,k=0..13)];
H:= [0., .1, .2, .3, .4, .5, .6, .7,

.8, .9, 1.0, 1.1, 1.2, 1.3]

> R:=0.648:

> Y:=[seq(h-R,h=H)]:

> Varvot:=map(evalf@V,Y):

> transpose (matrix([H,Varvot]));

[ 0.0 0.0
0.1 0.1421293606
0.2 0.3920491354
1.2 3.866182207
| 1.3 4.0+ 0.0011654426951 |

Kuriositeettina mainittakoon, ettd viimeinen taulukko-
piste menee siilion ulkopuolelle (2 R < 1.3), taulukossa
se ilmenee siten, ettd tilavuuden arvon imaginaariosa
on nollasta poikkeava, siis "kompleksinen tilavuus”.

Epilogi
Date: Sun, 16 Jan 2011 19:45:43 +0200 (EET) Subject: Re:
Re: Oljytikku Solmuun

Heikki,
Ohessa kaksi tdnain otettua kuvaa mittaustilanteesta. Voit

hyvin kuvitella, kuinka kerdénnymme sunnuntai-iltaisin
perheen yhteiseen iltahetkeen 6ljyséilion dérelle. Ideana on
se, ettd Pauliina nayttdéd valoa, Pami mittaa ja Jonttu ver-
taa mittaa sinun tekemdiési taulukkoon. Oljyn pinta oli 95
senttid 29.12 nyt sitd on 82 senttid, mika lienee sinun tau-
lukollasi noin 2600 litraa - sitéd on siis kulunut reilussa kah-
dessa viikossa ihan mielettomaésti - tosin kelitkin ovat olleet
vililla todella kylmié, viime y6n&d miinus 29. Vaihdamme
lammitysjarjestelmén ensi talveksi.

Terv. Esa

OLJYNMITTAUSTA TIKKAKOSKEN TALVI-ILLASSA

Nahtiin taas, miten korvaamattomia tytkaluja puhdas
matematiikka tarjoaa jopa likaisten Oljytehtédvien rat-
kaisuun. Téssa tapauksessa matematiikan soveltaminen
johti oljymittaustehtivéin ratkaisun ohella myo6s per-
heen eldmé&in olennaisesti vaikuttavan pa&toksen syn-

tyyn.

Viitteet

[1] http://solmu.math.helsinki.fi/
2011/1/apiolaMaplews.pdf Kirjoitukseen liittyva
Maple-laskenta-arkki pdf-muodossa

[2] http://solmu.math.helsinki.fi/
2011/1/apiolaMaplews.mw Kirjoitukseen liittyvéa
Maple-laskenta-arkki MAPLE-muodossa (luettavissa
ja muokattavissa MAPLE-ohjelmalla)

[3] http://solmu.math.helsinki.fi/1999/5/apiola/
Matemaattista symbolien késittelyd, kirjoitus Sol-
mussa v. 1999

[4] http://www.maplesoft.com Maplen kotisivu
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Matematiikkakilpailuvuosi 2010

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Matematiikkakilpailuvuoden paéatapahtuman muodos-
tavat kesilla pidettavit Kansainvialiset matematiikka-
olympialaiset. Ennen kuin olympialaisiin paédstdin, on
kuitenkin joukkue valittava ja sitd on valmennettava.

Yksi valintaprosessin porras on Suomen kansallinen
matematiikkakilpailu. Sitd pyorittad Matemaattisten
Aineiden Opettajien Liitto MAOL. Kilpailuja on oi-
keastaan kaksi, toinen peruskoululaisille ja toinen lu-
kiolaisille. Molemmat ovat kaksiportaisia ja lukion kil-
pailu vield alkukierroksen osalta kolmisarjainen. Kun
lukiossa ei varsinaisesti ole luokka-asteita, alkukilpailun
sarjajako perustuu kilpailijan ikddn. Oman i&n edellyt-
tdmad sarjaa ylempéén sarjaan toki voi osallistua. Kai-
kista sarjoista voi edeté loppukilpailuun.

Kouluvuoden ja kalenterivuoden eritahtisuuden vuoksi
alkukierros ja loppukilpailu sattuvat eri vuosille. Vuo-
den 2010 loppukilpailut pidettiin Helsingisséd Munkki-
niemen yhteiskoulussa 29.1. Matemaattisten Aineiden
Opettajien Liitto on lanseerannut késitteen Neljin tie-
teen kisat. Fysiikan ja kemian lukiokilpailut pidetdan
samalla kertaa matematiikan loppukilpailujen kanssa ja
palkinnot jaetaan yhteisessa tilaisuudessa. Neljis tiede
on tietojenkésittelytiede. Se kulkee omia polkujaan.

Tammikuisten matematiikkakilpailujen tehtédvid on esi-
telty Solmussa 2/2010. Lukion kilpailuun oli alkukil-
pailun kolmesta sarjasta valittu yhteensd 21 kilpaili-
jaa. Kolmituntisen ja viisitehtdvéisen kilpailun voitta-
jaksi tuli Paivoldan Opiston matematiikkalinjan oppilas
Kai Lindholm. Toisen sijan jakoivat Meri-Porin lu-

kion Ilmari Kangasniemi ja Helsingin matematiikka-
lukion Aleksis Koski. Helsingin matematiikkalukios-
sa kilpailumatematiikkaan tehdyt panostukset eivét ole
menneet hukkaan: seuraavat kolme sijaa menivét kaik-
ki koulun oppilaille Topi Talvitielle, Olli Hirvinie-
melle ja Markus Puumalaiselle. Kilpailun arvoste-
luraadin muodostivat Helsingin Ressun lukion lehtori
Hilkka Taavitsainen ja Helsingin yliopiston dosentit
Kerkko Luosto ja Matti Lehtinen.

Suomen matematiikkaolympiajoukkueen valinnassa
toinen tirked askelma on Pohjoismainen matema-
titkkakilpailu. Pohjoismainen matematiikkakilpailu luo-
tiin vuonna 1986. Ajatus oli tuolloin hiukan loiven-
taa Pohjoismaita matematiikkaolympialaisissa edusta-
maan padsevien kohtaamaa shokkia, jonka aiheuttivat
tehtavit, joiden vaikeustaso huimasti ylitti sen, mihin
tidssd maailmankolkassa muuten oli totuttu. Pohjois-
maiseen matematiikkakilpailuun kutsutaan jokaisesta
viidestd Pohjoismaasta enintdén 20 osallistujaa. Kun
kilpailu liittyy kiintedsti Kansainvélisiin matematiik-
kaolympialaisiin valmistautumiseen, osallistujien valin-
ta kussakin maassa on olympiavalmennusta jérjesté-
van tahon késissd. Suomessa tdmé valmennusorgani-
saatio on Suomen Matemaattisen Yhdistyksen Valmen-
nusjaosto. Sen ympérivuotinen valmennustoiminta nos-
taa esiin potentiaalisia olympiaedustajia, jotka eivit
aina onnistu kunnostautumaan Matemaattisten Ainei-
den Opettajien Liiton kilpailussa — eihdin mahdollisuut-
ta osallistua kilpailuun edes kaikissa kouluissa tarjota-
kaan.
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Pohjoismaiseen kilpailuun tuli lopulta 19 suomalais-
osallistujaa, joista 13 oli my0s osallistunut MAOLin
lukion matematiikkakilpailun loppukilpailuun. Loput
kuusi olivat tulleet valitsijoiden tietoon kunnostautu-
malla Valmennusjaoston Péivolan Opistossa jérjesté-
missé viikonloppuvalmennustilaisuuksissa tai ratkaise-
malla heille ldhetettyja kirjevalmennustehtivié. Ja niin
sitten kévi, ettd Pohjoismaiden parhaaksi 13. huhti-
kuuta kotiratakilpailuna eli osallistujien kouluissa pi-
detyssé nelituntisessa kokeessa selvisi P&ivolan Opis-
tossa opiskelut Aleksi Korpinen, joka ei ollut mu-
kana MAOLin kilpailun loppukilpailussa. Korpinen sai
ainoana kilpailijana tdydet 20 pistettd ja voitti siten
niukasti, yhdelld pisteelld, Tanskan Mathias Knud-
senin. Korpisen ja Knudsenin jidlkeen seuraavat kil-
pailijat jdivét jo 15 pisteeseen. Heitd oli nelja, kaik-
ki eri maista. Yksi oli Suomen Aleksis Koski. Kilpai-
lijoita oli kaikkiaan 82. Parempaan puolikkaaseen (jo-
ka tasapisteiden vuoksi ei ole ihan tarkka késite) sel-
visi suomalaisista peréti 15. Tamé ei mitenkédén joh-
tunut siitéd, ettd kilpailun kiertéiva jérjestelyvastuu oli
vuonna 2010 Suomella. Tehtéavét valitsi neljastd muus-
ta osallistujamaasta saatujen ehdotuksien perusteel-
la Kerkko Luoston ja Matti Lehtisen kahden hengen
komitea. Se myos toimitti lopullisen arvostelun joka
maassa tehdyn esiarvioinnin jélkeen. Kilpailun tulok-
set, tehtdvit ja niiden ratkaisut loytyvét osoitteesta
http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/PM/.

Matematiikkaolympialaisjoukkue valitaan niin kuin
muutkin urheilujoukkueet nayttéjen perusteella. Poh-
joismaisen kilpailun, MAOLin kilpailun ja aikaisemman
kilpailumenestyksen perusteella viimeisid ndyttoja an-
tamaan ja valmennusta olympialaisia varten saapuivat
kutsuttuina Paivolan Opistoon toukokuun viimeiseksi
viikoksi Helsingin matematiikkalukion Olli Hirviniemi,
Niko Ilomiki, Aleksis Koski ja Topi Talvitie, Helsin-
gin Ressun lukion Jesse J&a#saari, Meri-Porin lukion
Ilmari Kangasniemi, Helsingin Saksalaisen koulun
Dimitri Kirichenko, P#ivolan Opiston Aleksi Korpi-
nen ja Kai Lindholm, Paraisten lukion Felix Sjoblom
ja Tapiolan Lukion Arttu Voutilainen. Heité hiillos-
tivat viikon aikana Valmennusjaoston aktiivit Miika
Nikula, Kerkko Luosto, Esa Vesalainen, Lauri Hal-
lila ja Matti Lehtinen seké jaoston ulkomaalaisvahvis-
tus Alexey Kirichenko. Aikanaan Leningradin Ma-
tematiikkaolympialaisten piirissad tyoskennellyt mutta
nyt Suomessa toimiva Kirichenko toi mukanaan arvok-
kaita kokemuksiaan todella huipputason matematiikka-
kilpailun ja valmennuksen piiristé.

Valmennusviikon aikana jérjestettiin nelja harjoitusko-
keen nimelld kulkenutta valintaan vaikuttavaa koetta.
Niiden tulokset eivét tietenkédidn olleet kovin yhden-
suuntaisia, joten joukkueen valinta tuotti melkoisesti
padnvaivaa. Valmentajat padsivat kuitenkin yksimieli-
syyteen siitd, ettd Suomea edustaisivat kesdn Kansain-
vilisissd Matematiikkaolympialaisissa Olli Hirviniemi,
Ilmari Kangasniemi, Dimitri Kirichenko, Aleksis Koski,

Aleksi Korpinen ja Topi Talvitie.

Matematiikkaolympialaisten pitopaikka oli Suomesta
katsoen jokseenkin eksoottinen, nimittédin Kazakstanin
padkaupunki Astana tai oikeastaan sen ldhettyvilla ole-
va Baldauren-niminen kurssikeskus.

Joukkueen matka Kazakstaniin kulki mutkan kautta.
Tanskassa oli syntynyt ajatus jatkaa Pohjoismaiseen
matematiikkakilpailuun liittyvda ajatusta valmistaa
kaikkien Pohjoismaiden Kkilpailijoita tulevaan. Tanskan
Sorgssd lahelld Koopenhaminaa sijaitsee uusi, Tans-
kan elinkeinoelamén rahoittama Meaersk Mec-Kinney
Mpller Videncenter -niminen lahjakkaiden nuorten
luonnontieteellis-matemaattiseen kurssitukseen tarkoi-
tettu keskus, ja sielld jérjestettiin 29.6-4.7. Tans-
kan, Ruotsin, Norjan ja Suomen olympiajoukkueiden
viimeistelyharjoitus, ensimméinen laatuaan. Suomen
osuuden valmentajapuolella hoiti Esa Vesalainen, jo-
ka my6s matkusti Kazakstaniin olympiajoukkueen va-
rajohtajana. Matti Lehtinen oli joukkueen nimellinen
johtaja, mutta matematiikkaolympialaisten kaytanto-
jen mukaan joukkueen johtaja toimii tuomariston ja-
senend tehtdvisarjaa laadittaessa eikéd varsinaisesti ole
tekemisissd johtamansa joukkueen kanssa.

Kazakstanilaisten jirjestelyja kohtaan saattoi maata
etukéiteen tuntematon tuntea ennakkoluuloja, mutta ne
osoittautuivat padosin turhiksi. Uusi ja monin tavoin
huippumoderni 6ljyvaroin rakennettu Astana kaikkialla
esilld olevien presidentti Nursultan Nazarbajevin (joka
ei kuitenkaan omassa persoonassaan ehtinyt olympia-
laisten juhlatilaisuuksiin) lempeéilmeisten kuvien al-
la oli omalla tavallaan hikellyttdva. Lentoyhteyksia
Kazakstaniin on melko niukasti. Lentojen peruutukset
hankaloittivat melko lailla joukkueen paluumatkaa.

Olympialaiset olivat koonneet yhteen 97 maan jouk-
kueet ja 523 kilpailijaa. Niin kuin aina, muutkin kuin
Suomen joukkue olivat poikavaltaisia. Tyttojé kilpai-
lijoista oli kuitenkin 47 eli tasan 9 %. Tuomaristo
koosti kokouksissaan Almatyssi Kazakstanin etelélai-
dalla kilpailua edeltdvind paivind tehtdvésarjan, jos-
sa oli tavan mukaan kaksi geometrian tehtdvia, kak-
si algebraksi luokiteltavaa ja yksi lukuteoreettinen ja
vksi kombinatorinen tehtévi. Varsinaiset kilpailupéai-
vét olivat 7. ja 8.7. Kumpanakin paivana kilpailijoil-
la oli nelja ja puoli tuntia aikaa kolmen tehtavin rat-
kaisemiseen. Molempina piivind sarjan ensimméinen
tehtavi oli olennaisesti muita helpompi. Taysiin pis-
teisiin péadsi lopulta vain yksi kilpailija, Kiinan Zipei
Nie. Kiinan kuusikko kerési kaikkiaankin eniten pis-
teitd. Maiden paremmuuslistassa seuraavina olivat Ve-
néji, USA, Eteld-Korea, Kazakstan, Thaimaa, Japani,
Turkki, Saksa ja Serbia. — Olympialaisten tehtavit ja
ratkaisut voi lukea Valmennusjaoston sivuilta osoittees-
sa http://solmu.math.helsinki.fi/olympia/IMO/.

Yhteinenkédédn valmentautuminen ei nostanut pohjois-
maisia joukkueita kovin korkealle. Paras néistd maista,
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Tanska, pédsi sijoituksella 45 juuri parempaan puolik-
kaaseen. Islanti oli sijalla 71, Suomi ja Ruotsi jakoivat
sijan 72 ja Norja joutui tyytyméén sijaan 75.

Matematiikkaolympialaisten suoritukset palkitaan kol-
mentasoisilla mitaleilla. Mitalit jaetaan sijoituksen pe-
rusteella niin, ettd suunnilleen 1/12 kilpailijoista saa
kultamitalin, seuraava kuudesosa hopeamitalin ja seu-
raava kolmasosa pronssimitalin. N&ain mitaleita saa
suunnilleen puolet osallistujista. Pohjoismaisessa ma-
tematiikkakilpailussa toiseksi sijoittunut Tanskan Mat-
hias Knudsen ylsi kultamitalijoukkoon. Hén oli kaikki-
aan sijalla 13. Knudsenin kultamitali oli Tanskalle kaik-
kien aikojen ensimmaéiinen. Norjan, Ruotsin ja Islannin
joukkueet jédivit kokonaan mitaleitta, mutta Suomen
Aleksis Kosken suoritus riitti pronssimitaliin. — Suo-
meen on kaikkiaan 37 osallistumiskerran aikana osunut
vain yksi kultamitali. Sen sai Taneli Huuskonen vuo-
den 1981 olympialaisissa Washingtonissa.

Matematiikan  kansainvilisessid  kilpailukalenterissa
vuoden viimeinen kohde on Baltian Tie -joukkuemate-
matiikkakilpailu. Se pidetdan marraskuun alkupéivina.
Vuonna 2010 kilpailu pidettiin Reykjavikissa 4.-8.11.
— Baltia ymmaérretdéin tamén kilpailun yhteydessé ava-
rasti. Mukana ovat Norja ja Islanti, vaikka néistd mais-

ta el Itdmerta niekain.

Kun Suomen matematiikkakilpailujen ajoitus on sovi-
tettu ldhinnéd kesdlomanaikaisiin Kansainvélisiin ma-
tematiikkaolympialaisiin, niin loppusyksyn joukkue-
valinta on ongelmallisempi. Kokeneimmat kilpailijat
ovat usein siirtyneet edellisené kevéana koulusta jatko-
opintoihin, eivitkd endd taytd osallistumiskriteerié,
enintdén lukiotasoisen oppilaitoksen opiskelijana ole-
mista. Joukkue joudutaan valitsemaan niistd matema-
tiikkakilpailuvalmennukseen osallistuneista, jotka vie-

14 ovat lukiossa. Toisaalta téllaiset henkilot ovat kil-
pailukelpoisia vield seuraavankin keséin matematiikka-
olympialaisissa. Valmennusjaoston kilpailuvalmennuk-
sen rytmiin ovat kuuluneet valmennustapaamiset syys-
kuun alussa ja lokakuun puolivilissd. Vuoden 2010 Bal-
tian Tie -joukkue valittiin kidytdnnossid vasta viikon-
vaihteessa 22.-24.10. Joukkueeseen tulivat jo matema-
tiikkaolympialaisissa kédyneet Olli Hirviniemi, Ilmari
Kangasniemi ja Dimitri Kirichenko ja heidén lisdkseen
Felix Sjoblom ja Tampereen klassillisen lukion Mar-
kus Pajarre. Joukkuetta johtivat Kerkko Luosto ja
Lauri Hallila.

Baltian Tie -kilpailussa kukin joukkue saa ratkaista-
vakseen periti 20 tehtdvén sarjan, jossa tasalukuméira
kunkin kilpailumatematiikan kiteytyneen osa-alueen,
algebran, geometrian, lukuteorian ja kombinatoriikan
tehtdvid. Aikaa on nelji ja puoli tuntia, mutta yh-
teistyd ja tyonjako ovat sallittuja. Tehtdvét arvostel-
laan asteikolla 0 — 5, joten maksimipisteméara on 100.
Baltian Tie -kilpailun tehtédviin ja tuloksiin voi tu-
tustua osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/
olympia/Baltian_tie/.

Parhaaksi Baltian Tie -joukkueeksi osoittautui nyt niin
kuin monesti ennenkin Puola, joka kerési peréti 89 pis-
tettd. Suomen pisteméadrd 45 oikeutti vasta toiseksi
viimeiseen, yhdeksénteen sijaan. Suhteellisen alhaisen
pistemédrin taustana oli epdonnistuminen osa-alueen
kombinatoriikka tehtévissa.

Juuri ennen Baltian Tie -kilpailua pidettiin taas uuden
kilpailukierroksen aloittava MAOLin matematiikkakil-
pailujen alkukierros. Tahtédimessd ovat nyt seuraavat
Kansainviliset matematiikkaolympialaiset heindkuussa
2011 Amsterdamissa.
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