Oljyn maara sailiossa
Heikki Apiola

19.1.2011
Liittyy matematiikkalehti Solmun artikkeliin: Riitté8ko |ammitysoljy

http://solmu.math.helsinki.fi/2011/1/apiola.pdf

Maan sisilld makaava lierion muotoinen sailio.
Pohjaympyrin side: R, Lierion pituus: L

:> restart: with(plots):with(linalg): # A ustuksia

» Lierion kuva

Avaamalla kappaleen nuolta klikkaamalla néet piirtokoodin. Kuvaa voit pydritelld hiirella.
(Edellyttdad Maplea, pdf-tiedostoa voi vain katsoa.)

> |ierionkuva;

» Piirretaan lierion profiiliympyran kuva
Jos avaat kappaleen nuolta klikkaamalla, n&et piirtokomennot.
_> ynmpkuva;




Olkoon siis lierion pituus=L ja pohjaympyréin side=R. Kuten kuvasta ndhdddn ja artikkelissa

tarkemmin selitetddn, saadaan lierion tilavuudelle kaava:

(Huomaa, ettd punaiset kaavat ovat Maple-ohjelmalle annettavia komentoja, siniset ohjelman
| palauttamia tuloksia. )

> tilavuus:=((Pi-al pha)*R*2+y*sqrt (R*2 - y”2))*L;
tilavuus := ((ﬂ: —a) R +y R —y2 ) L @

| Muuttujallat i | avuus on nyt ylld ndkyvé symbolinen arvo
> al pha: =arccos(y/R);

— Y 2
] o: arccos(R ) 2)
| Mittatikku antaa 6ljyn pinnan korkeuden h pohjalta lukien, ts.
> y:=h-R
y=h—R &)

Y114 tilavuuden lausekkeessa esiintyvét muttujat ovat "vapaita muuttujia", ts. niille ei ole asetettu
arvoa. Nyt, kun annoimme siina esiintyville muuttujille a ja y arvot,
ne sijoittuvat automaattisesti tilavuuden lausekkeeseen, no katsotaan:

> til avuus;

((n—arccos(h;R))R2+(h—R)\/R2—(h—R)2)L 4)

Helpottaaksemme jatkokésittelyd, maarittelemme tilavuuden lausekkeen sijasta funktioksi:




| Maple:ssa on kaksi tapaa, emme puutu tekniikoihin tarkemmin, tdssd yhteydessé sopii tdima:
> V: =unappl y(tilavuus, h);

Vi=h— ( (n—arccos(

h—R

))R2+(h—R)JR2—(h—R)2)L )

Koska lierion tilavuus = 4 m3, niin TR°L = 4, joten
> L: =4/ (Pi *R"2);

L= iz 6)
i TR
(> V(h): h
— —R 2 _ 2 . py2
4 ((n arccos( )) iR-l— (h—R) \/R (h—R) ) .

[ Nyt siis myos L on sijoitettu R:n avulla lausuttuna V-funktion lausekkeeseen..
[ Meillé on siis tuntematon R ja sen maédrdamiseksi yhtdlo V(0.95) = V(0.1) + 3

> yhtal o: =V(0. 95) =3+V(0. 1) ;

o 4 ((n—arccos(o'%T_R)) R+ (095 —R)J R — (0.95 —R)? ) y o

nR2

4 ((n—arccos(%)) R+ (0.1 —R)J R*— (0.1 —R)Z)

T 2

TR
i Néhdién, ettd vihentdmalla 4 kummaltakin puolelta, voitaisiin yhtilo sieventii artikkelissa
esiintyvadn muotoon. Maplen komentaminen tuohon ei ndyti olevan
| ihan helppoa, eiki silld ole merkitystid jatkokosittelyssd, kun jatketaan Maplella.

Y Yhtalon ratkaiseminen

[> with(plots):
> vasen: =l hs(yht al 0) ; oi kea: =rhs(yhtal o) ;
0.95 —R 2 2 2
4 ((n—arccos(—))R +(O.95—R)\/R — (095 —R) )

R
vasen .= >
TR
4 ( (n —arccos(% ) ) R>+ (0.1 —R)J B> — (0.1 —R)? )
oikea =3 + 5 3.1
TR

; Tutkitaan graafisesti:

> kappyr a: =pl ot (vasen-oi kea, R=0. 5. . 1, t hi ckness=2, axes=box,
gridlines=true): rinkula:=plot([0.65],[0], styl e=point, synbol =

| circle, synbol si ze=20, col or =bl ack):

> di spl ay([ kappyra, rinkul a]);
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Zoomataan lahemmas:
> kappyr a: =pl ot (vasen-oi kea, R=0. 6. . 0. 7, t hi ckness=2, axes=box,
gridlines=true): rinkula:=plot([0.648],[0], styl e=poi nt,
| synbol =circl e, synbol si ze=20, col or =bl ack):
> di spl ay([ kappyra, rinkul a]);
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Kursorin kohdistuksella luetaan: R=0.648.

Ratkaistaan vield numeerisella yhtilon ratkaisijalla, alkupisteend R=0.65.

(Silmadmaariisesti kdyra ei juuri eroa tangentistaan tialla zoomauksella. Niinpa tilld alueella
Newtonin menetelmén pitdisi toimia erittiin hyvin.)

> fsol ve(vasen-oi kea, R=0. 65) ;

0.6480360777 (3.2)

Mittatikun asteikon laskeminen
_> R ="R :V(h);
4 ((n—arccos( h;R )) R+ (h—R) \/Rz— (h—R)z)

2

4.1)
TR

| Annetaan R:lle ylla laskettu arvo.

> R =0.648036077;
R :=0.648036077 4.2)

> V(h):




1 (9.524926272 (0.4199507571 T — 0.4199507571 arccos(1.543123964 h 4.3)
T

— 1.000000000) + (2 — 0.648036077) \/ 0.4199507571 — (h — 0.648036077)* ))
Nyt meilld on funktio V, joka laskee numeerisen tilavuusarvon V(h) sydtteend annetulle
korkeusarvolle h. Maple tdytyy komentaa laskemaan numeerinen likiarvo yhdistimalla
| laskentaan funktio eval f . Funktioiden yhdistémiseen on symboli @
> Vf:=eval f @,
V= evalf@V “4.4)
| Tarkistetaan, ettd yhtdlomme toteutuu.
> Vf(0.95)=Vf(0.1)+3;

3.142117686 =3.142117684 (4.5)

(> Vi(2*R);
I 4.00000 4.6)

Kun otettiin R:1le néin tarkkaan, yhtdlon puolet eroavat vasta 10:nnessd numerossa. Toki
mittauksissa on senverran epitarkkuutta, ettd pienempikin numeroiden mééra riittdisi
hyvin. Mutta antaa nyt Maplen laskea tilld arvolla.
(Kiintoisa havainto: Jokisen 6ljysiilion tayttofirma oli ndhtévisti tihdénnyt siihen, etti sdilioon
laitetaan 6ljyd 1000 litraa, kolmen numeron tarkkuudella onnistuivat)

V¥ Taulukon laskenta

[ > askel : =0. 1; korkeudet: =[seq(k*askel ,k=0..13)]; #
Taul ukoi daan 10 cm askel i n.

askel =10.1
i korkeudet :== [0.,0.1,0.2,0.3,0.4, 0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1.0, 1.1, 1.2, 1.3] 4.1.1)
> tilavuudet: =map(Vf, korkeudet) ;
tilavuudet := [0., 0.1421176836, 0.3920175214, 0.7013129324, 1.049684262, 4.1.2)

1.423387067, 1.811413658, 2.203974910, 2.591628343, 2.964555524,
| 3.311676868, 3.619088904, 3.866044676, 4.000000000 + 0.001133946276 1]
> interface(displayprecision=5): #
Nayt t 6t ar kkuus 5 nuneroa

_> til avuudet ;
[0.00000, 0.14212, 0.39202, 0.70131, 1.04968, 1.42339, 1.81141, 2.20397, 2.59163, 4.1.3)

| 2.96456, 3.31168, 3.61909, 3.86604, 4.00000 + 0.00113 1]

| > with(linalg):wth(LinearAl gebra):

> matri x([ korkeudet, til avuudet]);

[ [0.00000, 0.10000, 0.20000, 0.30000, 0.40000, 0.50000, 0.60000, 0.70000, 0.80000,  (4.1.4)
0.90000, 1.00000, 1.10000, 1.20000, 1.30000 ],
[0.00000, 0.14212, 0.39202, 0.70131, 1.04968, 1.42339, 1.81141, 2.20397, 2.59163,
2.96456, 3.31168, 3.61909, 3.86604, 4.00000 + 0.00113 I]]

Kuriositeetti: Kun pyydetdin laskemaan tilavuutta korkeusarvolla, joka menisi sdilion
| ulkopuolelle (1.3 > 2R), saadaan tilavuudelle imaginaariosa.




Lasketaan 1 cm:n askeleella, kuten alkuperdisessd tehtdvéinannossa. Toistetaan edelliset
| komennot muuttaen asekel ja niiden lukumééra:

| > askel : =0. 01: kor keudet: =[ seq(k*askel , k=0..130)]:
| > tilavuudet: =map(Vf, kor keudet):

Taulukko ei mahdu vaakasuunnassa, joten kddnnetéén se pysyyn ja jactaan osiin.
Néytetddn muodossa:
[hsarake,Vsarake,hsarake,Vsarake,...,hsarake,Vsarake]|

> Taul ukko: =Tr anspose( Mat ri x([ kor keudet, ti | avuudet])):

> osal: =<Taul ukko(1..10, 1..2)| Taul ukko(11.. 20, 1..2)| Taul ukko
(21..30,1..2)| Taul ukko(31. .40, 1.. 2)>;

0.00000 0.00000 0.10000 0.14212 0.20000 0.39202 0.30000 0.70131 |
0.01000 0.00459 0.11000 0.16356 0.21000 0.42069 0.31000 0.73465
0.02000 0.01296 0.12000 0.18590 0.22000 0.44993 0.32000 0.76836
0.03000 0.02375 0.13000 0.20910 0.23000 0.47969 0.33000 0.80242
| 0.04000 0.03647 0.14000 0.23311 0.24000 0.50997 0.34000 0.83683
osal = 0.05000 0.05085 0.15000 0.25788 0.25000 0.54074 0.35000 0.87156 e
0.06000 0.06669 0.16000 0.28338 0.26000 0.57198 0.36000 0.90661
0.07000 0.08384 0.17000 0.30957 0.27000 0.60368 0.37000 0.94196
0.08000 0.10219 0.18000 0.33643 0.28000 0.63581 0.38000 0.97760

0.09000 0.12164 0.19000 0.36392 0.29000 0.66836 0.39000 1.01351

_>»osa2::<TauIukko(41..50,1..2)|TauIukko(51..60,1..2)|TauIukko
(61..70,1..2)]| Taul ukko(71..80,1..2)>;

[ 0.40000 1.04968 0.50000 1.42339 0.60000 1.81141 0.70000 2.20397 |
0.41000 1.08611 0.51000 1.46171 0.61000 1.85062 0.71000 2.24312
0.42000 1.12278 0.52000 1.50017 0.62000 1.88987 0.72000 2.28220
0.43000 1.15967 0.53000 1.53875 0.63000 1.92914 0.73000 2.32122

| 0.44000 1.19678 0.54000 1.57744 0.64000 1.96842 0.74000 2.36016

0422 0.45000 1.23410 0.55000 1.61624 0.65000 2.00772 0.75000 2.39901 “.1.6)

0.46000 1.27161 0.56000 1.65513 0.66000 2.04701 0.76000 2.43777

0.47000 1.30930 0.57000 1.69410 0.67000 2.08629 0.77000 2.47642

0.48000 1.34717 0.58000 1.73314 0.68000 2.12555 0.78000 2.51495

0.49000 1.38520 0.59000 1.77225 0.69000 2.16478 0.79000 2.55336

> 0sa3: =<Taul ukko(81. .90, 1. . 2) | Taul ukko(91. . 100, 1. . 2)
| Taul ukko(101.. 110, 1. . 2)| Taul ukko(111..120, 1..2)>;




[ 0.80000 2.59163 0.90000 2.96456 1.00000 3.31168 1.10000 3.61909 |
0.81000 2.62975 0.91000 3.00063 1.01000 3.34447 1.11000 3.64695
0.82000 2.66772 0.92000 3.03643 1.02000 3.37686 1.12000 3.67420
0.83000 2.70552 0.93000 3.07196 1.03000 3.40882 1.13000 3.70080

_ 0.84000 2.74315 0.94000 3.10719 1.04000 3.44034 1.14000 3.72672

053 = 0.85000 2.78058 0.95000 3.14212 1.05000 3.47140 1.15000 3.75194 @17

0.86000 2.81782 0.96000 3.17672 1.06000 3.50198 1.16000 3.77641

0.87000 2.85485 0.97000 3.21100 1.07000 3.53206 1.17000 3.80011

0.88000 2.89165 0.98000 3.24492 1.08000 3.56162 1.18000 3.82298

0.89000 2.92823 0.99000 3.27849 1.09000 3.59064 1.19000 3.84497

> Transpose( Taul ukko(121..130,1..2)); # Viineinen osa

vaakasuor aan.
[[1.20000, 1.21000, 1.22000, 1.23000, 1.24000, 1.25000, 1.26000, 1.27000, 1.28000, (4.1.8)

[

1.290001],
[3.86604, 3.88613, 3.90516, 3.92304, 3.93969, 3.95498, 3.96873, 3.98074, 3.99066,
B 3.997831]]
> 2*R
B 1.29607 4.7)

Eikohin se ole siini!



