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3. Trigonometria

3.1. Johdanto

Trigonometria on vanha matematiikan osa-alue, joka varsinkin kehityskaarensa
alkuvaiheessa, muokkautui jatkuvassa vuorovaikutussuhteessa tihtitieteen kanssa.
Trigonometria itse asiassa luettiin pitkéédn osaksi téhtitiedetti ja sitd kdytettiin paa-
asiassa apuneuvona taivaankappaleiden sijaintien méérittdmisessé. Téhtitiede tarjo-
si toisaalta hedelmillisen kasvupohjan luomalla tarpeen kehittdd ja laajentaa tri-
gonometrian teoriaa yhé pidemmalle, kunnes trigonometria erosi téhtitieteen alta
omaksi matematiikan alakseen.

Sextant, p. 1932.

Sekstantti on navigoinnissa kaytettdva optinen laite, jolla
maidritetddn paikka suhteessa téhtiin, aurinkoon tai kuu-
hun. Sekstantilla saavutetaan noin 0,1 asteen tarkkuus.

Sanan trigonometria sepitti saksalainen matemaatikko Bartholomeo Pitiscus 1500-
luvulla. Sanan kielelliset juuret ovat kuitenkin kehittdjanséa kansalaisuudesta huo-
limatta kreikassa. Sanasta voidaan erottaa alkuosa trigon’, joka merkitsee kolmiota
sekd loppuosa metron, joka voidaan kdantéa sanalla mittaus. Trigonometria merkit-
seekin vapaasti suomennettuna "kolmion mittausta",” mit silld perinteisesti tarkoi-
tetaankin: geometristen sovellusten ratkaisemista kolmioiden avulla.

Teodoliitti on 1500-luvulla kehitetty kulmanmittauslaite.
Modernilla teodoliitilla saavutetaan jopa 0,002 asteen
tarkkuus.

(http://www.warrenind.com/WKTheodolites.html
http://www.asiuk.net/hwww10.jpg)

>

! Sana trigon on my6s kaksiosainen: #7i- kolme ja gonia kulma. Alkuosalla on indoeurooppalainen juuri ja loppuosa on
kreikkalaista perua. Schwartzman, s. 227.

2 Schwartzman, s. 227
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Trigonometrian kehitys voidaan jakaa karkeasti kolmeen vaiheeseen. Ensimméinen
vaihe ulottuu 100-luvulta keskiajalle, aina arabien saavutuksiin asti. Tdmén pisim-
main ajanjakson aikana trigonometria saa alkunsa Hipparkhoksen jinnetaulukoiden
kautta, levidd Intiaan ja sieltd arabien tietoon. Toisessa vaiheessa, keskiajan lopulta
1600-luvun puolivéliin, trigonometrian késitteet tarkentuivat. Ténd ajanjaksona
mm. syntyivét kaikki kuusi trigonometrista funktiota ja kolmion ratkaiseminen sys-
tematisoitui. My0s pallotrigonometria teoria kehittyi ja tdismentyi, pddasiassa ara-
bimatemaatikkojen kisissa’. Trigonometristen laskelmien tarkkuuskin oli jo huo-
mattavan suuri. Taltd ajalta voidaan mainita Regiomontanus (1436-1476) joka laati
ensimmadisen pelkistdédn trigonometriaan liittyvén teoksen. Viimeinen vaihe kehi-
tyksessé oli trigonometrian muuttuminen analyyttiseksi ja sulautuminen osaksi ana-
lyysid. Tdmaén kehityksen alkuunpanijoina toimivat Sir Isaac Newton (1643-1727)
ja Gottfried Leibniz (1646-1716), joiden 1600-luvun jalkimmaiselld puoliskolla te-
kemit kaksi tirkedd keksintod, sinin sarjakehitelmi ja differentiaalilaskenta®, johti-
vat trigonometrian jo 1700-luvun puolivéliin mennessa sille tasolle ja ylikin kuin
mill4 sitd lukioissa nykyisin opetetaan. Tdméan viimeisen kehitysvaiheen kolmas ja
ehka tirkein matemaatikko oli Euler, joka laati systemaattisen esityksen tri-
gonometrialle seké trigonometristen funktioiden differentiaali- ja integraalilasken-
nalle.

Kuvitusta Johannes Keplerin (1571-1630) teoksesta Mysterium Cosmographicum (1596).

? Pallotrigonometriaa ei kisitelld tissi kirjassa.
* Newton ja Leibniz kehittivit diffenrentiaali- ja integraalilaskentana tuntemamme matematiikan alan toisistaan riippu-
mattomasti. Leibniz julkaisi ensimmaéisend tuloksensa, mutta Newtonin on osoitettu 19ytineet tulokset ennen Leibnizia.
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3.2. Historia ja kehittyminen

3.2.1. Kulman mittaaminen

Babylonia Kulmaa mitataan tavallisesti asteina. Tapa on erittdin vanha ja on saanut alkunsa
ensimmaisistd astronomisista havainnoista, joiden mukaan aurinko “’kiertdd” Maan
noin 360 vuorokauden aikana. Babyloniasta on 16ydetty aikaisimmat merkinnat tal-
laiseen ajatteluun perustuvasta kalenterista ajalta 5700 eKr. Varhaisten kalenterien
laatijoita mukaillen yksi aste kuvaa auringon kuviteltua pdivdmatkaa vuotuisella
kiertoradallaan. Ympyrén kehi jaetaan siis 360 yhtd suureen osaan yhden osan ol-
lessa mittauksen perusyksikkd. Luku 360 on kiinnostava myos siksi, ettd sdteen
avulla ympyréan kehé voidaan jakaa tdsmélleen kuuteen osaan, jolloin sdteen mit-
taista matkaa vastaa 60 astetta. Varhaiset babylonialaiset téhtitieteilijét tarvitsivat
myos yhti astetta pienempid yksikoité, jolloin he jakoivat asteen joko 60 tai 3600
osaan,” teknisissi laskelmissa kiytossi olleen 60-jirjestelmin mukaan.

Kuva 29. Ympyrin kehé voidaan jakaa siteen avulla kuuteen yhté pitkddn osaan
eli kaareen. Télloin ympyrén sisdlle muodostuu sddnnollinen kuusikulmio, joka ja-
kaantuu kuuteen yhté suureen tasasivuiseen kolmioon. Tasasivuisen kolmion jo-
kainen kulma on 60°, kuten my®s jannettéd (= ) vastaavan kaaren asteluku. Onko
téssd yksi lisdperuste luvun 360 valinnalle?

Kreikka Kreikkalaiset matemaatikot omaksuivat babylonialaisilta asteet ja titd pienemmaét
yksikot. He ryhtyivét kutsumaan asteen kuudeskymmenesosaa nimitykselld ”en-
_ _ simméiinen kuudeskymmenesosa” ja asteen 3600-osaa "toinen kuudeskym-
pars minuta prima: menesosa”. Kun keskiajalla kreikkalaisten matemaattisia tekstejd kiifinnettiin lati-
= % nan kielelle asteen murto-osat saivat muodon pars minuta prima eli "ensimméinen
pieni osa" sekd pars minuta secunda eli "toinen pieni osa". Néihin kdanndksiin
pars minuta secunda: ~ Pohjautuvat sanat minuutti ja sekunti. Minuuttien ja sekuntien kdytt6 kulman mit-
|7=d = e taamisessa on vahentynyt, mutta niitd kdytetdén edelleen sijainnin ilmoittamiseen
0 3600 kartoissa. Esimerkiksi Jyviskyldn keskustan puolivirallisen keskipisteen, kompas-
sin, sijainti on n. 62°14'34"N, 25°44'50"E.

Myo6hemmin minuutti ja sekunti siirtyivat kulman mittauksesta my0os ajan mittauk-
sen yksikoiksi, jossa ne ovat sdilyneet trigonometriaa paremmin.

> Huomaa, etti 60 * 60 = 3600, joten yksi 3600-o0sa on kuudeskymmenesosan kuudeskymmenesosa.
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Gooni

Ranskan vallankumouksen yhteydessa otettiin kdyttodn merkittdva uusi kymmenjérjestelméén perustuva
mittajérjestelmd. Tarkeimmat mitat olivat metri ja gramma. Uudistustydssé luotiin myos kulman mittaukselle
kymmenkantainen mittayksikkd gooni eli uusaste. Nimi gooni on perdisin kreikan sanasta gonia, kulma.

Yksi gooni on suoran kulman sadasosa eli suorakulma on 100 goonia. Gooni ei yleistynyt geometriassa, joh-
tuen mm siitd, ettd tirkedt asteluvut 30° ja 60° ovat gooneina ilmaistaecssa murtolukuja. Kuitenkin useimmat
taskulaskimet tunnistavat tdmén yksikon ja sitd kdytettdéin mm. maanmittauksessa. Laskimissa goonin tunnus
on GRAD.

Kolmion kulmien
summa on 200!

3.2.2. Kreikkalaisten astronomia ja trigonometrian alku

Koska kulman mittaamisen yksikon liséksi koko trigonometria on saanut alkunsa
téhtitieteen parista, on syyté vield tutustua aluksi hieman tarkemmin kreikkalaiseen
tahtitieteeseen ennen paneutumista trigonometriaan.

Kreikkalaiset hahmottivat maailmankaikkeuden lahtien oletuksesta, ettd Maa on
pallomainen, kiinted ja pyorimiton maailmankaikkeuden keskus. Maan pallomuo-
toisuuden erds perustelu on ndkohavainto horisontin taakse etddntyvésta laivasta,
jonka runko hividé ensin ja maston huippu viimeisena. Lisédksi, koska kreikkalaiset
pitivét palloa tidydellisempénd muotona, oli luonnollista ajatella, ettd myds Maa on
nimenomaan pallo. Maan liséksi taivaankannen oletettiin olevan pallon muotoinen
ja taivaankappaleiden eli téhtien, planeettojen, kuun ja auringon ajateltiin kiinnitty-
neen tdhdn Maan ympéri pyorivadn pallokuoreen. Viiden silmin havaitun planeetan
eli Merkuriuksen, Venuksen, Marsin, Jupiterin ja Saturnuksen ajateltiin tosin ole-
van kiinni taivaankannessa vain 10yhésti, koska Maasta katsottuna ne nayttavat
olevan liikkeessa kiintotdhtiin verrattuna. Ndiden kulkureiden liikkeiden mallinta-
minen ja ennustaminen olikin kreikkalaisten tdhtitieteilijdiden suurin haaste.

Eudoksos n. 350 eKr. Ensimmaisen tarkan teorian taivaankappaleiden liikkeille esitti Eudoksos (n. 395 -
340 eKr.). Hénen teoriansa mukaan taivaankappaleiden liikkeet voidaan selittda 27
Maata kiertévén samankeskisen pallokuoren avulla, joista uloimmalla sijaitsevat
kiintotdhdet. Erillisten pallokuorten liikkeiden avulla Eudoksos pystyi esittiméaian
myds Auringon, Kuun ja viiden tunnetun planeetan liikkeet. Pallokuoret eicvit kui-
tenkaan Eudoksoksella olleet todellisia, vaan kyse oli laskennallisesta apukeinosta.
Kuitenkin Aristoteles omaksui Eudoksoksen teorian fyysisessd mielessd version
olettaen todelliset pallokuoret taivaalle. Tastd syystd samankeskisten pallokuorien
teoria sdilytti kiinnostuksensa aina keskiajalle saakka.

Samankeskisten pallokuorien jarjestelmé kohtasi myds kritiikkié. Pallokuorimallis-
sa planeetat pysyvét vakioetdisyydelld, mutta havainnoitsijat huomasivat kuitenkin
planeetoilla kirkkausvaihteluja, minké tdytyi tarkoittaa etdisyyden muutoksia. Krii-
tikot antoivat my0s toisen haasteen: téhtitieteelliset vuodenajat, tasausten ja seisa-
usten vilisind aikoina mitattuna, eivit olleet tismélleen yhta pitkét, vaan kevit ja
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Apollonius n. 200 eKr.

Kuva 30. Episykliteorian yksinkertainen malli.

Hipparkhos 150 eKr.

3. Trigonometria Matematiikan historia aihealueittain

kesé ovat pidempid kuin syksy ja talvi®. Pallokuorten teorialla ei voinut selittia nai-
td ilmioita.

Eudoksoksen mallin puutteisiin vastasi Apollonios Pergeldinen (262 —190 eKr.)
episykliteorian ja eksentristen ympyréaratojen avulla. Episykliteorian mukaan pla-
neetta on tasaisessa ympyraliikkeessa pitkin episyklid, jonka keskipiste kiertda
Maata pitkin toista ympyrarataa, jota kutsutaan deferentiksi. Py6rimisnopeudet so-
pivasti valiten episyklid pitkin liikkuvan planeetan rata muodostuu silmukkamai-
seksi ja planeetta ndyttdd ensin kulkevan eteenpéin, pysdhtyvén, liikkkuvan taakse-
pdin pysédhtyvin ja liikkkuvan taas eteenpéin — juuri niin kuin tietyt planeetat ndytté-
vét Maasta katsottuna liikkuvankin.

Eksentrisyys tarkoittaa sité, ettd deferentin keskipiste ei sijaitsekaan Maan keski-
pisteessd, vaan hieman sivussa siitd. Yhdistdmalld nima kaksi teoriaa eli sijoitta-
malla deferentin keskipisteen D hieman Maasta sivuun pystyi Apollonios selitti-
méién sekd vuodenaikojen pituuseron etté planeettojen ndenndisen paluuliikkeen.

Planeetta
"o,

4
{ Episykli

Planeetta
..
i Episykli

Deferentti, k.p.
on Maa

syyteen.

Jotta Apollonios olisi voinut saattaa kosmologisen mallinsa loppuun hénen olisi
tullut osata laskea deferenttiympyrin keskipisteen D paikka ja sijainti. Sithen hén
ei kuitenkaan pystynyt, vaan tdhén tarvittiin Hipparkhos, Apolloniuksen jdlkeen
elényt astronomi.

Antiikin ajan etevimmélle tihtitieteilijalle Hipparkhos Nikealaiselle (n. 190-120
eKr.) voidaan antaa arvonimi trigonometrian is4, silld laskeakseen Apolloniuksen
teorian puuttuvat parametrin hin laati ensimmaéisen trigonometriaksi luokiteltavan
matemaattisen késitteen eli ns. jinnetaulukon.

Hipparkhoksen trigonometriaan liittyvé oivallus oli, ettd jokainen kolmio voidaan
piirtdd jonkin ympyrén sisélle, jolloin kaikki kolmion sivut ovat ympyrén jénteita
(kuva 32). Voidakseen laskea mielivaltaisen kolmion osia hén tarvitsi taulukon, jo-

® kevit: 92,76 vrk; kesd 93,65 vrk, syksy 89,84 vrk ja talvi 88,99 vrk. (Oja, s.114-115)
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hon olisi laskettu riittdvésti jonkin sopivan “verrokkiympyrin” sisille piirrettyjen
janteiden pituuksia. Hén paityi laatimaan taulukon, jossa jénteet oli laskettu 7,5°
asteen vilein eli taulukko oli hyvin karkeajakoinen, ja siiné oli kaikkiaan vain noin
kaksikymmenti eri jénteen pituutta. Lisétietoa jinnetaulukon kaytosti on sivulla nn
olevassa liitteessé.

Kaari, jonka aste-
luku on 50°.

A

Kuva 32. Jokainen kolmio ABC voidaan  Kyya 33. Hipparkhos taulukoi kaarta

piirtd jonkin ympyrin sisille, jolloin vastaavien jinteiden pituuksia.
kolmion sivut ovat ympyrén jénteita.

Hipparkhos Nikealainen (n. 190— 120 eKr.)

Hipparkhos Nikealaista pidetién antiikin Kreikan huomattavimpana téhtitieteilija-
nd. Hén teki tirkeimmat havaintonsa Rodoksen saarella 140-luvulla eKr. Hippark-
hoksen saavutuksia téhtitieteen alalta pidetdén perustava a laatua olevina, hidnen
tiedetddn mm. laatineen ensimmaisen systemaattisen n. 850 tdhted sisilténeen téhti-
luettelon, huomanneen prekession eli tdhtitaivaan hitaan kiertymisen seké laske-
neen kuun kiertoajan oikein sekunnin tarkkuudella ja vuoden pituuden oikein 7 mi-
nuutin tarkkuudella. Trigonometrian osalta hénen térkein saavutuksensa, tutkielma
jénnetaulukoista, on alkuperdisessd muodossaan kadonnut. Hipparkhos oli ensim-
mainen kreikkalainen, jonka tiedetdin kiyttdneen kulman mittaamiseen asteita, mi-
nuutteja ja sekunteja.

Ptolemaios n. 150 jKr.  Ptolemaios Klaudios (100-170 jKr.) jatkoi Hipparkhoksen viitoittamalla tiella.
Ptolemaios oli ennen kaikkea astronomi, joka kokosi kaiken siihenastisen téhtitie-
teellisen tiedon valtavan laajaan teokseen Mathematike Syntaxis (i). Jo hdnen aika-
laisensa ymmarsivit tydn arvon ja ryhtyivit kutsumaan sitd nimelld Megiste Synta-
xis ("Suurin kokoelma"). Muitakin vastaavia kokoomateoksia (syntakseja) oli il-
mestynyt jo aiemmin ja niitd kreikkalaiset ryhtyivét kutsumaan “pienemmiksi”.

Megiste Syntaxis kddnnettiin vuoden 830 tienoilla kreikasta arabiaksi, jolloin arabi-
kadntéjét sdilyttivit ainoastaan teosta kuvanneen superlatiivin. Téllin teoksen ni-
meksi tuli tuli A/magest, missi etuliite "Al" on arabian kielen méérdinen artikkeli.
Kun Almagest kadnnettiin arabiasta latinan kielelle vuonna 1175, teoksen arabia-
lainen nimi translitteroitiin sellaisenaan, joten Ptolemaioksen suurty6 on tunnettu
1100-luvulta ldhtien talld arabien antamalla nimella.

Almagest tarjosi huipennuksen kaikesta siithenastisesta kreikkalaisesta astronomi-
sesta tiedosta. Kirjan vilittdma kosmologinen teoria, ns. ptolemaiolainen maakes-
keinen maailmankésitys sdilyi vallitsevana aina 1500-luvulle saakka, jolloin Niko-
laus Kopernikus osoitti Maan kiertdvan Aurinkoa.
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Trigonometrian kannalta Almagestin tirkein anti oli Hipparkhoksen jannetaulukoi-
den tarkennettu versio. Ptolemaios laati jinnetaulukon puolen asteen vélein alkaen
0,5° kulmasta ja padtyen puoliympyrén kaareen eli 180° kaareen. Ympyran sdde
Ptolemaioksen laatimassa taulukossa on 60, joten 180° kaarta vastaavan janteen
(eli ympyrén halkaisijan) pituus on 120.

Ptolemy's map of the world; printed at Ulm,
Germany, 1482.
Encyclopzdia Britannica.

Ptolemaioksen menetelmd Ptolemaios muodosti taulukon kayttdmalla kolmea trigonometristi muunnoskaa-
vaa, Pythagoraan lausetta seki interpolaatiota. Hén aloitti laskut méérittdmalla
sdannollisen viisikulmion sivun pituuden eli 72° kulmaa vastaavan janteen. Télle
hén sai tulokseksi 70;32 37. Lisiksi 60° kaarta vastaava janne on side 60.

Seuraavaksi hin kaytti Pythagoraan lausetta. Jos nimittdin kulmaa o vastaavan
jénteen pituutta merkitddn jn o, niin Pythagoraan lauseen mukaan

jn® o+ jn* (180 — o) = jn 180° = 120°. (kuva 34)

Néin Ptolemaios saattoi maarittdd sekd 108° ettd 120° kaarta vastaavien janteiden
pituudet.

Kuva 34.

Ptolemaios johti meidén kayttdmiemme kulmien summan ja erotuksen sekéd kulman
puolikkaan muunnoskaavojen vastineet janteille. Esimerkiksi kulmien erotukselle
hén johti seuraavan kaavan:

" Kuusikymmenjirjestelmin luku. Puolipiste erottaa kokonaiset ja murto-osat. Vili erottaa kuusikymmenjirjestelmin

paikat toisistaan. Esimerkiksi 70;32 3 = T0+24+ 35 = 70,534....
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in (o - B) jn 180° = jn a jn (180° — B) — jn B jn (180° — cv).

Tdmén kaavan avulla hin méaritti astelukujen 72° ja 60° erotuksena 12° kaarta
vastaavan jénteen pituuden. Téstd hin eteni perdkkaisilld kulman puolituksilla, jol-
le hdn my®ds tiesi kaavan, laskien pituudet jn 6°, jn 3° jn 1,5° ja jn 0,75°. Kahden
viimeisen arvon vélistd hin huolellisella interpolaatiolla méaritti arvon jn 1°=1;2
50 ja tdmén perusteella arvon jn 0,5° = 0;31 25.

Nyt Ptolemaioksella oli kaikki tarvittava tieto taulukon téyttdmiseen. Soveltaen
useita kertoja perdkkdin summakaavaa tilanteeseen jn (o + 0,5°) héin saattoi tayttaa
koko taulukon %:2° vilein eli maérittdd astelukuja 0°, 12°, 1°, ..., 180° vastaavien
janteiden pituudet.®

Ptolemaios Klaudios (100-170)

Ptolemaios Klaudios on yhdessé Hipparkhoksen kanssa toinen merkittava
antiikin ajan téhtitieteilija sekd my0s matemaatikko ja maantieteilija.
Ptolemaios oli syntyisin Egyptissd asuneesta kreikkalaisesta perheesti ja
oli myds Rooman kansalainen. Hén asui ja teki merkittdvimmét havainton-
sa tunnetun maailman tieteiden keskuksessa, Aleksandriassa, Egyptissa,
jossa hidn my6s kuoli vuonna 170.

Ptolemaios laati Almagestin lisdksi muitakin teoksia, jotka késittelivit mm.
maantiedetti ja optiikkaa seké yllattavasti myos astrologiaa. Ptolemaios it-
se ei ndhnyt tdssd mitdin ristiriitaa ja hin piti astrologisia pohdintojaan tdh-
titieteellisten laskelmiensa tdydentdjana: edellisten avulla voidaan selvittda
kuinka taivaankappaleet vaikuttavan maanpéélliseen eldméén kun jalkim-
maéisesti selvidé niiden liikeradat avaruudessa.

Ptolemaios pyrki laatimaan kartat koko silloisesta tunnetusta maailmasta. Hénen kartoissaan oli, ensimmaéisti
kertaa, pituus- ja leveyspiirit, mitkd helpottivat mm. tarkkaa kopioimista. Tehdidkseen kartat mahdollisimman
selkeiksi hén valitsi niiden O-pituuspiiriksi Kanarian saarten ldnsireunan, sillé saariryhma oli Antiikin maa-
ilman lantisin kolkka. Siitd lukien kaikki pituuspiirit olivat iddssd. Ptolemaioksen kartat olivat keskiajalle
saakka ldhes kaikkien karttureiden esikuvina. Ptolemaios teki kartoissaan erdén historian kulun kannalta
merkittdvén virheen: hin arvioi Maapallon ympérysmitan reilusti liian pieneksi. Témaé arvio rohkaisi mm.
Kolumbuksen 16ytoretkelleen etsimédn ldntisté reittid Intiaan, tunnetuin seurauksin.

¥ Laskumenetelmi: Kennedy, E. S, The History of Trigonometry, s. 7-8
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Intia n. 500
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3.2.3. Intia

Tieto kreikkalaisten alkeellisesta trigonometriasta siirtyi mm. Aleksanteri Suuren
valloitusten my6té avaamia reittejd myoten aina Intiaan saakka, jossa kirjoitettiin
300- ja 400-lukujen taitteessa useita ns. Siddhantoja eli sisélloltadn likimain sa-
mankaltaisia astronomisia kirjoituksia. Ne sisélsivit runomuodossa aineksia seké
kreikkalaisesta tdhtitieteesti ettd intialaisesta kansanperinteestd. Ndistd ainut tdysin
sdilynyt ty6 on Sirya Siddhanta ("Auringon jarjestelma"). Siddhantat sisaltavét
téhtitieteen osalta my0s hieman omaperéistd ainesta: niissé on taulukoitu jinteiden
pituuksien sijasta jdnteiden puolikkaiden pituuksia. Tdma pieni, mutta tirked edis-
tysaskel, vei trigonometriaa 1ihemmaéksi meidén tuntemaamme muotoa, koska jan-
teiden puolikkaiden taulukko vastaa sisdlloltddn oleellisesti sinid. Siddhantojen Kir-
joittajat ovat jadneet tuntemattomiksi, mutta ovat inspiroineet intialaista tahtitietei-
lijdéd ja matemaatikkoa Aryabhataa (476-550), joka laati 500-luvun alussa teoksen
Aryabhatiya. Téssd melko lyhyessa téhtitieteellisen, geometrisen, aritmeettisen ja
trigonometrisen tiedon tiivistelmékirjasessa 10ytyy jénteiden puolikkaiden arvot.
Aivan tarkasti ottaen kirjasta ei 16ydy janteiden pituuksia vaan runomuodossa luet-
teloitu luvut 225, 224, 222, 219, 215, 210, 205, 199, 191, 183, 174, 164, 154, 143,
131, 119, 106, 93, 79, 65, 51, 37, 22 ja 7. Aryabhatan janteiden puolikkaiden pi-
tuudet ilmoittava sée alkaa sanoilla makhi-bhakhi-phakhi-dhakhi-nakhi- ... jatkuen
vastaavalla runollisella tavalla.’ Luettelon luvut ovat sinin perékkiisten arvojen

erotukset. Lukuja on 24, joten astelukujen vélimatka on 225 minuuttia eli 3%0.

Taulukon rakenteesta johtuen yleisesti ajatellaan, etté intialaisten késiin on joutunut
ensikddessd Hipparkhoksen toit4, jolla oli vastaava 225 minuutin vélimatka astelu-
kujen vililld sekd hin kéytti ympyrén sdteend samaa lukua 3438, joka on Aryabha-
tan taulukon suurin eli sin 90° vastaava arvo. Taulukossa on muutamia pienié vir-
heitd, jotka eivit kuitenkaan kumuloidu, joten kyseiset virheet lienevét pelkkié ko-
piointivirheitd. Kuvassa 35 on Aryabhatan lukujen perusteella piirretty kuvaaja.
Arl}(l)abhatan ilmoittavat lukuarvot sijaitsevat hyvin tarkasti sinifunktion neljisosal-
la.
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Kuva 35. Aryabhatan luettelon lukujen perusteella laadittu kuvaaja.

° Hayashi, s. 397
10 Clark, s. 19
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Aryabhata I (476-550)

Aryabhata I eli Aryabhata vanhempi (erotuksena samannimisestd,
mutta 400 vuotta myShemmin eldneestd matemaatikosta) eli Intiassa
1+2+3+..+n=7 400- ja 500-lukujen vaihteessa. Hén laati Aryabhatiyan vain 23 vuo-
den ikdisend vuonna n. 500. Aryabhatiya oli, kuten muutkin ajan intia-
laiset kirjoitelmat, runomuotoinen ja se sisélsi 118 jaetta. Matemaatti-
set kaavat hin ilmaisee sanallisesti, ilman perusteluja. Kirjoitelmasta
16ytyy monia oikeita sddntdjd, mutta samassa lauseessa saattaa esiin-
tyd myos tdysin virheellinen kaava. Esimerkiksi Aryabhata toteaa, ettd
kolmion ala saadaan kertomalla kolmion korkeus kannan puolikkaalla
ja jos laskettava on kolmiopohjaisen pyramidin tilavuus saadaan se
kertomalla pohjakolmion puolikas pyramidin korkeudella. Ympyran
alalle hén antaa aivan oikean sddanndn, kerro ympyrén kehén puolikas
halkaisijan puolikkaalla. Ehké yllattavin kirjasta 16ytyva sdénto kertoo
kuinka voidaan laskea aritmeettisen lukujonon peréikkéisten jisenten

summa eli Aryabhata tunsi kaavan %(a1 +a,)n."

" Clark, s. 26-27, 35-36
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3.2.4. Arabimatemaatikot keskiajalla

Aluevalloitusten myo6té arabit saivat kdsiinsd sekd kreikkalaisia ettd intialaisia tri-
gonometrisia kirjoituksia. Arabioppineet péddtyivit suosimaan intialaisten jénteiden
puolikkaisiin perustuvaa trigonometriaa kreikkalaisten jannetaulukoiden kustan-
nuksella.

Sini Aryabhata kaytti Aryabhatiyassa janteen puolikkaista nimitysta ardha-jya tai jya-
ardha, mutta hin kaytti usein my0s lyhennysta jya tai jiva. Kééntdessaan Aryabha-
tivan arabiaksi kdantdjat kehittivét sanan ardha-jya tilalle sindnsd merkityksetto-
mén sanan jiba. Arabia kuuluu seemildisiin kieliin, joissa kirjoitetaan pelkét kon-
sonantit ja vokaalit tiydennetéén luettaessa tarpeen mukaan. Sanan jiba konsonan-
tit antoivatkin mahdollisuuden lukea sen myds muodossa jaib, joka tarkoittaa las-
kosta, taitosta, poukamaa tai lahtea. Kun italialainen Gerard Cremonalainen (1114-
1187) kédnsi Aryabhatiyan arabiasta latinaksi noin vuonna 1150 valitsi hidn sanan
Jjiba vastineeksi latinan kielen sana sinus, joka merkitsee laskosta, taitosta tai lah-
tea. Sana sinus on sitten asettunut useimmissa romaanisissa kielissd muotoon sine
ja suomen kielessd muotoon sini.

Habash al-Hasib n. 830 Arabimatemaatikko, muinaisen silkkitien varrella, nykyisen Turkmenistanin alueel-
la, Marwin kaupungissa elédnyt Habash al-Hasib (k. 864-874) esitteli 830-luvulla
ensimmadisen kerran tangentin késitteen. Tangentti liittyi tosin hdnelld ja muillakin
myo6hemmilld arabimatemaatikoilla erityiseen varjon pituuksien teoriaan, jossa
keskeistd oli tarkkailla tietyn pituisen mittatikun varjon pituuksia suhteessa aurin-
gon korkeuskulmaan. Oleellinen siséltd ndissd mitauksissa on kuitenkin sama kuin
nykyaikaisessa tangentissa, joten Habash al-Hasibia voidaan oikeutetusti pitda tan-
gentin kehittineend matemaatikkona. Tangentin lisdksi hén laati taulukon kotan-
gentille. Hén laati myds monenlaisia muitakin taulukoita, liittyen mm. paivéan pi-
tuuteen ja auringon nousuaikaan. Néistd syistd al-Hasib sai aikalaisiltaan lempini-
men “laskija”.

Aurinko
Aurinko
N
N
N
N N —
AN varjon hypo- AN
N N ¢ .
" / tenuusa . varjo
M. ™ (umbra versa tai

umbra stans)
MAAN PINTA
varjo
(umbra recta tai
umbra extensa)

Kuva 36. Kuva 37.
(Kuvion ldhde lat. nimitysten osalta: Smith II, s. 620)
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Al-Battant n. 900 Al-BattanT (858-929), joka tunnetaan my0s latinalaisella nimelld Albatenius, kir-
joitti vuoden 900 tienoilla teoksen nimeltd Zij. Nimi Zij on tekninen termi, joka
tarkoittaa astronomista taulukkoa, mutta teos on paljon muutakin kuin vain tauluk-
kokirja. Kirjan esipuheessa al-Battani kirjoittaa, ettd hdnen tarkoituksenaan on laa-
tia teos, jossa hédn korjaa edeltéjiensd tekemét virheet ja epédjohdonmukaisuudet.
Hén mainitsee nimeltd Ptolemaioksen, joka oli vaatinut, ettd hanen jalkeensa tule-
vien on paranneltava hénen teorioitaan ja paitelmifin, kuten hén oli parannellut
Hipparkhoksen ja hénen edeltéjiensé tuloksia.

Al-Battanin tekstistd 16ytyva tirkein trigonometrinen edistysaskel oli kosinin kirjal-
linen ensiesiintyminen. Tdma tapahtui, kun hén kirjoitti teoksessaan watar ma
vabqa li-tamam...ila tisin eli "komplementtikulman sini ... kulmalle 90°" . Itse sana
kosini on myShéisempdd perua, se sepitetty vasta 1500-luvulla.

Abu al-Wafa n. 970 Kolmas térked trigonometriaa edistdnyt arabimatemaatikko oli Bagdadissa asunut
Abu al-Wafa (940-998), joka yhteniisti sithenastisen trigonometrisen teorian ja
esitti kaikki kuusi trigonometrista funktiota yhtendisessd muodossa. Myos al-
Wafan aikalaisen al-Birtintn (973-1048) kirjoituksissa késitelldén kaikkien tri-
gonometristen funktioiden viélisid riippuvuussuhteita ja esimerkkeji niiden sovel-
tamista. Al-BiriinT esitteli kirjoituksissaan sinilauseen yhdessa sen todistuksen
kanssa.

Al-Battani (858-929)

Al-Battant on yksi merkittdvimpié keskiajan islamilaisista téhtitieteilijoitd, joka eldmaésta tosin on tarjolla
vain niukalti tietoja. Hén syntyi Harranissa, joka sijaitsee nykyisen Turkin alueella, Syyrian rajan ldheisyy-
dessa. Tiedetdin, ettd Al-Battant teki ensimmaiset tahtitieteelliset havaintonsa vuoden 877 tienoilla, mista
myo0s hinen synnyinaikansa on péételty. Hén on jatkanut téhtitieteellisten havaintojen tekemisté varmuudella
ainakin vuoteen 918 saakka. Hanen tirkeimmaét saavutuksensa liittyvit nimenomaan tihtitieteeseen. Al-
Battant laski vuoden pituudelle aiempaa tarkemman arvon, saaden tulokseksi 365 vuorokautta 5 tuntia 46
minuuttia ja 24 sekuntia. Tulos on 2 minuuttia 22 sekuntia liian lyhyt, mutta kuitenkin ldhempéné oikeaa
kuin Ptolemaioksen laskelma, joka on 6 minuuttia ja 26 sekuntia liian pitkéd. Al-Battant laski myds seké ek-
liptikan kaltevuudelle (23°35") ettd kevéatpdivantasauksen siirtymiselle aiempaa tarkemmat arvot.

Matematiikan osalta Al-Battant teki merkittdvimmaét tulokset trigonometriaan liittyen mm. kéyttdessédén
ensimmaisend kosinia. Péddasiassa juuri al-Battanin kdénnettyjen toiden kautta Eurooppa tuli tuntemaan Inti-
assa kehitetyn "puolijanteen" eli sinin.

Al-Battant oli uskonnoltaan muslimi, mutta hénen perheensé tunnusti muinaista Mesopotamialaista uskon-
toa, jonka luonteeseen kuului mm. téhtien palvonta. Tdm4 saattaa olla erés syy hénen innostukselleen ast-
ronomiasta. Al-Battant teki suurimman osan havainnoistaan nykyisen Syyrian pohjoisosassa sijaitsevassa
kaupungissa nimeltdén ar-Raqqah. Hén ilmeisesti nautti eldessdin ar-Raqqahin asukkaiden arvostusta, silld
kaupunkilaisten tultua kohdeltua epdoikeudenmukaisesti verotuksessa, 1éhettivit asukkaat Al-Battanin paa-
kaupunkiin Bagdadiin esittiméén vastalauseen kohtelustaan. Al-Battant oli matkaan léhtiessdédn jo 70 vuotta
tayttdnyt vanhus. Hin pdisi hyvin perille ja saattoi esittdd protestinsa ar-Raqqahdin asukkaiden puolesta.
Pitka ja vaivalloinen matka Bagdadiin oli kuluttanut hdnen voimiaan kuitenkin niin paljon, ettd paluumatkan
rasitukset osoittautuivat liian suuriksi ja hdn menehtyi Samarran kaupungissa 125 km Bagdadista pohjoiseen
71-vuotiaana.
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3.2.5. Trigonometria itsendistyy Euroopassa keskiajan lopulla

Eurooppa keskiajalla

Regiomontanus 1460

Keskiajalla Euroopassa ei tapahtunut matemaattista edistymistia. Matematiikka
uinui tuhatvuotista unta. Trigonometrian kehityksen kannalta keskeisin tapahtuma
oli Almagestin latinankielisen kddannoksen ilmestyminen liki 1000 vuotta sen kir-
joittamisen jélkeen 1100-luvulla. Matemaattinen harrastuneisuus kuitenkin lisdian-
tyi véhitellen ja kiinnostus myos trigonometriaa kohtaa kasvoi. Ensimmaéisini
merkkeind tistd on Ranskalaisen Levi ben Gersonin (1288-1344) vuonna 1342 jul-
kaisema kirjoitelma De sinibus, chordis et arcubus”. Siin hin opettaa ratkaise-
maan sekd suorakulmaisen ettd vinokulmaisen kolmion ja hén myos todistaa sini-
lauseen, miké ei ollut sithen aikaan lainkaan tavanomaista. Hénen tyonsi ei kuiten-
kaan ollut omaperéinen, silld arabimatemaatikot olivat tunteneet mm. sinilauseen jo
useita satoja vuosia. Ty0 ei edes levinnyt kovin laajalle. Regiomontanus, tri-
gonometrian kehitykseen ratkaisevasti vaikuttanut saksalainen matemaatikko, ei
ilmeisesti ollut tietoinen ben Gersonin ty0std. Gerson kuitenkin osoittaa, ettd kiin-
nostus trigonometriaa kohtaan oli herddmaissa.

Johannes Miiller eli latinankieliseltd nimeltddn Regiomontanus kirjoitti vuonna
1464 kautta aikojen ensimmaéinen pelkkéén trigonometriaan keskittyneen teoksen
De Triangulis Omnimodis (Kaikenlaisista kolmioista). Regiomontanuksen ldhes-
tymistapa oli Eukleideen tapaan aksioomiin tai aikaisempiin tuloksiin perustuvaa ja
han myos todisti kaikki lauseensa tarkasti. Lisdksi hin varusti tulokset kuvilla ja
selventivilld esimerkeilld. De Triangulis koostuu itse asiasta neljasta kirjasta, joista
kirjat I ja II késittelevit tasogeometriaa ja loput kaksi pallogeometriaa. De Triangu-
liksen ilmestyminen on tirked merkkipaalu trigonometrian historiassa, silld tdhin
saakka trigonometriset laskelmat olivat olleet vain osa téhtitieteilijén tyotd, eivét it-
sendinen opiskelun kohde. Teos my0s levisi hyvin laajalle ja sitd opiskeltiin huolel-
la ympéri Euroopan. Sen innoittamana myds julkaistiin eri maissa useita likimain
samansiséltoisid trigonometrian kirjoja.

Trigonometrian ja astronomian suhteesta 1400-luvulla saa hyvan kuvan Regiomon-
tanuksen De Triangulis Omnimodiksen esipuheen otteesta:

Kukaan ei voi ohittaa kolmioiden tiedetta ja saavuttaa tyydyttdvid tietoja tahdista. Sinun, joka
tahdot opiskella suuria ja ihmeellisid asioita ja olet utelias tuntemaan tahtien liikkeet taytyy
lukea ndma kolmioiden teoriat. Niiden tuntemus avaa ovet tdhtitieteeseen ja geometrisiin teh-
taviin.

Vaikka Regiomontanuksen sanoista vilittyy kisitys, ettd trigonometria on olemassa
ikéédn kuin palvellakseen astronomiaa, niin kirja kuitenkin repéisi séron trigonomet-

rian ja astronomian vélille, silld ensi kertaa trigonometriaa opiskeltiin omana ala-
naan.

12 Vapaasti suomennettuna “Sineisti, jinteistd ja ympyrankaarista”.
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Ympyri sulkeutuu

Regiomontanuksen De Triangulis Omnimodis oli astronomi Nikolaus Kopernikuksen trigonometrian oppi-
kirja. Kopernikuksen henkilokohtaisesti kdyttima ja hinen omakatisilld reunahuomautuksilla varustamansa
kopio on sdilynyt osoittaen, ettd Kopernikus perehtyi tarkasti Regiomontanuksen laatimaan trigonometrian

kirjaan.

Trigonometrian opiskelu antoi Kopernikukselle vélineet suorittaa riittdvén tarkat havainnot ja laskemat ja
siten ymmart4é vastoin vallitsevaa kisitystd, ettd Maa ja muut planeetat kiertavét aurinkoa. Kopernikuksessa
voidaankin nghdd Hipparkhoksesta alkaneen ympyrén sulkeutuvan: Trigonometria syntyi maakeskisen kos-
mologisen systeemiin liittyvien laskelmien suorittamisen helpottamiseksi, mutta Hipparkhoksen alulle pa-
nema trigonometria johdatti lopulta Kopernikuksen hylkd&maén koko maakeskisen jérjestelmén.

erkki.luoma-aho@jkl.fi

Esipuheen mukaisesti Regiomontanus johdattaa kirjassaan lukijansa perusteellisesti
tuntemaan trigonometrian perusteet. Esimerkiksi kirjan I lauseessa 27 hén kirjoit-
taa:

Jos tunnetaan suorakulmaisen kolmion kaksi sivua, niin kolmion kaikki kulmat voidaan maa-
rittaa.

Vilittomasti lauseen jédlkeen, kuten muidenkin lauseiden kohdalla, Regiomontanus
kéay lapi tarkasti eri tilanteet ja osoittaa, ettd kaikissa tilanteissa kulmat ovat selvi-
tettdvissa sinitaulukoiden avulla. Todistuksen jilkeen hén antaa vield havainnollis-
tavan esimerkin:

Esimerkiksi, jos AB on 20, AC on 12 ja BC on 16 ja tdysi sini meidadn taulukossamme on 60
000, niin kerro 60 000 luvulla 12, jolloin saat 720 000, joka jaettuna luvulla 20 antaa 36 000.
Télle sinitaulukko antaa kaaren noin 36° 52 minuuttia. Timi on ZABC, joka vidhennettyni
luvusta 90° on lopulta 53° 8 minuuttia, toisen teravdn kulman suuruus.

A
20
12 b —
B
C 16 a g
Kuva 38. Kuva 38.
Kirja I, lause 27, esimerkki Kirja II, lause 1, sinilause

Kirjan II ensimmaistd lausetta pidetddn erityisen tarkednd, koska siind Regiomon-
tanus esittelee sinilauseen. Lahteend hinelld on ollut jokin arabialainen matemaa-
tikko, mahdollisesti al Biruni:

Jokaisessa suoraviivaisista sivuista muodostuvassa kolmiossa sivun suhde toiseen on samaa
kuin sivun vastaisen kulman sinin suhde toisen sivun vastaisen kulman siniin.

Symbolisesti esitettynéd Regiomontanuksen muotoilu vastaa verrantomuotoista
sina

Sin

yhtdlod a_ On kuitenkin helppo huomata, ettd edellinen verranto vastaa ny-

b

kyisin oppikirjoissa esiintyvdid muotoa — —.
sina  sinf
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s LIBER SECVINDVS

TRIANGVLORVM.
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“In omni triangulore&ilineo proportiolateris ad Tatuseft, tands i
nus recti angulialterum corum refpicientis, ad finum rectum anguli
reliquum latus refpicientis,

. Sinum anguli,ut alibi wocgmus;finum arcus angulum-ipfum fubtendentis,
Sinus autem huiufmodiad unam & eandem circuli femidiametrum,fiue ad plus
res,xquales tamen,referri oportebit.Sit igitur triangulus a b g reGtilineus, Dis
€0, proportiolateris a b adlatus a g eftutfinusanguli a g b adfinumangu

' li ab g.itemlateris 2 b ad b g tan@ finusans

3 guliagb ad finumanguli b a g.Si enim tri=

angulus a’b g fuerit reGangulus, ex 28 primi
huius comparabimus demonftrationem. Si uero
non fuerit reGtangulus,duo tamen latera a b-&
a g fuerintzqualia,erunt quog duo anguli eis
oppofiti,& ideo finuseori zquales,unde de ipfis
duobus lateribus propofitionem noftram werifi=
TR b 1 7  cariconftat.Qudd fi alterum altero longius exti
terit, ficuerbi gratia 2 @ 15gius,dirigacureg b a ufgad d,donec tora b d 2qua
Lishabeaturlateri a g :deindefiiper duobus puntis b.& g fa&is»centrisl,;i;fcg':

iint

Kuva 13. De triangulis omnimodis, II kirjan ensimmaéinen kappale, jossa Regiomontanus
esittelee ja todistaa sinilauseen.

Kirjan II lauseissa 4 ja 5 hén sitten kuvailee missé tilanteissa sinilauseen avulla on
mahdollista ratkaista kolmio:

Lause 4. Jos minkd tahansa erisivuisen kolmion kaksi kulmaa sekd yksi sivu on
annettu, niin toiset sivut ovat helposti laskettavissa.

Lause 5. Jos kolmion kaksi sivua on annettu yhdessd toisen sivun vastaisen kulman
kanssa, niin loput kulmat sekd kolmas sivu voidaan mddrittdd.

Sinilauseen liséksi kirjan II lauseessa 26 on ensimmadistd kertaa ndhtavilld kolmion
pinta-alan trigonometrinen kaava.
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Regiomontanus (1436-1476)

Saksalainen Johannes Miiller eli latinalaiselta nimeltadn Regiomontanus oli
aikansa merkittdvin matemaatikko ja astronomi. Nimen Regiomontanus
Johannes Miiller omaksui kotikaupunkinsa Koénigsbergin ("Kuninkaan vuori")
sanatarkasta latinankielisestd nimesti Regio Monte.

Regiomontanus oli lahjakas nuori, joka ldhetettiin jo 12-vuotiaana opiskelemaan
noin 1 000 kilometrin padhan kotikaupungistaan Leipzigiin, josta valmistuttuaan
hian muutti Wieniin vuonna 1450, jossa jatkoi opintojaan.

Georg von Peuerbach, Regiomontanuksen opettaja Lepzigin yliopistossa, oli
aloittanut paavin toiveesta Ptolemaioksen Almagestin kddnndstyon, joka
kuitenkin oli vield pahasti kesken hdnen sairastuttuaan vakavasti.
Kuolinvuoteellaan Peuerbach uskoi kddnndksen loppuunsaattamisen

= Regiomontanuksen haltuun. Regiomontanus, joka piti Peuerbachia pikemmin-
e aoxty s W Kin isandsan kuin opettajaan omistautuikin tyélleen mm. opetellen kreikan kielen,
jotta ymmartiisi alkuperdista kreikankielisté tekstid. Hyvalla kreikan kielen
taidoillaan, matemaattisilla lahjoillaan ja méaratictoisella ty6lld hian pystyi laatimaan erinomaisen Almages-
tin kd&nnoksen, jolle hin antoi nimen Epytoma in Almagesti Ptolemei eli "Ptolemaioksen Almagestin Tiivis-
telma".

alias MVLLERVLS .

Kéadnnostyonsé innoittamana Regiomontanus laati hyvin kunnianhimoisen suunnitelman kaéntaa ja julkaista
omassa kirjapainossaan lukuisan maéran muitakin kreikkalaisten matemaattisia klassikkoteoksia yhdessa
omien teostensa kanssa. Suunnitelmat jéivét kuitenkin toteutumatta, silld hén sairastui vakavasti ja kuoli
Roomassa vuonna 1476, vasta 40-vuotiaana. Roomaan hén oli matkustanut paavin kutsumana johtaakseen
kirkollisen kalenterin uudistydtd. Kuoleman syyksi arvellaan jotakin kulkutautia, joskin pian kuoleman jél-
keen alkoi levitd huhuja, ettd erdén matemaattisen kilpailijan kateelliset pojat olisivat myrkyttineet Re-
giomontanuksen.

Vuonna 1474 Regiomontanus julkaisi teoksen Ephemerides, johon hén oli laskenut taivaankappaleiden péi-
vittéiset sijainnit taivaalla vuosille 1475-1506. Loytoretkeilija Kristoffer Kolumbus kéytti timén teoksen
tietoja "ennustaessaan" vihamielisille Uuden mantereen asukkaille 29.2.1504 tapahtuneen Kuunpimennyk-
sen.
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Trigonometriset taulukot

Keskeinen osa trigonometriaa aina taskulaskinten ja tietokoneiden kehittdmiseen saakka olivat trigonomet-
riset taulukot ja erityisesti sinitaulukko. Taulukoiden tarkkuus ja virheettomyys olivat luotettavien laskel-
mien edellytys. Taulukoiden laadinta oli suuritoista ja hidasta puuhaa. Siksi hyvien taulukoiden laatijat
nauttivatkin suurta arvostusta.

Hipparkhoksen laatima ensimmaéinen jénnetaulukko ei ole sdilynyt, mutta Ptolemaioksen noin vuonna 150
laatimat taulukot ovat kuitenkin olemassa. Ndissd ensimmaisissé sdilyneissd trigonometrisissa taulukoissa
Ptolemaios laski janteet puolen asteen vélein alkaen 0,5° kaaresta paityen 180° kaareen. Janteiden pituudet
hén ilmoitti kahden seksagesimaalin eli kuusikymmenjérjestelmin murtoluvun tarkkuudella. Desimaalises-
sa jarjestelmdssd ajateltuna hinen tuloksensa ovat oikein noin viiden desimaalin tarkkuudella.

Islamin sotaisan ekspansion rauhoituttua ja arabimatemaatikoiden opittua edeltijiensé trigonometriset tai-
dot he paransivat huomattavasti sinitaulukoiden tarkkuutta. Vuoden 850 tienoilla Habash al-Hasib (n. 770-
870) laati sinitaulukon 1° vélein kolmen seksagesimaalin tarkkuudella. Puolivuosisataa myohemmin eli

noin vuonna 900 al-Battan laati taulukon, jossa sinit oli laskettu 1~ asteen vilein kolmen seksagesimaalin

tarkkuudella. Tdstd noin 30 vuoden kuluttua al-Birunt laati sinitaulukon, jossa kulmat on laskettu { vilein

neljan seksagesimaalin tarkkuudella. Ultigh Beg saavutti vielé viiden seksagesimaalin tarkkuuden sinitau-
lukossaan, jossa arvot oli laskettu yhden asteminuutin vélein. Uliigh Begin taulukon pohjana oli 18 desi-
maalin tarkkuudella laskettu sinin arvo, sin 1° = 0,017452406437283571, jossa on 16 oikeaa desimaalia ja
vasta 17. desimaali on virheellinen.

Regiomontanus laati 1400-luvulla trigonometrian teorian liséksi my0s sinitaulukoita. Hén kdytti ympyrén
sdteen arvona (sinus totus, sin 90°) lukua 60 000 sekd mydhemmin lukuja 10 000 000 ja jopa 600 000 000.
Ennen tita niin arabit kuin muutkin taulukoiden laatijat olivat noudattaneet Ptolemaioksen tapaa ja valin-
neet sinus totuksen arvoksi luvun 60 seké kéytténeet janteiden pituuksissa kuusikymmenjarjestelmén mur-
tolukuja. Suurella sinus totuksen arvolla Regiomontanus pystyi laatimaan tarkkoja taulukoita ja samalla
valttdmaan murtolukujen kdyton. On hyva muistaa, ettd kokonaislukujen 10-jérjestelma ja paikkamerkintd
tuli Euroopassa yleisesti tietoon vasta 1200-luvulla Leonardo Pisalaisen Liber abacin. Desimaaliluvut otet-
tiin ensi kerran Euroopassa kéyttoon Simon Stevinin esityksestd 1500-luvun lopulla, mutta ne yleistyivét
vasta logaritmitaulukoiden my6td 1600-luvun alkupuolella.

George Rheticus uudisti 1500-luvulla taulukointikédytint6a laatimalla kosinille oman taulukkonsa ja lyhen-
tamalld taulukot kéasittdméan vain kulmat 0° - 45° ja viittaamalla yli 45° kulmien osalta komplementtikul-
man taulukkoon. Taulukoissaan hin valitsi kolmion hypotenuusan eli sinus totuksen arvoksi 10 000 000.
Sinin ja kosinin arvot hidn méaaritti 10" vélein. Tangentin ja sekantin taulukoihin hén valitsi entistdkin suu-

. 5
remman sinus totuksen arvon, luvun 10",

Taulukko 4. Tietoja sinitaulukoista

Laatija Vuosiluku | Astelukujen véli Kiytetty tarkkuus

Ptolemaios 150 % (jinnetaulukko) | 3 seksagesim. (viisi desimaalia)
Habash al-Hasib 850 1° 3 seksagesim. (viisi desimaalia)
al-Battani 900 % 3 seksagesim. (viisi desimaalia)
al-Biruni 1030 % 4 seksagesim. (seitsemin desimaalia)
Ulugh Beg 1440 I &o 5 seksagesim. (yhdeksén desimaalia)
Regiomontanus 1450 1’ yhdekséin desimaalia

Rheticus 1590 107 = JL° kymmenen desimaalia
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Rheticus 1550 Téahédn saakka kaikissa trigonometriaa kisitelleissi kirjoissa, myds Regiomontanuk-
sen laatimassa, lahtokohtana oli ollut jinteen puolikasta vastaavan kaaren asteluku,
ei janteen puolikasta vastaavan keskuskulman asteluku. Regiomontanus kylla huo-
mautti, ettd 1dhtokohdaksi voitaisiin ottaa keskuskulma, mutta ei kuitenkaan muut-
tanut téltd osin kdytantod.

Muutoksen toi sen sijaan Regiomontanuksen oppilas, itdvaltalainen George Joa-
chim Rheticus (1514-1576), joka teki matemaattista historiaa méarittdméalld vuonna
1551 ilmestyneessé kirjasessaan Canon doctrinae triangulorum kaikki kuusi tri-
gonometrista funktiota suorakulmaisen kolmion sivujen suhteiden avulla turvautu-
matta ympyrén kaariin. Lisdksi Rheticus uudisti taulukointikdytdntda laatimalla ko-
sinille oman taulukkonsa ja lyhentdmalla taulukot késittdimaén vain kulmat 0° - 45°
ja viittaamalla yli 45° kulmien osalta komplementtikulman taulukkoon.

George Joachim Rheticus (1514-1574)

George Rheticuksen isd, George Iserin, toimi lddkérind kotikaupungissaan Itdvallan Feldkirchissa vuoteen
1528 saakka, jolloin hénet mestattiin noituudesta syytettynd. Lisdrangaistuksena sukunimeé Iserin ei saanut
endd kayttdd, joten Rheticuksen italialainen &iti, Thomasina de Porris, palautti itselleen ja lapsilleen tyttoni-
mensd. George-poika vierasti uutta italialaista nimeéé ja kddnsi sukunimekseen von Lauchen. Molemmat
tarkoittavat kuitenkin samaa, vapaasti kdannettynd "Purjosipulinen". MyShemmin George kylldstyi nimeensé
ja otti uudeksi nimekseen Rheticus, silld hdnen synnyinpaikkansa sijaitsi muinaisen Rooman Rhaetian pro-
vinssissa.

Rheticus opiskeli ensin Feldkirchin latinalaisessa koulussa, sitten Ziirichissi ja lopulta uskonpuhdistuksen
keskuksessa, Wittenbergin yliopistossa, josta hén valmistui 1536. Uskonpuhdistaja Martti Lutherin ldheisen
tyotoverin Philipp Melanchthonin myd&tavaikuttamana Rheticus sai pian valmistuttuaan yliopistosta paikan
aritmetiikan ja geometrian opettajana.

Kesilld 1539 Rheticus matkusti Fromborkiin, nykyisen Puolan alueelle, tapaamaan Kopernikusta. Keskuste-
luissa Kopernikuksen kanssa hdn vakuuttui pian uudesta Aurinkokeskisestd systeemistd ja jai saman tien
kahdeksi vuodeksi opiskelemaan tdhtitiedettd Kopernikuksen johdolla. Kopernikus, joka viel4 tdssa vaihees-
sa vastusteli tulostensa julkaisemista suostui kuitenkin Rheticuksen toiveeseen julkaista Narratio prima ("en-
simmaéinen raportti"), joka oli ensimmaéinen painettu Aurinkokeskeisen jérjestelmén esitys. Koska Narratio
prima ei kohdannutkaan sitd vihamielisti vastustusta, jota Kopernikus oli peldnnyt hdn rohkaistui julkaise-
maan kirjansa De revolutionibus orbium coelestium libri vi. Kopernikus uskoi kisikirjoituksen Rheticuksen
haltuun, joka jérjesti sen painatuksen Niirnbergissd, jossa se lopulta painettiin vuonna 1543, Kopernikuksen
kuolinvuonna.

Rheticus palasi syksylld 1541 takaisin Wittenbergiin, jossa hin julkaisi jo seuraavan vuoden alussa kirjan De
lateribus et angulis triangulorum, joka on Kopernikuksen De revolutionibus —kirjan trigonometrian osuus
lisattynad Rheticuksen itse laskemilla trigonometrisilld taulukoilla.

Syksylld 1542, oltuaan vain vuoden Wittenbergissd, Rheticus valittiin Leipzigin yliopiston matematiikan
professoriksi. Vuonna 1551 Rheticus aiheutti Leipzigissa pahan skandaalin saadessaan syytteen homoseksu-
aalisesta suhteesta oppilaaseensa. Mikéén ei voinut auttaa hénta téssé tilanteessa ja niin Rheticus pakeni no-
peasti Leipzigista ja muutti Prahaan. Hanet tuomittiin rikkeestdan poissaolevana 101 vuodeksi vankeuteen.

Kuitenkin juuri ennen pakomatkaansa Rheticus ehti julkaisi teoksen Canon doctrinae triangulorum, joka oli
tarked etappi trigonometrian kehityksesséi. Teos oli tarkoitettu johdannoksi myShemmin ilmestyvéksi tarkoi-
tetulle padteokselle. Rheticus kuitenkin menehtyi vuonna 1576, ennen kuin ehti saada koko teoksen, Opus
Palatinum de triangulis, valmiiksi. Opus Palatinumin viimeisteli ja nimesi hdnen oppilaansa Valenthine
Otho. Kirjan nimi on kunnianosoitus Othon tukijalle ja suojelijalle vaaliruhtinas Frederik I'V:lle, joka toimi
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kolmikymmenvuotisen sodan aikana protestanttien puolustuksen johtajana ja kdytti kunnianimeé Palatinate
(saks. Pfalz).Vaikka Rheticus oli tehnyt "kahdentoista vuoden tyon" teoksen eteen hinen jilkeensa jaédneilta
kului lopulta kaksi vuosikymmenté saada se julkaisukuntoon ja se painettiin vasta vuonna 1596. Rheticuksen
padteos sisdltdd kuuden trigonometrisen funktion taulukot laskettuna 10 kulmasekunnin vélein kolmiosta,
jonka hypotenuusa on 10",

Fincke 1580 Vuonna 1583 julkaisi tanskalainen matemaatikko Thomas Fincke (1561-1656)
kirjan Geometria Rotundi, jossa kéytettiin ensimmaéisen kerran tangentista ja sekan-
tista nykyaikaan séilyneitd nimityksid "tangent" ja "secant". Fincke on ilmeisesti
ainut pohjoismaalainen matemaatikko, joka on jattdnyt nimensa trigonometrian his-
toriaan. Fincke lyhensi kirjassaan trigonometriset funktiot muotoon "sin.", "tan." ja
"sec." sekd "sin. com.", "tan. com." ja "sec. com.", joista kolme viimeisti tarkoitta-
vat komplementtikulmille maérittyja sinid, tangenttia ja sekanttia eli kosinia, ko-
tangenttia ja kosekanttia.

Gunter n. 1600 Lyhenteitd "sin" ja "tan" ilman pistettd kdytti ensimmaéisen kerran englantilainen
ministeri ja astronomian professori Edmund Gunter (1581-1626) erdénlaisen lasku-
tikun piirustuksissa. Hin myds sepitti sanan "cosini.", jolle hian kaytti lyhennetta
"cosi."

Kosini eli komplementtikulman sini
Latinan sanojen compleo "tayttda”, “tdydentdd” ja co- “yhdessd” mu-

kaisesti komplementtikulmat tayttavit yhdessd suoran kulman. Komp-
B c lementtikulmiksi sanotaankin kahta kulmaa, joiden summa on 90°, jo-

ten suorakulmaisen kolmion terdvat kulmat ovat aina komplementti-

kulmia.

o Kosini on nimensd mukaisesti “komplementtikulman sini”. Oheisen

kuvion mukaan kulman o komplementtikulma on 3 ja timén kulman

.. L . b
sini on kateetin b ja hypotenuusan ¢ suhde, joten cosa =—.
c

Suorakulmaisessa kolmiossa tietyn terdvan kulman kosini ja timén kulman komplementtikulman sini ovat
aina tdsmilleen sama suhde:
cosa =sinf ja cos B =sina. Tétd ilmiotd Rheticus kiytti hyvikseen hénen lyhentdessédén sinin ja kosinin

taulukot késittdméién vain kulmat 0° - 45°.
Jokainen suorakulmainen kolmio voitaisiin ratkaista kédyttden pelkdstdén sinid ja Pythagoraan lausetta, kosini

ja tangentti ovat tdsséd suhteessa tarpeettomat. Kaytannossa laskut kuitenkin yksinkertaistuvat kéytettdessa
nditd kahta sinin lisaksi.

erkki.luoma-aho@jkl.fi




Matematiikan historia aihealueittain 3. Trigonometria 121

Pitiscus n. 1600 Seuraava tarked nimityksiin liittyvé askel oli saksalaisen Bartholomeo Pitiscuksen
(1561-1613), vuonna 1595 ilmestynyt trigonometrian oppikirja Trigonometria: sive
de solutione triangulorum tractatus brevis et perspicuu". Kirjan nimessi esiintyy
nimittdin ensimmaistd sana trigonometria. Rheticuksen tavoin hén kisittelee kirjas-
saan kaikkia kuutta trigonometrista funktiota. Pitiscuksen vuonna 1595 julkaisema
Trigonometria kohosi nopeasti arvostetuksi trigonometrian oppikirjaksi Saksan
kaikissa yliopistoissa. Se my®&s kddnnettiin sekd englannin ettd ranskan kielelle
pian 1600-luvun alussa. Kirjan sisélto on likimain seuraava: trigonometristen funk-
tioiden madritelmat, menetelma trigonometrisen taulukon laatimiseksi, ohjeita
kolmion ratkaisemiseksi sekd trigonometristen funktioiden perusyhteydet.

Murrosvaihe Regiomontanuksen johdattamana trigonometrian teoria oli kehittynyt nopeasti:
noin sadassa vuodessa oli trigonometria irrottautunut astronomian alta omaksi
alakseen, jota opiskeltiin jo sen itsensd takia. Myds nimitykset ja merkinnét olivat
hyvai vauhtia saamassa meillekin tuttua muotoa. 1600-Iuvulle tultaessa tri-
gonometria oli saavuttanut erddnlaisen huipennuksen laskennallisena apuvélineend.
Seuraava kehitysvaihe liittyy yleiseen algebrallisten merkint6jen ja abstraktion ta-
son kasvuun. Yksi tirkeimmistd algebran kehitykseen panoksensa antaneista oli
ranskalainen parlamentaarikko ja harrastelijamatemaatikko Frangois Viéte, joka
edesauttoi myos trigonometrian kehittymistd analyyttisempaan muotoon.

Bartholomeo Pitiscus (1561-1613)

Bartholomeo Pitiscus on kotoisin Griinbergisti (nyk. Zielona Gora Puolassa). Han opiskeli kalvinilaista teo-
logiaa Heidelbergissé, Saksassa ja toimi Breslaussa linnan kappalaisena. Elédménsa viimeisind vuosina hin
toimi Evankelisen unionin johtajan, vaaliruhtinas Fredrik IV:n hovissa saarnaajana. Frederik IV oli my6s
Rheticuksen oppilaan Othon suojelija, kun tdmi viimeisteli Rheticuksen taulukkokirjan Opus palatinum de
triangulis. Pitiscus oli ennen kaikkea teologi, joka harrasti myos matematiikkaa.

Pitiscus tarkasti George Rheticuksen laatimat taulukot lisdten niiden tarkkuutta ja korjaten niissa olleita vir-
heitd. Hin my®ds laati systemaattisen trigonometrian kirjan, 7rigonometria: sive de solutione triangulorum
tractatus brevis et perspicuus, jonka nimessé esiintyy ensimmaéisen kerran painettuna sana trigonometria.

Vuonna 1596 Rheticuksen ja Othon yhteistyon tuloksena julkaistun Opus palatinum de triangulis tangentti-
ja sekanttitaulukoista l0ydettiin pian systemaattinen virhe koskien kulmia yli 83°. Pitiscus péétti korjata tau-
lukot ja laski uudelleen kyseiset arvot silld seurauksella, ettd 86 sivua tiytyi muuttaa ja painaa uudelleen.

Vuonna 1607 Pitiscus sai valmiiksi toisen kirjansa Thesaurus Mathematicus, jossa oli sinitaulukko laskettuna
10" vilein kayttden kolmion hypotenuusana lukua 10" ja erityisesti sinit véliltd 0°-1° ja 89°-90° oli laskettu
1" vélein. Liséksi kirjasta 10ytyy tiettyjé sinin arvoja laskettuna 22 numeron tarkkuudella. Osa kyseisen kir-
jan késikirjoituksista oli perdisin Rheticuksen jadmistdstd, johon Pitiscus pédsi kasiksi Othon vuonna 1603
tapahtuneen kuoleman jilkeen.

13 Boyer, s. 439-440; Katz, s. 401, Smith II, s. 611
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3.2.6 Trigonometria muuttuu analyyttiseksi

Viete 1580 Frangois Viéte, jonka merkitystd ns. kirjainalgebran perustajana késittelimme jo
aiemmin. Han, modernin matematiikan edelldkévijé, sovelsi uutta analyysidén me-
nestykselld my0s trigonometriaan. Aiemmin esimerkiksi Regiomontanuksen sini-
lauseen ja Pitiscusken sini- ja kosinilauseen todistukset olivat tdysin sanallisia ja
perustuvat geometriseen paattelyyn, joihin on yhdistetty sanallisella tasolla olevaa
algebraa. Algebrallisten merkintdjen kehittyminen oli vélttimatontd, jotta myds tri-
gonometria saattoi kehittya.

Viéten julkaistessa vuonna 1579 kirjan Canon mathematicus seu ad triangula eli
"Kolmioihin sovelletut matematiikan lait" koitti trigonometriassa uusi aikakausi
hénen kiintiessd huomiota pelkéstd kolmion ratkaisemisen menetelmien kehitti-
misestd pohtimaan saman kulman eri trigonometristen funktioiden vélisié yhteyk-
Francois Victe sid. Han oli ensimméinen matemaatikko, joka omasi riittdvén algebrallisen koneis-
(1540-1603) ton tdhdn. Viete mm. johtaa nykymerkinndin esitetyt kaavat

sina —sin  =2cos 1 (o + B) 'sini(a - ) ja

a+b tan’ (a + f3)
a-b tan%(a—/a’)'

Trigonometrian soveltaminen algebraan

Victe osasi my0s yhdistda trigonometriaa algebralliseen yhtélonratkaisuun menestyksellisesti. Esimerkiksi
hin 16ysi yhtilolle x* = 1 seuraavat kolme ratkaisua: x, = 1, x, =cos120° +isin120° ja

X3 =c08240° +isin240°.

Victe onnistui myds pelastamaan kotimaansa Ranskan maansa kunnian Alankomaiden ja Ranskan kuningas-
kuntien viélisessd matemaattisesta kisasta:

Belgialainen matematiikan professori Adriaan van Roomen (1561-1615) julkaisi 1500-luvun lopulla kirjan
Ideae mathematicae, yleiskatsauksen kaikista elossa olevista merkittdvistd matemaatikoista. Koska katsauk-
sessa ei mainittu ainuttakaan ranskalaista, Alankomaiden suurléhettilds varsin epadiplomaattisesti vahétteli
ranskalaisten matematiikan tasoa ja esitti Ranskan kuninkaalle Henrik IV:lle van Roomenin kirjassa esiinty-
neen yhtdlon

x® —45x® +945x* ~12300x% +...4 95634 x> —=3795x> + 45x = ¢

viittéen, ettd yksikddn ranskalainen ei pysty yhtélo4 ratkaisemaan. Ranskan kuningas Henrik IV lihetti yhté-
16n luottomatemaatikolleen Vietelle, joka 10ysi yhtéldlle valittomaésti yhden ratkaisun. Seuraavana paivand
hin 16ysi jo 22 lisdratkaisua huomatessaan, ettd yhtilon saattoi muokata perdkkéisin sijoituksin trigonometri-
seksi. Viétan ratkaisu perustui huomioon, ettd kyseessé oli lausekkeen 2sin45a polynomimuoto sijoituksella
x =2sina."* Van Roomen oli niin vaikuttunut Viéten taidoista, ettid matkusti henkilokohtaisesti tapaamaan
hénta.

' Derbyshire, s. 87

erkki.luoma-aho@jkl.fi




Matematiikan historia aihealueittain 3. Trigonometria 123

Funktiot ja kuvaajat

Roberval 1630

Wallis 1670
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Vaikka Viéte edisti trigonometrian kehittymisté analyyttiseksi, niin edelleenkéén
esimerkiksi funktion késite odotti esiintuloa. Trigonometrian kehitys analyyttiseksi
liittyy yleiseen funktioiden kehityksen historiaa. Tét4 kasitellddn yksityiskohtai-
semmin vield luvussa 5.

Ranskalainen matemaatikko Gilles Personne de Roberval (1602-1675) oli useiden
aikalaismatemaatikkojen tapaan kiinnostunut sykloidista. Sykloidi on kdyra, jonka
ympyrén kehélld oleva piste piirtdd, kun ympyré vierii liukumatta pitkin suoraa.
Esimerkiksi polkupydréin renkaaseen kiinnitetyn heijastimen liikerata on sykloidi

Kuva 41. Sykloidi.

Robervallin erityinen mielenkiinto kohdistui sykloidin pinta-alan maérittimiseen.
Tyodskentely johtikin tulokseen, silld hdn onnistui médrittiméén sen pinta-alan
erddnlaisen integraalilaskennan esimuodon avulla ja julkaisi ratkaisunsa vuonna
1634 teoksessa Traite des indivisibles. Ratkaisu on trigonometrian osalta merkityk-
sellinen, koska osana ratkaisua Roberval piirsi, ensimmaéisend matemaatikkona,
osan sinikdyrasta.

Roberval ei piirtdnyt koskaan kokonaista jaksoa sinin kuvaajasta, vaan kunnia tésté
kuuluu englantilaiselle John Wallisille, jonka vuonna 1670 ilmestyneessé liikkeen
olemusta késitelleessa kirjasessa Mechanica, sive Tractatus de Motu, 10ytyy piirret-
tynd periti kaksi jaksoa. Descartesin tyon kautta kéyrét olivat 1650-luvun puoliva-
lin jdlkeen olleet kiinnostava tutkimuskohde.
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Sinikdyrén ensiesiintyminen

Roberval médritti sykloidin rajoittaman pinta-alan muodostamalla aluksi uuden apukéyrian” seuraavalla
tavalla: Hén jakoi janan OP &ddrettdméan moneen osaan (4,, B, ...) sekd sijoitti ympyran kehille pisteet 4, B,
... siten, ettd OA4; = OA4,, A\B| = A>B,, ..., jolloin leikkauspisteet 43, Bj, ... muodostavat uuden kayrén. Leik-
kauspisteilld on sama y-koordinaatti kuin vastaavilla kehépisteilld 4,, By, ... ja niiden x-koordinaatti on akse-
lilla OP kuljettu matka. Kayré, joka nyt muodostuu dérettdoméan monesta leikkauspisteestd A3, Bs, ... on siten
tasmélleen neljdsosa sinikdyrasta.

Roberval osoitti vastinjanoja vertailemalla, ettd vélilld OQ sykloidin ja sinikdyrén véliin jadva alue on puolet
sykloidin rakentavan ympyréan alasta. Lisdksi hdn huomasi, ettd sinikdyrdn OQ seki janojen OP ja PQ viliin
jaava alue on tdsmélleen yhté suuri kuin ympyréan pinta-ala, joten sykloidin pinta-ala on kaiken kaikkiaan
kolme kertaa niin suuri kuin sykloidin piirtdvalla ympyralla.

BZ Cz Dz Ez

Kuva 42. Sinikédyréin neljasosa yhdessé sykloidin puolikkaan kanssa.
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Newton 1670
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Trigonometria sai lopullisen modernin muotoilunsa 1700-luvulla. Vieten alulle
laittamaa kehitysta jatkoi 1&hinnd fyysikkona tunnettu englantilainen Sir Isaac
Newton, joka oli myos erinomainen ja kekselis matemaatikko. Hinen vuonna
1669 julkaisemasta teoksesta De Analysi per Aequationes Numeri Terminorum In-
finitas 16ytyy binomilause, jonka avulla on mahdollista lausua muotoa (P + PQ)""
oleva lauseke ddrettdmédn monen termin summana, joten esimerkiksi

Binomilauseen avulla Newton esitti kaarta y vastaavalle sinille sarjakehitelmén
muodossa

x—siny—y—ly3+Ly5—Ly7+
6 120 5040
y
0 [-= é
1
1-x?
10)

Kuva 43. Kaaren pituutta y vastaa sinin arvo x. Newtonin
alkuperéinen kuvio.

Newton muodosti kaarta y vastaavan sinin arvon ympyréstd, jonka side on 1, kuten
kuvassa 43. Nykyisin kulma on tapana sijoittaa alkamaan positiiviselta x-akselilta,
jolloin muuttujien sijoittelu vastaa kuviota 44. On kuitenkin hyva muistaa, ettd sini
eli puolijénteen pituus ei ole riippuvainen paikasta vaan jénteen puolikasta vastaa-
van kaaren pituudesta tai asteluvusta.

0 0
Kuva 44. Kaaren pituus y méaéritettyné kaaren pituutena alka-
en vaakatasosta ja sinin arvo etiisyytend vaakatasosta. Muo-
kattu Newtonin kuviosta.

Keskeinen uutuus Newtonin tydssa oli se, ettd han kaytti kulman suuruuden mitta-
na kaaren pituutta y, eikd kaaren astelukua, miké oli ollut aikaisempi tapa. Newto-
nin ty0 oli siten térked askel kohti modernia méérittelyd. Kulman mittaaminen kaa-
ren pituuden kautta vaikutti myds sen, ettd sinin arvon méédrittdminen ei enéé tar-
vinnut rajoittua terdvaén kulmaan. Tdma rajoitushan oli ollut implisiittisesti muka-
na kaikissa trigonometrisissa taulukoissa Hipparkhoksen ajoista 1dhtien.
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Trigonometristen funktioiden keskeinen ominaisuus on jaksollisuus. Hollantilaisen
Christiaan Huygensin (1629-1695) tutkiessa heilureita ja englantilaisen Robert
Hooken (1635-1703) tutkiessa jousia huomattiin seké heilureiden ettd jousien kéyt-
tdytymisessd jaksollinen ilmid. My0s puhaltimien, jousisoittimien, kellojen ja vas-
taavien instrumenttien ddnentuottamisen tutkiminen johti huomaamaan soitinten
tuottaman ddnen olevan dénilédhteen sddnnollisen vérdhtelyn aikaansaama jaksolli-
nen aaltoliike. Naitd ilmiditd mallintamaan tarvittiin jaksollinen funktio. Matemaa-
tikkojen keksivét soveltaa juuri 10ydettyjé differentiaaliyhtéldité néihin jaksollisiin
fysikaalisiin ilmidihin. Yhtéloiden ratkaisuina ilmestyi — yllétys, yllatys — sarja-
muodossa olevia trigonometrisia funktioita. Vaikka Newton oli sarjakehitelmés-
sddn jo ldhestynyt sinin modernia funktioluonnetta, niin aluksi néihin ratkaisuihin
suhtauduttiin hyvin kriittisesti ja esimerkiksi vield vuonna 1728 Eulerin ystévé Jo-
hann Bernoulli, erds aikansa parhaista matemaatikoista, ei voinut ajatellakaan sinié
funktiona. Hénelle sini oli vain ympyrissd méériatyn janan pituus eli pelkka geo-
metrinen suure,

Maaperi kuitenkin pehmeni véhitellen ja vuonna 1739 Euler teki matemaattista
historiaa hyvéksyessddn sinin erdén vardhtelyd kuvaavan differentiaaliyhtdlon rat-
kaisuksi ja piti siten sinié ja myds muita trigonometrisid funktioita funktioina sa-
massa mielessé kuin jo aiemmin eksponenttifunktiota.

Modernin trigonometrian kulmakivena on trigonometristen funktioiden méaritte-
leminen yksikkoympyréssd. Tdmé mééritelma on luonnollinen jatko Newtonin sar-
jakehitelmille ja differentiaaliyhtdldiden ratkaisuille ja sen esitteli sveitsildinen ma-
temaatikko Leonhard Euler vuonna 1748 ilmestyneessa kirjassaan Introductio in
analysin infinitorum. Boyer kirjoittaa kirjan merkityksesta ndin: Historioitsijat viittaa-
vat saannollisesti Eulerin Introductioon, mutta sen merkitys on yleisesti aliarvostettu. Tama
kirja on luultavasti modernin ajan vaikutusvaltaisin oppikirja. Taman tyon kautta funktion ka-
site tuli osaksi matematiikan perusteita. Se maaritteli yleistajuisesti logaritmin eksponenttina
ja trigonometriset funktiot suhteina. Se esitti selvalla tavalla algebrallisten ja transsendenttis-
ten funktioiden kuten alkeis- ja korkeampien funktioiden valisen eron. Se kehitti napakoordi-
naattien kdyttoa seka kdyrien parametrimuotoa. Sanalla sanoen, Introductio teki analyysille
sen minka Eukleideen Alkeet teki geometrialle.'s

Trigonometria saavuttikin Eulerin tyon kautta nykyisen modernin funktioluonteen.
Euler kirjoittaa Introductionissa mm. seuraavalla tavalla:

Me oletamme, ettd ympyrdn sdde on aina 1 ja ettd z on taman ympyran kaari. Me
olemme kiinnostuneet erityisesti timan kaaren sinista ja kosinista. Niinpa me merkit-
semme, etta kaaren z sini on sin z. Samoin, kaaren z kosini on cos z. Koska 180° kaari

. T JT .
on T, niin sin 0Tt = 0 ja cos 011 = 1. Samoin Sln5=1, COSE=0, sinwt=1,

. 3 .
cosmt =0, sm7=—1, cos%=0, sin27r =0 ja cos2s =1. Jokainen sini ja

sinz

kosini on lukujen +1 ja -1 vdlissd. Me hyviksymme, etta tanz =
COSZ

15 Boyer, History of Analytic Geometry, s. 180
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Sinikdyrd
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Kirjassa Euler tarjoaa kaiken kaikkiaan tdydellisen trigonometrian kisittelyn. Hén
myds késitteli trigonometristen funktioiden summa- ja erotuskaavoja seka jaksolli-
suutta ja johti niille potenssisarjoja. Han myos piirsi niiden kuvaajat. Euler myds
kaytti Introductionissa kulman yksikkona radiaania, vaikka nimityksena télle oli
kaari. Hén otti kéyttoon kirjaimen n kuvaamaan ympyrén kehén ja halkaisijan suh-
detta. Muissa teoksissaan hin késitteli trigonometristen funktioiden differentiaali-
laskentaa. Euler siis perusti modernissa mielessd trigonometrian. Introductionista
tulikin klassikko ja se on my0s varhaisin analyysin alan kirja, jonka tekstié esi-
merkiksi matematiikan ylioppilas voi vaivatta seurata. Euler esittelee tdssi kirjas-
saan my0s yhtilon

e'" =cosa +isina , jonka erikoistapauksessa (o = 1) saadaan yhtdlo

elﬂ =_1’

jossa yhdistyvit matematiikan kolme tirkeintd lukua: i, e ja .

Euler kuvaa sinikdyrdn muodostamisen hieman nykyisestd poikkeavalla tavalla.
Hén ottaa suoran CAB akseliksi. Sitten hin toteaa, ettd jos abskissa x = 0, niin or-
dinaatat ovat A4' = na, AA* = 2na, AA’ = 3na jne. sekd vastakkaiseen suuntaan mi-
tattuna vastaavasti 44™' = na, AA™> = 2ma, AA~ = 3na jne. Timin jilkeen hén tote-
aa, ettd jos abskissa x = AP, niin tit4 vastaava ordinaatta leikkaa kéyrin pisteissa
PM' = as, PM* = a(n - 5), PM’ = a(2n + 5) jne. Euler toteaa hieman myShemmin,
ettd Leibniz kutsuu kiyraa sinikdyriksi, koska sen avulla on helppo maarittia mita
tahansa kaarta vastaava sinin arvo. Euler toteaa téssa yhteydessd my0s ettéd

Y _aresint eli X =sin2. Madrittely poikkeaa siis totutusta.

a C C a

Kuva 45. Kuvitusta Eulerin kirjasta Introductio. Sinikdyra kuvassa 104.
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Radiaanit Vaikka Euler kéytti jo vuonna 1748 kirjassaan Introductio kulman yksikkona radi-
aania, niin sana radian on paljon my6hdisempéd perua ja ldhtoisin fyysikko Lord
Kelvinin (William Thomson) veljen James Thomsonin kynésti, joka sepitti sanan
vuonna 1871. Ensimmaéisen kerran se 10ytyy kirjoitettuna vuodelta 1873 Queen
Collegen tenttikysymyksestd. Oxford English Dictionary, Oxfordin yliopiston his-
toriallinen kieltd méaritteleva sanakirja, sisélsi sanan jo ensimmaéisessé laitokses-
saan vuonna 1879.

Leonhard Euler (1707-1783)

Euler on yksi kaikkien aikojen tuotteliaimmista ja tdrkeimmistd matemaatikoista.
Kun vuonna 1907, Eulerin syntymédn 200-vuotisjuhlien aikaan sveitsildiset ottivat
kunniatehtidvikseen koota Eulerin kaikki julkaisut yhteen sarjaan arvioitiin tulok-
sena olevan 43 teosta. Teossarjan Leonhardi Euleri Opera omnia siséllysluettelon
tekeminen edistyessd huomattiin, ettd vasta 72 laajaa teosta tiynnd Eulerin julkai-
semia tutkimuksia riittdisi. Tyon laajuus yllétti myds ajallisesti, silld tuskin ku-
kaan urakan alkuperéisti alullepanijoista olisi uskonut, ettd tyd valmistuisi vasta
sata vuotta tyohon ryhtymisen jélkeen vuonna 2008! Euler oli saanut hyvén kris-
tillisen kasvatuksen ja hén eli eldménsé vakaassa kalvinilaisessa kristillisessd us-
kossa, joten héntd voi hyvilld syylld pitdd kalvinistisen tydmoraalin ikonina.

Leonhard sai vaimonsa Katarinan kanssa kaikkiaan 13 lasta, joista tosin jo kahdeksan kuoli nuorena. Euler
oli tottunut jo ennen avioitumistaan kiivaaseen tydtahtiin eikéd perheen perustaminenkaan hidastanut Eulerin
vauhtia: hén saattoi kirjoittaa julkaisun jopa puolessa tunnissa, pitden toisella kidelld vauvaa sylissddn. Tut-
kielman valmistuttua Euler yleensé nosti paperit pinoon edellisten péélle, josta sihteeri kévi noutamassa so-
pivan mééréin tutkielmia tayttddkseen Tiedeakatemian virallisen kausijulkaisun Commentarii Academiae
Scientiarium Imperialis Petropolitanae sivut. Euler on kuvannut kuinka helppoa hénelle ajatusten paperille
kirjaaminen toteamalla, ettd ”kyni on hinen dlydén tehokkaampi”. On arvioitu, ettd hin olisi tuottanut elé-
maénsd aikana matemaattista tekstid noin 16 000 kirjan sivua. Venéjin Tiedeakatemia julkaisi Eulerin tut-
kielmia vield 50 vuotta hénen kuolemansa jilkeen.

Leonhard oli jo lapsena lahjakas ja hénelld oli ldpi elamén erityisen hyva muisti. Hénen tiedetddn esimerkiksi
osanneen lausua ulkomuistista 14pi elaménsd nuorukaisena lukemansa Virgiliuksen teoksen Aenis. Eulerin
ihmeellinen ndkdmuisti mahdollisti erilaisten laskutoimitusten tekemisen padssdédn ilman kynia ja paperia.
Tésté taidosta oli apua varsinkin eldmén loppupuolella hidnen sokeuduttuaan epdonnistuneen kaihileikkauk-
sen seurauksena vuonna 1771. Sokeutuminen ei vaikuttanut hitustakaan hianen tyohonsa vaan hinelle kavi
aivan kuten Beethovenille, jonka kuuroutumien sysédsi sdveltdjimestarin luomaan suurenmoisimmat sinfoni-
ansa. Itse asiassa Euler julkaisi ldhes puolet kaikista tdistddn eldménsé viimeisen neljdnneksen aikana. Kun
Euler ei voinut endé tehdd muistiinpanoja, hdn saneli muistinvaraisesti ty0stdméansa tulokset avustajilleen

Euler sai eldd taysissé sielun voimissa aivan eldménsé viime hetkille saakka. Hanen kuolinpéivistadn
18.9.1783 kerrotaan, etti se alkoi kuten miké tahansa péivd. Aamulla Euler piti yhdelle lapsenlapselleen ma-
tematiikan oppitunnin, suoritti pdivélld muutaman laskutoimituksen seki keskusteli avustajiensa kanssa juuri
16ydetystd uudesta planeetasta Uranus. Iltapéivilld noin viiden aikaan teetd juodessaan hén sai dkillisen sai-
raskohtauksen, kaatui maahan ja kuiskasi: ”"Mini kuolen.” Mydhemmin samana iltana noin yhdentoista ai-
koihin Euler kuoli 76-vuotiaana.

Eulerin tulokset ja vaikutus matematiikan kehittymiselle voidaan koota yhteen matemaatikko Laplacen sa-
noin: ”Hén on meidén kaikkien opettaja!” Tadma pitda erityisen hyvin paikkansa nykyisin peruskoulussa ja
lukioissa opetettavan matematiikan osalta, silléd Euler on ollut kehittéiméssa kaikkia keskeisié késitteitd: funk-
tiota, derivaattaa, integraalia, trigonometriaa ja logaritmeja. Useiden kisitteiden ja termien nykyinen muotoi-
lu on juuri Eulerin kynésté ldhtoisin. Esimerkiksi kirjain e luonnollisen logaritmijédrjestelmén kantalukuna,
ympyrin kehin ja halkaisijan suhteena, >’ summan symbolina ja kirjain ; imaginérilukuna +/~1 . Euler
maidritteli ensimmaisend matemaatikkona késitteen funktio ja héneltd on perdisin myos kirjaimen f (seka
sulkeiden) kaytto funktion symbolina.
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LIITE Jannetaulukon ja nykyisen sinin kdyton vertailua

Hipparkhoksen aloittama ja Ptolemaioksen tarkentama janteiden taulukko on oleelliselta osaltaan nykyisen
trigonometrisen sinin. Ptolemaios laski taulukkoon on janteiden pituudet 0,5° kaaresta 180° kaareen puolen
asteen vélein taulukoituna. Koska sini on puolet jénteestd voidaan taulukossa havaita olevan sinit kulmasta

{ kulmaan 90° asteen neljdsosan vélein. Jotta janteiden pituuksien yhteys siniin tulee paremmin selvaksi

kdydaan 1api yksinkertainen laskuesimerkki.

Taulukko 1. Ote Almagestin jinnetaulukosta.'®

Kaari, jonka aste-

Kaari Jinne Huku om 20°.
3 0;3125 s
1° 1;2 50 Kaarta vastaavan
- ) jénteen pituus on

1% 1,34 15 R 2 0,50,16
Kuva 46. Ptolemaioksen laatiman
jannetaulukon havainnollistus. Ptole-

20° 20;50 16 maios laski jénteet ympyristi, jonka
séde on 60.

72° 70,32 3

w'. Kavéviov todv év xVxio e0deidv.

TEQLpE- ebdedw EEnqnooTdw
QELDY
L o | Aa | =xe o « B v
« « B v 0 o B v
5 al’ o ‘ A0 L€ 0 o | B v
N ‘ — .
Kuva 47. Ptolemaioksen jannetaulukon alku.
Esimerkki
Suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on 15 ja terdvé kulma 10°.
Madéritd terdvéin kulman vastaisen sivun pituus x.
15
x
Ratkaisu sinin avulla 10°

Moderni tapa ratkaista tehtdvad on muodostaa yhtilo

sinl10° =%,jostax =15-sin10° =2,60472266...=2.6.

' Pyolipiste erottaa kokonaiset ja 60-jirjestelmén murto-osat. Vili erottaa kuusikymmenjirjestelman paikat toisistaan.
Esimerkiksi 0;31 25 = 0+34-2. = 0,52361....
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Ratkaisu jinnetaulukon avulla
Ptolemaioksen jannetaulukon avulla tehtdva ratkeaa, kun piirretdan suorakulmainen kolmio ympyran sisdén.
Luetaan aluksi jannetaulukosta 20° kaarta vastaavan janteen pituus,
joka on 20;50,16 = 20+ 2 + -16- = 20,83777.....

Koska taulukossa olevat jénteet on laskettu ympyrésta,
jonka side 60, on taulukon jénne neljé kertaa niin pitkéd kuin
haluttu jinne y eli jaetaan taulukon arvo luvulla nelja:

y=20,83777...:4=5,209....

20°

Jotta saadaan kysytty sivun
pituus x tdytyy jinteen pituus y jakaa luvulla 2:

x=y:2=5209...:2=2,60472222...~2.,6.

Ptolemaioksen taulukon avulla lasketussa lopputuloksessa on kuusi oikeaa desimaalia ja vasta seitsemés
desimaali on virheellinen, mik4 riittdisi edelleen useimmissa tilanteessa mainiosti.

Edellisen laskun perusteella voitaisiin kirjoittaa yleinen yhteys meidén kiyttdimén sinin ja Ptolemaioksen
jénteen vilille. Kun merkitéén, ettd jn(a) ilmoittaa kaarta o vastaavan janteen pituuden, niin

sin (a) =jn(2a )/120.

I o . 70+32 4+ 3 . .
Niin esimerkiksi sin 36° = jn (72°) : 60 = % =0,587784722..., miki eroaa oikeasta tuloksesta

vasta kuudennessa desimaalipaikassa. Tarkkuus on voimassa yleisestikin eli Ptolemaioksen taulukon perus-
teella lasketut sinit ovat oikein viiden desimaalin tarkkuudella. Ptolemaioksen 100-luvulla tekemén taulukon
sekd Pythagoraan lauseen avulla olisikin mahdollista ratkaista riittavélla tarkkuudella mika tahansa perus-
koulussa vastaan tuleva trigonometrian laskutehtéva.
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