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Kirjan esityksen vaikeustaso vaihtelee. Kirjan alussa, ennen varsinaisen algebran
alkua, on pitk&hko osa hyodyllisid (osittain vAhimmaistarpeet ylittavidkin) poh-
jatietoja. Ensimmaéisen algebrallisen struktuurin, ryhméan, maaritelmaa edeltaa
tavanmukaista laajempi valmistelu, jonka tarkoitus on helpottaa kasitteen omak-
sumista. Kirjan loppua kohti esitys voi tuntua vaikeammalta myo6s siksi, etta sen
ymmartaminen vaatii sithen asti kasitellyn asian hallintaa. Vaikeuksien ilmetessa
lukijan onkin syyta kerrata jo luettuja kohtia ja miettia, onko jotain niissa jaanyt
omaksumatta.

Kirjassa on runsaasti esimerkkeja ja harjoitustehtavid. Kirjan lopussa oleviin
tehtaviin on annettu myos ratkaisut. Lukijan olisi silti viisasta ratkaista ndmakin
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telun kautta. Usein opettavaisimpia ovat tehtavat, joiden ratkaisu ei heti onnistu.
Ratkaisun pohtiminen, vaikka se ei johtaisikaan tulokseen, auttaa asian ymmarta-
mista paljon paremmin kuin valmiin ratkaisun katsominen. Myos lauseiden todis-
tuksia voi monissa tapauksissa ajatella ratkaistuina harjoitustehtavina: niitdkin on
siis hyva miettia itse ennen kirjassa esitetyn todistuksen lukemista.

Kirjan tahéan laitokseen on pienten korjausten lisaksi tehty se muutos, etta re-
aalilukujen aksiomaattinen méaarittely, jota ei yleensa katsota algebran alaan kuu-
luvaksi, on siirretty varsinaisesta tekstiosasta liitteeksi. Mukaan on myos otettu
uutena liitteena lyhyt esittely p-adisista luvuista.
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0. LOGIIKKAA

Tarkastelemalla puhekielen kayttoa vaittelyssa ja paattelyssa voidaan todeta, etta kieli
on usein epamaéaraista ja sitd voidaan tulkita eri tavoin. Puheen lisdinformaatio on danen-
painossa, eleissd yms., jotka voivat muuttaa sanotun merkitysta. Tata lisdinformaatiota
ei saa kirjoitetusta tekstista. Pyrkimys luoda eksakti kieli liittyy logiikan kehittamiseen;
kyseessa on formaalien paattelysdantojen tekeminen. Myo6s puhekielessid kaytetyt paatte-
lysdanndt ovat intuitiivisia ja usein tiedostamattomia.

0.1 Propositiot ja kvanttorit

Propositiot

Formaalin logiikan peruselementti on propositio eli lause. Lauseita merkitaan
A, B, C,... Talloin kiinnitetddn huomio vain totuusarvoon; lause on joko tosi tai epdtosi
(mutta ei molempia yhtdaikaa eli kyseessd on ns. kaksiarvoinen logiikka). FEllei voida
padttdd onko lause tosi vai epétosi, ei se kelpaa lauseeksi. Merkitaéan lyhyesti + (tosi) ja
— (epétosi).

ESIMERKKI 1. 7”2 on parillinen luku” on tosi.
Kuten kielessa, muodostetaan annetuista lauseista uusia.

1) Negaatio "ei”, merkitddn —A, lauseen A ”vastakohta”. Ei-sanan kdyton perusteella on
luonnollista vaatia, etta jos lause A on tosi, on sen negaatio —A epatosi ja kaantéen.
Totuusarvo esiteltyna taulukon avulla:

2) Konjunktio ”ja”, merkitddn A A B, on tosi vain kun sekd A ettd B ovat tosia:

A|B|AAB
++ |+
_l’___
_+_

ESIMERKKI 2. A =73 on pariton luku” ja B =724 2 =15". Télléin A A B on epétosi.
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3) Disjunktio ”tai” merkitdén AV B. Kielesséd on kaksi tai-sanaa, poissulkeva ”joko-tai” ja
molemmat salliva ”joko-tai- tai molemmat”. Disjunktiolla on jalkimmainen merkitys:

A|B|AVB
++ |+
+ =] +
— [+ +

4) Implikaatio "jos A niin B” eli ” A:sta seuraa B” merkitddn A = B. Totuusarvon
maarittelyssa aiheuttaa vaikeutta tapaus A epatosi. Sovitaan, ettd talloin implikaatio
on tosi. Jos A on tosi, on implikaatio tosi tdsmélleen, kun B on tosi:

A|B|A=1HB
+ | + +
+ —_ _
-+ +
- =] +

On huomattava, ettd tassa ei tarvitse olla syy-seuraus-suhdetta; A = B saattaa olla
tosi, vaikka lauseilla A ja B ei olisi minkéanlaista yhteytta toisiinsa.

ESIMERKKI 3. A = ”Lauralla on punainen pusero” ja B = "Kello on nyt 12”.

5) Fkvivalenssi ” A ja B yhtépitavat” eli ” A jos ja vain jos B”, merkitdan A < B. Téssi
tapauksessa A < B on tosi, jos A:lla ja B:1la on samat totuusarvot, ja epétosi, jos A:lla
ja B:lla on eri totuusarvot:

A|B| A& B
+ | + +
+ —_ _
—_ + _
—| - +

Edellisia taulukoita voidaan kayttaa totuusarvojen maarittamiseen: jos tiedetaan lausei-
den A ja B totuusarvot, voidaan uusien lauseiden totuusarvot maarittaé taulukkojen avul-
la.

ESIMERKKI 4. Tarkoittakoon V' lausetta (A = B) < (=B = —A). Tehd&din totuusar-
votaulu V:lle:

A|B|-A|-B|A=B|-B=-A|V
o R I B + +
==+ - —~ +
— |+ + ] -] + + +
—| =1+ ]+ + + +
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Tulokseksi saadaan, ettd V on tosi riippumatta A:n ja B:n totuusarvoista. Tallaista
lausetta sanotaan tautologiaksi tai identtisesti todeksi.

Eraat tautologiat muodostavat paattelysdantoja, joita kaytetadn matemaattisissa todis-
tuksissa. Seuraavan lauseen eri kohdat voidaan todistaa muodostamalla totuusarvotaulut.

Lause 1. Olkoot p, q ja r lauseita. Seuraavat lauseet ovat identtisesti tosia:

—_
~—

=(pV ¢q) < (=p A —q) (de Morganin laki),

\]

—(pAq) < (-pV —q) (de Morganin laki),
pA(gVr)) < [(pAq)V (pAr) (osittelulaki),
[pV(gAT)] < [(pVq) A (pVr)] (osittelulaki),

-~ W

I N e N N N N N

(p=q) & (—pVq) (implikaatio),
(peq) < |

[
(

(=)

(p= q) A (¢ = p)] (ekvivalenssi),

(p=a) N (p=—q)] < -p,
p = q) < (—¢ = —p) (kontrapositio),

AN /N /N N /N /N /N /N

=)

pA(p= 9] =g

[(p = q) A —~q] = —p,
(p=a)AN(g=1)]= (p=1),
(pegn(@ger)]=(per).

~~ o~
—_ = =
N = O

Kaytetaan seuraavia nimityksia:

Lauseessa L. = M on L oletus ja M johtopdatés. Jos L = M on tosi, on "L tosi”
riittdvd ehto sille, ettd M on tosi, ja ” M tosi” valttamdaton ehto sille, etta L on tosi.

Kvanttorit

ESIMERKKI 5. Jokainen rationaaliluku on reaaliluku. Luku 3 on rationaaliluku, joten
3 on reaaliluku.

Tahanastisella logiikalla ei voida muodollisesti paatella, ettd lopputulos on oikea. Ote-
taan lisaksi kayttoon

— unwversaalikvanttori: ”jokaisella 7, ”kaikilla x”, merkitaan Vu;

— olemassaolokvanttori: ”on olemassa x, jolla...”, ”jollakin alkiolla x”,
7ainakin yhdella alkiolla ”, merkitaan Jdx.

Merkintd A(z) tarkoittaa z:84 koskevaa viitettd, joka on tosi tai epdtosi sen mukaan,

mika x on. Tata sanotaan yksipaikkaiseksi predikaatiksi tai yksipaikkaiseksi lausefunktioksi.

ESIMERKKI 6. Olkoon A(z) véite "z > 2”. Jos muuttujalle x sijoitetaan arvo 1, saadaan
epatosi lause, arvolla 3 saadaan tosi lause.
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Olemassaolokvanttorista kaytetaan myos muotoa dlz: ”on olemassa tasmalleen yksi x,
jolla...”
Seuraavissa esimerkeissa x ja y ovat reaalilukuja:

ESIMERKKI 7.A. Vz (22 > x), "kaikilla reaaliluvuilla z pitee 2 > 2”. Viite on epétosi.

Epayhtalo ei pade esimerkiksi arvolla x = %

ESIMERKKI 7.B. 3z (22 > x), "on olemassa z, jolla ? > x”. Tami on tosi.

ESIMERKKI 7.C. 3!z (|z| < 0) "on olemassa tdsmiélleen yksi z, jolla |z| < 0”. Témékin
on tosi, silla z = 0 on ainoa luku, jolla epayhtalo on tosi.

ESIMERKKI 7.D. Va Jy (22 —y = y?>—2) "jokaisella x on olemassa y, jolla 22—y = y?—a”.
Tosi, esim. y = z kelpaa.

ESIMERKKI 7.E. Jy Vz (22 —y = y? — ) ”on olemassa sellainen luku y, etti kaikilla
luvuilla z on 22 —y = y? — 2”. Sijoittamalla x = 0 nihdiin, ettd valttimaittd y = 0 tai
y = —1. Mutta arvolla z = 1 ei kumpikaan naista kelpaa. Vaite on siis epatosi.

ESIMERKKI 7.F. 1. Vo A(z): ”Jokaisella alkiolla z on A(z) tosi”.
2. dx A(x): ”On olemassa z, jolla A(z) on tosi”.
3. Vax = A(z): ”Milldén alkiolla z ei A(x) ole tosi” eli "kaikilla alkioilla
x on A(z) epétosi”.
4. dxr —~A(x): ”On olemassa x, jolla A(z) on epétosi”.

Totea, etta 1 ja 4 ovat toistensa negaatioita, samoin 2 ja 3.

Jos negaatio ja kvanttori (tai kaksi kvanttoria, ks. esim. 7.D., 7.E.) ovat samassa
vaitteessd, on jarjestys térked. Seuraavissa esimerkeissd z tarkoittaa ihmista ja P(z) pre-
dikaattia ”x on kuolevainen”.

1. =(Vz P(z)) voidaan lukea seuraavasti: ”ei ole totta, ettd jokainen ihminen on kuole-
vainen” eli ”on olemassa joku kuolematon ihminen”; tdma voidaan siis myos kirjoittaa

dz - P(x).
2. Vz =P(x) tarkoittaa ”jokainen ihminen on kuolematon”.
Merkitys siis muuttui, kun negaation ja kvanttorin jarjestys vaihtuil

ESIMERKKI 8. L(x,y) on kaksipaikkainen lausefunktio. Merkinté V(z,y) L(z,y) luetaan
"kaikilla alkioilla z ja y on voimassa L(x,y)”. Merkintd Vax Jy L(z,y) luetaan ”kaikilla
alkioilla z on olemassa ainakin yksi sellainen y, ettd L(x,y) (on voimassa)”. Merkinté
Jy Vx L(zx,y) luetaan ”on olemassa ainakin yksi sellainen y, ettd L(x,y) (on voimassa)
kaikilla alkioilla z”.

HuomAuTUs. Tavallisessa matematiikan kielenkaytossa jatetaan merkinta Vz usein
kirjoittamatta nikyviin. Esim. kirjoitettaessa (z + 1)2 = 22 + 22 + 1 (missd x ajatellaan
reaaliluvuksi) tarkoitetaan itse asiassa, ettd Vo [(z + 1)? = 2% + 2z + 1].

ESIMERKKI 9. Viitteen ”funktiolla f on jokaisessa pisteessid ominaisuus A” negaatio:
”on olemassa piste, jossa f:11a ei ole ominaisuutta A”. Varo virhetta: ” f:1l14 ei ole missdan
pisteessd ominaisuutta A”.
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Lause 2. Seuraavat propositiot ovat tosia kaikilla predikaateilla p(z) ja q(x):

vz [p(z) A q(z)] & [Va p(x) AV g(z)],
Jz [p(z) A q(2)] = [Tz p(x) Az q(z)],
Jz [p(z) V q(2)] & [Fz p(z) vV Iz q(z)],
[Va p(z) vV q(z)] = Va [p(z) V q(2)].

Jalkimmaiset kaksi propositiota saadaan edellisten avulla:

Jz [p(z) V q(z)] & =3z [p(z) V q(z)]
SV =p(z) V q(2)] & Vo [-p(z) A —g()]
&V —p(x) AVe —q(z)] < [-Va —p(x)] V [-Ve —q(z)]
& [F3z ——p(2)] V [Fr—q(z)] < 3z p(z) Vv 3z q(2)];

[V p(x) VVz q(z)] & Vo ——p(z)]
&3z —p(x)] V [Tz —q(z)] [Hz —p(z) A Tz —q(z)]
=-3z[-p(x) A =q(x)] & =3z —[p(x) V q(z)]
-V [p(z) V q(x)] & Vo [p(x) V q(z)].

V [Va —~=g(x)]
& —|dx
)

0.2 Matemaattisesta todistamisesta

Matematiikassa tarkastellaan abstrakteja struktuureja. Lahtokohdaksi otetaan aluksi
maariteltavat kasitteet. Nailla oletetaan olevan joitakin perusominaisuuksia, jotka luetel-
laan aksioomissa. Aksiooma on siis lause, josta sovitaan, ettd se on tosi. Méaaritelmat ja
aksioomat kiinnittavat tarkasteltavan struktuurin.

Aksioomien tulee olla ristiriidattomia: Ne eivat saa sisaltda vastakkaisia vaatimuksia,
mutta niiden tulee myos olla sellaisia, etta niista ei loogisilla paattelyilla voida johtaa risti-
riitaisia lausumia. Aksioomien lukumé&ara pyritdan supistamaan mahdollisimman véhiin:
niiden tulee olla ritppumattomia, ts. mikaan aksiooma ei saa olla osoitettavissa todeksi
muiden perusteella. Aksiomaattisen ldhestymistavan ideana on, etta kaikki tarkasteltavan
struktuurin ominaisuudet johdetaan aksioomista.

Myohemmin tarkastellaan esimerkkina luonnollisten lukujen aksiomaattista maaritte-
lya. Taman jalkeen kehitetaan ao. struktuuria koskevaa matemaattista teoriaa todista-
malla sita koskevia lauseita tosiksi aksioomista lahtien. Lause muodostuu oletuksesta p ja
vditoksestd q; lauseen todistamisessa paatellaan, ettd jos p on tosi, niin myos ¢ on tosi.
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Lauseen suora todistaminen vastaa tautologiaa

[pA(p=q)] =g,

jolloin ajatuksena on, etta jos p on tosi ja implikaatio p = ¢ voidaan paatella todeksi, niin
myo6s vaitos ¢ on tosi. Todistuksen olennainen sisalté muodostuu siis implikaation p = ¢
todistamisesta.

Koska (p = q) < (—¢ = —p) on identtisesti tosi, on myds

[pA (=g = —p)]=q

tautologia. Tama sisaltda epdasuoran todistuksen periaatteen: Jos oletus p on tosi ja voi-
daan osoittaa, etta vaitoksen negaatiosta —q seuraa oletuksen negaatio —p, syntyy ristiriita,
jos g on tosi. Seké p ettd —p eivat nimittdin voi molemmat olla tosia. Ainoa mahdollisuus
on, etta —q ei ole tosi, ts. ¢ on tosi.

Epasuoran todistuksen olennainen sisalto muodostuu siis implikaation —¢ = —p to-
distamisesta. Talloin lahdetaan tarkastelemaan vaitoksen negaatiota —¢q, ns. antiteesia
eli vastaoletusta ja tutkitaan, mité tésta seuraa. Jos ajaudutaan ristiriitaan oletuksen (tai
jonkin siitéd johdetun lauseen) kanssa, ei antiteesi voi olla tosi, jolloin sen negaatio eli vaitos
on tosi.

ESIMERKKI 1. Luonnollista lukua sanotaan taydelliseksi, jos se on tekijoidensa summa.
14+24+4+7+14.

Epasuorasti voidaan todistaa seuraava lause: Taydellinen luku ei ole alkuluku. Oletus
p on talléin "n on taydellinen luku” ja vaitds g "n ei ole alkuluku”. Antiteesi on "n on
alkuluku”.

Jos n on alkuluku, silla on vain kaksi tekijaa, 1 ja n. Tekijoiden summaan ei luvun
taydellisyytta tutkittaessa oteta lukua itse, joten summa = 1. Koska n > 1, ei n ole
taydellinen luku.

Antiteesista on siis jouduttu ristiriitaan oletuksen kanssa; antiteesi on epatosi ja siis
vaitos on tosi.

Erityisesti on huomattava, etta lausetta ei voida todistaa johtamalla vaitoksesta oletus
tai jokin muu tosi lause. Tamé on nahtavissa siita, etta propositiot p = q ja ¢ = p eivat
ole yhtapitavia, ts. (p = ¢) < (¢ = p) ei ole tautologia. Esimerkiksi (sindnsd vAaraa)
lausetta "n-kulmion kulmien summa on n%” ei voida perustella toteamalla, etta arvolla

3
n = 3 se antaa aivan oikean tuloksen.

Sen sijaan vaitoksesta g lahteminen ja oletukseen tai muuhun toteen lauseeseen p paa-
tyminen kelpaa todistukseksi, jos voidaan muodostaa ekvivalenssiketju

g ..o p,

mutta talloin onkin olennaista, etta tama ketju sisaltda implikaatioketjun oikealta vasem-
malle, so. paattelyn oletuksesta vaitokseen.
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Muotoa Vz p(z) olevan proposition toteaminen véérdksi on yleenséd helpompaa kuin
sen toteaminen oikeaksi. Vadrdksi osoittamiseen riittaé 16ytaa yksi alkio z, jolla p(x) on
epatosi; tata sanotaan vastaesimerkiksi. Jos sen sijaan propositio on todistettava oikeaksi,
on periaatteessa tarkasteltava kaikkia mahdollisia alkioita.

Esimerkiksi edella kasitelty lause ”kaikkien n-kulmioiden kulmien summa saadaan kaa-
vasta nm/3”, voidaan osoittaa vadrdksi toteamalla, ettd se ei péade neli6lld. Vastaavan
oikean lauseen "kaikkien n-kulmioiden kulmien summa saadaan kaavasta (n — 2)n” todis-
taminen oikeaksi on vaikeampaa.

Todettakoon lopuksi, ettd matemaattisten lauseiden todistamisessa ei yleensa noudateta
formaalin logiikan menettelytapoja, vaan sovelletaan pikemminkin luonnollista intuitiivis-
ta logiikkaa. Loogiset symbolit on ymmarrettava lahinna lyhennysmerkintoina. Joskus
kuitenkin todistuksen looginen rakenne saattaa olla niin hankala, ettd sen hahmottaminen
edellyttaa formaalin logiikan kayttoa.

0.3 Joukko-opin merkintoja

Matematiikan kielessa tarkeimpia perusobjekteja ovat joukot, esimerkiksi lukujoukot,
funktiojoukot, vektorijoukot. Olet varmasti jo koulussa tottunut seuraaviin lukujoukkojen
merkintoihin:

N =1{0,1,2,...}, luonnolliset luvut,
7. kokonaisluvut,

Q rationaaliluvut,

R reaaliluvut,

C kompleksiluvut.

Seuraavat kasitteet ja merkinnét ovat matemaatikon jokapaivaisia tyokaluja.
x € A: x on joukon A alkio eli z kuuluu joukkoon A; vastakohta merkitdan = ¢ A;
B C A (tai B C A): B on joukon A osajoukko eli B siséltyy joukkoon A;
B C A: B on joukon A aito osajoukko (siis B C A, B # A);
{z,y, z,...}: joukko jonka alkiot ovat x,y, z, ...;
{r € A| Pi(x),..., Py(x)} tai {z | Pi(x),..., Po(z)}: niiden (joukon A) alkioiden x
joukko, jotka téyttavét ehdot Pi(z), ..., Pn(x).

ESIMERKKI 1. (i) Jos A={2,4,6,8,10}, niin esimerkiksi 6 € A, 7 ¢ A, {4,8} C A ja
{4,8} C A.
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(ii) Huomaa, ettéd esimerkiksi {1,2} = {2,1} = {1, 1, 2}.
(iii) {r € Z | 0 < x <5, =z parillinen } = {2,4}.

(iv) {z € Rla < = < b} = avoin vili pisteestd a pisteeseen b, merkintd (a,b). (Joskus
kéytetaan myos merkintéé |a, b[.)

Jos A ja B ovat jonkin joukon M (”perusjoukon”) osajoukkoja, niiden avulla méaaritel-
laan lisda M:n osajoukkoja seuraavasti:

yhdiste (unioni) AUB ={x e M |z € Ataiz € B},
leikkaus ANB={zxe M |xzecAjaxe B},
erotus A\ B={x € M |z € Ajax¢gB},
komplementti A° = M \ A.

Leikkaus ja unioni mééritellidn samalla tavalla myds useammalla kuin kahdella (jopa
ddrettoman monella) joukolla.

Joukkoa, jossa ei ole yhtaan alkiota, sanotaan tyhjdksi joukoks:i. Siita kaytetaan mer-
kintaa (). Huomaa, ettd () C A, olipa A mika hyvansi joukko.

ESIMERKKI 2. (i) A\ B= AN B,

(i) Z\ Q=49,
(iii) {(z,y) e R*|z =y} n{(z,y) €R® [ 2= —y} ={(0,0)},
(iv) kaikkien suljettujen reaalilukuvélien [n,n + 1] unioni, missd n = 0,+1,+2,..., on = R.

Edelleen merkitaan
— joukon A potenssijoukko P(A) = {B | B C A},
— joukkojen A ja B karteesinen tulo

AxB={(z,y) |z € A, ye B}.

Joukkoa A x A merkitdin myos A2.
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10.

11.

12.

b) (
c) (3zr e N)(Vy € N)(z < y).

0. Harjoitustehtavia 9

Harjoitustehtavia

. Olkoon N luonnollisten lukujen 0,1,2,... joukko. Ilmaisu Vx € N tarkoittaa ”kaikilla

luonnollisilla luvuilla 7 ja dz € N tarkoittaa ”on olemassa luonnollinen luku z, jolla”.
Merkinnat « 4+ y, =, < ja < ovat kuten koulukurssissa. Mitka seuraavista vaitteista
ovat tosia?

a) VeeN)VyeN)(VzeN)(z+y=z2=y+z=2),
b)
c)

) )
Ve € N)(Jy € N)(x +y = 0),
Jy € N)(Vz € N)(z + y = x).
)
)

Vr € N)(Jy € N)(z < y),
Jy € N)(Vz € N)(z < y),

(
(
a) (
(

Olkoot p, q ja r lauseita. Todista, ettd seuraavat lauseet ovat identtisesti tosia:
=(pV ¢q) < (=p A —q) (de Morganin laki).

pVgATr)<(pVa A(pVr)] (osittelulaki).

(pegn(@er)]=(per).

Tarkoittakoon x miestd ja y naista sekd merkintd f(z,y), ettd = ja y ovat avioliitossa
keskendan. Esita sanoilla seuraavat merkinnét:

(Vr)(3y)  f(z,y),
(3y)(Vx)  f(x,y).

. Osoita, etté (J{z€eR|0<z<i}={zeR|0<z<1}.
n=1

. Maéérité ne parit (a,b) € R?, joilla {z € R | 2% —a? <1 A 22 —b? > 4} = 0.

Merkitddn a = {0}, b = {0,a} ja A = {a,b}. Mitka seuraavista viitteista ovat tosia?

i)ae A, ii) a C A, iii) {a} € A,
iv) {a} C A, v)a€b, vi) a C b.
Niiyté, etti

({{a} {a,b}} = {{eh{e.d}}) & (a=c A b=d)
kaikilla alkioilla a, b, ¢, d.

Osoita, ettd N{zeR|[0<z< 1} =0
n=1

Muodostetaan joukkoperheestd (A;);en joukkoperhe (B;);cn asettamalla
B() = Ao, Bn_|_1 = An_|_1 \ U Az Osoita:
i=0
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a) B;NB; =0, kun i # j.
b) U4 = U B
i=0 i=0

Seuraavassa A, B ja C ovat mielivaltaisia joukkoja. Todista:
13. ACB A\B=0& AUB=B< AnB=A.
14. ACBCA& A=B.
15. AU(ANB)=A=ANn(AUB).
16. P(AUB)=P(A)UPB)< (ACB VvV BCA).
17. P(ANB) =P(A)NP(B).

18. a) A\ (B\C) = (A\B)U(ANBNC)=(A\B)U(ANC),
b) (A\B)\C=A\(BUC).

19. Merkitéén Ay = [k+1’ k+1] xR ja B =R x [W k—] kaikilla £ € N. Néyta, etta
() (AxUBL) = {(z,y) €R? | 2y = 0}.
keN

20. Todista de Morganin kaavat
(AUB)=A°NB° (ANB)° = A°UB° (ks. 0.1 Lause 1).
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I. LUKUTEORIAA

ooooo

Seuraavassa tutkitaan kokonaislukujen joukkoa Z = {0,4+1,+2,...}.

Jos kokonaisluku a on jaollinen kokonaisluvulla b, ts. jos on olemassa ¢ € Z, jolla a = b,
merkitdan b | a. Kéytetddn myos sanontoja: b jakaa a:n, b on a:n tekiji, a on b:n monikerta.
Vastakohta merkitdén bt a.

Siis esim. 2| 8, 3 | 15, mutta 6 1 21.

Jaollisuudella on mm. seuraavat yksinkertaiset ominaisuudet (perustele nel):

(i) ala V a€Z,
(ii) josa|bjab|a, niin a = £b,
(iii) josa|bjab|c, niina|c,
(iv) josa|bjaa]c, nina| (b+c).
Kokonaislukua p > 1, jonka ainoat tekijat ovat +1 ja +p, sanotaan alkuluvuksi tai

jaottomaksi luvuksi (engl. prime). Muita kokonaislukuja n > 1 sanotaan yhdistetyik-
si (composite) luvuiksi. Téllaiset luvut voidaan siis aina hajottaa muotoon (”hajottaa

n = Nina, l<ni<n, 1<ng<n.

Jatkamalla téssa tekijoiden ny ja mo hajottamista (jos mahdollista) saadaan lopuksi luvun
n alkutekijihajotelma

(1) n=pip2---ps  (P1,-..,ps alkulukuja).
Se voidaan kirjoittaa myos muodossa
(2) n=q"ngh.. . gt (q1,...,q erisuuria alkulukuja, h; > 1 V i).

Myohemmin todistetaan ns. aritmetiikan peruslause, jonka mukaan luvun n alkutekijaha-
jotelma (1) on yksikésitteinen, samoin siis (2). Jalkimmaistd sanotaan luvun n kanoniseksi
(alkutekijé)hajotelmaksi.

ESIMERKKI 1. 700 = 2-2-5-5-7 = 22.52.7.

Alkulukujen joukkoa merkitaan P:ll4; siis

P ={2,3,57,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,...} .
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Lause 1 (Eukleides). Alkulukuja on ddrettéméan monta.

Todistus. Tehdaan vastaoletus: pq,...,p, ovat kaikki alkuluvut. Muodostetaan luku
n =mp---pr+ 1. Koska n > 1, se voidaan hajottaa alkutekijoihin. Olkoon ¢ jokin
alkutekijoista; silloin ¢ on vastaoletuksen mukaan jokin p;. Nyt ¢ siis jakaa luvun n —

p1--DPr, ts. g | 1. Ristiriital O

Miten selvitetdén, onko annettu (suuri) luku N alkuluku? Jos N ei ole alkuluku, miten
loydetaan sen tekijat? Namé ovat klassisia kysymyksié, jotka ovat nousseet uudestaan
vilkkaan tutkimuksen kohteiksi. Lisaksi alkulukuihin liittyy paljon muita ratkaisemattomia
probleemoja, joiden tutkimus on jatkuvasti kaynnissa.

Alkeellinen menetelméa sen ratkaisemiseksi, onko annettu kokonaisluku a jaollinen toi-
sella kokonaisluvulla b, on jaon suorittaminen jakokulmassa eli jakoalgoritmi:

Lause 2 (Jakoyht&ld). Jos a,b € Z ja b # 0, niin on olemassa sellaiset yksikésitteiset
luvut q,r € Z, etta

a=qgb+r, 0<r<lb.

Todistus. Jos b > 0, valitaan joukosta {a —nb ‘ n e Z} pienin ei-negatiivinen luku
r = a — ¢b (mieti, miksi se on mahdollista). Silloin r < b, silld muuten a — (¢ + 1)b olisi
vield pienempi tallainen luku.

Tapaus b < 0 palautetaan edelliseen korvaamalla b luvulla —b:

a=q(=b)+r=(—qb+r, 0<r<—-b=1lb.
Yksikésitteisyys: Jos myos ¢’ ja ' tayttavat lauseen ehdot, niin
r—r"= (¢ - q)b, 0<|r—7r'| <lbl.

Epéayhtélostd ¢ # ¢’ seuraisi nyt |r — 7’| > |b], siis ristiriita. Téten ¢ = ¢’ ja siis myds
r=r". 0O

ESIMERKKI 2. 50 =4-11 + 6, 19 = (=2)(=7) + 5, —8=(-1)-10+2.

Kahdella kokonaisluvulla a ja b, joista ainakin toinen on # 0, on aina véhintdan yksi
yhteinen positiivinen tekijd, nimittdin 1. Suurimmasta yhteisestd tekijastd (joka siis on
> 1) kaytetadn merkintéda syt(a, b) tai (a,b). Jos syt(a,b) = 1, sanotaan, ettid a ja b ovat
keskenddn jaottomia (tai suhteellisia alkulukuja, relatively prime). Tutki kuvaa pykalasséa
I1.6.

Lemma. Syt(a,b) on joukon {za+yb | x,y € Z} pienin positiivinen luku.
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Todistus. Olkoon kyseinen pienin luku d = ua + vb.
Néytetdédn ensin, ettd d | a. Jakoalgoritmia kayttéden saadaan a = qd+7, missd 0 < r <
d. Tama antaa

r=a—qd=(1-qu)a+ (—qu)b.

Nain ollen r kuuluu lemmassa mainittuun joukkoon. Jos r > 0, tAma on ristiriidassa d:n
minimaalisuuden kanssa. Téten r = 0 ja siis d | a.

Symmetrian perusteella myos d | b; siis d on a:n ja b:n yhteinen tekija. Jos my6s ¢ on
ndiden yhteinen tekijé, niin ¢ | (ua + vb) eli ¢ | d. Koska d > 0, téstd seuraa, ettd ¢ < d.
Nain ollen d = syt(a,b). O

Lause 3. Luku d = syt(a,b) tdyttdd seuraavat ehdot:
(i) d on jaollinen jokaisella lukujen a ja b yhteiselld tekijalla;
(ii) on olemassa sellaiset kokonaisluvut u ja v, etté

d = ua + vb (Bezout’n identtisyys).

Todistus. Vaitteet seuraavat suoraan lemmasta ja sen todistuksesta. [

Huomaa, etteivit edelld mainitut luvut u ja v ole yksikésitteisid: esim. syt(4,6) =2 =
24—-16=(-1)4+1-6.

Syt(a,b) saadaan lasketuksi Fukleideen algoritmilla. Siind sovelletaan jakoalgoritmia
toistuvasti (oletetaan, ettéd b # 0):

a:q1b+T1, 0<T1<|b|,

bIQ2T1+T2, 0<ry <ry,

r1 = q3ra + 13, 0<r3z<rs,
Th—2 = qnTn—1 + Tn, 0< Tn < Tp—1,

Tn—1 = qn+17n (4+0).

Menettely paattyy, koska jakojaannokset r; muodostavat aidosti vahenevan jonon positii-
visia kokonaislukuja. Viimeinen positiivinen jakojaannos r,, on haettu syt :

rn = syt(a, b).

T&amé osoitetaan seuraavasti: Koska r, | r,_1, niin viimeistd edellisen yhtdlén mukaan
my0s r, | rn—2. Jatkamalla samoin yhtéloketjussa ylospain saadaan tulokset r, | a ja
T | b. Nain ollen 7, on lukujen a ja b yhteinen tekija. Jos toisaalta ¢ | a ja ¢ | b, niin
ensimmaéinen yhtdlo antaa ¢ | 71, toinen sen jélkeen ¢ | ry jne. Lopuksi ndhdéén, etta
¢ | rn. Luku r, on siis yhteisista tekijoistad suurin.

Eukleideen algoritmi antaa myos eraat sellaiset kokonaisluvut u, v, etta r, = ua + vb.
Téta varten yhtaloketjusta on vain eliminoitava r, 1,7, _2, ..., 72,71 (esim. sijoitusmenet-
telylld alhaalta ldhtien).
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ESIMERKKI 3. Lasketaan syt(306,657) ja lausutaan se muodossa 306u + 657v, missé
u,v € 2.

Seuraava lauseeseen 4 perustuva tulos ilmaisee alkulukujen térkedn ominaisuuden. (Mie-
ti, onko millddn yhdistetylld luvulla samaa ominaisuutta.) Siitd saadaan ensimmaéisend
sovelluksena aritmetitkan peruslause.

Lause 4. Olkoon p alkuluku. Jos p | ab (a,b € Z), niin p | a tai p | b. Yleisemmin,
josplay---ar (a; € Z), niin p jakaa jonkin luvuista a; (i=1,...,k).

Todistus. Riittaa todistaa lauseen alkuosa; loppuosa seuraa induktiolla.
Koska p € P, niin syt(p,a) = p tai 1. Edellisessd tapauksessa p | a. Jalkimmaéisessa
tapauksessa Bezout’n identtisyys kuuluu 1 = up + va. Siis

b= (up +va)b= (ub)p+ v(ab).

Koska p | ab, ndhdaén ettd p | b. O

Lause 5 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen kokonaisluku n > 1 voidaan esittid
alkulukujen tulona eli muodossa

n=pip2---Ps (pielP Vi)

tekijoiden p; jarjestysta vaille yksikasitteisesti.

Todistus. Alkutekijahajotelman olemassaolo perusteltiin tdméan pykalan alussa. Yksi-
kasitteisyyden todistamiseksi oletetaan, ettd m:lla on myos esitys n = q1q2 - - - ¢, missa
g;:t ovat alkulukuja. Silloin p; | qigz2 - - gr, siis lauseen 4 nojalla p; jakaa jonkin g;:n.
Voidaan olettaa, ettd p; | q1. Koska kyseessd ovat alkuluvut, p; = ¢;. Téamén jilkeen
tarkasteltavana on yhtalo

pb2:-"Ps=Gq2-"-qr.

Jatkamalla samoin saadaan ps = ¢2,..., ps =¢s (jar=3s). O

On luonnollista sopia, ettd luvulla 1 on esitys ”tyhjand” alkulukutulona (siis s = 0).
Negatiivisilla kokonaisluvuilla on yksikasitteinen esitys muodossa —pips - - - ps.

Lause 5 oikeuttaa aikaisemmin mainitun nimityksen kanoninen hajotelma.

Kahden luvun a ja b syt voidaan laskea tietysti myos maarittamalla ensin lukujen ka-
noniset hajotelmat. Jos a ja b ovat suuria, Eukleideen algoritmi on kuitenkin nopeampi
menetelma.

ESIMERKKI 4. 72 = 23.32 60 = 22.3.5, siis syt(72,60) = 22.3 = 12.
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HuomAuTUus. Jaollisuuskasite voidaan yleistaa tietyt ehdot tayttaviin renkaisiin, joista
Z on erikoistapaus; esimerkkind mainittakoon muotoa a + by/n olevien lukujen joukko,
missa a,b € Z ja n on sopivasti valittu kiinted kokonaisluku. Naiden lukujen jaottomuus
maaritellaan vastaavasti kuin Z:ssa. Mutta lukujen esitys jaottomien lukujen tulona ei
yleensa ole yksikasitteinen!

Lukujen suurimman yhteisen tekijan kasittely on valittomasti yleistettavissa useamman
kuin kahden luvun tapaukseen: syt(ai,...,a,) (missi ainakin yksi luvuista a; on # 0) on
pienin positiiviluku joukossa

{x1a1+~-~+xnan ‘ xl,...,xneZ}

ja se mm. voidaan siis aina esittaa muodossa d = uiay + - - - + Up Ay, MiSSA U1, . . ., U, € Z.

Suurimman yhteisen tekijan kasitteen kanssa analoginen on lukujen a ja b pienin yhtei-
nen monikerta (eli pienin yhteinen jaettava) pyj(a,b). Jos a ja b ovat positiivisia, ndmé
késitteet sitoo toisiinsa kaava (mieti!)

syt(a,b)-pyi(a,b) = ab.

Harjoitustehtavia

1. Olkoot m, n ja p kokonaislukuja. Osoita, etta
a) m|n ja nlp = m|p,
b) plm japln=p| m+n,
c) pmjap fn=p ) m+n.

2. Maarita lukujen 2279 ja 989 suurin yhteinen tekija Eukleideen algoritmilla.
3. Maarita sellaiset kokonaisluvut z ja y, etta
1272 — 87Ty = 1.
4. Maérita kaikki kokonaislukuparit (x,y), joilla
26z + 35y = 2.
5. Osoita, etta jokainen alkuluku p > 3 on muotoa 6n + 1, missa n € N.

6. Olkoon p € Z alkuluku. Néytd, ettd 2° # p kaikilla 2 € Q. (Ohje: x:n osoittajan ja
nimittdjin alkutekijiesitys. Kerro yhtélostd x5 = p pois nimittiji.)
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7. Etsi lukujen 42, 258 ja 336 alkutekijaesitykset, suurin yhteinen tekija ja pienin yhteinen
monikerta.

8. Nayta, etta luku p = 257 on alkuluku. Etsi Eukleideen algoritmilla sellainen a € N,
0 < a < p, ettd p|(1 — 25a). (Ohje: Jos p ei ole jaoton, silld on sellainen alkutekijé
q>1,ettd ¢ <p.)

9. Oletetaan, ettd a, b, c € Z ja ainakin toinen luvuista a,b on # 0. Nayta, ettd yhtalolla
(1) ar +by =c
on ratkaisuja (z,y) € Z? aina ja vain, kun syt(a, b) on c:n tekiji.

10. Olkoon edelld ab # 0, d = syt(a,b) € N ja olkoon (zg,y0) € Z* yhtélon (1) ratkaisu.
Niyti, ettil kaikki ratkaisut (z,y) € Z? saadaan kaavasta x = x¢ + t%, Y=y —tg,
tel.

1.2 Kongruenssi

Seuraavassa esitettava kongruenssin kisite mahdollistaa jaollisuuteen liittyvien asioiden
kasittelyn tavalla, joka muistuttaa yhtaloiden kasittelya.

MAARITELMA. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Jos a,b € Z ja a — b on jaollinen
luvulla m, sanotaan, etta a on kongruentti b:n kanssa modulo m, ja merkitaan

a=b (modm).

Tata nimitetaan joukon Z kongruenssiksi; luku m on sen moduli.
Edellisen vastakohta: a on epdkongruentti (eli inkongruentti) b:n kanssa modulo m,
merkintd a Z b (mod m).

ESIMERKKI 1. 38 =2 (mod 6), 12 = —13 (mod 5), 100 # 1 (mod 10).

Lemma. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Kaikilla a,b,c € Z on
a =a (mod m),
a=b (modm) = b=a (modm),
a=b (modm) ja b=c (modm) = a=c (modm).
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Maééritelman mukaan a = b (mod m) jos ja vain jos a on m:n monikertaa vaille yhtakuin
b; siis lyhyesti

a=b (modm) = a=b+mq, q€Z.

Tasta nahdaan, etta kongruenssi mod m hajottaa Z:n seuraavaa muotoa oleviin pistevie-
raisiin joukkoihin:
[a] ={a+mk | keZ}.

Joukkoa [a] sanotaan luvun a jadnnosluokaksi modulo m; siitd kdytetddn yleensd mer-
kintdd @, [a]m, am tai a + mZ. Samaan jaannosluokkaan kuuluvat luvut antavat m:lla
jaettaessa saman jakojaannoksen. Kaymalla lapi kaikki mahdolliset jakojaannokset eli lu-
vut 0,1,...,m — 1 saadaan eras jaannosluokkien edustajisto, kokonaislukujen pienimmat
ei-negatiiviset jaannokset mod m. Niiden avulla kaikkien jaannosluokkien mod m joukko,
jota merkitaan Z,,:11a, voidaan kirjoittaa seuraavasti:

Zm:{G,T,...,m—l}.

ESIMERKKI 2. Z3 = {0, 1,2}, missi

03=0= 3Z= {3k | kezZ}={..,-9,-6,-3,0,3,6,9,...},
l3=1=1+3Z={1+43k | keZ}={...,-8,-5,-2,1,4,7,10,...},
23=2=2+4+3Z={2+3k | keZ}={...,-7,-4,-1,2,5,8,11,...}.

Joukko Z3 voidaan esittdd myos esim. muodossa { —1,0,1} tai {7,33,2}.

ESIMERKKI 3. Rajatapauksessa m = 1 kongruenssi mod m on triviaali: a = b
(mod 1) V a,b € Z. Erityisesti siis Z; = {0}, missa 0 = Z.

Lause 6. (i) Josa=b (mod m) jac=d (mod m), niin

a+c=b+d (modm) ja ac=bd (mod m).

(ii) Jos ca = ¢b (mod m) ja syt(c,m) =1, niin a = b (mod m).

(iii) Jos a =b (mod km), missé k on kokonaisluku > 0, niin a = b (mod m).

Todistus. (i) Luku (a+c¢)—(b+d) = (a—b)+ (¢ —d) on jaollinen m:ll&, koska m | a —b
ja m | ¢ — d; samoin luku ac — bd = (a — b)c + b(c — d).

(ii) Ehdoista m | c(a — b) ja syt(c,m) = 1 yhdessd seuraa, ettd m | a — b (ajattele
lukujen kanonisia hajotelmia).

(iii) Koska a — b on luvun km monikerta, se on myds m:n monikerta. [J
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Lauseen (i)-kohdan mukaan kongruensseja mod m voidaan laskea yhteen ja kertoa puo-
littain, samoin siis vahentda puolittain ja korottaa potenssiin puolittain. FErityisesti, jos
P(x) on kokonaiskertoiminen polynomi, siis

P(x)=co+ciz+ -+t (c; €Z Vi),

niin kongruenssista a = b (mod m) seuraa, ettd P(a) = P(b) (mod m).
ESIMERKKI 4. Lasketaan, miki on jakojainnos, kun luku 182 + 2199 jaetaan luvulla 11.

ESIMERKKI 5. Jos kongruenssi 3 = 15 (mod 12) jaetaan puolittain 3:lla, saadaan 1 =5
(mod 12), mika ei pidd paikkaansa. Huomaa, ettd syt(3,12) # 1. Lauseen 6 (ii)-kohdan
oletus syt(c, m) = 1 on siis valttdmaton.

Huomaa kuitenkin, ettd 1 =5 (mod 4). Keksi téstd yleinen tulos ja perustele se!

Jaannosluokkien joukko Z,, muodostaa tarkean algebrallisen systeemin, kun siina maa-
ritelldaan yhteen- ja kertolasku sopivasti. Sita kasitellaan jaljempana ryhmien, renkaiden
ja kuntien teoriassa. Asian valmistelemiseksi méaaritellaan kyseiset laskutoimitukset tassa:

(1) a+b—ath  ab—ab

Probleemana kuitenkin on, ettd jaannosluokat @ ilmaistaan edustajan a avulla eika
edustajan valinta ole yksikasitteinen. On siis naytettava, ettd ndin maaritellyt summa ja
tulo ovat silti yksikasitteisia, ts. riippumattomia edustajien valinnasta.

Téllainen tilanne, jossa mééritelma sisdltdd ndennéisen riippuvuuden (ekvivalenssi)luokan
edustajan valinnasta, on matematiikassa tavallinen. Kun on osoitettu, ettei riippuvuus ole
todellinen, on tapana sanoa, ettéd ko. késite on hyvinmdadritelty (well defined).

Lause 7. Yhtéloiden (1) mukaiset jadnnosluokkien summa ja tulo ovat hyvinmé&dritel-
tyja.
Todistus. Oletetaan, ettd a = a/ ja b = /. Silloin a = o’ ja b = ¥ (mod m). Lauseen
6(i) mukaan siis
at+b=d +10, ab=a't/ (mod m).

Tisté seuraa, ettd a +b = a’ + 0 ja ab = 'V, miki todistaa viitteen. [

ESIMERKKI 6. Jaannosluokkien mod 7 joukossa 4 + 5 = 2. Toisaalta 4 = 60 ja 5 = 75,

2.
siis 4 + 5 = 60 + 75 = 135. Varmistu laskemalla, ettd 135 = 2.

Kongruensseja sovelletaan mm. tutkittaessa Diofantoksen yhtaloita. Nama ovat yhta-
16ita, joille etsitaan kokonaislukuratkaisuja.

ESIMERKKI 7. Tarkastellaan Diofantoksen yhtilos z? — 2y? = 5. Osoitetaan, ettei
kongruenssilla 22 — 2y? = 5 (mod 8) ole yhtdin ratkaisua z,y. Tésti seuraa, ettei myos-
kddn ko. yhtélolla ole (kokonaisluku)ratkaisuja.
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ESIMERKKI 8. A osti isoja kakkuja hintaan 15 €/kpl ja pienid hintaan 11 €/kpl. Lasku
oli 137 €. Montako kappaletta kumpaakin lajia oli?

Ratkaistavana on Diofantoksen yhtalo 15z 4+ 11y = 137. Ratkaistaan se siirtymalla
kongruenssiin 15x = 137 (mod 11).

Kuten valittomasti ndhdaan, lineaarisen kahden tuntemattoman Diofantoksen yhtalon
ax + my = c ratkaiseminen on yleisestikin ekvivalentti tehtava kongruenssin

(2) ar =c¢ (mod m)

ratkaisemisen kanssa. Seuraava tata kongruenssia koskeva tulos on myohemmin useassa
yhteydessa tarpeellinen.

Lause 8. Jos syt(a, m) = 1, kongruenssilla (2) on yksikésitteinen ratkaisu x € 7 vélilld
0<zx<m-—1.

Todistus. Oletuksen nojalla on olemassa sellaiset luvut u,v € Z, ettd au + mv = 1 ja
siis
a(uc) + m(ve) = c.

Kongruenssilla on taten ratkaisu x = wc. Lisaksi kongruenssin kaikki ratkaisut = ovat
keskenddn kongruentteja mod m, silld lauseen 6(ii) mukaan

ary = axy (mod m) — x1 =22 (mod m).

Ratkaisuista on siis tarkalleen yksi valilla 0 <z <m —1. O

Pienilla m:n arvoilla ko. ratkaisu loydetaan usein helpoimmin kokeilemalla.

Harjoitustehtavia

1. Onko 73 =2 (mod 7), 15=—1 (mod 4)?

2. Ratkaise kongruenssit

4r =3 (mod 7), 3z =6 (mod 12), 5z =7 (mod 10).
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II. JOUKOT JA RELAATIOT

II.1 Kuvauksista

Matematiikan termit funktio (engl. function) ja kuvaus (mapping) ovat synonyymeja.
Algebrassa kiytetdan tavallisimmin kuvaus-termia. Seuraavassa on yhteenveto kuvauksiin
liittyvista perusasioista, lahinna peruskasitteista.

Kuvaus f joukolta A joukkoon B, lyhyesti merkittyna f : A — B, liittda jokaiseen A:n
alkioon x yksikdsitteisen B:n alkion y = f(x). Téssa

e A on kuvauksen f mddrittelyjoukko (domain),

e B on kuvauksen f maalijoukko (range),

e y on alkion x kuva.

Sanotaan myos, ettd f kuvaa alkion x alkioksi y, ja merkitaan

f:A— B, x =y,
tai

f:A— B, f(z)=y.

ESIMERKKI 1. Merkitdéin RY = {z | x > 0}. Reaalianalyysista ovat tuttuja kuvauksia
f:R—R, f(x) =sinz,
g:Ry — R, g(z) =Inz.

(Néistd voitaisiin myos kayttdd merkint6ja f = sin ja g = In, mutta esim. kuvaukselle

h(x) = x? ei vastaavanlaista merkintii ole.)

ESIMERKKI 2. Seuraavassa esimerkkeja lineaarialgebrasta.
(i) Determinanttikuvaus
d: M3(R) — R, d(A) = det(A).
Determinanttikuvaus voidaan maéaritelld myds yleisesti M,,(R) — R.

(ii) Merkitdan S,,:114 lukujen 1,2, ..., n kaikkien permutaatioiden joukkoa. Permutaa-
tion o € S,, merkki sign(«) maarittelee kuvauksen

s: S, — Z, s(a) = sign(a).
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(iii) Jos V on vektoriavaruus, voidaan mééritella kuvaus

n:V-—1V, n(X)=-X.

(iv) Vektoriavaruudessa R on méaritelty itseisarvokuvaus
N:R — R, N(X)=|X]|.
Tama voidaan yleistaa sisdtuloavaruuden V' normikuvaukseksi

N:V-—R,  N(X)=|X]|.

Lisaa kuvaukseen f: A — B liittyvaa terminologiaa:

e Joukko f(A) = {f(x) } S A} on kuvauksen f arvojoukko eli kuvajoukko, lyhyesti
kuva (image). Siitd kdytetddn myos merkintad Im(f).

e Yleisemmin, jos Ay C A, joukko f(A4g) = {f(x) ’ x € AO} on joukon Ay
kuva(joukko).

e Jos By C B, joukko f~1(Bg) ={x € A | f(z) € By} on joukon By alkukuva.

e Kuvaus f on surjektio (eli surjektiivinen), jos Im(f) = B. Talléin sanotaan, ettd f
on kuvaus joukolta A joukolle B.

e Kuvaus f on injektio (eli injektiivinen), jos eri alkioilla on eri kuvat, ts.

r1,02 €A, 1 F 12 = f(x1) # f(22).
Tama voidaan kirjoittaa myos seuraavassa muodossa, joka on usein mukavampi kayttaa:
r1,22 € A, f(z1) = f(12) = 1 = 29.
e Kuvaus f on bijektio (eli bijektiivinen) eli kddntden yksikdsitteinen, jos se on injektio

ja surjektio. Silloin siis jokaisella B:n alkiolla y on yksikéasitteinen alkukuva x joukossa A.

ESIMERKKI 3. Tutkitaan, ovatko esimerkkien 1 ja 2 kuvaukset surjektiivisia tai injek-
tiivisia.

Kuvaukset f; : A — B ja fo : A — B maaritelladn samoiksi, jos

fl(.I) = fQ(SL’) YV x € A.

Talloin merkitaan f; = f5. Erityisesti kuvauksilla on siis talloin sama maarittelyjoukko ja
sama maalijoukko.
Kuvausta

fiA— A, f(x) ==,

sanotaan joukon A identiteettikuvaukseksi ja merkitdan f =idy.
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Kuvausten f : A — B ja g: B — C yhdistetty kuvaus eli tulo on

gof:A—C, (go f)(z) =g(f(x)).

Tasta seuraa valittomasti, etta kuvaustulo on assosiatiivinen, ts. jos edellisten kuvausten
f ja g lisaksi h on kuvaus C' — D, niin

(hog)of=ho(gof)

Kuvauksen yhdistaminen identiteettikuvauksen kanssa on yksinkertaista:

(1) idgof = f, foidy = f.
Yhdistetty kuvaus g o f merkitddn myos gf.

Jos kuvaus f : A — B on bijektio, silld on kddnteiskuvaus
f7t:B— A, f(z) — x.

Silloin (mieti!)
f~ltof=ida, fofl=idp.

Yleisemmin jokainen injektiivinen kuvaus f : A — B maédrittelee bijektion A —
Im(f), =z~ f(z). My6s talléin kuvausta Im(f) — A, f(x) — =z, sanotaan yleensi
(hiukan epétismillisesti) fn kddnteiskuvaukseksi ja merkitdin f—1:114.

Jos kuvauksella f : A — B on kiinteiskuvaus, merkintd f~!(Bp), missi By C B,
voidaan tulkita kahdella tavalla. Molemmat tarkoittavat kuitenkin samaa joukkoa.

ESIMERKKI 4. Tutkitaan, milla esimerkkien 1 ja 2 kuvauksista on kaanteiskuvaus.

Lause 1. Olkoon f kuvaus A — B. Jos on olemassa sellainen kuvaus g : B — A, etta
gof=ida,  fog=ids,
niin f on bijektio ja f~! = g.

Todistus. Jos y € B, niin ehdon f o g = idp nojalla f(g(y)) = y. Siis y:1ld on alkukuva
9(y), joten f on surjektio.

Jos x1,29 € Aja f(x1) = f(x2), niin myo6s g(f(z1)) = g(f(x2)). Koska go f = ida,
taméa yhtalo sievenee muotoon x7 = xo. Kuvaus f on siis injektio.

Edellisen nojalla f on bijektio ja sen kianteiskuvaus f~! siis on olemassa. Yhtalosta
f o g =idp seuraa, etta

f_lo(fog):f_loidB.

Soveltamalla tdhin kuvaustulon assosiatiivisuutta, ehtoa f~!o f = id4 ja yhtéloitd (1)
saadaan tulos g = f~1. O
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Jos f on kuvaus A — B ja Ay C A, kuvausta
g:AO—>B7 g(x):f(x),
sanotaan f:n rajoittumaksi (eli restriktioksi) joukkoon Ao ja merkitdin g = f|, . Sanotaan

myos, ettd f on kuvauksen g laajennus (eli ekstensio) joukolle A.

ESIMERKKI 5. Merkitdén Ry = {z € R ‘ z > 0}. Kuvaus

[:Ry — Ry, f(z) =V,
on bijektio; sen kaanteiskuvaus on kuvauksen
h:R— Ry,  h(x)=27
rajoittuma joukolle R .
ESIMERKKI 6. Kompleksiluvun z = z + iy itseisarvo |z| = \/m maarittelee ku-
vauksen C — Ry, 2z |z[, joka on kuvauksen R — R, , x> |z|, laajennus.
Lemma. Jos f on kuvaus X — Y sekd A C X ja B C Y, niin
a) fTH(f(4)) D A4,
b) f(f'(B))CB.

Kummassakin tapauksessa voi olla kyseessa aito sisaltyminen.

Todistus. a) Olkoon = € A. T&lldin f(x) € f(A), joten z € f~1(f(A)).

b) Olkoon y € f(f~'(B)). Silloin on olemassa z € f~'(B), jolla y = f(z). Koska
z € f~Y(B), niin f(x) € B. Siis y € B.

Esimerkki, joka osoittaa, ettéd siséltyminen voi olla aito: X =Y = {1,2,3} f:X —
Y, f(z) = 1. Olkoon A = {3}, B =Y. Tallsin f~!(f(4)) = f'({1}) = X #
A F(FUB) = f(X) = {1} £B. O

Harjoitustehtavia

1. Olkoon f : B — A injektio ja g, h: C'— B kuvauksia. Todista: fog= foh = g=h.

2. Olkoon f : X — Y surjektio ja g, h: Y — Z kuvauksia. Todista: go f = ho f = g = h.
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Osoita, ettd f : x — (3x—2)/(x—2) on kuvaus joukolta A = R\{2} joukkoon B = R\ {3}
jaettd f(A) = B.

. Mééritd kuvauksessa f : R — R, f(z) = 2z, joukon {z € R | =1 < z < 1} kuva ja

joukon {y € R ‘ y < 0} alkukuva.
Olkoot f ja g kuvauksia R — R, f(z) =2z +1, g(z) = 22 —2. Muodosta fogja go f.
Olkoon f kuvaus A — B ja g kuvaus B — C sekd X C A jaY C C. Todista:
(g0 /)(X) =g(f(X)),
(go /)THY) = FHg™H(Y)).

Olkoon f kuvaus X — Y. Osoita, etti f on surjektio jos ja vain jos f(f 'B) = B
jokaisella B C Y.

Olkoot A ja B epatyhjia joukkoja. Muodosta jokin bijektio A x B — B x A.

Mitka seuraavista ehdoista maarittelevat yksikéasitteisesti kuvauksen f : R — R?

i) 2+ f(z) =1,
i) rf(r) =1,

i) o2+ | f(2)] = 1,
iv) (f(x)eZ) N (0<z— f(z)<1).

10.

11.

12.

13.

14.

Perustelu!

Médritéa f(f71(A4)) ja f71(f(4)), kun f : R — R saadaan kaavasta f(z) = 1+ 22 ja
A=1-1,2).

Olkoon D € P(A) mielivaltainen ja Y € P(A) sellainen, ettd D C Y. Olkoon f :
P(A) - P(A), f(X)=XUD. Nayta:

i) f(P(A))={U€eP(A)|DcU}.
i) fFIY)={X €P(A) | X\D=Y\D}

Nayta edellisen tehtdvin merkinnéilld, ettd kuvaus g : P(A) - P(A\ D), X — X\ D
on surjektio. Milloin g on bijektio?

Nayté, ettd yhtalo f(X,Y) = X x Y méérittelee injektion

f o (P(A)NAD}) x (P(B)\ {0}) = P(A x B) \ {0}.

Nayté, ettei f ole yleensa surjektio, tarkastelemalla tapausta A = B = {1, 2}.

Olkoot A ja B joukkoja ja olkoon f : A — B injektio, g : B — A surjektio seka
fog=idpg. Niyti, ettd f on bijektio ja g = f~1.
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I1.2 Luonnolliset luvut; induktio

Luonnollisten lukujen joukko N = {0,1,2,...} on térked, koska se on ldhtokohta, jonka
avulla konstruoidaan monimutkaisempia joukkoja (kokonaisluvut, rationaaliluvut, reaali-
luvut, jaédnnosluokat Z, jne). Lisdksi esimerkiksi algebrallisia struktuureja tutkittaessa
tarvitaan tiettyja kuvauksia luonnollisilta luvuilta ko. struktuuriin.

Luonnolliset luvut voidaan muodostaa puhtaasti joukko-opillisella konstruktiolla. Toi-
nen mahdollisuus on maaritella N aksiomaattisesti. Tassa kaytetdan N:n maarittelyyn
Peanon aksioomia. Intuitiivisesti N:ssa on ensimmaéinen luku 0 € N ja voidaan maaritella
seuraajakuvaus s :N—-N, O —=1—2—= .. —wn—n+1— ..

MAARITELMA (Peanon aksioomat). Olkoon N joukko, s kuvaus N — N ja 0 € N.
Kolmikko (N, s,0), on luonnollisten lukujen joukko, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(P1) s on injektio;
(P2) 0¢ s(N);
(P3) jos ACN ja
(i) 0 € A,
(i) ne A= s(n) € A,
niin A = N (induktioaksiooma).
Naiiden aksioomien pohjalta voidaan méaritelld yhteen- ja kertolasku; erityisesti s(n) =
n+ 1.
Aksioomasta (P3) seuraa induktiotodistuksen periaate:
Oletetaan, ettd jokaiseen luonnolliseen lukuun liitetaén véite E(n), ja merkitdan A =
{n € N | E(n) tosi}. Jos E(0) on tosi ja jos E(r) = E(s(r)), niin E(n) on tosi kaikilla
n € N. (Vaihetta E(r) = E(s(r)) sanotaan induktioaskeleeksi.)
Induktiotodistusta voidaan soveltaa myds muotoa E(n) Vn > ng oleviin viitteisiin,
ts. 7aloituskohta” voi olla 0:n asemesta jokin ng > 0.

Induktion aloittamisen luvusta 1 oikeuttaa
Lause 2. Olkoon A C N* =N\ {0}. Jos
(i)1 €A ja
(i)ke A=k+1€A,
niin A = N,
Todistus. Merkitddn B = A U {0}. Silloin 0 € B. Olkoon nyt n € B. Jos n = 0, niin

le ACB,joten 0+1€ B. Josn #0,niinn € A, joten n+1 € A. Silloinn+1 € B.
Nyt B=N, joten A =B\ {0} =N\ {0}. O

Havainnollisesti ajatellen on induktioperiaatteen sisélto seuraava: Aluksi todetaan
véitteen E(ng) patevyys. Kun induktioaskel on todistettu, saadaan véitteen E(ng + 1)
oikeus. Vastaavasti askeleittain saadaan todistetuksi F(ng + 2) ja edelleen E(n) kaikilla
luvuilla n > nyg.
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EsIMERKKI 1. Todistetaan induktiolla, etta
124924 ... 2= %(n+1)(2n+1), neN\ {0}

Nyt E(n) on yhtilo 12 422 4 .- +n? = 2(n+1)(2n + 1) ja aloituskohta on ng = 1.

Todistus.
1) Arvolla n = 1 on vasen puoli 12 = 1, oikea puoli % -2-3 =1, joten E(1) on tosi.
2) Induktioaskelta todistettaessa oletetaan E(n) ja todistetaan tdmdn avulla E(n+1):

P4+22 4+ 40’ + (n+1)°=[1"+2° 4+ +n’] + (n+1)°

@ %(n+1)(2n+1)+(n+1)2: ”:;1

missé perusteluna kohdassa (*) on induktio-oletus E(n).

[(n+1)+1][2(n+ 1) + 1],

t

ESIMERKKI 2. Todistetaan induktiolla kaava

~,_nntl)
> 5
k=0

Todistus.
1) Arvolla n = 0 on vasen puoli 0, oikea puoli =0, joten E(0) on tosi.

2) Induktioaskel:

0(0+1)
6

1+2+ - +n+n+1)=[1+2+-+n]+(n+1)

:@4_(”4_1):

(n+1)[(n+1)+1]
5 .

t

Peanon aksioomat eivat maarita luonnollisten lukujen joukkoa yksikasitteisesti, vaan
useat eri joukot toteuttavat aksioomat (P1) — (P3). Namé ovat yhtd hyvid malleja luonnol-
listen lukujen joukolle, silla ne ovat "rakenteeltaan samanlaiset”. Tama voidaan ilmaista
tasmallisesti seuraavalla lauseella, jonka todistus tassa sivuutetaan:

Jos (N, s,0) ja (N, s,0") ovat luonnollisten lukujen joukon malleja, niin on olemassa
yksikésitteinen bijektio f: N — N’/ jolla fos=s"o f ja f(0)=0".
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Harjoitustehtavia

1. Todista induktiolla luvun n suhteen: jos ki, ..., k, ovat luonnollisia lukuja, niin

Zki <n-max(ky,..., kp).

=1

2. Osoita induktiolla, etta
2" > n?

kaikilla luonnollisilla luvuilla n > 5.

I1.3 Lukumaaran laskemisesta

Seuraavissa pykalissa maaritellaan tasmallisesti joukon aarellisyys, aarettomyys ja
alkioiden lukumaara. Tassa pykalassa johdetaan erdita yksinkertaisia kaavoja heuristisesti.

Olkoon S aéarellinen joukko, ts. joukko jossa on aérellisen monta alkiota; ndiden luku-
méard olkoon #S = n. (Lukuméérélle kiytetdan myds merkintéa |S|.)

Tarkastellaan joukon S osajoukkojen muodostamaa joukkoa P(S). Jos A C S on jokin
osajoukko, voidaan sen koostumus ilmaista jonolla, jossa on n kappaletta lukuja 0 tai 1;
kukin luku vastaa tiettya joukon S alkiota ja on = 0, jos kyseinen alkio ei kuulu joukkoon
A, ja = 1, jos alkio on joukossa A. Kutakin osajoukkoa vastaa jokin téllainen jono ja
kaantden. Erilaisia jonoja voidaan muodostaa 2™ kappaletta, koska jokainen jonon alkio
voidaan muista riippumattomasti valita kahdella tavalla. Pelkkien ykkosten muodostama
jono vastaa osajoukkoa S, ts. koko joukkoa, nollien muodostama jono taas tyhjaa joukkoa,
joka on minka tahansa joukon osajoukko. Saadaan siis lause:

Lause 3. Jos #S = n, niin #(P(9)) = 2".

Bijektiota p : § — S sanotaan permutaatioksi. Koska bijektio on seké surjektio etta
injektio, kuvauksen arvona on jokainen joukon S alkio tédsmaélleen kerran. T&méa mer-
kitsee, ettd permutaatio voidaan tulkita joukon S alkioiden jarjestdmisend permutaation
antamaan jarjestykseen.

ESIMERKKI 1. Jos S = {1,2,3, 4,5}, méarittelevit yhtalot

p(1) =2, p(2) =4, p(3) =1, p(4) =3, p(5) =5

eraan permutaation, ts. lukujen 1, 2, 3, 4, 5 uuden jarjestyksen 2, 4, 1, 3, 5.
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Kaikkien permutaatioiden lukuméaaré voidaan laskea tarkastelemalla joukon .S alkioi-
den eri jarjestysten lukuméaaraa. Jos alkiot kirjoitetaan jonoksi, voidaan ensimmaiselle
paikalle valita alkio vapaasti, ts. n tavalla, toiselle paikalle n — 1 tavalla (koska ensim-
maéiselle paikalle valittu alkio ei ole en&é kéytettévissd), kolmannelle paikalle n — 2 tavalla
jne. Viimeiselle eli n:nnelle paikalle tuleva alkio on yksikasitteisesti maaratty. Mahdollisia
jarjestyksid on siten n- (n — 1)---2 -1 = n! kappaletta. (Luetaan n-kertoma.)

Lause 4. Jos #S = n, voidaan joukon S alkiot kirjoittaa n! erilaiseen jarjestykseen,
ts. joukon S permutaatioita on n! kappaletta.

Jos joukosta S poimitaan p alkiota, voidaan ensimmaéinen alkio valita n eri tavalla,
toinen alkio taméan jalkeen m — 1 eri tavalla jne. Viimeinen eli p:s alkio voidaan valita
n — (p — 1) eri tavalla. Kaikkiaan voidaan siis saada n - (n —1)---(n — p + 1) erilaista
p:n alkion pituista jonoa. Tahin méaaradn sisaltyy kuitenkin jokainen samat p alkiota
sisaltava jono kaikissa mahdollisissa jarjestyksissa; jokaista p:n alkion valintaa kohden on
siis p! jonoa, jotka poikkeavat toisistaan vain alkioiden jarjestyksen suhteen. Erilaisia p:n
alkion muodostamia osajoukkoja on siten

n-(mn—1)---(n—p+1) n!

p! p!(n —p)!

()=

on binomikerroin; merkinta luetaan "n yli p:n”.

kappaletta. Luku

Lause 5. Jos #S = n, voidaan joukon S alkioista muodostaa (Z) erilaista p:n alkion
muodostamaa osajoukkoa.

Luvut (Z) saadaan Pascalin kolmiosta. Seuraavassa annetaan kolmion seitseman en-
simmaista rivia:

Pascalin (1623-62) kolmio julkaistiin Kiinassa v. 1303 ja oli tunnettu jo sitdkin aikai-
semmin.

Laskemalla joukon S osajoukkojen lukumaarat sen mukaisesti, montako alkiota niissa

on, saadaan tarkea kaava
n
> (1) -2
p

p=0
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n

Olkoon joukko S muodostettu yhdisteend joukoista Sy, ..., S, : S = |J Sk. Jos n =2
k=1
tai n = 3, saadaan joukon S alkioiden lukumé&éara ilmeisesti kaavoista

#S = #51 + #52 — #(51 N S2),
#S = #S51 + #55 + #S55 — #(51 N SQ) — #(SQ N 53) — #(Sl N Sg) + #(Sl NSy N 53)

Tama tulos yleistyy seuraavasti:

Lause 6. Olkoon S = |J Si. Joukon S alkioiden lukumé&éra on

k=1
#S =D #Sp— D #(S;NSk)+
1<k<n 1<j<k<n
> H#HSNS NS =+ (D) T (S NN S,)
1<i<j<k<n

Todistus perustuu induktioon.

Lause 7 (Binomikaava). Olkoot z ja y reaalilukuja ja olkoon n luonnollinen luku.

Talloin
n n n—
=3 ()t

k=0

(1) =mom

on binomikerroin. (Tédssdn!=1-2---n on n-kertoma; erityisesti asetetaan 0! = 1.)

missa

Todistus. Harj. [

Harjoitustehtavia

1. Todista binomikaava eli Lause 7.

2. Laske termin x® kerroin polynomissa (1 + x)8.

()= (') = (o)

kun n ja k ovat positiivisia kokonaislukuja, k < n.

3. Todista, etta
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4. Osoita, etta

(30 (2717

kun s ja n ovat positiivisia kokonaislukuja.

-5

kun n ja k ovat positiivisia kokonaislukuja, n > k.

(V)= (). wmnzrzk

7. Laske termin x3y*2? kerroin polynomissa (x + y + 2)°.

5. Osoita, etta

6. Osoita, etta

I1.4 Adsrelliset joukot; lokeroperiaate

Tassa pykalassa kasitelladn formaalisella tavalla aarellisia joukkoja. Vaitteet ovat
intuitiivisesti ajatellen hyvin luonnollisia; todistuksia ei olekaan tarkoitettu opeteltaviksi.
Merkitaan

Jo={1,.,n}={keNy |k<n} (n=0,1,2,...),
jolloin Jy = 0.

MAARITELMA. Joukko X on ddrellinen, mikéli jollain luvulla n € N on olemassa
bijektio J, — X. Jos X ei ole aarellinen, niin sanotaan, etta X on adreton.

Koska bijektion kaanteiskuvaus on bijektio, niin nahdaan, etta joukko X on darellinen
jos ja vain jos jollain luvulla n € N on olemassa bijektio X — J,.

Annetun méaaritelméan nojalla tyhjé joukko on aarellinen.

Joukon &arellisyytta voidaan havainnollisesti luonnehtia jonojen avulla.

Seuraavassa jonoa (z1,...,T,) sanotaan yksinkertaiseksi, mikéali alkiot z; ovat parit-
tain erisuuret.

Asetetaan n:n alkion jonot vastaamaan kuvauksia joukolta .J, seuraavasti: jonoa
(z1,...,2y,) vastaa kuvaus J,, — {x1,...,z,}, @ — x;, ja kddntden kuvausta f joukolta
Jp, vastaa jono (f(1),..., f(n)). Téssd vastaavuudessa yksinkertaiset jonot ja bijektiiviset
kuvaukset vastaavat toisiaan. Taten joukko X on &arellinen jos ja vain jos on olemassa
yksinkertainen jono (z1,...,x,), jolla {z1,...,z,} = X.

Todistetaan nyt induktioperiaatteen sovelluksena aarellisia joukkoja koskevia alkeis-
tuloksia.
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Lemma 1. Olkoon n luonnollinen luku. Milladn sita pienemmalla luonnollisella lu-
vulla k ei ole olemassa surjektiota Jp — J,.

Todistus. Merkitaén P(n):114 luonnollisen luvun n ominaisuutta: “Milldén luonnolli-
sella luvulla £ < n ei ole olemassa surjektiota J, — J,,.”

1° P(0) pétee triviaalisti (ei ole olemassa luonnollista lukua < 0).

2° Oletetaan, ettd P(n) péatee. Todistetaan, ettd P(n + 1) on voimassa. Tehd&an
vastaoletus: on olemassa k < n + 1 ja surjektio f : Jp — Jp11.

Koska Jy = (0, niin k > 0. Osoitetaan, etta on olemassa surjektio g : J,_1 — J,. Jos
f(k) =n+ 1, niin kuvaus

g:Jk-1 = Jn,  g(i) = min(f(i),n)

on surjektio. Oletetaan, ettd f(k) # n + 1. Méaaritellddn nyt g : Jy_1 — J,, asettamalla
g(i) = f(i) jos f(i) # n+ 1 ja g(i) = f(k) jos f(i) = n+ 1. Silloin g on surjektio.
Vastaoletus johti siis ristiriitaan induktio-oletuksen kanssa. Taten P(n + 1) patee. [

Lause 7. Olkoon A &dérellinen joukko. On vain yksi luonnollinen Iuku n, jolla bijektio
J, — A on olemassa.

Todistus. Olkoot n ja k luonnollisia lukuja, joilla on olemassa bijektiot f : J, — A
ja g : Jr — A. Osoitetaan, ettd n = k. Bijektioiden yhdistettyind kuvauksina kuvaukset
gltof:J,— Jyjaftog:J, — J, ovat bijektioita ja tdten surjektioita. Lemman 1
tuloksesta seuraa, ettda n > k ja k > n. Taten n =k. [

Olkoon A aarellinen joukko. Lauseen 7 antamasta yksikésitteisesta luvusta n kayte-
tadn merkintdd #A (“A:n alkioiden lukumdadrd tai “Am koko”). Kun #A = n > 0, niin
A voidaan esittdd muodossa A = {ai,...,a,}: asetetaan a; = ¢(i) Vi € J,,, missé ¢ on
bijektio J,, — A.

Kun A on aérellinen joukko ja #A = n, kiytetddn myos sanontaa, ettd A on n-joukko.
Seka merkintaa “#B = n” ettd sanontaa “B on n-joukko” kaytetdan seuraavassa lyhen-
nyksena sanonnalle “B on aarellinen joukko ja n on luonnollinen luku, jolla on voimassa
#B=n".

Ainoa 0-joukko on tyhja joukko. Koska joukon identtinen kuvaus on aina bijektio
joukolta itselleen, niin aina #.J,, = n.

Seuraavaksi osoitetaan, etta aarellisten joukkojen osajoukot ovat aarellisia. Todiste-
taan tama ensin joukkojen J,, n € N, osajoukoille.

Lemma 2. Olkoon n luonnollinen luku ja olkoon A joukon J, aito osajoukko. Téalléin
jollain luonnollisella luvulla k < n on olemassa bijektio A — Jj.

Todistus. Suoritetaan todistus induktiolla luvun n suhteen.

Vaite on tosi arvolla n = 0, koska joukolla Jy ei ole aitoja osajoukkoja.

Oletetaan, etta viite patee luvulla n € N ja todistetaan se luvulla n + 1. Olkoon
A joukon J, 41 aito osajoukko. Merkitdan B = AN J,. Jos B = J,, niin valttamatta
A = B ja viite patee A:lla ja (n + 1):114, kun valitaan k = n. Oletetaan, ettd B on J,:n
aito osajoukko. Induktio—oletuksen nojalla on olemassa k£ < n ja bijektio f: B — Ji. Jos
A = B, niin véite on todistettu joukolle A. Oletetaan, ettd B # A. Talloin A = BU{n+1}.
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Nahdéén helposti, ettd kuvaus g : A — Jx11, missd g(i) = f(i) jokaisella i # n + 1 ja
g(n+1) =k + 1, on bijektio. Ehdosta k < n seuraa k+ 1 < n+ 1. On siis osoitettu, ettd
vaite patee luvulla n + 1. O

Lause 8. Olkoon A darellinen joukko ja olkoon B A:n aito osajoukko. Tallbin B on
adrellinen ja #B < #A.

Todistus. Koska A on &arellinen, niin on olemassa n = #A ja bijektio f : A — J,.
Merkitédén C' = f(B) = {f(b)|b € B}. Koska f on bijektio ja B C A, niin C' C J,,. Lemman
2 nojalla on olemassa k < n ja bijektio g : C' — Ji. Kuvaus ¢ : B — Ji, ©(b) = g(f(b))
on bijektio. Taten B on darellinen ja #B =k <n =#A. [

Edellisten tulosten avulla voidaan luonnehtia N:n osajoukkojen aarellisyytta.

Lemma 3. Olkoon A C N epatyhja darellinen joukko, #A = m. Talléin joukolla A
on sellainen esitys A = {a; : i € J,}, ettd a; < a;41 aina kun i € Jp,_1.

Todistus. Todistetaan lemman véite induktiolla luvun m suhteen. Merkitddn aq:114
joukon A pieninté alkiota min A. Jos m = 1, niin A = {a;} on haluttu esitys joukolle A.
Oletetaan nyt, ettd m > 1 ja vaite on todistettu kaikilla joukoilla B C N, missa #B < m.
Merkitédén B = AN{a;}. Télloin B on A:n aito osajoukko, joten lauseen 8 nojalla joukko B
on adrellinen ja #B < #A = m. Induktio-oletuksen nojalla on olemassa sellainen joukon B
esitys B = {b;|i € Ji}, ettd k = #B ja b; < b;41 aina kun i € Jx_y. Merkitdédn a; = b;_1,
kun i =2,...,k+ 1. Talléin B = {ag,...,ar4+1}, joten A = {a1} UB = {a1,...,a541}.
Liséksi a; < a;41 aina kun i € Ji, joten A = {a; : i € Jx41} on haluttua muotoa oleva
joukon A esitys. Kuvaus i — a; on bijektio Jy11 — A, joten k+1=#A=m. O

Lause 9. Joukon N osajoukko on aarellinen jos ja vain jos osajoukko on rajoitettu.

Todistus. Valttamdattomyys. Olkoon A C N aarellinen joukko. Jos A = (), niin A
on rajoitettu. Oletetaan, ettd A # (). Lemman 3 nojalla A voidaan esittaa muodossa
A ={ay,....,ay} siten, ettd a; < a;41 aina kun i € J,,_1. Nyt a,, on A:n suurin luku,
joten A on rajoitettu.

Riittivyys. Kuvaus k — k + 1 on bijektio joukolta {0,...,n} joukolle .J,11, joten
joukko {0,...,n} on dérellinen (n = 0,1,2,...). Lauseen 8 nojalla myds jokainen joukon
{0,...,n} osajoukko on &irellinen. Rajoitettujen joukkojen &érellisyys seuraa edellisesta,
silla joukko E C N on rajoitettu jos ja vain jos on olemassa sellainen n € N, etta E C
{0,...,n}. O

Adrellisia joukkoja koskevia viitteitd todistetaan usein induktiolla joukkojen koon suh-
teen. Tallaiset induktiotodistukset ovat seuraavaa muotoa: Olkoon B jokin joukko, jonka
alkiot ovat aarellisia joukkoja, ja olkoon P joukon B alkioiden ominaisuus. Méaritellaan
seuraava luonnollisten lukujen ominaisuus Q:

Q(n) & (VAeB) (#A=n = P(A)).

Jos voidaan todistaa induktiolla, etta jokaisella luonnollisella luvulla on ominaisuus @, niin
talloin paatellaan, etta jokaisella joukkoon B kuuluvalla joukolla on ominaisuus P.
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Esimerkkina induktiosta joukon koon suhteen osoitetaan, etta darellisen monen aa-
rellisen joukon yhdiste on &arellinen. (Joukon N &arellisille osajoukoille tdmé tulos seuraa
helposti edellisen lauseen tuloksesta.)

Lause 10. Adrellisen monen &érellisen joukon yhdiste on &érellinen.

Todistus. Todistetaan lauseen tulos kahden aarellisen joukon tapauksessa; tasta voi-
daan helposti johtaa yleinen tulos induktiolla joukkojen lukumé&aran suhteen.

Olkoot siis X ja Y #arellisié joukkoja. Merkitdan P(X) = {4 | A C X}. Lauseen 8
nojalla jokainen tamén parven joukko on &arellinen. Merkitdan @:lla seuraavaa luonnol-
listen lukujen ominaisuutta:

Qn) = (VAeP(X))(#A=n = joukko AUY on dérellinen.) .

Osoitetaan induktiolla, etta jokaisella luonnollisella luvulla on ominaisuus (). Luvulla
0 on ominaisuus Q, silld jos #A4 = 0, niin A = 0 ja AUY =Y, joten joukko AUY on
adrellinen. Olkoon nyt n sellainen luonnollinen luku, etta jokaisella luonnollisella luvulla
k < n on ominaisuus (. Osoitetaan, ettd myos luvulla n + 1 on ominaisuus ). Olkoon
A € P(X) sellainen joukko, ettd #A = n+ 1. Osoitetaan, ettd joukko AUY on aérellinen.
Koska #4 =n+1 > 0, niin A # ) ja tdten on olemassa alkio a € A. Joukko B = A~ {a}
kuuluu parveen P(X) ja lauseen 8 nojalla #B < #A. Induktio-oletuksen nojalla joukko
B UY on aarellinen. Taten on olemassa m € N ja bijektio ¢ : J,,, = BUY . Maaritellaan
kuvaus ¢ : Jy,11 — AUY asettamalla (k) = p(k), jos k < m, ja(m+1) = a. Nadhdaédn
helposti, ettd kuvaus ¥ on bijektio. Téaten joukko A UY on airellinen. On siis osoitettu,
ettd luvulla n + 1 on ominaisuus (). Induktioperiaatteen nojalla seuraa, ettd jokaisella
luonnollisella luvulla on ominaisuus ). Erityisesti luvulla #X on tdmé& ominaisuus, joten
joukko X UY on aarellinen. [J

Lokeroperiaate

Tarkastellaan kahden &arellisen joukon véalisten kuvausten vaikutusta joukkojen ko-
koihin.

Lause 11. Olkoot A ja B joukkoja, joiden valilla on bijektio A — B. Jos joko A tai
B on darellinen, niin talloin sekd A ettd B ovat aarellisia ja #A = #B.

Todistus. Olkoon f bijektio A — B.

Oletetaan, etta joukko A on aarellinen. Tall6in on olemassa n € N ja bijektio ¢ : J,, —
A. Yhdistetty kuvaus f o ¢ on bijektio J, — B. Téten B on aarellinen ja #B = n = #A.

Koska kuvaus f~! on bijektio B — A, niin edelld esitetysti seuraa, ettd jos B on
aarellinen, myos A on darellinen ja #A = #B. O

Jos f on injektio joukolta A joukkoon B, niin talloin f on bijektio joukolta A joukon
B osajoukolle f(A). Osoitetaan nyt, ettd joukkojen A ja B ollessa aérellisiad jokaisella
surjektiolla f : A — B on rajoittuma, joka on bijektio joukolle B.

Lemma 4. Olkoon A adrellinen joukko ja olkoon f surjektio joukolta A joukolle B.
Téll6in on olemassa sellainen A:n osajoukko C, ettd kuvaus f|c on bijektio C' — B.
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Todistus. Merkitédin n = #A ja esitetdéin joukko A muodossa A = {a; | i € J,}.
Kullakin joukon B alkiolla b merkitédén k(b):11a epatyhjan joukon {i € J,|f(a;) = b} C N
pienintd lukua. Merkitddn edelleen C' = {ay@)|b € B} ja g = f|c. Kuvaus g on surjektio
C — B, koska app) € C ja glage)) = f(awep)) = b aina kun b € B. Kuvaus g on
myos injektio. Jos nimittdin a ja o’ ovat joukon C kaksi eri alkiota, niin on olemassa
sellaiset joukon B alkiot b ja ', ettd a = apy) ja @’ = appy. Silloin g(a) = f(a) = b ja
g(a') = f(a') =0 jalisiksib# V. O

Lause 12. Olkoot A ja B joukkoja ja olkoon f kuvaus A — B.
(a) Jos A on &drellinen ja f on surjektio, niin B on dérellinen ja #A > #B.
(b) Jos B on ddrellinen ja f on injektio, niin A on &érellinen ja #A < #B.

Todistus. (a) Oletetaan, ettd A on &érellinen ja f on surjektio. Lemman 4 nojalla on
olemassa sellainen joukko C' C A, ettd kuvaus f|c on bijektio C' — B. Lauseen 8 nojalla
joukko C on aéarellinen ja #C < #A. Lauseen 11 tuloksesta seuraa nyt, ettd joukko B on
aarellinen ja #B = #C < #A.

(b) Oletetaan, ettd B on &irellinen ja f on injektio. Lauseen 8 nojalla joukon B
osajoukko f(A) on aérellinen ja #f(A) < #B. Koska f on bijektio A — f(A), niin
Lauseen 10 tuloksesta seuraa, ettd joukko A on dérellinen ja #A = #f(A) < #B. O

Osoitetaan, etta edellisen lauseen epéyhtaloissd patee yhtasuuruus ainoastaan siind
tapauksessa, etta kuvaus f on bijektio.

Lause 13. Olkoot A ja B aarellisia joukkoja ja olkoon f kuvaus A — B. Oletetaan,
ettd #A = #B. Talloin seuraavat ehdot ovat keskendan yhtapitavat:

A. f on surjektio;

B. f on injektio;

C. f on bijektio.

Todistus. Koska f on bijektio jos ja vain jos f on seka surjektio ettd injektio, niin
lauseen todistamiseksi riittaa nayttas, ettda A=C ja B=C.

A=-C: Oletetaan, ettd f on surjektio. Osoitetaan, ettéd talloin f on injektio. Lemman
4 nojalla on olemassa sellainen joukko C' C A, ettd kuvaus f|c on bijektio C' — B. Lauseen
11 nojalla joukko C' on &darellinen ja #C = #B. Koska C C A ja #C = #B = #A, niin
Lauseen 8 tuloksesta seuraa, ettd C' = A. Edelld esitetyn nojalla kuvaus f|4, eli kuvaus
f, on bijektio.

B=-C: Oletetaan, ettd f on injektio. T&lléin f on bijektio A — f(A) ja lauseiden
11 ja 8 tuloksista seuraa kuten todistuksen edellisessa osassa, etta tassd tapauksessa on
voimassa f(A) = B. Téten f on bijektio. O

Seuraava tulos osoittaa, ettd kahden &arellisen joukon kokoja voidaan vertailla ku-
vausten avulla.

Lause 14. Olkoot X ja'Y &arellisia joukkoja, Y # ().

(a) #X < #Y jos ja vain jos on olemassa injektio X — Y.
(b) #X > #Y jos ja vain jos on olemassa surjektio X — Y.
(c) #X = #Y jos ja vain jos on olemassa bijektio X — Y.
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Todistus. Merkitaan n = #X ja m = #Y. Olkoot kuvaukset f : X — J, jag:Y —
Jmn bijektioita.

(a) Jos n < m, niin g~ ! o f on injektio X — Y.

Jos on olemassa injektio X — Y, niin lauseen 12 nojalla n < m.

(b) Jos n > m, niin seuraava kuvaus h : X — Y on surjektio: h(z) = g~ 1(f(z)), jos
f(x) € Jm, ja h(z) = g~ 1(m), jos f(z) & Jm.

Jos on olemassa surjektio X — Y, niin lauseen 12 nojalla n > m.

(c) Jos n = m, niin kuvaus g~ ! o f on bijektio X — Y.

Jos on olemassa bijektio X — Y| niin lauseen 11 nojallan =m. [

Seuraus (Lokeroperiaate). Jos X ja Y ovat darellisid joukkoja ja #X > #Y seké
jos f on kuvaus X — Y, niin joukossa X on sellaiset alkiot x, z, ettd x # z ja f(x) = f(2).

Todistus. Muutoin f olisi injektio ja siis #X < #Y. O

Lokeroperiaatteen tulkinta: Jos ”esineitd” on enemman kuin ”lokeroita”, niin jossain
lokerossa on vélttdméttéd ainakin kaksi esinetté (siis X = esineiden joukko, Y = lokeroiden
joukko, f = esineiden sijoittaminen lokeroihin).

ESIMERKKI 1. Néytetddn, ettd jokaisessa ihmisjoukossa X (#X > 2) on ainakin
kahdella henkil6lld sama méaéré tuttavia joukossa X (tuttavuus ymméarretdin molemmin-
puoliseksi).

Merkitaan #X = n. Maaritellaan

f:X—={0,1,....n—1}, flz)=#{ye X ’ y on x:n tuttava}.

Nyt joko 0 ¢ f(X) tain—1¢ f(X) ("jos joku on kaikkien tuttava, niin jokaisella on joku
tuttava”). Téaten #f(X) < n —1 < #X. Lokeroperiaatteen nojalla on sellaiset x # vy,
ettd f(z) = f(y)-

ESIMERKKI 2. Olkoon A C N &arellinen joukko ja olkoon n € N*,  n < #A. Todis-
tetaan, ettd on sellaiset a,b € A, ettd a # b ja a — b on jaollinen n:llA.

Olkoon a € A. Kokonaislukujen jakoyhtalon nojalla on sellaiset q,,r, € N, etté

a=qq - n+rgy, 0<r, <n.

Koska #{0,1,...,n — 1} = n < #A, niin lokeroperiaatteen nojalla on olemassa sellaiset
A:n alkiot a ja b, ettd a # b ja r, = rp. Nyt

a_bZQa'n+Ta_Qb'n_Tb:(Qa_Qb)'na

joten a — b on jaollinen n:lla.

ESiIMERKKI 3. Mika on suurin méara torneja, jotka voidaan sijoittaa yhtaikaa shak-
kilaudan eri ruuduille ilman, ettd mitkaan kaksi tornia uhkaavat toisiaan?

Ratkaisu: Jos kaksi eri ruudussa olevaa tornia uhkaavat toisiaan, niin ne ovat joko
samalla ruutujen muodostamalla ”vaakarivilla” tai samalla ”pystyrivilla”. Sijoittamalla
torni jommankumman ”lavistajan” jokaiseen ruutuun, kuten alla vasemmanpuoleisessa
kuvassa, saadaan vaaditulla tavalla sijoitetuksi kahdeksan tornia.

Osoitetaan, etta kahdeksan onkin suurin mahdollinen méaara. Jaetaan laudan ruuduk-
ko oikeanpuoleisen kuvan mukaisesti kahdeksaan ”lokeroon”. Jos yhteen lokeroon tulee
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useampi kuin yksi torni, niin lokerossa on kaksi tornia, joiden ”valissa” ei ole kolmatta, ja
talloin nama kaksi uhkaavat toisiaan. Téaten jokaiseen lokeroon voidaan sijoittaa enintaan
yksi torni ja siis torneja voidaan sijoittaa yhteenséd enintaan kahdeksan.

Harjoitustehtavia

1. Olkoon A mielivaltainen 101 kokonaislukua sisaltava joukko. Osoita, etta A:sta 16ytyy
kaksi (eri) lukua, joiden erotus on jaollinen 100:1la.

2. Olkoot A ja B é&arellisia ja pistevieraita. Osoita, ettd #(AU B) = #A + #B. (Ohje:
induktio #B:n suhteen.)

3. Olkoot A ja B &arellisid. Osoita, ettd #(A x B) = #A - #B.
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I1.5 Joukkojen mahtavuus

Jos on olemassa bijektio p : A — B ja joukossa A on aarellisen monta alkiota, on
joukossa B yhta monta alkiota. Seuraavassa tama yleistetaan koskemaan myos aarettoméan
monen alkion joukkoja.

MAARITELMA. Olkoot A ja B joukkoja. Jos on olemassa bijektio p : A — B, ovat
joukot A ja B yhtd mahtavat. Talloin merkitdan A ~ B. Lauseen 12 mukaisesti merkitaan
A < B, jos on olemassa injektio A — B.

Aérellisen monen alkion joukoista yhtd mahtavia ovat ne, joissa on sama méaré al-
kioita. Joukkoa, joka on yhta mahtava kuin luonnollisten lukujen joukko N, sanotaan
numeroituvaksi. Jokaista numeroituvan joukon alkiota vastaa em. bijektiossa jokin luon-
nollinen luku ja alkiot voidaan siis jarjestaa jonoon luonnollisten lukujen suuruusjarjes-
tyksen mukaisesti. Kaantaen joukko voidaan osoittaa numeroituvaksi ”jarjestamalla sen
alkiot jonoon”.

ESIMERKKI 1. Osoitetaan, ettd parillisten luonnollisten lukujen joukko, kaikkien ko-
konaislukujen joukko ja rationaalilukujen joukko ovat numeroituvia.

Parillisten luonnollisten lukujen tapauksessa tarvittava bijektio voidaan maaritella
asettamalla n — 2n, n € N. Jono on siten 0, 2, 4, 6, 8,... Mahtavuuskasitteen mielessa
siis luonnollisia lukuja ja parillisia luonnollisia lukuja on yhta paljon.

Kaikkien kokonaislukujen joukko voidaan jarjestaa jonoon seuraavasti:
0, -1, 1, =2, 2, =3, 3,...

Bijektio luonnollisten lukujen joukkoon saadaan asettamalla kokonaisluvun kuvaksi sen
paikkaa téssa jonossa osoittava jarjestysluku.

Positiiviset rationaaliluvut voidaan kirjoittaa muotoon %, p,q € N\ {0}. Nama voi-

daan jarjestda jonoksi kerdamalld ensin ne luvut, joissa p + ¢ = 2, sitten luvut, joissa
p+ q = 3, jne. T&lloin saadaan jono, joka alkaa seuraavasti:
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Jonosta on taman jalkeen poistettava saman luvun eri esitykset; jokainen rationaaliluku
esiintyy nimittain jonossa myos kaikissa lavennetuissa muodoissaan. Tuloksena saadaan
jono, jossa jokainen positiivinen rationaaliluku esiintyy tasmaélleen kerran. Kaikki ratio-
naaliluvut voidaan tdmén jalkeen jarjestda jonoon lomittamalla positiiviset ja negatiiviset
rationaaliluvut samalla tavalla kuin kokonaislukuja koskevassa esimerkissa.

ESIMERKKI 2. Naytetaan, ettéd reaalilukujoukko ei ole numeroituva.
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Rajoitutaan tarkastelemaan puoliavoimen vélin (0, 1] reaalilukuja. Pidetdan tunnet-
tuna, etta jokaisella reaaliluvulla on paattymaton desimaaliesitys; jos desimaaliesitys muo-
dostuu aarellisen monesta desimaalista, siitd saadaan paattyméaton lisadamalla loppuun
nollia. Toisaalta jokainen muotoa 0,zxzxzx ... oleva desimaaliesitys vastaa jotakin valin
(0, 1] reaalilukua.

Desimaaliesitys ei ole yksikasitteinen, koska esim. 0,1 = 0,099.... Siita saadaan tar-
vittaessa yksikéasitteinen sulkemalla pois ne desimaaliesitykset, jotka ovat jostain kohdasta
alkaen muotoa 99.... Tehdaan nain seuraavassa tarkastelussa.

Jos vilin (0, 1] reaaliluvut muodostavat numeroituvan joukon, ne voidaan jarjestaa
jonoon. Muodostetaan taman jonon avulla uusi desimaaliesitys, jossa

. ) 2, jos jonon k:nnen luvun k:s desimaali = 1,
k:s desimaali = o . )
1, jos jonon k:nnen luvun k:s desimaali # 1.

Uusi desimaaliesitys esittdd valin (0, 1] reaalilukua, mutta se ei ole mikdén jonon luku.
Tamé on ristiriita; siis vélin (0, 1] reaalilukuja ei voida jarjestdd jonoon.

Koko reaalilukujoukko ja valin (0, 1] reaaliluvut muodostavat yhtd mahtavat joukot.
Tarvittava bijektio on helposti loydettavissa.

Harjoitustehtavia

1. Olkoon X &érellinen joukko, A C X ja olkoon P4(X)={B € P(X) | A C B}. Miki
on joukon P4 (X) mahtavuus?

2. Olkoot A, B, C joukkoja. Todista:
A<B AN B<(C = A<ZC(C.
3. Todista: Jos B # (), niin A < A x B.

4. Konstruoi esimerkki joukoista A, B, C, D, joilla A ~ B ja C' ~ D mutta
ANC#%BNDjaAUC % BUD.

5. Olkoot A ja B numeroituvia. Osoita, ettd A U B on numeroituva.

oo

6. Joukot E,, n =1,2,... ovat numeroituvia. Osoita, ettd |J E, on numeroituva.
n=1

7. Osoita, ettd numeroituvan joukon adreton osajoukko on numeroituva.

8. Indeksoi eli ”aseta jonoon” kokonaiskertoimisten 1. asteen polynomien joukko.
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. Osoita, ettd joukko {z € R ‘ 0 < & < €} on yhtd mahtava kuin R, olipa € > 0 mika

tahansa.

Olkoon A C B. Osoita, ettd jos A on yhtd mahtava aidon osajoukkonsa kanssa, niin
myo6s B on yhta mahtava aidon osajoukkonsa kanssa.

Olkoot A ja B epétyhjia joukkoja. Nayta, ettdi A x B=B x A< A = B.
Olkoot a, b, c,d € R sellaisia, ettd a < b ja ¢ < d. Nayta, ettd [a,b] ~ (¢, d].
Tehtévissa 13-16 A ja B ovat mielivaltaisia joukkoja. Todista:

B < A, jos on olemassa surjektio A — B.

Ax B~ BxA.

A x B on aareton, jos B # () ja A on aireton.

Niytd, ettd P(A) ~ {0, 1} kaikilla joukoilla A.
(Ohje: Tarkastele kuvausta 1 : {0,1}4 — P(A4), fr f~H{1}.)
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I11.6 Ekvivalenssirelaatio ja ositus

Palautetaan mieleen, etta kahden joukon A, ja As karteesinen tulo A; X Ay tarkoittaa
joukkoa, jonka muodostavat kaikki jarjestetyt parit (ai,as), missd a1 € Aj ja ag € As.
Karteesisesta tulosta A x A kiiytetiin myds merkintii A2.

Jokainen karteesisen tulon A x A osajoukko R maaérittelee relaation joukossa A: Jos
(a,b) € R, sanotaan, etti alkio a on relaatiossa R alkion b kanssa, ja merkitdén lyhyesti
a R b. Matemaattisesti mielenkiintoiset relaatiot ovat yleensa sellaisia, joissa voidaan
ilmoittaa jollain ”s&&nnolla”, milloin a R b. Relaatioksi R sanotaan usein myo6s (hiukan
epéatasmaéllisesti) tatd saantoa.

ESIMERKKI 1. Esimerkkeja erilaisista relaatioista.
(i) Joukossa R?: pisteen (x1,y;) etiisyys pisteestd (22, y2) on kokonaisluku.
) Joukossa R: z < y.
(iii) Joukossa M3(R) (=2 x 2 -matriisit ) : det(AB) = 0.
)

Kokonaisluvut = ja y voivat olla keskendan mm. seuraavissa relaatioissa:
x <y, zly, syt (z,y) =1, =2+ y. Tapauksessa A = {1,...,12} ndmi
vastaavat seuraavia joukon A x A osajoukkoja:

2 eo0o0000000OOS 2 eeoeo e [ ] [ ] 2 e [ ] [ ] [ ] 12

11 eeoeoo0o0o00000o00 1 e L] 11 eoeooeo0o00o000 L] 11

10 eoo0o0oo00000OO 10 ee [ ] [ ] 10 e [ ] [ ] [ ] [ ] 10 L]

9 eeee0e00000 9 e [ ] [ ] 9 ee LN J LN ) LN 9 [ ]

8 eeoee0e0000 8 ee [ ] [ ] 8 @ [ ] (] [ ] [ ] [ ] 8 L]

7 0000000 7T @ [ ] 7T 000000 o000 7 [ ]

6 o000 00 6 eee [ ] 6 e [ ] [ ] L] 6 L]

5 eeee00 5 @ o 5 eeee o000 LN J 5 [ ]

4 o000 4 @@ [ ] 4 @ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 4 [ ]

3 eee 3 e o 3 ee o0 LN ) LN ] 3 [ ]

2 ee 2 ee 2 e [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 2 [ ]

1 e 1 e 1 eoeeoeoo0oo0000000O 1 [ ]
123456789101112 123456789 101112 123456789 101112 123456789 101112

<y xly syt(z,y) =1 r=24y

MAARITELMA. Relaatiota R joukossa A sanotaan A:n ekvivalenssi(relaatio)ksi, jos se
tayttaa seuraavat ehdot:

El. YVa€eA: aRa (refleksiivisyys),
E2. jos a,b€e A ja a Rb, niin b Ra (symmetrisyys),
E3. jos a,b,ce A ja a Rb ja b Rc¢, niin a Rc (transitiivisuus).
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Namé ehdot voidaan esittda myos seuraavasti: kaikilla a,b,c € A

(a,a) € R,
(a,b) € R = (b,a) € R,
(a,b) e R ja (bjc)e R = (a,c)€R.

Ekvivalenssirelaatiosta kaytetaan merkintaa ~. Jos a ~ b, sanotaan, etta a on ekvivalentti
b:n kanssa. Symmetrian nojalla voidaan myo6s sanoa: a ja b ovat ekvivalentit.

EsiMERKKI 2. Tutkitaan, onko esimerkin 1 relaatioilla ominaisuuksia E1, E2, E3.
ESIMERKKI 3. Jokaisen joukon triviaali ekvivalenssirelaatio: a = b.
ESIMERKKI 4. Tason kaikkien suorien joukossa relaatio L; || Lo on ekvivalenssi.

ESIMERKKI 5. Luvussa 1.2 méaéritelty kongruenssi (mod m) on joukon Z ekvivalens-
sirelaatio.

MAARITELMA. Olkoon ~ joukon A ekvivalenssirelaatio. Kunkin alkion a € A kanssa
ekvivalentit alkiot muodostavat A:n osajoukon, jota sanotaan alkion a ekvivalenssiluokaksi
ja merkitdén [al:lla; siis

[ ={beA | b~a}.

Alkiota a sanotaan ekvivalenssiluokan [a] edustajaksi.

Jokainen ekvivalenssiluokka muodostuu keskenaan ekvivalenteista alkioista, ts.
a ja b kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan = a~b.

Jos nimittain ensiksikin a ~ b, niin b € [a] ja (El:n nojalla) a € [a]. Jos kddntéden a ja b
kuuluvat luokkaan [c], niin a ~ ¢ ja b ~ ¢, siis E2:n ja E3:n nojalla a ~ b.

Lause 15. Jos ~ on joukon A ekvivalenssirelaatio, niin A voidaan esittad erillisten
ekvivalenssiluokkien unionina:

A= Uld  (anla]=0 VadeD ata)

missd D on A:n osajoukko, joka sisdltda tarkalleen yhden edustajan jokaisesta ekvivalens-
siluokasta, ns. ekvivalenssiluokkien edustajisto.
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Todistus. On néytettava, ettd kun a,b € A, niin joko [a] = [b] tai [a] N [b] = 0.
Oletetaan, etta [a] N [b] # (. Silloin jokin joukon A alkio ¢ kuuluu luokkiin [a] ja [b],
siis ¢ ~ a ja ¢ ~ b. Kuten ylla tasta seuraa

a~b.

Olkoon nyt  mielivaltainen luokan [a] alkio. T&ll6in x ~ a. Yhdessi juuri saadun tuloksen
kanssa tdmé antaa E3:n nojalla x ~ b, siis © € [b]. Néin on todistettu, ettd [a] C [b].
Symmetrian nojalla my6s [b] C [a]. Néistd seuraa yhtdsuuruus [a] = [b]. O

Jos joukko A on erillisten epétyhjien osajoukkojensa unioni, sanotaan, ettd namé
osajoukot muodostavat A:n osituksen eli partition. Tata termia kdyttden lause 1 voidaan
siis muotoilla nain: Jos joukossa A on madritelty ekvivalenssirelaatio, niin ekvivalenssi-
luokat muodostavat A:n osituksen.

Kaikkien ekvivalenssiluokkien joukkoa (eli ”parvea”; parvi = perhe = joukkojen jouk-
ko) sanotaan A:n osamddrd- tai tekijijoukoksi. Sitd merkitddn symbolilla A/ ~; siis

A/~={ld | ac A} ={[a] | a € D}.

EsiIMERKKI 6. Katsotaan, millaisia ovat ekvivalenssirelaatioiden antamat ositukset
esimerkeissa 3, 4 ja 5.

Esimerkkejé joukon A(# () osituksista:

(a) B={A},
(b) B= {{a}’ aeA},
(c) B={B,A\ B}, kun 0 # B ¢ A.

Lause 16. Jos f : A — E on kuvaus, niin joukko

Or = { f e} | e € f(A)}

on A:n ositus.
Kaantden jokainen A:n ositus voidaan muodostaa talla tavalla.

Todistus. Triviaalisti f~'{e} # () jokaisella alkiolla e € f(A). Jokainen a € A kuuluu
tédsmélleen yhteen perheen Oy joukkoon, nimittéin joukkoon f~!{f(a)}. Titen Of on A:n
ositus.

Kaantéen olkoon O A:n ositus. Talloin voidaan maaritella kuvaus g : A — O asetta-
malla g(a) = O, kun a € O € O. Kuvaus g on surjektio, ja jokainen O € O tayttad ehdon
O = ¢ '{O}. Néin ollen O = 0,. O

Todistuksessa maériteltya kuvausta g sanotaan kanoniseksi surjektioksi A — O.
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Lause 17. Jos O on joukon X ositus, niin relaatio
Eo={(z,y) eXxX| 30€0: wx€OjaycO}
on ekvivalenssirelaatio.
Todistus. Olkoon f : X — O kanoninen surjektio, siis f(z) = O < x € O, missi

O € O on mielivaltainen. Ehto (z,y) € Ep on siis yhtapitdava ehdon f(z) = f(y) kanssa.
Taten kaikilla joukon X alkioilla x,y, 2

f(z) = f(z);
flx)=fly) = [fly)=f(z);
flx)=fy) ja fly)=flz) = [flx)=f(2).

Harjoitustehtavia

1. Luettele joukon {a, b, c,d} kaikki ositukset.
2. Osoita, etti n-joukolla, missi n # 0, on tasmélleen 27! — 1 kaksiosaista ositusta.

3. Tarkoittakoon merkinta z Ry, etta
a) x on y:n isé,
b) x on y:mn ystava,
¢) x on y:n jalkeldinen.
Onko relaatio R refleksiivinen, symmetrinen, transitiivinen?

4. Mitka seuraavista joukon N, alkioiden x ja y valisista relaatioista ovat refleksiivisia,
symmetrisia tai transitiivisia:
a) "z + y on parillinen”.
b) z —y < 10.
c) "xy on pariton”.
5. Maaritelldan joukossa R x R relaatio S:
(z,9)S@y) &2 +y* =2 +y”.

Nayta, ettd tama on ekvivalenssirelaatio, ja tulkitse geometrisesti sen ekvivalenssiluo-
kat.

6. Kokonaislukujen joukossa maaritellaan relaatio m ~ n, jos on olemassa sellaiset ko-
konaisluvut p # 0 ja g # 0, ettd p?m = ¢?>n. Osoita, etti relaatio on ekvivalenssi.

7. Mitké ehtojen i), ii), iii) mé#rittelemisti kolmesta joukon R? relaatiosta R ovat ekvi-
valensseja?
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10.

11.

12.
13.

I1.7 Jéarjestysrelaatio

(a,b)R(c,d) <

i) la—cl+1|b—d| <1,
ii) (a =c) ja (sinb = sind),
iii) (a =b) ja (sinc = sind)

(a,b,c,d € R). Perustelu! Mairitéd alkioiden (z,y) € R? ekvivalenssiluokat, kun R on
ekvivalenssi.

Laske joukon {1, 2, 3} ekvivalenssien lukumééra. (Ohje: Ositukset.)

Osoita, etta relaatio
(a,b) ~(c,d) = a+d=b+c

on joukon N x N ekvivalenssirelaatio.

Parin (m,n) ekvivalenssiluokkaa [m,n] sanotaan kokonaisluvuksi. Néain saadaan Z
muodossa N x N/ ~.

Kokonaislukujen joukossa Z = N x N/ ~ (ks. edellinen esim.) mééritellidn yhteen-
lasku
[m,n] + [p,q] = [m +p,n + g.

Osoita, ettei yhteenlaskun méarittely riipu kaytetystd edustajasta, eli ettd (m/,n’) ~
(m,n) ja (p',q') ~ (p,q) = (M +p,n'+q¢)~(m+p,nt+q) = [m+p,n+
¢]=[m+p,n+aql

Kokonaislukujen joukossa Z = N x N/ ~ maéaritellaan kertolasku kaavalla
[m, n] - [p, q] = [mp + nq, mq + np].

Todista, ettei maaritelma riipu kaytetyista ekvivalenssiluokkien edustajista.

Todista, etta V2 ei ole rationaaliluku.

Todista, ettéd /5 ei ole rationaaliluku.

I1.7 Jarjestysrelaatio

Olkoon A joukko.

MAARITELMA. Relaatiota < joukossa A sanotaan A:n osittaiseksi jarjestykseksi (par-

tial ordering), jos se tadyttééd seuraavat ehdot:

J.VaeA: a<a (refleksiivisyys),

J2. josa,be A ja a<b ja b<a,nin a=>b (antisymmetrisyys),
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J3. josa,b,ce A jaa<bjab<c nin a<c (transitiivisuus).
Jos lisdksi patee
J4. VabeA: a<btaib<a (vertailtavuus),

relaatiota < sanotaan totaaliseksi (tdydelliseksi, lineaariseksi) jarjestykseksi tai lyhyesti
jarjestykseksi.

Joukkoa A varustettuna téllaisella relaatiolla < sanotaan vastaavasti osittain jdar-
jestetyksi tai (totaalisesti, taydellisesti, lineaarisesti) jarjestetyksi joukoksi. Totaalisesti
jarjestettyd joukkoa sanotaan myos ketjuksi. (Englanninkielisessé kirjallisuudessa ”order”
voi tarkoittaa joko osittaista tai tdydellistd jarjestysté.)

Ehto a < b voidaan lukea ”a edeltaa b:ta” tai ”b seuraa a:ta”. Huomaa, etta postu-
laatin J1 mukaan jokainen alkio a edeltdi (ja seuraa) itseddn.

ESIMERKKI 1. Tavallinen suuruusrelaatio x < y on totaalinen jarjestys R:ssa.

ESIMERKKI 2. Jaollisuusrelaatio a | b on osittainen jérjestys positiivisten kokonaislu-
kujen joukossa Z . (Miksei jérjestys ole totaalinen? Miksei jaollisuusrelaatio ole osittainen
jarjestys Z:ssa?)

ESIMERKKI 3. Sisdltymisrelaatio A C B on osittainen jarjestys annetun joukon X
kaikkien osajoukkojen parvessa P(X).

Huomaa, ettd jos (A, <) on osittain (tai totaalisesti) jarjestetty joukko, samoin on
jokainen A:n osajoukko (relaation < suhteen).

Harjoitustehtavia

1. Olkoon (X, <) osittain jarjestetty joukko. Osoita, ettd (X x X, <) on osittain jarjes-
tetty joukko, kun siina asetetaan

(z,y) < (2"y) <" jay <y

Onko X x X totaalisesti jarjestetty, jos X on totaalisesti jarjestetty joukko, jossa on
vahintaan kaksi alkiota?

2. Onko jaollisuusrelaatio a|b osittainen jarjestys luonnollisten lukujen joukossa N?
3. Olkoot (X,,J,) (v =1, 2; X1 # 0 # Xs) jarjestettyjia joukkoja, olkoon X =
X1 x X5 ja olkoon J X:n vastaava tulojarjestys:
(w1, 22)J (Y1, 92) < (v111y1) ja (z2J2y2) (z0, 9, € Xy; v =1, 2).

Nayté, ettd J voi olla totaalinen vain, kun X; tai X on yhden alkion joukko (eli
yksio).
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4. Olkoot ed. tehtavassa J; ja Jo taydellisid. Maaritellaan tulojoukolla X relaatio J:

(x1,22)J (y1,y2) € (21 # y1 ja x1J1y1) tal (21 = y1 ja x2day),

missé z,,y, € X, (v = 1, 2). Osoita, ettd J on joukon X totaalinen jérjestys
(”sanakirjajarjestys”).
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III. RYHMA

III.1 Ryhman kasite

Ryhma on algebran peruskasitteita. Ryhman kasitetta kaytti jo Galois, mutta nykyi-
nen maaritelma on pitkallisen kehityksen tulos. Johdantona ryhméan kasitteelle tarkastel-
laan ensin kahden lukujoukon ominaisuuksia ja kiteytetaan naista esille ryhméan maaritel-
méa. Sen jalkeen esitetdan esimerkkeja ryhmista eri matematiikan aloilta. Ryhmaéteoriaa
kasitellaan myos seuraavassa luvussa.

Tarkastellaan kokonaislukujen joukkoa Z ja reaalilukujen osajoukkoa R* = R\ {0}.
Yhteisten ominaisuuksien korostamiseksi kaytetaan rinnakkaista taulukointia:

Z., laskutoimituksena + R*, laskutoimituksena -

1. Vakaus laskutoimituksen suhteen:

bceZ=b+cel. b,ce R* = b-ceR".

2. Assosiatiivisuus eli liitdnnéaisyys:
Kaikilla a, b, c € Z on Kaikilla a, b, c € R* on
(a+b)+c=a+ (b+c). (a-b)-c=a-(b-c).

3. Neutraalialkion olemassaolo:
On olemassa 0 € Z, jolla On olemassa 1 € R*, jolla
O+a=a+0=a VaeclZ l-a=a-1=a VaeR"

4. Kéénteis/vasta-alkion olemassaolo:
Jokaista lukua a € Z vastaa —a € Z, Jokaista lukua a € R* vastaa a~! € R*,
jolla a+ (—a) = (—a)+a=0. jollaa-a=t=a"1-a=1.

(Merkitdin myos a=! = 1/a.)

Namai eivat tietenkaan ole ainoita ominaisuuksia, jotka ovat yhteisiad kokonaislukujen
yhteenlaskulle ja nollasta poikkeavien reaalilukujen kertolaskulle. Nama valitaan, koska
ne tulevat esiin myos monissa muissa yhteyksissa.

HuomAuTUS. Myés rationaalilukujen joukolla Q on kaikki ominaisuudet 1-4 yhteen-
laskun suhteen, samoin reaalilukujen joukolla R ja kompleksilukujen joukolla C. Samoin
nama ominaisuudet ovat voimassa, jos Z korvataan niiden z:n polynomien joukolla, joiden
kertoimet ovat kokonaislukuja, tai yhta hyvin rationaali-, reaali- tai kompleksilukuja (naita
joukkoja merkitddn Z[z|, Q[z], R[z], C|x]).

Ominaisuus 4 ei pade kokonaislukujen kertolaskussa, koska ei ole olemassa kokonais-
lukua z, jolla esimerkiksi 3 -« = 1. Toisaalta esim. joukoilla Q* = Q\ {0} ja C* = C\ {0}
on ominaisuudet 1-4 kertolaskun suhteen.
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Tarkastellaan edellisia ehtoja tarkemmin.

Kyseessd on joukko, Z tai R*, ja laskutoimitus eli tapa liittaa joukon alkiopariin
kolmas alkio. Jos laskutoimitusta joukossa S merkitdan o, voidaan kirjoittaa so s’ = s”,
misséa s,s’,s” € S. Edellisessi esimerkissa laskutoimitus o on Z:n tapauksessa +, R*:n
tapauksessa -. Ominaisuus 2 kertoo, ettd laskutoimitus on liitdnnéinen.

Luetteloon ei ole otettu kommutatiivisuusehtoja a +b=>b+a, a-b="5b-a. Tama on
tehty tarkoituksella, koska ei haluta rajoittua ns. kommutatiivisiin ryhmiin.

Koska laskutoimituksen tulos saa riippua alkioparin keskinaisesta jarjestyksesta, on
alkioparin sijasta tarkasteltava jarjestettyd paria, ts. paria, jossa alkioiden jarjestys otetaan
huomioon. Nain paadytaan laskutoimituksen maaritelmaén:

MAARITELMA. Joukon S laskutoimitus o liittd4 jokaiseen jérjestettyyn pariin S:n
alkioita s, s’ yksikésitteisen S:n alkion s”.
Tama voidaan kirjoittaa esim. seuraavilla tavoilla:

/ 1" : / O 1
sos =5 tai (s,s) — .

Tama maaritelma voidaan sanoa lyhyesti myos néin: Joukon S laskutoimitus on ku-
vaus S x S — S.

Esitetaan nyt ryhman méaaritelma:

MAARITELMA. Olkoon G epétyhja joukko. Paria (G, o) sanotaan ryhmdksi (group),
jos se tayttaa seuraavat ehdot:

GO. o on jokin joukon G laskutoimitus, ts. aocbe G V a,b € G,
Gl. (aob)oc=ao(boc) VY a,b,ced (listdntdlaki);

G2. on olemassa sellainen G:n alkio e (ns. neutraalialkio), etta
eoa=aoe=a V acG,

G3. jokaista G:n alkiota a kohti on olemassa sellainen G'n alkio a=! (ns. am kddn-
teisalkio), etta

Jos laskutoimitus lisdksi on kommutatiivinen eli vaihdannainen, sanotaan etta (G, o)
on kommutatiivinen ryhmd eli Abelin ryhmd; se tayttaa siis ehdon

G4. aob=boa VabedG (vathdantalaks).

Jos (G, 0) on ryhmé, sanotaan myds lyhyesti, ettd G on ryhmé (laskutoimituksen o
suhteen).

Abelin ryhmén nimi johtuu norjalaisesta matemaatikosta Niels Henrik Abelista.
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ESIMERKKI 1 (LUKURYHMAT). Esim. Z, Q, R, C ovat Abelin ryhmiéd yhteenlaskun
suhteen. Neutraalialkiona on luku 0, luvun a kadnteisalkiona vastaluku —a.
Merkitaan

Q*=Q~ {0}, R*=R~{0}, C*=C~{0}.

Namaé lukujoukot ovat Abelin ryhmiéa kertolaskun suhteen. Neutraalialkiona on 1, luvun
a kadnteisalkiona kédnteisluku 1/a. (Mieti, mikseivit Q, R ja C ole ryhmié kertolaskun
suhteen. Entd Z tai Z ~ {0}7)

Tarkastellaan seuraavaa viiden kohdan luetteloa, jossa on ryhmien (Z,+) ja (R*,-)
yhteisia ominaisuuksia:

1. Ryhman neutraalialkio on yksikasitteinen.
2. Ryhméssé on kullakin alkiolla tdsmélleen yksi kddnteis/vasta-alkio a.

3. Jos a ja b ovat ryhméan alkioita, niin on olemassa yksikasitteiset ryhman alkiot z ja
y, joillaaoxr=">jayoa=n0.

4. Supistussddanndt ovat voimassa:
Josaob=aoc, niin b = ¢
josboa=coa,niin b=c.

5. Alkion a o b ki#inteisalkio/vasta-alkio on b o a.

Ryhmén (Z, +) tapauksessa ominaisuus 1 kertoo siis, ettd 0 on ainoa kokonaisluku z,
jolla z4+a = a+z = a aina kun a € Z. Ominaisuuden 2 mukaan kullakin kokonaisluvulla z
on tasmalleen yksi vastaluku —z. Ominaisuus 3 lausuu, etta yhtalot a+z =bjay+a=1>0
voidaan aina ratkaista Z:ssa, olivatpa a ja b mita kokonaislukuja tahansa.

Ominaisuus 4 sanoo, etta yhtaloista a +b = a+ c tai b+ a = ¢+ a seuraa b = c.
Ominaisuuden 5 mukaan luvun a + b vastaluku on (—b) + (—a).

Kay ldpi vastaavasti tapaus (R, -).

Kaikki mainitut viisi ominaisuutta voidaan johtaa ryhman maaritelman ehdoista. Ta-
mé merkitsee, ettd aina kun jokin joukko on todettu ryhméksi (tietylld laskutoimituksella
varustettuna), niin my6s ehdot 1-5 ovat voimassa. Seuraavassa néytetddn, miten kohdat
1 ja 2 seuraavat ryhman maaritelmasta.

Lause 1. Ryhman G neutraalialkio on yksikasitteinen, samoin kunkin alkion a kaan-

teisalkio a~!.

Todistus. Jos my6s € on G:n neutraalialkio, niin G2 antaa ¢’ = ¢’ oe =e.
Jos alkiolla a on myo6s kaanteisalkio a’, niin operoimalla yhtaloon aoa’ = e vasemmalta
a~!:1ld saadaan (e loa)oa’ = a~loe, siis @’ = a~!. (Tissi tarvittiin jokaista postulaateista

G1, G2, G3 — mieti miten!) O
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Ryhmateoriassa merkitdan ryhman G laskutoimitus o yleensa kertolaskuna:
aob=a-b=ab.

Talloin neutraalialkiota sanotaan myos ykkosalkioksi ja merkitdan e =1 = 14.

Joskus kéytetdadn yhteenlaskumerkintéda: a ob = a + b. Nain tehdaan usein, jos G
on Abelin ryhmé (ja tietenkin silloin, jos kasiteltdva ryhmétoimitus on ”todellinen” yh-
teenlasku). Téssd tapauksessa neutraalialkiota sanotaan myds nolla-alkioksi ja merkitdén
e =0 = 0g. Alkion a kiénteisalkiota a~! sanotaan vasta-alkioksi ja merkitidin (—a):lla.

Kéytetdan myos sanontoja: (G, ) on multiplikatiivinen ryhmd ja (G, +) on additiivi-
nen ryhmd. Katso uudestaan esimerkkia 1.

Ryhmén G alkioiden lukuméérdd #G sanotaan G:n kertaluvuksi (order). (Kuten
edellisessé luvussa, joukon S alkioiden lukumaéarélle kaytetaan merkintda #.5; muita mah-
dollisia merkint6jé olisivat esim. |S|, card(S5).)

ESIMERKKI 2 (VEKTORIRYHMAT). Mielivaltaisen vektoriavaruuden V' vektorit muo-
dostavat additiivisen Abelin ryhmén, nolla-alkiona nollavektori 0 ja vektorin X vasta-alkio
vastavektori —X.

Téllaisia ryhmié ovat siis esimerkiksi R™ ja C* (n = 1,2,...), F(R) (= funktiot
R — R) seké reaalikertoimisten polynomien joukko R[z].

Seuraavissa esimerkeissd tarvitaan matriisien laskutoimituksia. Ne on esitetty 2 x 2
-matriisien tapauksessa Liitteen 11 kohdassa III.1.

ESIMERKKI 3 (MATRIISIRYHMAT). Matriisijoukko M., «,(R) on additiivinen Abelin
ryhmé, nolla-alkiona nollamatriisi ja matriisin A vasta-alkiona —A. (Ta&ma ryhmé kuuluu
myos esimerkin 2 kategoriaan.)

ESIMERKKI 4 Saannollisten 2 x 2-matriisien joukko
GL>(R) = { A € M5(R) | det(A) #0}

on multiplikatiivinen ryhma, ykkdsalkiona identiteettimatriisi /5 ja matriisin A kéantei-
salkiona kidnteismatriisi A~!. Ta4ma ryhmé ei ole Abelin ryhmi.

Samoin maéritelladn yleisesti GL, (R). Sitd sanotaan yleiseksi lineaariseksi ryhmdksi
(general linear group).

ESIMERKKI 5 (JAANNOSLUOKKARYHMAT). Jaannosluokat mod m muodostavat ad-
ditiivisen Abelin ryhmén (Z,,,+), kun yhteenlasku maéaritellaan pykéldssd 1.2 esitetylla

tavalla: a + b = a + b. Nolla-alkiona on 0 ja alkion @ vasta-alkiona —a.

Tama on esimerkki darellisesta ryhmasta: #2,, = m.

Jos syt(a, m) = 1, jaddnnosluokkaa @ sanotaan alkuluokaksi. Huomaa, ettd tdmé késite
on hyvinmaaritelty, ts.

syt(a,m) =1, a=a — syt(a’,m) =1
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(mieti perustelu). Kaikkien alkuluokkien mod m joukko
Zr, ={a € Ly | syt(a,m)=1}

on ryhma jaannosluokkien kertolaskun a-b = ab suhteen. Ykkosalkiona on jaannos-
luokka 1 ja alkion @ k#inteisalkiona se jaannosluokka T, jossa x toteuttaa kongruenssin

ar =1 (mod m)

(ks. lause 1.8); silloinhan nimittéin a-z = az = 1.
Ryhmaa (Z},, -) sanotaan multiplikatiiviseksi jadnnosluokkaryhmdksi mod m. Merki-
taan
H e, = ()5
tatd m:n funktiota sanotaan Eulerin p-funktioksi (engl. kirjallisuudessa usein ¢ = ¢).
Jos p € P, niin Z, = {1,2,...,p—1}; siis p(p) =p — 1.

Esim. Z¢ = {1,2,4,5,7,8}.

ESIMERKKI 6 (PERMUTAATIORYHMAT). Joukon J, = {1,2,...,n} permutaatioksi
sanotaan bijektiivistd kuvausta a : J,, — J,. Kun o(j) = k; V j € J,, permutaatio o
voidaan merkita muodossa

(1 2 ... n
“= (kl ka ... kn)

missa siis k1, ko, ..., k, ovat luvut 1,2,...,n jossain jarjestyksessa.
Kaikki joukon {1,2,...,n} permutaatiot muodostavat ryhmén kuvaustulon suhteen,
ns. n:n alkion symmetrisen ryhman

Sn:{a:Jn—>Jn ‘ a on bijektio }

Ykkosalkiona on joukon .J,, identiteettikuvaus ja permutaation o kaanteisalkiona kaanteis-
kuvaus o~ ! (mieti myés GO ja G1). Jos n > 2, S, ei ole Abelin ryhma.

Muista, etta #5,, = nl.

Tassa kayttoonotettu merkintatapa sopii hyvin permutaatioiden tulon laskemiseen.
Esim. (huomaa jérjestys)

1 2 3 12 3\ (1 2 3 1 2 3 1 2 3\ (1 2 3
1 3 2 3 2 1) \2 3 1)’ 3 2 1 13 2) \3 1 2)°
ESIMERKKI 7 (KIERTORYHMAT). Tarkastellaan lineaarisia kuvauksia gy : R? — R?
joiden matriisit ovat muotoa
I cosf —sinf
= \sind  cosd |-

Kirjoittamalla piste (z1,22) € R? napakoordinaateilla muotoon (r cos ¢, rsin¢) nih-
daan, etta
0o(T1,22) = (r cos(p 4+ 6),rsin(p + 0));
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téten gy on kierto origon ympéri positiiviseen suuntaan kulman 6 verran (6 > 0).

(rcos @, rsinp)

455

Kuvausten gy joukossa voidaan maaritella laskutoimitus yhdistamalla kuvaukset, jol-
loin tulokseksi saadaan gy, o gg,. Kertomalla ndiden matriisit todetaan, ettd tama on
jalleen kierto, kulmana 6, + 05:

00, © 005 = 00,+65-

Identtisen kuvauksen matriisi on
1 0\ (cosO —sin0
0 1) \sin0 cos0 /)’

000 0—9g =1d = 0_g0 g

joten id = pg. Kaava

kertoo, ettd kulman 6 suuruinen kierto negatiiviseen suuntaan on kuvauksen og
kédnteisalkio (kierrot "kumoavat” toisensa).

ESIMERKKI 8 (SYMMETRIARYHMAT). Ajatellaan zy-tasossa sddnnollistd n-kulmiota
"tasolevynd”, jonka keskipiste on origossa. Tarkastellaan niitad tason kuvauksia (peilauksia
suoran suhteen seké kiertoja), jotka kuvaavat tdmén n-kulmion itselleen. Ne muodos-
tavat ryhmén kuvaustulon suhteen; sitd sanotaan ko. n-kulmion symmetriaryhmdksi) ja
merkitaan D,,:lla. Kaytetaan myos nimitysta diedriryhmd.

Esim. D, muodostuu neljasté kierrosta, kulmina 0, 7/2, 7 ja 3m/2, ja neljasta pei-
lauksesta, akseleina nelion lavistajat ja sivujen keskinormaalit, ks. IV.6.

Jos n-kulmion karkid merkitaan numeroilla 1, 2, ..., n, kukin D,,:n alkio voidaan esit-
tdd permutaationa a € S,.

Symmetriaryhméan kasite voidaan yleistada myos useampiulotteisiin kappaleisiin. Na-
mé ryhmét ovat térkeitd geometriassa (ja fysiikassa), jossa niilld luonnehditaan kappaleen
symmetrisyytta.

HuomAuTus. Paria (G, o), joka tdyttdd ryhmén madritelmén postulaatit GO ja G1
(siis "puolet” postulaateista), sanotaan puoliryhmdksi. Jos puoliryhméssd G lisdksi on
neutraalialkio, ts. myos G2 on voimassa, niin G:ta sanotaan monoidiksi.
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Esim. joukot Z ja 27 (= parilliset kokonaisluvut) ovat kertolaskun suhteen puoliryh-
miéd. Edellinen on lisaksi monoidi.
Puoliryhmien ja monoidien teoriaa ei kasitella tassa kurssissa.

Harjoitustehtavia

1. Mitka seuraavista Zi1:n osajoukoista ovat ryhmié kertolaskun suhteen?
a) {111,311,411,511,911},
b) {111,311,411, 511,811},
C) {111,1011}.

2. Reaalilukujen joukossa maaritellaan laskutoimitus asettamalla
x %y = suurempi luvuista z ja y.
Osoita, etta laskutoimitus on liitdnnainen.
3. Osoita, ettd kokonaislukujen vahennyslasku ei ole liitdnnéinen.
4. Osoita, ettd (m,n) — m+n+1 on N:n laskutoimitus. Liittyyko sithen neutraalialkio?

5. Joukon F laskutoimitukseen liittyy vasen neutraalialkio e, joka tayttaa ehdon e x x =
x Vo € E, ja oikea neutraalialkio €', siis vastaavasti  x ¢/ = x Vo € E. Osoita, etta

/

e=c¢€.

6. Joukon E = {0,1} laskutoimitus méadritelldén taululla

1
1
0

— OO

0
1
Osoita, ettd E on ryhmaé talla laskutoimituksella varustettuna.
7. Joukossa R x R maaritellaan laskutoimitus asettamalla
(@,y) = (2',y") = (za’,ya’ +y).
Osoita, etta laskutoimitus on liitdnnainen mutta ei vaihdannainen.

8. Milld monoidien (N, +) ja (N4, -) alkioilla on ké&nteisalkio?

9. Olkoon (F,x*) monoidi. Osoita, ettd jos F:n alkiolla x on vasen kéénteisalkio z’ ja
oikea kaanteisalkio x”, so. x' xx = e ja x x 2’/ = e, niin 2’ = 2’ (joten z:1l4 on
kéanteisalkio).
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10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

II1.2 Perusominaisuuksia

Kokonaislukujen joukossa maaritellaan laskutoimitus x * y seuraavasti:
rxy=x+y-+ 1.
Osoita, ettd (Z,*) on ryhma.
Joukossa G = {(z,y) € R? ’ x # 0} madritelladn laskutoimitus asettamalla
(z, ) * (2',y) = (22, ya" + ).
Osoita, ettd (G, *) on ryhma.

Maaritelladn kuvausten f : R — R joukossa RF yhteenlasku asettamalla

(f+9)(x) = f(z) +g(z) Vzek
Osoita, ettd (R®, +) on ryhmi.
Olkoon (A, <) taydellisesti jarjestetty joukko. Merkitdan Va,b € A

{a, kun a < b,
axb=
b, kun b < a.

Nayté, ettd * on vaihdannainen ja liitdnnéinen. Milloin (A, %) on monoidi?
Maarita ed. tehtavassa A:n vakaat osajoukot ja mahdolliset alimonoidit.
Tutki, onko (Z, -) ryhma.

Tutki, onko joukko {1, —1,4, —i} ryhmé, kun laskutoimituksena on kompleksilukujen
kertolasku.

Onko positiivisten irrationaalilukujen joukko ryhmaé, kun laskutoimituksena on reaa-
lilukujen kertolasku?

Onko matriisilla (? ?) kaanteisalkiota, kun neutraalialkiona on identiteettimatrii-

si? Enté vasta-alkiota (neutraalialkiona nollamatriisi)?

IT1.2 Perusominaisuuksia

Seuraavassa ryhméa G merkitdan multiplikatiivisesti, ellei toisin mainita.
Koska a(bc) = (ab)c, kolmen ja useamman alkion tulo ryhméssd voidaan merkité

ilman sulkeita, esim. abc.
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Ryhméan G alkion potenssi méaritelldan tavalliseen tapaan:

a® =1, a" =a-a---a (n tekijad) , a™" = (a")"? (V n>1).
On hyvi huomata, ettd (a™)™1 = (a71)". Tami seuraa siitd, etti
a(a )" =a---aat a7t =1, (aH"a" =a 1 -ata-a=1.

Potenssin maaritelméasta saadaan helposti laskusaannot
(1> (am)n — amn, ama® = am—|—n,

kun eksponentit m ja n ovat ei-negatiivisia. Lisaksi nahdaan pienella tyolla, etta nama
saannot ovat voimassa kaikilla eksponenteilla. Esimerkiksi (kun m > 0, n > 0)

(am)—n — ((am)n)—l — (amn)—l — a—mn
ama—n:am(a_l)n:a/_‘,a/a_l...a/_l :am_n (m>’I’L>.
—— ——

m n

Muut tapaukset voidaan kasitella samoin.

Sen sijaan alkeisaritmetiikasta tuttu s&énto (ab)™ = a™b™ ei tietenkéén yleensa péde,
jos G ei ole kommutatiivinen!

Huomaa myds séénto (vrt. matriisilaskenta)

(ab)™P =b"ta"t.

HuomAvuTus. Additiivista merkintaa kaytettaessd potenssia a™ vastaa monikerta na.
Muotoile kaavat (1) téssi tapauksessa; huomaa ettei luku n tietenkdén téssi tarkoita
ryhman alkiota.

Yhteenveto merkinnoista, jotka riippuvat siita, kaytetaanko ryhman laskutoimituk-
selle kerto- vai yhteenlaskumerkintaa.

(Gv ) (Gv +)

a-btaiab tulo a+b summa

e tai 1 neutraali- tai ykkosalkio 0 neutraali- tai nolla alkio
a=? kaanteisalkio —a a:n vasta-alkio

a” a:n potenssi na a:n monikerta

ab—! osamaara a—b erotus

Lause 2. Oletetaan, etta a,b € G. Yhtaloilla
ax = b, ya=1>

on ryhmiissi G yksikésitteiset ratkaisut, nimittiin x = a=1b, y = ba™1.
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Todistus. Kertomalla yhtilo axz = b puolittain vasemmalta a~':114 saadaan = a~1b.
Kadntden, x = a~!b toteuttaa ko. yhtilon, koska a(a™1b) = b.
Toinen yhtalo kasitellaan samoin. [

Voidaan paatelld (joko lauseesta 2 tai suoraan), ettd ryhméssd pétevit supistamis-
saannot
ac=bc — a=1V; ca=cb — a=0b.

Aérellinen ryhmé voidaan esittéé kirjoittamalla sen kertotaulu: nimetdéin taulukon
vaaka- ja pystyrivit ryhman alkioiden mukaan ja kirjoitetaan tulo ab vaakarivin a ja pys-
tyrivin b leikkauskohtaan. Lauseesta 2 seuraa, etta taulukon jokainen vaakarivi ja jokainen
pystyrivi sisaltda ryhméan kunkin alkion kerran.

ESIMERKKI 1. Kolmen alkion 1, a, b tapauksessa saadaan vain yksi mahdollinen kerto-
taulu, kun otetaan huomioon edell& mainittu vaatimus. Onko néin méaritelty G = {1, a, b}
ryhma? Postulaattien GO, G2 ja G3 tayttyminen nahdadn valittomasti. G1:n tarkistami-
nen vaatii enemmaéan tyota; talta voidaan valttya etsimalla jokin tunnettu ryhma, jolla on
tama taulu. Tallainen ryhmaé (siis ryhmén G = {1, a, b} "realisointi” ) on esim. additiivinen
ryhma Zs = {0, 1, 2}.

1 a b +]10 1 2
111 a b 00 1 2
a | a 1 111 2 0
b|b 1 a 212 0 1

Tulos: Kolmen alkion ryhmiéd on (olennaisesti) yksi. Tamé ryhmé voidaan myos
esittdd muodossa G = {1, a, a?}, missi a® = 1. Tillaista ryhmii sanotaan sykliseksi
(méaaritelmd myohemmin).

ESIMERKKI 2. Néytetéén, ettd 4 alkion ryhmié on (olennaisesti) kaksi. Niiden kerto-
taulut ovat seuraavat:

1 a b c 1 a b c
111 a b ¢ 111 a b ¢
a|la b ¢ 1 a|la 1 ¢ b
b|b ¢ 1 a b|b ¢ 1 a
clc 1 a b clc b a

syklinen ryhma Kleinin neliryhma

MAARITELMA. Olkoon G ryhmé. Jos H C G ja H on ryhmé (G:n laskutoimituksen
suhteen), sanotaan ettd H on G:n aliryhmd. Merkinta: H < G.
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Huomaa, ettd 1y = 1g. Tamé ndhdddn kertomalla yhtélo 1yly = 1y (ajateltuna
ryhmiissi G) puolittain 15" :114.

Edellisesta seuraa, ettd aliryhman H jokaisen alkion a kaanteisalkio H:ssa = a:n
kaanteisalkio G:ssa.

ESIMERKKI 3. Ryhmén G triviaalit aliryhméat: {1} ja G.
Jos H < G ja H # (G, sanotaan ettd H on G:n aito aliryhma. Merkinta: H < G.

ESIMERKKI 4. Z<Q<R<C (additiiviset ryhmét);

Q" <R*<C* (multiplikatiiviset ryhmaét).

Seuraava lause antaa lyhyen tavan testata, onko ryhman G osajoukko H taman ryh-
mén aliryhmi. (Huomaa, ettii ab™! tulee additiivisella merkinnilld muotoon a — b.)

Lause 3 (Aliryhmaékriteeri). Olkoon G ryhmé ja H C G. Silloin H on G:n ali-
ryhmad, jos ja vain jos H # () ja

ab'eH VY abeH.

Todistus. Oletetaan, etti a € H. Silloin 1 = aa~! € H ja edelleen a= ! = 1-a7! €
H. Naista ndhdaan, ettd H toteuttaa postulaatit G2 ja G3. Myos G1 toteutuu: koska
assosiatiivisuus on voimassa (3:ssé, se on voimassa H:ssa.

GO todetaan seuraavasti. Jos a,b € H, niin edellisen mukaan b~! € H ja siis oletuksen
nojalla ab = a(b=1)"1 € H.

Taten H on ryhma, siis H < G.

Kaanteinen vaite jatetaan harjoitustehtavaksi. [

Osajoukko H on tavallisesti annettu kaikkien G:n alkioiden joukkona, joilla on jokin
ominaisuus P. Edellisen lauseen kéyttoon liittyy kaksi vaihetta (vertaa myos induktioto-
distuksen rakenteeseen):

1. Néytetaan, ettéd jollain G:n alkiolla on ominaisuus P. Sopiva alkio on usein G:n
neutraalialkio. (Niin siis todetaan, ettd H # ().)

2. Oletetaan, etta alkioilla a ja b on ominaisuus P, ja tdmdn avulla naytetdan, etta
alkiolla ab~! on ominaisuus P.

ESIMERKKI 5. Olkoon G Abelin ryhma, neutraalialkiona e. Naytetdan, etta osajoukko
H = {z € G|2? = e} on G:n aliryhm.

Nyt osajoukon H médrittelevini ominaisuutena P on ehto 22 = e. Ensin todetaan,
ettd €2 = e, joten H # (). Sitten oletetaan, ettd a,b € H. Tami tarkoittaa, ettd a® = e
ja b> = e. On niytettivi, etti (ab~!)? = e. Koska G on Abelin ryhmi, on (ab™1)? =
ab~tab™! = a?(b71)2 = a?(b?) 7! = ee! =e. Siis ab™! € H ja lauseen 3 perusteella H on
G:n aliryhma.
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Lauseesta 3 saadaan helposti myos seuraava, hiukan pidempi aliryhmatesti:

Aliryhmatesti. Olkoon G ryhmaé ja H jokin G:n epatyhja osajoukko. Silloin H on
G':n aliryhma, jos
abe H VYa,be H ja

a ‘e H VacH.

Todistus. Lauseen 3 perusteella riittdd niyttdi, ettd jos a,b € H, niin ab™! € H.
Olkoot a,b € H. Silloin b~! € H jilkimmaisen ehdon perusteella ja ab~! € H ensimméisen
ehdon perusteella. [

Jos tutkittavana on ryhman G darellinen osajoukko, sen kasittely on hieman edellista
helpompaa:

Lause 4. Olkoon G ryhma ja H sen darellinen osajoukko. Silloin H on G:n aliryhma,
jos H # 0 ja
abe H VY a,be H.

Todistus. Oletetaan, etti a,b € H. Osoitetaan, ettd ab~! € H, jolloin viite seuraa
lauseesta 3.

Lauseen oletuksen mukaan b* € H aina, kun k > 1, ja siis ab® € H aina, kun k > 0.
Koska H on #érellinen, ab® = ab’ joillakin eksponenteilla k,j > 0, k # j. Voidaan olettaa
k < j. Silloin j — k — 1 > 0, ja ndhdaan etta

ab ' =aV F e H O

Lauseen 3 seuraus. Jos H < G ja K < G, niin HN K <G.
Todistus. Koska 1 € H N K, leikkaus ei ole tyhja. Jos a,b € H N K, niin a,b € H ja
a,b € K, joten H (ryhmini) sisiltiid alkion ab~!, samoin K. Siisab~! € HNK. O

Tama tulos voidaan yleistaa mielivaltaisen monen aliryhman leikkaukselle.

ESIMERKKI 6. Naytetaan, etta seuraavat ryhmien osajoukot ovat aliryhmia:
a) G=GL,(R), H={A€GL,(R) | det(A)=1};

b) G = D, (diedriryhmd), H = {r € D, | r on kierto };

¢) G=17 (addit.), H =mZ={mk ‘ kel}.
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Lause 5. Jos G; ja G4 ovat ryhmia, niiden karteesinen tulo G; x Go on ryhma
seuraavan laskutoimituksen suhteen:

(2) (a1,a2)(b1,b2) = (a1by, azbs) (ai,b; € G;).
Tdtd ryhmdd sanotaan ryhmien G ja Go suoraksi tuloksi (tai suoraksi summaksi, jos

kdytetddn additiivista merkintad).

Todistus. Postulaattien GO, ...,G3 voimassaolo saadaan tarkistetuksi helposti. Huo-
maa, ettd ykkosalkio on (1,1) ja (a1,a2)"t = (a7t ayt). O

ESIMERKKI 7. Jos G; = G2 = R (additiivinen ryhmé), niin lause 4 antaa tutun
ryhmin R x R = R?, jossa (u1,u2) + (vi,v2) = (ug + vy, us +va) (ks. esimerkki I11.1.2).

Huomaa, ettd kaavan (2) tulomerkinnéssd aib; on kyse ryhmén G operaatiosta ja
tulossa asby ryhméan G, operaatiosta.

Suoran tulon (ja summan) méaéritelma yleistyy vastaavalla tavalla ryhmille G4, ..., G,,
n > 2.

Harjoitustehtavia

1. Onko (Z,,+) ryhmén (Z,+) aliryhmé&?
2. Ratkaise Zg:ssa yhtalopari
{ 185132 + 48y2 = 08
18.T + 28y = 48-

3. Tarkastellaan joukkoa R varustettuna yhteenlaskulla. Osoita, etta rationaalilukujen
osajoukko on vakaa. Onko irrationaalilukujen joukko vakaa?

4. Osoita, ettd ryhméssé (G, o) yhtalolla
aoxobocox =aobox

on yksikasitteinen ratkaisu, ja maarita se.

5. Ratkaise kolmen alkion symmetrisessd ryhmaéssa Ss yhtalo

123\ o_ (123
3 2 1 “\3 1 2)°

6. Osoita, ettd (z™)" = ™" kaikilla m,n € Z, kun = on ryhmén G alkio.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

II1.2 Harjoitustehtavia
Ryhmiéssd (G, +) on voimassa laki 2(x 4+ y) = 2z + 2y. Osoita, ettd G on Abelin
ryhma.

Olkoon (G, +) Abelin ryhmé ja H niiden G:n alkioiden joukko, joilla 4z = x. Osoita,
ettd (H,+) on (G, +):m aliryhmaA.

Oletetaan, ettd ryhmalla G = {0, 1,2, 3}, jonka laskutoimitus merkitdén yhteenlasku-
na, on taulu

0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Mééaritd ryhmén (G, +) kaikki aliryhmit.
Olkoon (G, o) ryhmé ja

H={zeG } xoa = aox kaikilla a € G}.
Osoita, etta (H, o) on (G, o):n kommutatiivinen aliryhmaé.

Olkoot H ja K ryhméan G aliryhmia. Osoita, etta H U K on G:n aliryhma, jos ja vain
jos HC K tai K C H.

Olkoot a ja b ryhmén (G, ) alkioita, joilla
b5 = e ja ab = bla.
Osoita, ettd b3 = e ja ab = ba.
Olkoon (A, +) Abelin ryhmaé ja B sen aliryhmé. Néyté, ettéd joukko
H={a€A|na€ B jollakin n € N\ {0}}

on A:n aliryhmaé, joka sisaltda B:n.
Olkoon (FE, o) monoidi ja olkoon sen alkiolla a kdanteisalkio E:ssid. Naytd, ettd ku-

vaukset
f:EFE—FE, x+— aoux;

g:EFE—FE x—zxoa,

ovat bijektioita.
Joukon Z* x 7Z laskutoimitus o,
(i,a) o (j.b) = (ij,a + ib)

(i,j € Z* = {1,—1}; a,b € Z) tiedetdén liitdnnaiseksi. Néyta, ettd (Z* x Z,0) on
epakommutatiivinen ryhmaé, ja laske siind alkion (—1,5) kdanteisalkio.
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16. Olkoon (A, o) &érellinen monoidi ja olkoot a,b € A sellaisia, ettd a o b = e4. Néyta,
ettd a ja b ovat toistensa kddnteisalkioita. (Ohje: Nayta, ettd kuvaus f: A — A,
f(x) = box, on injektio.)

17. Ratkaise symmetrisessa ryhmaéssa Sg yhtélo

fol 2345 6)_(123456
316 5 4 2) \2 3 6 41 5)°
18. Todista, ettd (Z,+) on Abelin ryhmé, lahtemé&lld méaaritelméstd Z = N x N/ ~
(teht. I1.7.9) ja kéyttadmaélld vastaavia (N, +):n ominaisuuksia.

19. Todista, ettd {5,15,25,35} on ryhmé, kun laskutoimituksena on kertolasku mod 40.
Mika on neutraalialkio?

I11.3 Ryhmaéan virittaminen eli generointi; syklinen ryhma

Olkoon G ryhma ja S jokin G:n osajoukko. Tarkastellaan kaikkien niiden G:n ali-
ryhmien H parvea, jotka sisdltavit joukon S. Tama parvi on epatyhja, koska ainakin
G itse kuuluu siihen. Aliryhmien H leikkaus on G:n aliryhmé (todistus kuten lauseen 3
seurauslauseen), jota sanotaan joukon S wvirittdmdaksi eli generoimaksi G:n aliryhmdksi ja
merkitaén symbolilla (S); siis

)= N H

SCH<LG

Joukon S alkioita sanotaan ryhmén (S) wvirittdjiksi eli generaattoreiksi.
Jos generaattoreita on #arellisen monta, ts. S = {ay,...,ar}, sanotaan, ettd ryhma
(S) on ddrellisesti viritetty eli ddrellisesti generoitu(va), ja kdytetdan merkintaa

<S> = <CL1, .. .,ak>.

Edellisen méadritelménsd mukaan ryhmé (S) on ”suppein” G:n aliryhmé, joka siséltaa
joukon S. (”Suppeus” on ymmérrettava sisdltymisrelaation mielessd: parven joukko on
suppein, jos se siséltyy kaikkiin muihin joukkoihin.)

EsmMERKKI 1. (0) = {1}, (1) ={1}. Jos H < G, niin (H) = H.

Lause 6. Ryhmin G osajoukon S generoima aliryhméa muodostuu kaikista tuloista,
joiden tekijat ovat S:n alkioita ja S:n alkioiden kddnteisalkioita (mukaanluettuna ”tyhjé
tulo” = 1), ts.

<S>:{a1a2~-~am ‘ a; tai a[leS Vi sz}.
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Todistus. Merkitdan H:lla yhtédlon oikealla puolella olevaa joukkoa. Aliryhmakritee-
ristd ndhdaan, ettda H < G. Lisdksi S C H; ajattele esim. yhden alkion ”tuloja”. Nain
ollen (S) C H, koska (S) on madritelmansd mukaan pienin aliryhmé, joka siséltda S:n.

Toisaalta jokainen G:n aliryhma, joka sisiltda joukon S, sisaltda myos kaikki edella
mainitut tulot, siis ryhman H. Taten H sisaltyy kaikkien tallaisten aliryhmien leikkauk-
seen eli ryhméan (5).

Namé tulokset yhdessi antavat yhtélon (S) = H. O

HuomAUTUS. Jos ryhmé G on aarellinen, lauseen kaava saa yksinkertaisemman muo-
don

<S):{a1a2---am ’ a; €S V i mZO}.

Nyt voidaan nimittain kayttaa lausetta 4.

ESIMERKKI 2. Ryhmén R* osajoukko P (alkuluvut) virittdd aliryhmén Q,, joka
koostuu kaikista positiivisista rationaaliluvuista (laskutoimituksena kertolasku).

ESIMERKKI 3. Jos V on vektoriavaruus, jonka dimensio = n, niin V:n kanta
{B4i, ..., B,} generoi ryhmaélle (V, +) aliryhmén { kiB1+-- -+ k,B, ‘ k;e€Z V z} (Mik-
sei tdméa ole V:n aliavaruus?)

ESIMERKKI 4. Diedriryhmé Dy = (r,s), missd r = (7/2):n kierto ja s = sopiva
peilaus.

ESIMERKKI 5. Afiretén ryhmé Z on &érellisesti generoitu: Z = {n-1 | neZ} =

1) = (-1).

MAARITELMA. Ryhméi G sanotaan sykliseksi, jos G on yhden alkion generoima, ts.
jos on olemassa sellainen a € G, ettd G = (a).

Lause 7. Olkoon G syklinen ryhmé, G = (a). Jos #G =n € N, G on muotoa
G = {1,a,a2,...,a”_1}
ja n on pienin positiivinen kokonaisluku, jolla a™ = 1. Jos #G = oo, niin
G = {...,a_Q,a_l,l,a,aQ,...}

ja kaikki potenssit a™ (m € 7Z) ovat erisuuria, erityisesti a™ #1 ¥ m # 0.
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Todistus. Lauseen 6 nojalla
(1) G={a" | meZ}.

Oletetaan ensin, ettd #G = n. Silloin potenssien a™ joukossa on vain n erisuurta,
joten on olemassa jotkin sellaiset eksponentit m ja k, etti m > k mutta a™ = a¥. Nyt
siis ™% = 1 ja m — k > 0. Valitaan pienin positiivinen eksponentti, jolla a® = 1 (siis
s <m—k).

Jakoalgoritmin mukaan jokainen eksponentti m > 0 voidaan kirjoittaa muotoon m =
qs +r, missd 0 < r < s— 1. Koska

a™ = a®"" = (a*)%a" = 1%" = a’,

G:n kaikki alkiot ovat muotoa a”, » = 0,...,s — 1. Namé alkiot ovat lisdksi erisuuria;
muussa tapauksessahan samanlainen piaattely kuin edella johtaisi tulokseen a’ = 1, missa,
0 <t < s, ja tama olisi vastoin s:n minimaalisuutta. Erityisesti siis #G = s, joten s = n.
Lisaksi nahdaan, ettd G on juuri vaitettya muotoa.

Jos G on a#retdn, niin kaavassa (1) kaikki potenssit a™ ovat erisuuria, silld muuten
paadyttaisiin aarelliseen ryhmaan samoin kuin edella. [

ESIMERKKI 6. Z,, on kertalukua m oleva (additiivinen) syklinen ryhma V m > 1:
Zm=(1)={0,1,21,...,(m—1)-1}.

Z on adreton syklinen ryhmaé (ks. esimerkki 5). Mitka ovat virittajat?
ESIMERKKI 7. Néytetidn, ettd Z; = (2).

Misté johtuu syklisen ryhmén nimitys? Jos G = (a) on kertalukua n, niin paattymét-
tomén jonon ...,a™ ! a™,a™*!, ... mitki tahansa n perikkiistd alkiota muodostavat
”syklin”, joka toistuu samanlaisena siirryttaessa jonossa eteenpéin. Tama voidaan ilmais-

ta myoOs seuraavasti:

a® = a" = k=h (mod n).
Aéreton syklinen ryhmé on (edellisessé mielessé) rajatapaus, jossa on vain yksi darettomén
pitka sykli.

MAARITELMA. Olkoon G ryhmé ja @ € G. Ryhmén G aliryhmén (a) kertalukua
sanotaan alkion a kertaluvuksi ja merkitadn ord(a):1la; siis

ord(a) = #/{a).

Lauseesta 7 seuraa valittomaésti: a on (ddrellisti) kertalukua n jos ja vain jos n on
pienin positiivinen eksponentti, jolla a™ = 1. Lisaksi talloin a:n kaikki erisuuret potenssit
ovat 1,a,a?,...,a"" 1.

Huomaa, etté ord(a) = 1 silloin ja vain silloin, kun a = 1.
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ESIMERKKI 8. (i) Ryhméssd R* on ord(1) = 1, ord(—1) = 2 ja kaikkien muiden
alkioiden kertaluku = oo.
(ii) Lasketaan ryhméan Z%, alkioiden 2 ja 20 kertaluvut.

Myohemmin esitetdan, miten maaritelmaan perustuvaa kertaluvun maaritysta voi-
daan yksinkertaistaa.

Harjoitustehtavia

1. Tarkastellaan ryhméé (Zqo, +). Mikd on (10)?

Onko (—1) = Z,,?

Mika on ryhmén Zo kertaluku? Laske sen jokaisen alkion kertaluku.
Etsi ryhmélle (Zg, +) kaikki mahdolliset virittéjat.

Maééarita osajoukon {6, 15,21} virittAmé& R:n aliryhma.

AN T o

Olkoon G = (a, b), missé ord(a) = ord(b) = 2 ja ab = ba. Osoita, ettd G on Kleinin
neliryhma.

7. Todista, etti (a) = (a™!), olipa a miki hyvinsi ryhmin alkio.

8. Mika on matriisin A = (0 1

L 1) kertaluku G Lo (R):ssa?
9. Olkoon z ryhmin (G, ) alkio. Oletetaan, etti 22 # 1 ja 2% = 1. Todista, ettd z* # 1
ja x® # 1. Miti voidaan sanoa alkion x kertaluvusta?

I11.4 Ryhmien homomorfia ja isomorfia

Pykalassa II1.2 mainittiin, etta ryhmat ovat olennaisesti samat, jos niilla on alkioiden
nimitysta vaille sama kertotaulu. Tassa pykalassa kasitellaan tata ryhmien ”yhtasuuruut-
ta” tasmallisemmin. Lahtokohtana on ryhmien valinen vertailu, joka perustuu seuraavaan
maaritelmaan.
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MAARITELMA. Olkoot (G,-) ja (G',*) ryhmid. Kuvausta f : G — G’ sanotaan
(ryhma)homomorfismiksi, jos se toteuttaa homomorfiaehdon

(1) f(ab) = f(a) % f(b) ¥ a,b€G.
Jos kummankin ryhman laskutoimitukselle kaytetaan kertolaskumerkintaa, homomor-

fiaehto saa muodon f(ab) = f(a)f(b) V a,b€ G.

ESIMERKKI 1. Jokainen vektoriavaruuksien U ja V vilinen lineaarikuvaus ¢t : U — V
on additiivisten ryhmien U ja V véilinen homomorfismi, koska

HX1 4 Xo) = tX1 +1Xy ¥V X1, Xy € U.

ESIMERKKI 2. (i) Kuvaus f:R* — R*,  f(x) = 22, on homomorfismi, koska
flay) = (zy)* = 2’y* = f(2)f(y) V @,y €R".

(ii) Merkitddn Ry:lla positiivisten reaalilukujen muodostamaa multiplikatiivista
ryhméd. Kuvaus f: Ry — R, f(z) = Inz, on homomorfismi, koska f(xy) = In(zy) =

e +1ny = f(2) + ().
(iii) Kuvaus f :Z — Z,,, f(a) =@, on homomorfismi, koska a + b = a + b.

(iv) Triviaali homomorfismi f : G — G',  f(a) =1 V a € G.

Ryhméahomomorfismi G — G’ 7sailyttaa ykkosalkion ja kdanteisalkiot”, ts.

f(lg) = 1¢v, f (a_l) = f(CL)_l Vae€dG.

Naistd ensimméinen yhtdlo ndhd&én oikeaksi kertomalla yhtalo f(1)f(1) = f(1-1) puo-
littain f(1)~1:114 (téssd merkittiin 1¢ = 1; usein merkitdéin molempien ryhmien ykkos-
alkiota 1:114). Jélkimmiinen seuraa puolestaan siiti, ettd f(a)f(a™!) = f(aa™?t) = f(1) =
1 ja samoin f(a™1)f(a) = 1.

Lineaarikuvaukseen t sovellettuna edellinen tulos ilmaisee sen tutun asian, etta ¢ ”sai-
lyttééd nolla-alkion ja vasta-alkiot”. (Lineaarikuvausten teoriassa tdmé seuraa suoraan t¢:n
méaritelmasti).

MAARITELMA. Olkoot (M, ) ja (M’,*) monoideja. Kuvausta f: M — M’ sanotaan
(monoidi)homomorfismiksi, jos se toteuttaa homomorfiachdon (1) ja ehdon f(1x7) = 1.

Seuraavalla lauseella on analogia lineaarikuvausten teoriassa.

Lause 8. Olkoon f : G — G’ ryhmahomomorfismi.
(i) Jos H < G, niin f(H) < G'.
(i) Jos H' < G', niin f~1(H') < G.
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Todistus. (i) Joukko f(H) on epatyhji, koska H # (. Jos o', b/ € f(H), siis ' =
f(a), b = f(b) (missé a,b € H), niin

a'b' =t = f(a)f(b)~' = fab™") € f(H).
Viite seuraa nyt aliryhmékriteeristid (ab~! € H koska H on aliryhmi).

(ii) Koska H’ sisaltada G’':n ykkosalkion, jonka alkukuva on G:n ykkdésalkio 1, niin
1 € f~Y(H'). Titen f~1(H') # 0. Implikaatio a,b € f~1(H') = ab™! € f~1(H')
todistetaan jélleen homomorfiachdon avulla (tee se!). O

Kuten lineaarikuvauksilla, poimitaan lauseen térkedt erikoistapaukset H' = {1} ja
H = G: homomorfismin f: G — G’ ydin

Ker(f) = {1} {aEG ‘ f(a }

ja kuva

Im(f) = f(G)={f(a) | a€G}.

ESIMERKKI 3. Maéritetadn esimerkin 2 homomorfismien ydin ja kuva.

Ryhmé&é Im(f) sanotaan ryhmén G homomorfiseksi kuvaksi. Taméa ryhma sailyttaa
G'n piirteitd; toisaalta se havittdd G:n ominaisuuksia sitd enemmén (karkeasti sanottuna),
mitd useampia alkioita f kuvaa samaksi G':n alkioksi. Asian tasmaéllinen kasittely lykatadn
tuonnemmaksi; nyt otetaan esiin vain se tarkea rajatapaus, jossa f on tassa suhteessa paras
mahdollinen.

MAARITELMA. Ryhm#homomorfismia f : G — G’ sanotaan (ryhma)isomorfismiksi,
jos f on bijektiivinen. Ryhméi G sanotaan ryhmén G’ kanssa isomorfiseksi, jos on ole-
massa jokin isomorfismi f : G — G’. Merkintd: G ~ G'.

ESIMERKKI 4. Esimerkin 2 (ii) kuvaus f : Ry — R, f(z) = lnz, on isomorfismi,
joten Ry ~ R (tarkemmin: (R;,-) ~ (R, +)).

Jos homomorfismi f : G — G’ on injektio, niin kuvaus f : G — Im(f) on bijektiivi-
nen homomorfismi, siis isomorfismi. Ryhmdn G homomorfinen kuva Im(f) injektiivisessd
kuvauksessa f on siis G:n kanssa isomorfinen.

Homomorfismin injektiivisyytta tutkittaessa on seuraava lause usein mukava.

Lause 9. Ryhmahomomorfismi f : G — G’ on injektio jos ja vain jos Ker(f) = {1_.}.
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Todistus. a) Olkoon f injektio. Koska f(1,) =1,,, on télléin Ker(f) = {1,}.

b) Olkoot z,y € G ja f(z) = f(y). Silloin 1, = f(z)f(y)™* = f)f(y™!) =
f(xy™1), joten xy~! € Ker(f). Oletuksesta Ker(f) = {1,} seuraa nyt z = y. Téten f on
injektio. [

ESIMERKKI 5. Olkoon G ryhmaé ja u € G. Osoitetaan, ettd kuvaus
fu:G— G, fula) = uau™1,

on isomorfismi. (Isomorfismia G:lté itselleen sanotaan G:n automorfismiksi.)

Lause 10. Olkoot f: G — G’ ja g : G’ — G" ryhmahomomorfismeja. Silloin
(i) kuvaus go f: G — G” on homomorfismi;

(ii) jos f ja g ovat isomorfismeja, samoin on g o f.

Todistus. (i) g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = g(f(a))g(f(0)).

(ii) Kuvauksen g o f bijektiivisyys todetaan suoraviivaisesti. Sen jilkeen viite seuraa
(i)-kohdasta. [

Lause 11. Olkoon f : G — G’ ryhmdéisomorfismi. Silloin f~! : G’ — G on isomor-
fismi.

Todistus. Kuvaus f~! on triviaalisti bijektiivinen; on siis todistettava vain sen ho-
momorfisuus. Olkoot a/,b" € G, siis o/ = f(a), b/ = f(b), missd a,b € G. Silloin
@' = f(a)f(b) = f(ab), joten

fHaV)=ab= fHd) (V). O

HuomAuTUs. Lauseen todistuksesta seuraa erityisesti, ettd homomorfismin kaanteis-
kuvaus, jos se on olemassa, on homomorfismi.

Ryhmien isomorfia on ekvivalenssirelaatio (missé tahansa ryhmien parvessa). Re-
laation symmetrisyys seuraa ndet lauseesta 11 ja transitiivisuus lauseen 10 (ii)-kohdasta;
refleksiivisyytta varten riittd& huomata, ettd idg on isomorfismi G — G (tai vaihtoehtoi-
sesti kéyttaa esimerkkia 5).

Isomorfiset ryhmét G ja G’ ovat ryhmateorian kannalta katsottuna samanlaiset: nii-
den alkiot vastaavat bijektiivisesti toisiaan ja G:n alkioiden tuloa vastaa G’:ssa néiden
vastinalkioiden (= kuvien) tulo. Jos erityisesti G' ja G’ ovat aérellisid, G:n kertotaulusta
saadaan G’:n taulu korvaamalla jokainen alkio vastinalkiollaan.

ESIMERKKI 6. Pykélan II1.2 esimerkit 1 ja 2 osoittavat, ettd on olemassa isomorfiaa
vaille tarkalleen yksi kertalukua 3 oleva ryhma ja tarkalleen kaksi kertalukua 4 olevaa
ryhméa. (Enté kertalukuja 1 ja 27)
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ks.

II1.4 Harjoitustehtavia

ESIMERKKI 7. Néytetéddn, etteivit ryhmét (R, +) ja (R*,-) ole isomorfiset.

Ryhmaéteorian perusprobleemoja on kaikkien epéisomorfisten ryhmien luokittelu,
IV.5.

Harjoitustehtavia

. Tutki, ovatko (Z,+) ja (2Z,+) isomorfiset.

Onko kuvaus f : (R4,-) = (R\ {—1},0), f(x) = z — 1, homomorfismi, kun - on
tavallinen kertolasku ja o maaritelladn kaavalla z oy = zy + z + y?

Olkoon E joukko ja F' sen (kiinted) osajoukko. Madritellddn potenssijoukossa P(E)
laskutoimitus (A, B) — A N B. Osoita, ettd kuvaus f : P(E) — P(E), f(A) =
A U F, tayttdd homomorfiachdon ja kuvaa neutraalialkion neutraalialkioksi (eli on
monoidihomomorfismi).

Olkoot X, Y joukkoja ja f: X — Y kuvaus. Nayta, etta kuvaus
0:PY)— P(X); 0(B) = f(B);

on monoidihomomorfismi (P(Y),U) = (P(X),U).

. Olkoon f : G — H ryhmahomomorfismi. Néyta, ettd f(z") = f(z)" Vz € G,

n € 7.

Maarita tehtdvan I11.2.15 ryhmén (Z* x Z, %) sykliset aliryhmét ja ndytd néin ko.
ryhma epasykliseksi.

Olkoot G ja H ryhmié, A joukon S C G virittdma aliryhmaé ja f : G — H homomor-
fismi. Néyté, ettd aliryhmé f(A) on joukon f(5) virittAma.

Olkoon G = {a + bv2|a,b € Q} ja H = {(z 2ab) la,b € @}. Ovatko G ja H

isomorfisia ryhmia, kun laskutoimituksena on yhteenlasku?
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I11.5 Lagrangen lause; sovelluksia

MAARITELMA. Olkoon H < G. Ryhmén G kuhunkin alkioon a liittyvaé osajoukkoa
aH ={ah | he H}

sanotaan aliryhmén H wvasemmaksi sivuluokaksi (coset) G:ssi. Vastaavasti méaritelladn
oikeat sivuluokat Ha.
Additiivista merkintaéd kaytettaessd sivuluokat kirjoitetaan a + H, H + a.

Seuraavassa kasitelldan 1lahinna vasempia sivuluokkia; oikeat sivuluokat kayttaytyvét
samalla tavalla. Jos G on Abelin ryhma, niin aH = Ha V a € G ja maireet "vasen” ja
”oikea” voidaan siis jattaa pois.

Ehto

b~a = beaH

médrittelee G:ssi ekvivalenssirelaation (tarkistal). Sen ekvivalenssiluokat ovat muotoa
[a)={beG | beaH} = aH;

ne ovat siis juuri H:n vasemmat sivuluokat. Tasta nahdaan, etta aliryhman H vasemmat
sivuluokat G:ssd muodostavat G:n osituksen

G= U aH,

aeD

missa a kay lapi jonkin vasempien sivuluokkien edustajiston D.

Aliryhméa H itse on yksi sivuluokka: esim. H =1-H = H-1.

Ehto b € aH on yhtipitiva ehdon a~'b € H kanssa. Sivuluokkia kisiteltiessi kan-
nattaa pitaa mielessa saanto

aH =bH — a€bH,

joka seuraa osituksen perusominaisuuksista.

ESIMERKKI 1. Ryhmén Z aliryhmén (m) = mZ sivuluokat ovat mZ, 1+ mZ, 2 +
mZ,...,(m — 1)+ mZ; ne ovat siis jadnnosluokat mod m (m > 1).

Additiivisen Abelin ryhmén tapauksessa aliryhmén sivuluokista kaytetadn usein ylei-
sestikin nimitysta jaannosluokka.

ESIMERKKI 2. Diedriryhmén Dy = (r,s) = {1,r, r2, 13, s, sr, 87‘2,87‘3} aliryhmén

H = (s) vasemmat sivuluokat (huomaa etti rs = sr3):
H ={1,s}, rH = {r,sr}, r?H = {r? sr?}, r3H = {r3 sr}.

Maarita myos oikeat sivuluokat.
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Ryhméan G aliryhmén H vasempien sivuluokkien lukumaéraéa sanotaan H:n indeksiksi
G:ssd ja merkitadn [G: H]. Indeksi voi tietysti olla myos aéareton. Seuraavaa lausetta
sanotaan indeksilauseeksi:

Lause 12 (Lagrange). Jos G on direllinen ryhmé ja H < G, niin

[G:H]:#—G

#H'

Erityisesti siis adrellisen ryhméan G aliryhmén kertaluku jakaa G:n kertaluvun.

Todistus. Jokaisessa sivuluokassa aH on yhta monta alkiota kuin H:ssa, silla yhtalosta
ahy = ahy seuraa hy = hy (h1,hy € H). Saadaan siis

#G = > #(aH) = > #H =[G : H|-(#H). U

aceD acD

HuomauTus. (i) Myos siind tapauksessa, ettd H on ddretén (ja samoin siis G),
jokainen sivuluokka aH on yhta mahtava kuin H. Kuvaus H — aH, h — ah, on
nimittain bijektio.

(ii) Indeksi [G : H] ilmoittaa myds H:n oikeiden sivuluokkien lukumédrin. Ta4mé seu-
raa, kun osoitetaan (tee se!), ettd kuvaus aH — Ha ™! on bijektio vasempien sivuluokkien

joukolta oikeiden sivuluokkien joukolle. Jos G on &arellinen, tulos saadaan helpommin
katsomalla lauseen 12 todistusta.

ESIMERKKI 3. Esimerkit 1 ja 2 antavat tulokset [Z :mZ| = m, [Dy4: (s)] = 4.
Jalkimmainen néistad seuraa (helpommin) myds Lagrangen lauseesta.
[C : R] = oo, koska eri reaaliluvut y maarittavat eri sivuluokat iy + R.

ESIMERKKI 4. Oletetaan, ettd ryhmalla G on aarelliset aliryhméat H ja K, joiden
kertalukujen syt = 1. Mikd on H N K?

Vastauksen antaa Lagrangen lause: Koska (H N K):n kertaluku jakaa sekéd # H:n ettéd
#K:m, seon =1. Taten HN K = {1}.

Lagrangen lause on tehokas apu tutkittaessa, mitkd annetun aarellisen ryhman G
osajoukoista ovat aliryhmia. Lauseesta seuraa mm., ettei G:n aito osajoukko S, jossa on
enemmaén kuin (#G)/2 alkiota, voi olla G:n aliryhma.

Seuraus 1. Adrellisen ryhmén G alkioiden kertaluvut jakavat G:n kertaluvun.

Todistus.  My0s tadmé seuraa suoraan Lagrangen lauseesta, koska ord(a) =

#a). O
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ESIMERKKI 5. Lasketaan ryhman 77 alkioiden kertaluvut.
Seuraus 2. Jos G on adrellinen ryhma, #G = g, ja a € G, niin a9 = 1.

Todistus. Merkitaan alkion a kertalukua h:lla; silloin a” = 1. Seurauslauseen 1 mu-
kaan h | g, siis g = th, missd t € Z. Nyt a9 = a'" = (a")P = 1. O

ESIMERKKI 6. Ryhméin ZF, sovellettuna edellinen tulos merkitsee, etti a®(™ =
1 V ae€ Z;,. Kirjoittamalla tima kongruenssin muotoon saadaan Eulerin lause:

a®™ =1 (mod m) aina kun syt(a, m) = 1.
Erityisesti tapauksessa m = p € P tésta seuraa Fermat'n (pikku) lause:
a1 =1 (mod p) aina kun p 1 a.

Siis esim. 3* =1 (mod 5), 22!%2 =1 (mod 103) jne. Fermat kykeni todistamaan timin
pelkéstadn lukuteorian menetelmin (koeta itse samaal).
Fermat'n lause voidaan kirjoittaa myos muotoon

a? =a (modp) V ac€Z.
Huomaa, etta Eulerin lause, joka lukuteoriassa on hyvin tarkea, saatiin ylla vain
vaatimattomana erikoistapauksena yleisesta ryhmateorian tuloksesta.

Seuraus 3. Jos ryhméan G kertaluku on alkuluku p, niin G on syklinen.

Todistus. Valitaan a € G, a # 1. Koska ord(a) jakaa p:n ja on > 1, sen on oltava
= p. Téten a generoi koko ryhmén G: G = (a). O

Koska samaa kertalukua olevat sykliset ryhmét ovat isomorfiset (mieti), edellisesté
seuraa, ettd on olemassa isomorfiaa vaille tarkalleen yksi ryhma, jonka kertaluku on annettu
alkuluku (vrt. pykélén I11.4 esimerkki 6).

Harjoitustehtavia

1. Olkoon H = 7Z. Muodosta kaikki H:n sivuluokat Z:ssa.

2. Etsi kaikki ryhmén (Zso, +) aliryhmit.

3. Etsi kaikki virittajat ryhmille (Zg, +), (Zs, +) ja (Z2o, +).

4. Olkoon a ryhmén alkio, ord(a) = 15. Laske alkioiden a”, 0 < n < 15, kertaluvut.
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5. Miksi kertalukua p? (p alkuluku) olevan ryhmén G kaikki epitriviaalit aliryhmiit ovat
syklisia? Mika on suurin mahdollinen maara tallaisia G:n aliryhmia?

6. Olkoon H = 3Z; tarkastellaan H:n sivuluokkia Z:ssa. Tutki ovatko seuraavat sivuluo-
kat samoja:
a) 11+ H ja 17+ H,
b) -1+ H jab+ H.

7. Olkoot H ja K ryhméan G aliryhmia. Osoita: jos ryhméssa G on sellaiset alkiot a, b,
etta aH = bK, niin H = K.



IV.1 Tekijiryhma 73

IV. RYHMIEN RAKENTEESTA

IV.1 Tekijaryhma

Annettua ryhméaa G tutkittaessa on usein hyodyllista kayttda apuna ryhmié, jotka
ovat yksinkertaisempia, esim. kertaluvultaan pienempia. Tata varten tarvitaan normaalin
aliryhman ja tekijaryhman kasitteet.

Jos G on ryhma ja H sen aliryhma, eivat sivuluokat aH ja Ha valttamatta yhdy
kaikilla alkioilla a € G. Jos ne yhtyvéat, saadaan tarkea erikoistapaus, jonka merkityksen
jo Galois huomasi noin 150 vuotta sitten.

MAARITELMA. Ryhmén G aliryhméda N sanotaan normaaliksi, jos sen vasemmat ja
oikeat sivuluokat yhtyvat, ts.
aN = Na V ac€(G.

Merkintd: N <G, N <G (aito).

Jos G on Abelin ryhmé, sen jokainen aliryhmé on siis normaali.
Huomaa, ettd maaritelman yhtalosta aN = Na ei seuraa, ettd an =na Va € G, n €
N; sensijaan siita seuraa, etta

(1) VneN dn €N : an = nia.

Seuraava kriteeri soveltuu usein aliryhmén normaalisuuden testaamiseen.

Lause 1 (Aliryhmén normaalisuuskriteeri). Olkoon N < G. Silloin

NG — ana ' e N YV aeG neN eli aNa™*Cc N VY aedG.

Todistus. (=) Jos N < G, niin soveltamalla ehtoa (1) saadaan ana=! =n; € N.

(<) Olkoon a € G. On osoitettava, ettd aN = Na.

Olkoon n € N; merkitdin ana™' = n;. Oletuksen mukaan n; € N. Saadaan siis, etté
an =nia € Na. Taten aN C Na.

Sovelletaan nyt oletusta alkioihin a~! ja n. Silloin saadaan, ettid a~
siis na = ang € aN. Tama osoittaa, etta Na C alV.

Nama tulokset yhdessa todistavat vaitteen. [J

'na = ny € N,

HuomauTus. Jos N < (G, niin méaritelmésta seuraa, etta
aNa™'=N VaeG.

Normaalisuuskriteeri siis lausuu, ettd normaalisuuden varmistamiseksi riittaa todistaa tas-
)
sd yhtasuuruuden asemesta sisaltymisrelaatio ” C 7.
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ESIMERKKI 1. G:n triviaalit aliryhmét G ja {1} ovat normaaleja.

Myos indeksia 2 oleva aliryhma H on aina normaali: aH = H = Ha Va € H ja
aH = G~ H Ya ¢ H, joten H:n vasemmat sivuluokat ovat H ja G ~. H; samoin oikeat
sivuluokat. Nain ollen vasemmat ja oikeat sivuluokat yhtyvat.

ESIMERKKI 2. Néytetdédn, ettd matriisiryhmén GL,,(R) aliryhmisté

SL,(R) ={ A€ GL,(R) | det(A) =1},

H={AecGL,(R) | A on lavistijamatriisi }
edellinen on normaali mutta jalkimméinen (kun n > 1) ei ole.

HuoMAUTUS. Oletetaan, ettd a,z € G. Ryhmin alkiota y = aza™' sanotaan alkion
x konjugaattialkioksi. Sanotaan myds, ettid axa~! saadaan alkiosta x konjugoimalla a:lla.
Relaatio

T~y — JaeG: y=aza?

on G:n ekvivalenssirelaatio (vrt. matriisien similaarisuus). Sen ekvivalenssiluokkia
[2] = { aza™! | a € G}

sanotaan ryhman G konjugaattiluokiksi.

Aliryhmé&n normaalisuuskriteeri (lause 1) voidaan ilmaista myos seuraavasti: Ryhmén
G aliryhma N on normaali jos ja vain jos N on suljettu eli vakaa kaikilla G:n alkioilla
konjugoinnin suhteen (eli jos ja vain jos N koostuu G:n kokonaisista konjugaattiluokista).

Jos N < G, niin N:n sivuluokkien joukkoa G:ssé merkitaan (G/N):114; siis
G/N={aN | a€ G} ={aN | a€ D},

missa D on jokin sivuluokkien edustajisto.

Lause 2. Oletetaan, ettdi N < G. Joukko G/N on ryhmi seuraavasti méaritellyn
laskutoimituksen suhteen:
alN-bN = abN.

Todistus. Postulaatti GO seuraa, kun osoitetaan, etta laskutoimitus on hyvinmaari-
telty.
Oletetaan, ettd aN = a’N ja bN = b'N. Silloin a € a’N ja b € b’ N, joten

a=an, b=1"bn, (n1,ng € N).

Nyt ab = a’nib'ny. Koska aliryhmd N on normaali, niin Nb' = b'N ja alkio nib’ siis
voidaan kirjoittaa muotoon b'n3, missia n3 € N. Tuloksena on

ab = a'b'nsny € a’b’'N.
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Tama osoittaa, ettd abN = a’b’ N, toisin sanoen aN-bN = o’ N-b'N.
Assosiatiivisuus G1 seuraa G:n laskutoimituksen assosiatiivisuudesta:

(aN-bN)-cN = abN-¢N = (ab)cN = a(bc)N = aN-beN = aN-(bN-cN).

Neutraalialkiona on N ja alkion aN kéinteisalkiona a ' N (tarkistal). O
MAARITELMA. Ryhmé&é (G/N,-) sanotaan G:n tekijiryhmdksi N:n suhteen.

Huomaa, ettd #(G/N) =[G : N].
Jos G on Abelin ryhmé ja H < G, niin H < G ja tekijaryhmé G/H on Abelin ryhmé,
silla aH-bH = abH = baH =bH-aH V a,be€ G.

ESIMERKKI 3. Muodostetaan tekijaryhméa Z3%,/ H (kertotaulu), missi H = (4).

ESIMERKKI 4. Ryhméan R* tekijaryhmé aliryhmén H = (—1) = {+1, —1} suhteen on
R*/H={aH | acR*} ={aH | a€Ry};  aH-bH = abH.
Téssd aH = {+a, —a}.

ESIMERKKI 5. Ryhmén Z tekijaryhmaé aliryhmén (m) = mZ suhteen (m > 1) on
Z/mL={k+mZ | keZ}={k+mZ | k=0,1,...,m—1},
laskutoimituksena (k + mZ) + (h + mZ) = (k + h) + mZ. Toisin merkittyné:
Z/mZ=1{0,1,...,m—1}; k+h=Fk+h.

Kyseessi on siis vanha tuttu, nimittiin jdédnnosluokkaryhméd mod m : Z/mZ = Z,,.
(Voitkin ajatella yleisen tekijaryhmén késitettd jaddnnosluokkaryhmén mod m késit-
teen yleistyksené.)

MAARITELMA. Joukossa A madritelty laskutoimitus ja ekvivalenssi ~ ovat yhteenso-
pivia, josa ~a’', b~V = ab~a'l.

Harjoitustehtavia

1. Olkoon H = (618). Muodosta kaikki H:n sivuluokat Zig:ssa ja tee yhteenlaskutaulu
ryhmaélle (Z1g/H, +).

2. Olkoot (G1,-) ja (Ga,-) ryhmid. Osoita, ettd G1 X {lg,} on ryhmén G = G; x Gy
aliryhmé&. Onko se normaali aliryhma?
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3. Olkoot H ja K ryhmén G normaaleja aliryhmiéd. Osoita, ettd myos H N K on G:n
normaali aliryhma.
4. Maéritd ryhmén (Z4, +) aliryhmét ja vastaavat tekijaryhmaét.

5. Koska R on Abelin ryhmé, sen aliryhmé Z on normaali ja tekijairyhmé R/Z on siis
madritelty. Perustele, miksi tekijaryhman alkiot voidaan lausua muodossa g+7Z, missa
g €R, 0<g< 1. Lausu téssi muodossa alkiot (5 +Z)+ (2 +Z) ja —(3 +Z). Miki
on alkion % + Z kertaluku?

6. Olkoon G ryhma ja E G:n laskutoimituksen kanssa yhteensopiva G:n ekvivalenssire-
laatio. Nayta, ettd G:n ykkosalkion ekvivalenssiluokka on G:n normaali aliryhma ja
G:n ositus taméan aliryhman sivuluokkiin vastaa ekvivalenssia FE.

7. Maarita tehtavan I11.2.15 ryhman sykliset aliryhmat, jotka ovat normaaleja.
8. Todista, ettd (3)/(12) on isomorfinen Z4:n kanssa, missi (3) < Z ja (12) < Z.

9. Olkoon H ryhmén G normaali aliryhmé, jonka indeksi on k. Todista, etta
a® € H Va € G. (Ohje: Ajattele tekijaryhmia.)

10. Miké on ryhmén Zgo/(15) kertaluku?

IV.2 Ryhmien homomorfialause

Lause 3. Olkoon f : G — G’ ryhmahomomorfismi.
(i) Jos N QG@G, niin f(N) < f(G).
(i) Jos N' 9 G, niin f~1(N') < G.
(Vertaa tdtd lauseeseen I11.8, jossa <:n tilalla on <. Huomaa toinenkin ero!)
Todistus. (i) Lauseen II1.8 nojalla f(N) on ryhmé, siis f(N) < f(G). On siis vain
niytettivi, ettd byb=t € f(N) V be f(G), y € f(N).
Voidaan kirjoittaa b = f(a), y = f(z), missd a € G ja x € N. Silloin
byb~" = f(a)f(z)f(a™") = f(aza™").
Koska G:n aliryhmé N on normaali, niin aza™ € N. Titen f(aza™1) € f(N).
(ii) Témén todistus on samanlainen (mieti). O

Kun valitaan erityisesti N’ = {1}, saadaan tulos: Ryhmdhomomorfismin f : G — G’
ydin Ker(f) on G:n normaali aliryhmd.

Seuraavan lauseen mukaan jokainen homomorfismi antaa tietyn isomorfian, siksi tata
lausetta sanotaan myos ryhmien isomorfialauseeksi. Taméa on ryhméteorian peruslauseital
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Lause 4 (Homomorfialause). Jos f : G — G’ on ryhmahomomorfismi, niin
G/ Ker(f) ~ Im(f).
Tarkemmin: homomorfismi f indusoi isomorfismin

F:G/Ker(f) — Im(f), F(a-Ker(f)) = f(a).

Todistus. Merkitddn K = Ker(f) ja tarkastellaan kuvausta F. Osoitetaan ensiksi,
etta F' on hyvinmaaritelty. Jos a K = bK, niin a € DK, siis a = bk, missa k € K. Nyt

FaK) = f(a) = f(bk) = f(0)f(k) = f(b)-1 = [f(b) = F(bK),

mika todistaa vaitteen.

On naytettava, etta F' on isomorfismi.
Homomorfisuus: Kun aK,bK € G/K, niin

F(aK-bK) = F(abK) = f(ab) = f(a)f(b) = F(aK)F(bK).
Injektiivisyys: Jos F'(aK) = 1, niin f(a) = 1 jasiis a € K. Silloin aK = K = ryhmén
G/K ykkosalkio. Tama todistaa F:n injektioksi (lause I11.9).
Surjektiivisuus seuraa suoraan kuvauksen F maaritelmasta. [
HuomauTus 1. Jos N < G, kuvausta
7m:G— G/N, m(a) = aN,

sanotaan (kanoniseksi) projektioksi tai surjektioksi ryhméltd G tekijaryhmiélle G/N. Se
on triviaalisti surjektiivinen ja lisiksi homomorfismi (tarkista).
Jos kyseessd on homomorfialauseen tilanne ja N:ksi valitaan ryhmé K = Ker(f),

nidhdéén ettd f(a) = F(aK) = F(n(a)) Y a € G.

f Nain ollen
< /
G m(f) < G f=Fom.
\ . Tama ilmaistaan myos sanomalla, etta viereinen kaa-
G/ Ker(f) vio kommutoi (alkioiden kuvautuminen ei riipu ”rei-
tistd”). Merkinté ~ tarkoittaa, ettd F' on isomorfis-
mi.

HuomauTus 2. Lauseen 4 nojalla ryhmén G jokainen homomorfinen kuva f(G) =
Im(f) on isomorfinen G:n jonkin tekijairyhmén G/ Ker(f) kanssa. Kééntéden jokainen G:n
tekijiryhmé G/N on isomorfinen (vieldpéd identtinen) G:n jonkin homomorfisen kuvan
kanssa; edellisen huomautuksen mukaan ndet G/N = Im(n), misséd 7 on projektio G —
G/N.

Edellisesta seuraa, ettd kaikki G:n homomorfiset kuvat voidaan 16ytda pelkdn G:n
avulla, etsimélla kaikki G:n tekijaryhmat. Voidaan siis lahted G:n homomorfismeista f,
jolloin aina Ker(f) on G:n normaali aliryhma4 ja tekijairyhméa G/ Ker(f) on isomorfinen ku-
van Im(f) kanssa; tai voidaan ldhted G:n normaaleista aliryhmistd N ja kdyttda kanonista
projektiota 7 : G — G/N.
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ESIMERKKI 1. Tutkitaan homomorfismin f : Z — Z,,, f(a) = @, indusoimaa
isomorfismia (m > 1). Saadaanko tésta tulos Z/(m) ~ Z,,"?

ESIMERKKI 2. Homomorfismin f: R* - R, f(z)= |z|, indusoima isomorfismi on
F:R*/{£1} — R4, F(z{£l})=2 V z>0.

Huomaa, ettd x{£1} = {£x}. (Vrt. pykéldan IV.1 esimerkki 4.)

ESIMERKKI 3. Homomorfismi f : GL,(R) - R*, f(A) = det(A), antaa isomorfian

GL,(R)/SL,(R) ~ R* (ks. pykélédn IV.1 esimerkki 2).

ESIMERKKI 4. Triviaali homomorfismi f : G — G, f(a) = 1, seké identtinen kuvaus
(homomorfismi) idg antavat vastaavasti isomorfiat

G/G~{1}, G/{1}~G.

Mieti mitka ovat kyseiset isomorfismit.

Soveltamalla homomorfialausetta erilaisiin homomorfismeihin saadaan joukko yleisia
1somorfialauseita. Seuraavassa naista esimerkkina yksi.
Jos H < G ja K < @G, niin joukko

HK ={hk | he H k€ K}

on G:n aliryhmé (tarkista aliryhmékriteerilld; huomaa myds, ettd tdmé on joukon H U K
generoima G:n aliryhmé). Oletuksesta seuraa, ettd K on myos H K:n normaali aliryhmaé.
Kuvaus
f+H— HK/K, fla) =aK,
on homomorfismi, ja Ker(f) = H N K, Im(f) = HK/K (varmistu néista itse). Téten
G
‘ H/(HNK)~ HK/K.

Viereisen kaavion avulla on helppo ymmaértaa, miksi ta-

HK
H / \ K ta isomorfialausetta sanotaan suunnikassddnnoksi.

HNK
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Harjoitustehtavia

1. Maarita kokonaislukujen ryhmaéan kaikki
a) homomorfismit itseensi,
b) automorfismit.

2. Osoita, ettd tekijairyhma (5Z/20Z,+) on isomorfinen ryhmén (Z4, +) kanssa.

3. Néyté, ettd joukko H := {f € Sy | f(4) = 4} on S3mn kanssa isomorfinen Sym
aliryhma, jonka sivuluokat g o H ovat

Xy ={feSi|f@) =k} (k=1, 2, 3, 4).
4. Nayta, ettei ryhmé Zg ole isomorfinen symmetrisen ryhman S3 kanssa.

5. Néyté, ettd ryhmén (C*,-) eli (C\ {0},-) aliryhmd T := {z € C | [z] = 1} on
isomorfinen ryhmin (R, +) tekijiryhmén R/Z kanssa. (Ohje: [z|> = zz. Kiyti
homomorfialausetta ja Eulerin kaavaa e*™ = cost + i(sint), t € R.)

6. Olkoon G = R® = {f|f : R — R} ja G = {f € G| f integroituva}. Osoita, etti
G ja G ovat ryhmié yhteenlaskun suhteen ja ettd kuvaus f — [ f on homomorfismi
G — G, kun oletetaan, etti integroimisvakio on 0. Miké on timén kuvauksen ydin?
Onko kuvaus homomorfismi, jos oletetaan, ettd integroimisvakio on 17

7. Montako homomorfismia on ryhméltd (Zsg, +) ryhméén (Zg, +)? Montako néistd on
surjektioita?

IV.3 Sykliset ryhmat

Muista, ettd ryhmaéd G sanotaan sykliseksi, jos se on yhden alkionsa generoima:
G = (a)

Sykliset ryhmat muodostavat yksinkertaisimman luokan kaikkien ryhmien joukossa. Téssé
pykalassa maaritetaan mm. syklisten ryhmien kaikki aliryhmat.
Kertalukua n olevasta syklisesta ryhmasta kaytetadn merkintaa C, :

Cn=(c)={l,c,c%...,c"'}; =1
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(n=1,2,...). Vastaavasti déreton syklinen ryhmé& on
Cx = {c) = {...,0_2,0_1,1,0,02,...}.
Naita ryhmia kéasiteltdessa on usein hyodyllista muistaa, etta
Cy ~7Z/nZ, Co >~ 7,
isomorfismeina vastaavasti esim. ¢ — 1 ja ¢ — 1 (téssé siis oikeanpuoliset ryhmét ovat
additiivisia).
ESsIMERKKI 1. Yhtalon 2™ = 1 kompleksilukuratkaisut ovat luvut

e2mik/n _ cos(2mk/n) + i-sin(2wk/n) (k=0,1,...,n—1),

ns. n:nnet ykkosenjuuret. Kun merkitdin ¢, = e>™*/", nimi luvut voidaan kirjoittaa
muodossa (,*, missd k = 0,1,...,n — 1. Ne muodostavat ryhmén C* aliryhmén, joka on
syklinen ja kertalukua n, generaattorina esim. ¢, :

(Cn) = Ch.

Tissé on siis yksi ryhmén C,, multiplikatiivinen realisointi. (Esité luvut ¢,* kompleksita-
sossa. )

Lause 5. Adrettomén syklisen ryhmén Ca = (¢) aliryhmit ovat ryhmét
(™), n=20,1,2,...

Ne ovat keskenaan erisuuria.

Todistus. Ryhmalla C, on joka tapauksessa mainitut ryhmét (¢") aliryhmina.

Oletetaan, ettd H on Cuo:m aliryhmé. Jos H = {1}, niin H = (c°). Jos H # {1}, niin
H sisaltaa jonkin alkion ¢, missa n > 0. Valitaan pienin tallainen n. Osoitetaan, etta
H = (c").

Jos a € H, niin koska a € (¢), a on muotoa ¢, missi m € Z. Kirjoittamalla
m = kn + r, missa 0 < r < n, saadaan

¢’ =Mk = cm(c”)_k € H.

Luvun n minimaalisuuden nojalla r = 0. Téiten m = kn ja siis a = ¢™ = (c")* € (c").
Néin on saatu tulos H C (c¢"). Kéénteinen relaatio (¢") C H seuraa vilittOmaésti siité,
ettd ¢” € H. Yhdessa nama todistavat vaitteen.

Koska ¢" on ryhméén (¢™) kuuluva alin positiivinen ¢:n potenssi, ndhdéén etta

() =", n,n >0 — n=n'.

Tasta seuraa lauseen jalkimmainen vaite. [
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Asrettéméan syklisen ryhmén C kaikki aliryhmét # {1} ovat siis ~ Cae.

Ryhmaan Z sovellettuna edellinen lause ilmaisee, etta Z:n kaikki aliryhmat ovat ryh-
mat nZ (n = 0,1,...). Entd Z:n kaikki tekijairyhmét? Koska Z on Abelin ryhmé, sen
kaikki aliryhmét ovat normaaleja; Z:n tekijaryhmét ovat siis ryhmét Z/nZ. Pykéalan IV.1
esimerkin 5 nojalla tasta saadaan tulos: Ryhman Z kaikki tekijaryhmat ovat jaannosluok-
karyhmdat Z,, (n =1,2,...) sekd Z itse (n = 0).

Vastaava tulos patee tietysti myos yleisen syklisen ryhman C, tapauksessa.

Lause 6. Kertalukua n olevalla sykliselld ryhmélla C,, = (c) on jokaista n:n tekijda
m kohti tarkalleen yksi aliryhma, jonka kertaluku on m. Tama on

(cF) = {1,ck,02k,...,c(m_1)k} (k=n/m).
Ryhmalla C,, ei ole muita aliryhmia.

Todistus. Koska (cF)™ = ¢® = 1, lauseessa mainittu ryhmé on C,,:n kertalukua m
oleva aliryhma. On siis vain naytettava, ettd se on ainoa tallainen aliryhma.

Olkoon H < Cy,, #H = m. Jos m = 1, niin H = {1} = (1), kuten pitddkin. Olete-
taan, etta m > 1. Kuten lauseen 5 todistuksessa valitaan pienin positiivinen eksponentti
k, jolla ¢® € H. Samanlainen paittely antaa nytkin tuloksen H = (c*). Tiss# alkion c*
kertaluku = #H = m, joten km = n ja siis k = n/m.

Lauseen viimeinen vaite seuraa Lagrangen lauseesta. [

Lauseista 5 ja 6 seuraa: Syklisen ryhmdn kaikki aliryhmdt ovat syklisid.
Lauseesta 6 saadaan myo6s seuraus: Jos p on alkuluku, ryhmaélla C, ei ole muita
aliryhmia kuin triviaalit.

ESIMERKKI 2. Méaritetdan ryhmén C1o aliryhmét ja esitetddn ne diagrammana (ns.
Hassen kaavio).

Seuraava lause antaa yksinkertaisen kaavan aarellisen syklisen ryhman alkioiden ker-
taluvun laskemiseksi.

Lause 7. Jos ord(a) = n, niin ord(a™) = %
syt(n, m

Todistus. Merkitddn d = syt(n,m) ja n = nid, m = myd. On todistettava, ettd
ord(a™) = nq, toisin sanoen etti

(@) =1 = ny | r.

Koska ord(a) = n, niin ™ = 1 jos ja vain jos n | mr. T&mé on ekvivalentti ehdon
ny | myr kanssa. Koska syt(ny, mq) = 1, viite seuraa. [
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Téstd seuraa, ettd syklisen ryhmén C,, = (c) generaattoreita ovat tarkalleen ne ryh-
mén alkiot ¢, missa syt(n, m) = 1. Naiden lukuméaréd on ¢(n).

ESIMERKKI 3. Lasketaan ryhman Zg alkioiden kertaluvut.

ESIMERKKI 4. Jokainen alkulukukertalukua oleva ryhma on syklinen (ks. II1.5 seuraus
3).

Harjoitustehtavia

1. Luettele (Z;g,+):m aliryhméaén (3) kuuluvat alkiot.

2. Mitka ovat ryhmén (Zsg, +) aliryhmét? Laske my6s niiden kertaluvut ja anna virit-
tijit.
3. Etsi syklisten ryhmien Cg = (a), Cs = (b), Cyp = (c) kaikki virittajat.

274 /5

4. Misté alkioista muodostuu ryhmén C* aliryhméd H = (a, b), kun a = ¢ ja b=

e2™*/7? Tutki, onko H syklinen.

5. Laadi syklisen ryhman C5g kaikista aliryhmista Hassen kaavio. Valitse sellainen Csg:n
aliryhmé H, ettéd tekijaryhmé Cs0/H on kertalukua 3, ja laadi tdmén tekijairyhmén
kertotaulu.

6. Olkoot G ja H aarellisia ryhmié, joiden kertaluvut ovat erisuuria alkulukuja. Maarita
kaikki homomorfismit f : G — H. (Ohje: Ajattele ryhmia Ker(f) ja Im(f).)

7. Maarita kaikki ryhm&homomorfismit f : Zg — Zj5. (Ohje: Ryhmén (Z, +) aliryhmiét
tiedetaan syklisiksi. Maarita ensin kaikki homomorfismit g : Z — Zi5 ja ratkaise
sitten yhtdlot f o j = g, missd j on projektio Z — Zg.)

IV.4 Permutaatioryhmat

Pykalassa II1.1 tarkasteltiin esimerkkina n:n alkion symmetrista ryhmaa

Sn:{oz:Jn—>Jn } a bijektio },
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missé J,, = {1,2,...,n} ja bijektiota eli permutaatiota o merkittiin

o — 1 2 ... n
S \k1 ke oo k)

Téssé siis a(i) =k; (i=1,...,n).

Ryhman 5, aliryhmia sanotaan permutaatioryhmiksi.

Nyt permutaatioille otetaan kiyttoon mukavampi merkintatapa. Alkioiden aq, ..., a,
(jotka ovat kaikki erisuuria) permutaatiota, jossa

ay—ag, Qaxtr—>asz, ..., QGp_1+r> ap, Gp*+— aj,
sanotaan r-pituisekst sykliksi tai lyhyesti r-sykliksi ja merkitaan
(a1az...a;).

Jokainen permutaatio o € S, voidaan kirjoittaa sellaisten syklien tulona, joilla ei ole
yhteisia alkioita. Todistuksen idea on, etta kirjoitetaan ensin esim. alkiosta 1 lahtien sykli,
sitten jostain jaljelld olevasta alkiosta lahtien uusi sykli jne. Esim.

(13 )-mm (123408 -0m000

Voidaan osoittaa, etta tallainen permutaation sykliesitys eli syklimuoto on yksikasitteinen,
paitsi etta syklit voidaan kirjoittaa mihin jarjestykseen tahansa ja kukin sykli voidaan
aloittaa milld tahansa alkiollaan (mieti), esim.

(142)(36)(5) = (36)(214)(5).

Liséksi 1-syklit jatetdédn tulossa yleensa (identiteettikuvauksina) kirjoittamatta, siis esim.
(142)(36)(5) = (142)(36). Pane erityisesti merkille, ettd alkiovieraat syklit kommutoivat
keskenaan.

2-syklia sanotaan transpositiokss.

Huomaa permutaatioiden tulon (= yhdistetyn kuvauksen) muodostamisjirjestys:
esim.

(23)(12) = (132),  (12)(23) = (123).

ESIMERKKI 1. Kirjoitetaan Sy:n alkiot syklimuodossa. Etsitdan Sy:n aliryhma, joka
on Kleinin neliryhmé (ks. pykéldan I11.2 esimerkki 2).

Permutaation o € S,, sanotaan olevan tyyppid (r1,...,7m), jos sen syklien pituudet
ovat 11, ..., Ty. Siis esim. edellinen kuuden alkion permutaatio on tyyppia (1,2, 3). Luvut
T1,...,Tm (joiden jarjestykselld ei ole téssd valid) muodostavat luvun n osituksen, toisin
sanoen

r+--+r,=n
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Lause 8. Jos permutaatio a € S,, on tyyppié (r1,...,7y), niin

OI'd(O_/) = pY.j(Tlv s 7lrm)‘

Todistus. Kun k = 1,...,r — 1, permutaatio (aias...a,)" kuvaa alkion a; alkioksi
apy1. Téten (ajas...a,)* #idy, niilld k:n arvoilla. Koska (ajas . ..a,)" = (1), nihdiin
etta r-syklin kertaluku on = r.

Oletuksen mukaan o = aq -, missd «a;:t ovat alkiovieraita r;-sykleja. Koska
alkiovieraat syklit kommutoivat, niin a! = a;*- - - a,,!. Saadaan siis

l=(1) = o'=Q1)@G=1,....m) <<= rj|t(G=1,...,m).

Tasta seuraa vaite. [

HuomauTus 1. Ryhmén S,, kukin konjugaattiluokka (ks. pykéldn IV.1 huomautus)
muodostuu kaikista samaa tyyppia olevista permutaatioista. Tama ndhdaan kirjoittamalla

o = (alag...ap)(ap+1 ...Clq> (Cln),

S a a9 CLp Clp_|_1 CLq . Qp
by by ... by by ... by ... by

ja laskemalla naista, etta

Tar ™t = (bibg ... by)(bps1 ... bg) (... by).

ESIMERKKI 2. Naytetaan, ettd Hy = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} on Sy:n nor-
maali aliryhma.

Tarkastellaan n:n muuttujan z4, ..., x, polynomia
A= T](xi —xj) = (21 — 22) (21 — 23) -+ - (1 — T
1<J

Oletetaan, ettd o € S,,. Merkitddn «(A):lla polynomia, joka saadaan suorittamalla edel-
lisessd polynomissa A indeksien permutaatio «.

Siis esim. jos n = 3 ja a = (13), niin

a(A) = (3 —x2)(x3 — 21) (T2 — 1) = —A.
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Nahdéén, ettd joka tapauksessa a(A) = +A. Téssa esiintyviaéd etumerkkid sanotaan
permutaation a merkiksi ja merkitdan sign(«):lla; talléin

+A, jos « on parillinen,

a(A) = sign(a)A = { .

, jos « on pariton.

Josa €95, jap €S, nin

(1) sign(af3) = sign(a)sign(3),
silla
sign(af)A = (af)(A) = a(B(A)) = sign(a) sign(B)A.

Kuvaus sign : S,, — {£1} on siis homomorfismi.

ESIMERKKI 3. a) sign(a~!) = sign(a), koska

sign(a~ 1) sign(a) = sign(a'a) = sign(id) = 1.

b) sign(xax~1) = sign(x) sign(a) sign(* 1) = sign()? sign(a) = sign(c).

Lause 10. (i) Samaa tyyppid olevilla permutaatioilla on sama merkKki.

(i) Transpositiot ovat parittomia. Yleisemmin: r-syklin merkki on (—1)" .

Todistus. (i) Huomautuksen 1 nojalla permutaatiot € S,, ovat samaa tyyppié jos ja
vain jos ne ovat S,,:n konjugaattialkioita. Vaite seuraa nyt esimerkin 3 b-kohdasta.

(ii) Transpositio @ = (12) on pariton, koska a(A) = —A. Kaikki transpositiot ovat
nyt parittomia (i)-kohdan perusteella. Yleisempi véite saadaan kaavan (1) nojalla siité,
ettd r-sykli on aina (r — 1):n transposition tulo:

(arag...a,) = (ar1a,)(ara,—1) - - - (ara2). O

Koska,
(ab) = (1a)(1d)(1a),

edellisen todistuksen viimeinen kaava osoittaa, ettd jokainen sykli — ja siis jokainen per-
mutaatio — voidaan kirjoittaa transpositioiden (12), (13),..., (1n) tulona. Tuloksena on
siis, ettd transpositiot (12), (13),..., (1n) generoivat ryhmdn S,.

Vertaa ko. transpositioiden lukuméarad ryhmaéan S,, kertalukuun!
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Kaikkien n:n alkion parillisten permutaatioiden joukko
A, = {a €S, ‘ sign(a) = +1}

muodostaa S,:n aliryhmén (koska parillisten permutaatioiden tulo on parillinen; ajattele
aliryhméakriteerid). Sitd sanotaan n:n alkion alternoivaksi (alternating) ryhmdksi.
Voidaan osoittaa, ettd A; = S ja [S, : A,] =2 V n > 2. Erityisesti siis 4,, < .5,,.

ESIMERKKI 4. Méaritetadn ryhméan Ay alkiot.

Permutaatioryhmien merkitysta ryhméteoriassa valaisee Cayleyn lause: Jokainen dd-
rellinen ryhmd on isomorfinen jonkin permutaatioryhmdn kanssa.

Todistuksen periaate on yksinkertainen: Olkoot ryhman G alkiot zi,...,2,. Kun
x € G, kuvaus t, : ty(x;) = xz; on G:n permutaatio. Merkitddn zx; = x;; todetaan,
ettd indeksin ¢ kdydessd lapi joukon {1,2,...,n} my6s j kdy sen lapi. Télla tavoin ¢,
maéadrittelee permutaation a, € 5,,. Kuvaus

p:G— S, p(x) = ag,

on injektiivinen homomorfismi; siis G ~ Im(p) < 5,,. (Mieti yksityiskohdat.)

ESIMERKKI 5. Maaritetaan permutaatioryhma, jonka kanssa C's5 on isomorfinen.

Harjoitustehtavia

1. Mitka ovat seuraavien permutaatioiden kertaluvut?
a) (14), b) (147), c¢) (14762), d) (147)(62).

1 2 3 4 5 6)\. 1 2 3
2. Olkoona—(2 1 3 5 4 6)‘]&5_(6 1 2

A~

5 6
3 5). Laske

a)a~l, b)aB, o fa.
1 2 3 4 5 6 7 8 - . :
3. Olkoon o = (2 1 3 5 47 6 8 ) Esita « erillisten syklien tulona.

4. Todista kaava [S,, : 4,] = 2. (Kéytéd esim. homomorfialausetta).
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IV.5 Mita ryhméateoriassa seuraavaksi?

Tassa pykalassa esitellaan lyhyesti muutamia ideoita, joiden avulla edella kasitelty
ryhmien alkeisteoria johtaa useiden laajakantoisten probleemojen ratkaisuun.

Jos H < GG, ryhmén G ominaisuudet voidaan palauttaa ryhmiin H ja G/H (muista
ettd G/H on ryhmén G homomorfinen kuva). Tdmé& antaa aiheen mééritelméan: Ryhmaa
G sanotaan yksinkertaiseksi (simple), jos sen ainoat normaalit aliryhmét ovat {1} ja G.

ESIMERKKI 1. Syklinen ryhma C), on yksinkertainen, kun p on alkuluku.
Voidaan osoittaa, etta alternoiva ryhmé A,, on yksinkertainen, kun n > 5.

Jokainen darellinen ryhma G voidaan "rakentaa” yksinkertaisista ryhmista seuraavas-
sa mielessa: on olemassa sellainen jono normaaleja aliryhmia,

{1} <H, <H,<---<4H; <G,

ettd ryhmat G/Hy, Hy/Hy_1,..., Hy/Hy, Hy (~ Hy/{1}) ovat yksinkertaisia. Naita (te-
kijd)ryhmiéd sanotaan ryhmén G kompositiotekijoiksi; ne ovat isomorfiaa vaille yksikésit-
teiset.

Kaikkien (&arellisten) ryhmien luokittelemiseksi on siis valttaméatontad tuntea kaik-
ki (ddrelliset) yksinkertaiset ryhmét. Néiden etsiminen on tarjonnut ryhméteoreetikoille
monivaiheisen ”tutkimusmatkan”, joka saatiin paatokseen vasta vuonna 1981.

MAARITELMA. Aérellistd ryhm#d G sanotaan ratkeavaksi (solvable), jos sen kompo-
sitiotekijat ovat syklisia ryhmia, joiden kertaluku on alkuluku.

Helposti todetaan, etta ratkeavan ryhmaéan kaikki aliryhméat ovat ratkeavia.

ESIMERKKI 2. Symmetrisen ryhman S, ratkeavuus:

e n=1,n=2: S ~Cp, 8 ~CCy; siis Sy ja Sy ovat ratkeavia.

e n=3: {(1)} < A3 <S35, missd S3/A3 ~ Cs ja Az ~ Cj; siis S3 on ratkeava.

e n=4: {(1)}<{(1),(12)(34)} < Hy < Ay < Sy (ks. IV.4, esimerkki 2), joten
S4:n kompositiotekijat ovat Cy, C3, Cy, Cs; tiaten Sy on ratkeava.

e n>5: {(1)} @A, <5,, missi S,/A, on yksinkertainen (~ C3), samoin
A,, (esimerkki 1). Kyseessa siis ovat S,:n kompositiotekijat. Koska #A,, ei ole alkuluku,
ryhmé S, ei ole ratkeava (n > 5).

Jokaiseen yhtaloon
p(z) =0,

missé p(x) on n:nnen asteen polynomi, voidaan liittaa tietty (yht&lon juurien madradama)
permutaatioryhmé G, < 5, joka tiyttda seuraavan ehdon: yhtilé p(z) = 0 on ratkeava
jos ja vain jos ryhma G, on ratkeava. Yhtalon ratkeavuus tarkoittaa tassa, ettd sen juuret
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saadaan polynomin kertoimista rationaalisilla laskutoimituksilla ja juurenotoilla (ajattele
toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa).

Kutakin n:n arvoa kohti voidaan muodostaa sellainen polynomi p(z), johon liittyva
ryhmé G), on koko S,. Néhdain siis, ettd on olemassa n:nnen asteen yhtalon yleinen
ratkaisukaava jos ja vain jos ryhma S, on ratkeava. Edellinen esimerkki osoittaa, etta
nain on silloin ja vain silloin, kun n < 5.

Tamén tuloksen saavuttivat Abel ja Galois 1800-luvun alkupuolella. Se ratkaisi ma-
temaatikkoja satoja vuosia askarruttaneen kysymyksen ja merkitsi samalla ryhméateorian
alkua.

Cayleyn lauseen todistuksessa (edellinen pykald) liitettiin ryhmén G = {x1, z2, ..., z,}
kuhunkin alkioon x joukon {1,2,...,n} permutaatio a,,. Olkoon V n-ulotteinen (komplek-
sikertoiminen) vektoriavaruus ja olkoon {Bjy,..., B,} sen kiinnitetty kanta. Kun sovelle-
taan permutaatiota «, kantavektoreihin, saadaan sdannollinen lineaarikuvaus V. — V.
Tata puolestaan vastaa sadnnollinen n X n-matriisi A,. N&ain muodostuu kuvaus

G—>GLn(C), T Ay,

joka on ryhmahomomorfismi. Tata kuvausta — tai G:n homomorfisena kuvana nain saatua
matriisiryhméé — sanotaan ryhmén G sddnnélliseksi esitykseksi. Matriisiryhmén G L, (C)
asemesta voidaan yhtéa hyvin tarkastella sen kanssa isomorfista kuvausryhmag

GL(V)={t:V —V ’ ¢ on saénnollinen lineaarikuvaus } .
Yleisesti mita tahansa ryhmahomomorfismia
G — GL,(C) tai G — GL(V)

sanotaan ryhmén G esitykseksi (representation). Esitysten avulla ryhmid voidaan tut-
kia matriisien tai lineaarikuvausten teoriaa kayttden. Tama ns. ryhmien esitysteoria on
osoittautunut hyvin hyodylliseksi seka itse ryhméateoriassa etta sen sovelluksissa.

ESIMERKKI 3. Madritetdan syklisen ryhmén C5 sdédnnéllinen (matriisi)esitys.

IV.6 Nelion symmetriaryhma eli diedriryhma D,

Tassa pykalassa havainnollistetaan luvuissa 111 ja IV esitettya teoriaa tutkimalla tar-
kemmin diedriryhméi Dy. Tarkastellaan siis neliotéd 00 tason pistejoukkona seki niité
tason kiertoja ja peilauksia, jotka kuvaavat nelion itselleen. (Katso myos liitteet Symmet-
riaryhmét ja Matematiikan monet kasvot.)
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1. Kierrot

Neli6 (tason pistejoukkona) kuvautuu itselleen seuraavissa kierroissa: kulman « kier-
to nelion keskipisteen ympéri, missié a = 0, 5, T, 37” Merkitaan naita kiertoja I =
Ry (identtinen kuvaus), Rgg, Rigo, R270. Merkitsemalld karkid 1, 2, 3, 4 saadaan yh-
1 2 3 4
4 1 2 3

kuitenkin havaintoon perustuvaa geometrista tarkastelua:

teys neljan alkion permutaatioihin: esim. Rgg = ) € S4. Tassa kaytetdaan

4 3 4 3 4 3 3 2
I, fiog
2 2 2 4
4 3 2 4 3 4
Rigg Rarg
1 2 3 4 1 2 2 3

Laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen, esim. (Rjgg, Rgo) — Riso © Rgo =
Ro79. Talloin on muistettava, ettd A o B tarkoittaa yhdistettyd kuvausta, jossa ensin
tehdaddn B, sitten A. Taméa on tunnetusti assosiatiivinen, neutraalialkio on identtinen
kuvaus I, kuvauksilla I, Rgg, Riso, Re27o on kddnteisalkiot (esim. R2_710 = Ry, koska
Ra70 0 Rgg = Rgo © Razg = I). Siis ({I, Roo, R1s0, R270},0) on ryhmé. Tarkista oheinen
kertotaulu ja totea, ettd siitd ndkyy myo6s ryhmén kommutatiivisuus (taulukko on sym-
metrinen lavistdjin suhteen). Kertotaulumerkinté on pykalassa II1.2 esitetyn mukainen.

‘ h g o I Ry Ri1s0 Ra7o

h hog I I Ry Riso Ra7o
g goh Ryo Ryo Rys0 Ra7o I

Riso Riso Ra7o I Ryo

Ra7o Ra7o I Ryo Rys0

2. Peilaukset

Neliolla on tédsmélleen neljd symmetria-akselia (ks. kuva) ja se kuvautuu itselleen
peilauksissa niiden suhteen: H on peilaus vaaka-akselin suhteen, V' peilaus pystyakselin
suhteen, D peilaus kirkien 1 ja 3 kautta kulkevan lavistdjan suhteen ja D’ peilaus karkien
2 ja 4 kautta kulkevan lavistajan suhteen.
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4 3 1 2 4 | 3 3 4
I
d_o___L_H | v,
I
] 2 4 3 ] 2 2 ]
4 3/ 2 3 V! 3 4
/| N\
/ AN ’
v D N D
/ AN
/ AN
/
/1 2 ] 4 ] N 3 2

Esimerkiksi ({I, H}, o) muodostaa ryhmén, jonka kertotaulu on

o ‘ I H
I I H
H H I

Vertaa tatd ryhméén (Zso, +). Muodostaako ({I, H, D}, o) ryhmé&n?

Yhdistdmaélla em. peilauksia saadaan esim. HoV = Rjg (tarkista seuraamalla, miten
karkipisteet kuvautuvat — montako karkipistetta riittda?). Peilaukset eivat siis muodosta
ryhméé, mutta ({I, Roo, R1s0, Ro70, H,V, D, D'}, 0) on ryhméi, nelion symmetriaryhmd eli
diedriryhma D, ja sille saadaan kertotaulu:

o I Ryo R0 Ras7o H Vv D D’
I I Rgo Ris0 Ras7o H Vv D D’
Ry Ry Riso Ra7o I D D’ Vv H
Rigo Ris0 Ra7o I Ryo %4 H D’ D
Ro7o Ro7o I Ry Ri13g0 D' D H 1%
H H D' 4 D I Riso  Raro Ryo
1% 1% D H D’ Riso I Ry Raro
D D H D' V Ry Raro 1 Rigo
D' D’ 4 D H Ra7o Ryo Rys0 I

Tamé ryhmaé ei ole kommutatiivinen (esim. H o Ro7g = D, Ro7g0 H = D’). Kuvauksia I,
Rogg, Rigo, Raro, H, V, D1, D' sanotaan nelion symmetrioiksi.

Nelion kiertojen ryhma G = ({I, Roo, Ris0, R270},0) on Dy aliryhmé, esim. siksi
ettd G todettiin edelld ryhméksi ja G C Dy.

3. D4:n aliryhmat

a) Tutkitaan ensin nelion kiertojen muodostamaa aliryhméé G. Vertaamalla allaolevia

taulukoita todetaan, ettd (Z4, +) on isomorfinen ryhmén (G, o) kanssa:
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+ 0 1 2 3 o I Ry Riso Ro7o
0 0 1 2 3 I I Ry Riso Ra7o
1 1 2 3 0 Roo Ry Riso Ro7o I

2 2 3 0 1 Riso Riso Ra7o I Ry
3 3 0 1 2 Ra7o Raro I Ry Riso

Kuvaus f: 0+~ I, 1 — Rgg, 2 — Rigo, 3 — Ra79 on bijektio Z4 — G ja ryhmaého-
momorfismi, koska kaikilla a, b € Z4 on f(a+b) = f(a) o f(b). Huomaa my6s kaavan
f(x™Y) = f(z)~! tulkinta (tdssi f(—z) = f(z)7!), esim. —3 =1 (koska 3+ 1 =0) ja
F(=3) = f(1) = Roo = Ry = f(3) .

G on esimerkki syklisestd ryhmésta, esim. Ro7g virittda sen: kayttamalla tavallis-
ta merkintid R3., = Ra7o © Rovg saadaan R3,, = Rigo; R3.9 = Roo, Riqzo = 1.
MyéS Rgo virittaa ryhméin G : (R90)2 == ngo, (Rgo)g == R270,(R90>4 = 1. Huo-
maa myos geometria: Rarzg on kulman —7 kierto ja Rgg on kulman 7 kierto, siis
Ra70 on kierto negatiiviseen suuntaan ("myo6tépéaivaan”), Rgg positiiviseen suuntaan
(" vastapaivaan”).

Dy:n aliryhmat. Etsitdan kaikki Dy aliryhmat kayttamattd apuna geometriaa.
Helpointa on aloittaa tutkimalla, mitka ovat D4 sykliset aliryhmaét, ts. tyyppia
{a™ | n € Z} olevat aliryhméit. Joka tapauksessa ryhmélld on yhden alkion syklinen
aliryhmé {I}. Kahden alkion sykliset D4:n aliryhmét saadaan ottamalla identtisen ku-
vauksen liséksi jokin peilaus tai kierto m:11a (tapaukset, joissa kuvauksen kertaluku on
2 eli kuvaus on oma kaanteiskuvauksensa): {I, D}, {I, D'}, {I, Riso}, {I,H}, {I,V}.
(Totea tdmé kertotaulusta ja vertaa sitd luvun I11.1 harjoitustehtdvaén 6.) Kolmen al-
kion syklisia aliryhmié ei tassa tapauksessa ole, mutta G on neljan alkion syklinen ali-
ryhmé. Muita syklisié aliryhmié ei ole. (Kayttamalla hyvéksi tietoa #D4 = 8 = 2-2-2
saataisiin suoraan tulos, ettd Dj:lla voi olla vain aliryhmia, joissa on 1, 2, 4 tai 8 al-
kiota.)

Kokeilemalla tutkitaan, mitka ovat D4:n aliryhmaét, jotka eivat ole syklisia mutta jotka
saadaan kahden alkion virittdmind. Olkoon S alkioiden a ja b virittdma. Silloin on
oltava a™, b™ € S ja a'b’ € S aina kun n,i,j € Z, ja toisaalta niisté alkioista saadaan
téssd tapauksessa aliryhmé. Aliryhmén {I, D, D’ Rigp} virittdjat ovat D, D’ tai
D, Rigo tai D', Rygo. Aliryhmén {I, H,V, Rygo} virittajat ovat Rigg, H tai H, V
tai Rigo, V. Ryhmén D, virittajat ovat Ro7g, H tai D, H tai D', H.
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Dy

{I,D,D’, Riso} {1, Roo, Ris0, Ra70} {I,H,V, Riso}

N |

{1,D} {1,D'y  {I,Ris0} {I,H} {L,V}

A

{1}

Dy :n aliryhmat jarjestettyindg sisaltymisrelaation suhteen, eli ryhman Dy Hassen kaavio.

Tarkastellaan viela lahemmin vaitetta, etta Dy:n virittavat Reyg ja H:
R970 = I, Rozo = Roro, R379 = Riso, Rizg = Reo, H = H,
Rosoo H=D', Rago H=V, R3.;0 H =D,
Ry;o=1, H* =1I.
Kaikki ryhman D, alkiot voidaan esittaa yksikasitteisesti muodossa
R} H', §=0,1,2,3, i=0,1.
Tamén varmistamiseksi on huomattava, etta
HoRon=RinoH, Ryg=1 H*=1I
(ns. relaatiot). Esim.
VoD = (R0 H)o (Rargo H) = Rizg o (H o Ragg) o H
= R3,,0Ry00 HoH = Roypgo H* = Ryyg 0 I = Rorg

4. Sivuluokat

Maaritetaan suoraan laskemalla, nojautumatta yleiseen teoriaan, mitka ovat aliryh-
mén S = {I, H} vasemmanpuoleiset sivuluokat. Namé& ovat siis tyyppid z o S, x € Dy:
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ITo{l,H}={I,H},
Rigoo{l,H} = {Rigo oI, Rigo o H} = {Ris0, V'},
Rozo 0 {I,H} = {Ra70, Roro 0 H} = {Ra70, D'},
Rog o {I,H} = {Rgp, Roo ©c H} = {Rgo, D},
Ho{l,H}={H,I}, Vo{l,H} ={V,Riso},
Do{l,H}={D,Rgo}, D'o{I,H} ={D’, Raro}.
Siis S:n vasemmanpuoleiset sivuluokat ovat {I, H}, {R1s0,V'}, {R270, D'} ja {Rgo, D}. S
ei ole normaali, koska esim. Ro7g o {I,H} = {Ra70, D'} ja {I,H} o Rorg = {Ra70,H ©

Roro} = {Ra7o, D}.
Lopuksi todetaan, etta on saatu ryhman D, ositus neljaan sivuluokkaan, joissa kus-
sakin on kaksi alkiota. Koska 2 -4 = 8, néin pitadkin olla. (Mink4 lauseen perusteella?)

5. D4:n keskus

Maééritetddn joukko N = {x € Dy ‘ xoy=yox Yy& Dy}. Kertotaulusta ndhdaén,
ettd N = {I,Rig0}. N on normaali aliryhmé, koska yo N = N oy, Yy € Dy. Nyt

sivuluokat ovat
IoN =RigooN ={I,Ris0},

Raro0 N = Rgg o N = {Ra70, Rgo},
HoN=VoN={H,V},
DoN=D'oN={D,D'}
ja esim. R270 o {I, ngo} = {R270, Rgo} == {I, ngo} o R270. Koska {I, ngo} on normaali
aliryhma, voidaan muodostaa tekijaryhma
Dy/N = {{Ra70, Roo}, {H,V},{D, D'}, {I, Riso}}
Laskutoimitus on (zo N)o(yoN) = (zoy)oN.

(Esim. {Ra70, Roo}o{H,V} = (RarpoN)o(HoN) = (RarpoH)oN =D'oN ={D,D'}.)
Projektio w : Dy — D4/N on homomorfismi, 7(z) =z o N, Ker(m)= N.

6. Ornamentit

Saannollisten geometristen kuvioiden symmetriaryhmia kéytetdan mm. ornamentti-
koristelussa.
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: PX DXL PR | DX A
| | i DEd | P | DLY

Peilaamalla nelion sivujen suhteen (peilausakselit merkitty pilkkuviivoilla), saadaan taso
peitetyksi yllaolevalla tavalla nelionkuvilla. Huomaa, etta yhdistamalla peilaukset vaaka-
ja pystyakselin suhteen saadaan kulman 7 suuruinen kierto nelion kérjen ympéri (edella
HOV:VOH:ngo).

7. D, ja C,

D,, on saannollisen n-kulmion symmetriaryhma, kun n > 3. Ryhmalla D,, on syklinen
aliryhmé C,,, jonka virittaa kierto R kulman 27 /n verran n-kulmion keskipisteen ympé-
ri; siis R™ = I. Lisaksi ryhmaan D,, kuuluvat peilaukset n-kulmion symmetria-akselien
suhteen.

n=3 n

Jos merkitaan peilausta jonkin symmetria-akselin suhteen H:lla, niin ryhmaéassa D,
ovat voimassa relaatiot H2 = I, R™ = I ja kuvaukset H ja R virittivit ryhméin D,,.
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Harjoitustehtavia

. Olkoon G ympyran symmetriaryhma. Osoita, etta jokaista positiivista kokonaislukua
n kohti on G:n alkio, jonka kertaluku on n. Etsi jokin G:n alkio, jonka kertaluku on
aareton.

. Mita kuvauksia kuuluu ryhméaan Dg? Milla n:n arvoilla C,, < Dg?



96 V.1 Rengas

V. RENGAS JA KOKONAISALUE

V.1 Rengas

Ryhma kuuluu algebrallisiin systeemeihin, joissa on maaritelty yksi laskutoimitus.
Seuraavassa maéritellddn kahden laskutoimituksen systeemi, rengas, josta tyypillinen esi-
merkki on kokonaislukujen joukko Z varustettuna yhteen- ja kertolaskulla. My0s yleisessa
maaritelméssa on tapana kayttaad ko. laskutoimituksille yhteen- ja kertolaskumerkintaa.

MAARITELMA. Kolmikkoa (R, +,-) sanotaan renkaaksi, jos se tayttaéa ehdot

R1. (R,+) on Abelin ryhmé (ns. renkaan additiivinen ryhmd);

R2. kertolasku - on joukossa R maaritelty laskutoimitus;

R3. a(bc) = (ab)e YV a,b,c € R (tulon assosiatiivisuus);

R4. joukossa R on sellainen alkio 1 (renkaan ykkdsalkio), ettd a-1 =1-a=a V a € R;
R5. a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+bc V a,b,ce R (distributitvisuus).

Rengas R on siis joukko, jossa on annettu kaksi laskutoimitusta, jotka toteuttavat
yllamainitut ehdot.

Jos kertolasku lisaksi on kommutatiivinen, ts. ab = ba V a,b € R, sanotaan ettda R
on kommutatitvinen rengas.

Postulaatit R2, R3 ja R4 yhdessi ilmaisevat, ettd (R,-) on monoidi (ks. huomautus
III.1:n lopussa). Joskus renkaan méaaritelmésté jatetdan postulaatti R4 pois, ts. (R, -):sta
vaaditaan vain, ettd se on puoliryhméa. Talloin ylla maariteltya rengasta sanotaan ykkos-
alkiolla varustetukss.

Renkaan ykkosalkio 1 on valttamatta yksikasitteinen. Tama seuraa postulaatista R4
samalla tavoin kuin ryhmilla.

Postulaatti R1 tuottaa renkaaseen nolla-alkion 0 ja alkioiden a vasta-alkiot —a. Lisaksi
R1:sta seuraa, etta renkaan yhteenlasku on assosiatiivinen ja kommutatiivinen.

ESIMERKKI 1 (LUKURENKAAT). Esim. Z, Q, R, C ovat renkaita tavallisen yhteen- ja
kertolaskun suhteen, ykkosalkiona luku 1. Sensijaan esimerkiksi 2Z ei ole rengas.

My®és esim. joukko Z[i] = { a+ b } a,be Z} on rengas lukujen yhteen- ja kertolaskun
suhteen (ns. Gaussin kokonaisluvut).

Lukurenkaat ovat kommutatiivisia.

ESIMERKKI 2 (MATRIISIRENKAAT). Tyyppié n X n olevien reaalialkioisten matriisien
joukko M,,(R) muodostaa renkaan matriisien yhteen- ja kertolaskun suhteen, ykkosalkio-
na identiteettimatriisi I,,. Muita matriisirenkaita ovat esim. M, (Z), M,(Q), M, (C)
(tarkista, ettd ndmé joukot ovat suljettuja kyseisten laskutoimitusten suhteen).
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Mainitut matriisirenkaat ovat epakommutatiivisia, kun n > 1.

ESIMERKKI 3 (FUNKTIORENKAAT). Funktiojoukko
Cla,b]={ f:[a,b] — R | f jatkuva }
on rengas funktioiden ”pisteittaisen” yhteen- ja kertolaskun suhteen:

(f+9)() = flx)+g(x),  (f9)(x)=fz)g(x) V z€la,b].

Ykkosalkiona on funktio f(z) =1 V z € [a,b]. (Muista, ettd C[a, b] on my0ds vektoriava-
ruus. Siitd seuraa, ettd (Cla,b], +) on Abelin ryhmé; vrt. III.1:n esimerkki 2.)

Rengas Cla, b] on kommutatiivinen. Maaritelmé voidaan yleistad korvaamalla R mieli-
valtaisella renkaalla R, jolloin kommutatiivisuus riippuu renkaan R kommutatiivisuudesta.

ESIMERKKI 4 (JAANNOSLUOKKARENKAAT). Jéd&nnosluokkien mod m joukko Z,,
muodostaa renkaan jiinnosluokkien yhteen- ja kertolaskun suhteen, ykkosalkiona 1.

Z,, on aarellinen kommutatiivinen rengas. Siitd kdytetadn nimitysta jadnndsluokka-
rengas modulo m. (Jaannosluokkarengas-termi otetaan myohemmin kéyttoon yleisemmés-
sé merkityksessé.)

ESIMERKKI 5 (BOOLEN RENKAAT). Annetun joukon S kaikkien osajoukkojen parvi
P(S) muodostaa renkaan, jossa yhteenlaskuna on joukkojen symmetrinen erotus

AAB=(A~B)U(B~ A)

ja kertolaskuna joukkojen leikkaus A N B. Nolla-alkiona on ), ykkosalkiona S. (Kéay ldpi
postulaatit.)

ESIMERKKI 6 (ENDOMORFISMIRENKAAT). Olkoon (G, +) jokin Abelin ryhmé. Jouk-
ko
End(G)={f:G—G ‘ f on ryhméhomomorfismi }

muodostaa renkaan kuvausten (pisteittiisen) summan ja kuvaustulon suhteen:

(f+9)(a) = fla)+g(a),  (feog)la)=flg(a)) Vacd.

Ykkosalkiona on identiteettikuvaus idg. Postulaattien tarkistaminen on hyva harjoitus-
tehtava!

Ryhméahomomorfismia G — G sanotaan ryhman G endomorfismiksi. Tésta johtuu
renkaan End(G) merkintd ja nimitys endomorfismirengas. T&m& rengas ei yleensé ole
kommutatiivinen.

Yhden alkion joukko R = {a} muodostaa triviaalisti renkaan, kun méaritelldén a+a =
a ja aa = a. Koska a on silloin R:n nolla-alkio, tata rengasta sanotaan myos nollarenkaaksi.

Vastedes oletetaan (ellei toisin mainita), ettei rengas R ole nollarengas.
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MAARITELMA. Renkaan R alkiota u sanotaan renkaan yksikdksi (unit), jos w:lla on
kiinteisalkio ! renkaassa R, ts. jos 3 u ' € R: wu™! =u"tu = 1.
Renkaan kaikkien yksikoiden joukosta kaytetdan merkintaa R*.

Lause 1. (R*,-) on ryhma (renkaan R yksikkoryhmd).

Todistus. R* # (), koska 1 on yksikko (kéaénteisalkiona 1). Joukko R* on suljettu

kertolaskun suhteen, koska kahden yksikén v ja v tulolla uv on ké#nteisalkio v—tu =1,

Tulo on assosiatiivinen koko R:ssa, siis myos R*:ssa. Jos u € R*, my0Os sen kaanteis-
alkiou™! € R* silld (v 1)t =wu. O

ESIMERKKI 7. Lukurenkaiden Q, R ja C yksikkoéryhmét ovat Q* = Q \ {0}, R* =
R~ {0}, C* = C \ {0}. Namé ovat ryhméteoriasta tuttuja ryhmié, samoin kuin ja&nnos-
luokkarenkaan Z,, (m > 2) yksikkéryhma Z;, = {a € Z, } syt(a,m) =1}.

Esimerkkeja muista yksikkoryhmista:

7F ={-1,+1}, My (R)* = GL,(R) = { A€ M,(R) | det(A) #0}.

Harjoitustehtavia

1. Joukolla {0g, 2,46} on ykkdosalkio kertolaskun suhteen. Mika se on?
2. Maaritellaan Z:ssa laskutoimitukset
rOy=z+y—1, c0Oy=x+y —xy.
Osoita, ettd (Z,®,®) on rengas.

3. Osoita, ettd joukko {m + ny/2 } m,n € Z} on lukujen yhteen- ja kertolaskun suhteen
kommutatiivinen rengas.

4. Nayta, etta kertolasku
(a,b,¢)(z,y, z) = (az, bz + cy, cz)
tekee tuloryhmisti (Z3, +) ei-kommutatiivisen renkaan, jolla on ykkosalkio (1,0, 1).

5. Olkoot (Ri,+,-) ja (Ra,+,-) renkaita. Osoita, ettd (R; x Ra,+,-) on rengas (ns.
tulorengas), kun méaéritellaan

(x1,22) + (Y1,92) = (1 + y1, 22 + Y2),

(1, 2) (Y1, ¥2) = (T1Y1, T2Y2).
6. M&arita lukurenkaan Z[i] yksik6t. Onko tdméa yksikkéryhméa syklinen?
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V.2 Renkaan aritmetiikkaa

Koska (R,+) on ryhmé (vieldpd Abelin), yhteenlasku renkaassa noudattaa ryhmé-
teoriasta tuttuja sdantoja. Kuten aina additiivisessa ryhmassa, alkioiden a ja b erotus
a—b=a+(-b).

Myos kertolaskusaannot voidaan paatella ryhmaéateoriasta. Huomaa, ettd alkion a
negatiiviset potenssit on mééritelty vain, kun a:lla on kidnteisalkio a~*.

Nyt esitetaan tarvittavat saannot siita, miten renkaan kertolasku kytkeytyy yhteen-
laskuun. Pohjana on tietysti distributiivisuus R5. Ensiksikin niista saadaan induktiolla
kaavat

a(by + -+ by) =aby + -+ + aby,,

(a1 44+ ap)b=arb+---+anb

ja yleisemmin kaava

(a1 4 +am)(bi + - +by) = arby + arby + -+ + amby.

Lause 2. Jos R on rengas ja a,b,c € R, niin

(i) 0ca=a-0=0,

(i) a(=b) = (—a)b = —(ab), (—a)(=b) = ab,

(iii) a(b—¢) = ab—ac, (a—b)c = ac— be.

Todistus. (i) Kirjoittamalla 0-a = (0 4+ 0)a = 0-a 4+ 0-a ja vihentdmaélld saadun

yhtalon molemmilta puolilta 0-a paadytaan yhtaloon 0 = 0-a. Viite a-0 = 0 todistetaan
samoin.

(ii) Koska ab + a(—b) = a(b+ (=b)) = a-0 = 0, tulo a(—b) on (ab):n vasta-alkio.
Samoin ndhd&én, ettd myos (—a)b on (ab):m vasta-alkio.
Edellisten yhtéloiden avulla saadaan (—a)(—b) = —((—a)b) = —(—(ab)) = ab.

(iii) a(b—c) =ab+ a(—c) = ab+ (—(ac)) = ab — ac; jélkimmé&inen samoin. [J
HuomAuTUs 1. Lause 2 voidaan todistaa myos tarkastelemalla kuvauksia

p:R— R, p(a) = ab,
7:R— R, 7(a) = ba,

missé b € R on kiinted. Kuvaukset p ja 7 ovat ryhmén (R, +) homomorfismeja (endomor-
fismeja) ja viitteet (1)—(iii) seuraavat homomorfismien perusominaisuuksista.
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HuomAuTus 2. (i)-kohdasta seuraa: Renkaassa on aina 1 # 0. Jos néet 1 = 0, niin
a=al=a0=0 V a€ R. (Muista, ettd tapaus R = {0} suljettiin pois.)

(ii)-kohdan nojalla voidaan ilman sekaannuksen vaaraa kéyttda merkintdd —ab (mii-
nusmerkki voidaan ajatella kuuluvaksi joko tuloon ab tai alkioon a).

Kuten ryhmateoriassa todettiin, alkioiden monikerrat toteuttavat laskulait
(m+n)a=ma+na, (mn)a=m(na), n(a+b)=na+nb VY mneZ, abeR.

Huomaa my6s, ettd merkinnat Oa ja la voidaan ymmaéartaa kahdella tavalla, mutta joka
tapauksessa 0a = 0 ja la = a. Selvyyden vuoksi voidaan renkaan nolla- ja ykkosalkiolle
kayttaa myos merkintoja Or ja 1g.

Lause 3. Jos R on rengas ja a,b € R, niin

(ivy na=(n-1)a=a(n-1) VneZ (tidssdl=1p),

(v) n(ab) = (na)b=a(nb) V necZ,

(vi) (ma)(nb) = (mn)(ab) Y m,n € Z.

Todistus. (iv) Jos n = 0, kaikki kolme tuloa ovat = 0. Olkoon sitten n > 0. T&lloin

on ensinna
(nl)a=(14+---+1a=a+---+a=na.

Edelleen (—n)-1 = n(—1) ja (—n)a = n(—a) negatiivisen monikerran mééritelméan nojalla;
siis

(=n)-Da=((=1) +---+(=1))a=(=a) +---+ (=a) =n(-a) = (-n)a.
Tulot a(n-1) ja a((—n)-1) késitellddn samoin.

(v) palautuu helposti (iv)-kohtaan; (vi) palautuu (v):een. O

Myos tama voidaan todistaa toisella tavalla kayttaen huomautuksessa 1 mainittuja
homomorfismeja p ja 7.

ESIMERKKI 1. (a + b)? = a® + ab + ba + b.
Jos R on kommutatiivinen, niin (a + b)? = a? + 2ab + b? ja yleisesti

(a+b)"=a"+ (?)a”—lbjt R <n ﬁ 1)@6”_1 +b".

ESIMERKKI 2. Renkaassa Zm_on (iv)-kohdan perusteella ka_:E a V kael

Renkaassa Zy on (a + b)? = (a)? + (b)?, koska 2ab = 2-ab = 0-ab = 0.
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Harjoitustehtavia

2

1. Todista kommutatiivisessa renkaassa oikeaksi kaava 22 — y? = (z + y)(x — y).

2. Osoita, ettii rengas R on kommutatiivinen, jos ja vain jos (z + y)? = z? + y? +
2zy Vz,y € R.

3. Oletetaan, etti renkaassa (R, +,-) on 2 = z Vz € R. Osoita, etti 22 =0 Vz € R ja
ettd R on kommutatiivinen.

4. Mitka seuraavista yhtaloistd patevat (mielivaltaisessa) renkaassa R?
a) a? —ba = (a —b)a,
b) (a+b+1)(a—b—1)=a?—-b*>—-2b—1,
c) 2a-4b — ab = Tab.

V.3 Alirengas ja ideaali

MAARITELMA. Renkaan (R, +,-) osajoukkoa S sanotaan R:n alirenkaaksi, jos

ARI1. S on rengas operaatioiden + ja - suhteen ja

AR2. S:n ykkosalkio = R:n ykkosalkio.

Jos S on renkaan R alirengas, niin (S, +) on ryhmén (R, +) aliryhmé. Téstéd seuraa
mm., ettd R:n nolla-alkio 0 kuuluu S:44an ja on S:n nolla-alkio.

ESsIMERKKI 1. Z C Q C R C C; tassi jokainen rengas on sitd seuraavien renkaiden
(aito) alirengas.

EsiMERKKI 2. Kaikki matriisit missa a € R, muodostavat renkaan, joka

a
0 0)’
sisdltyy matriisirenkaaseen Ms(R). Se ei kuitenkaan ole My(R):n alirengas, koska sen

. e .. (1 0 1 0
ykkosalkiona on matriisi < 0 0) # < 0 1) .
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Lause 4 (Alirengaskriteeri). Olkoon R rengas ja S C R. Silloin S on R:n alirengas
jos ja vain jos seuraavat ehdot toteutuvat:

(a) 1r € S,

(b)ya—besS V abes,

(c)abe S V a,beS.

Todistus. Jos S on R:n alirengas, se tayttaa triviaalisti ko. ehdot. Kéaantden ehdon
(a) nojalla S # ) ja tdten ehdosta (b) seuraa, ettd (S,+) on ryhmén (R, +) aliryhma.
Ehdot (a) ja (c) takaavat, ettd S toteuttaa rengaspostulaatit R4 ja R2. Postulaateissa

R3 ja Rb5 vaaditut laskulait periytyvit S:44n renkaalta R. Taten AR1 toteutuu, ja AR2
seuraa suoraan ehdosta (a). O

Annettu joukko voidaan usein todeta renkaaksi helpommin alirengaskriteeria kayttaen
kuin kaymalla lapi rengaspostulaatit.

EsiMERKKI 3. Lukujoukot
Zvn]={a+byn | a,beZ} (n=—1,42,43,...)

ovat C:n alirenkaita (ja myo6s R:n alirenkaita, kun n > 0). Erikoistapauksessa n = —1
kyseessd ovat Gaussin kokonaisluvut (V.1:n esimerkki 1).

Renkaita Z [\/n] tarkasteltaessa oletetaan tavallisesti, ettd n on nelidvapaa, ts. ei ole
jaollinen mink&én kokonaisluvun > 1 neliolla. Silloin Z [\/n, | # Z [\/n, ] aina kun ny # ns.

ESIMERKKI 4 (POLYNOMIRENKAAT). Kaikkien reaalikertoimisten polynomien joukko
Rlz] ={ao+arz+ -+a2"” | n>0, ax€R (k=0,...,n)}
on rengas polynomien yhteen- ja kertolaskun suhteen, nimittain funktiorenkaan
CR)={f:R—R ‘ [ jatkuva }

alirengas (vrt. V.1 esimerkki 3).

Muita polynomirenkaita ovat esim. R[z]:n alirenkaat Z[x] ja Q[x] (siis kertoimet vas-
taavasti kokonais- tai rationaalilukuja). Mydhemmin késitelldén yleistd polynomirengasta
R[z], missd R on mikéd tahansa kommutatiivinen rengas.

ESIMERKKI 5. Olkoon V' (reaalinen) vektoriavaruus. Lineaarikuvausten joukko
Endg(V)={t:V — V | t lineaarinen }

on End(V'):n alirengas. Téssd End(V') tarkoittaa V.1:n esimerkin 6 mukaan ryhmén (V, +)
endomorfismeja; kuvausten summa maaritellaan pisteittain ja kuvausten tulo yhdistettyna
kuvauksena.

Ryhmateoriassa todettiin, ettd ryhman kaikkien aliryhmien joukossa normaaleilla ali-
ryhmilla on erityisasema. Rengasteoriassa normaaleja aliryhmia vastaavat ideaalit.



V.3 Alirengas ja ideaali 103

MAARITELMA. Renkaan R osajoukkoa I sanotaan R:n ihanteeksi eli ideaaliksi, jos
I1. (I,+) on ryhmén (R, +) aliryhmai ja
2. racljaarel VY reR jaacl.

(Jos 12:ssa jatetddn pois ehto ar € I, saadaan yleisempi ns. vasemman ideaalin késite;
vastaavasti oikea ideaali.)

Jokaisella renkaalla R on triviaaleina ideaaleina R itse ja nollaideaali {0}.

Onko renkaan ideaali I myos alirengas? Jos se on, niin 1 € I ja siis ehdon 12 nojalla
rel VYV r e R, toisin sanoen I = R. Nain ollen R itse on ainoa R:n ideaali, joka on
(ali)rengas.

Edellinen pééttely antaa myos tuloksen: Jos I on renkaan R aito ideaali (siis I C R),
niin I N R* = (). Yksikon v mukana I niet sisiltdisi tulon uu=! = 1 ja silloin I olisi = R.

ESIMERKKI 6. Pykélédssa IV.3 osoitettiin, ettd ryhmén (Z, +) kaikki aliryhmét ovat
ryhméat mZ, m = 0,1, ... Koska joukot mZ tayttavat myos ehdon 12, ne ovat renkaan Z
ideaaleja. Nama ovat siis renkaan Z kaikki ideaalit.

Lause 5 (Ideaalikriteeri). Olkoon R rengas ja I C R. Silloin I on R:n ideaali jos
ja vain jos seuraavat ehdot toteutuvat:

(a) I #0,
(b)a—bel Vabel,

(c)ra€ljaarel Y reR a€l.

Todistus. Ehdot (a) ja (b) yhdessd ovat yhtdpitédvat I1:n kanssa ja ehto (c¢) on sama
kuin I12. O

ESIMERKKI 7. Néaytetaan, ettd reaalikertoimiset polynomit, joiden vakiotermi = 0,
muodostavat polynomirenkaan R[z] ideaalin.

Lause 6. Jos I ja J ovat renkaan R ideaaleja, samoin ovat niiden leikkaus I N J ja
summa

I+J={a+b|acl bel}.

Sama on yleisemmin voimassa useammankin kuin kahden ideaalin tapauksessa (leikkauksen
suhteen jopa ddrettéomén monen ideaalin).

Todistus. Tama seuraa valittomasti ideaalikriteerista. [
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Vastaavasti kuin ryhmén G osajoukko virittdd G:n aliryhmén, renkaan R osajoukko
S virittaa R:n ideaalin
= N L

SclI
I on R:n ideaali
tésséd kédytetddn lausetta 6. Ideaali (S) on ”suppein” R:n ideaali, joka D S.
Jos S on aédrellinen joukko, S = {ay,...,ax}, niin ideaalin (S) sanotaan olevan ddrel-
lisesti viritetty. Merkinté: (S) = (aq,...,ax).
Yhden alkion a virittdmaa ideaalia (a) sanotaan pddideaaliksi.
Huomaa, etta

<a1,...,ak> = <b1,...,bh>,

jos kumpikin ideaali sisdltad toisen virittajat. Esim. ehdosta a; € (b1,...,by) (i =1,... k)
seuraa nimittédin ylla todetun nojalla, ettd (ai,...,ar) C (b1,...,bp)
ESIMERKKI 8. Triviaalit ideaalit R ja {0} ovat péddideaaleja: R = (1) ja

{0} = (0).

Lause 7. Jos rengas R on kommutatiivinen, niin

(al,...,ak):{r1a1+~-~+rkak ‘ ri € R VZ}

Todistus. Samanlainen kuin lauseen III.5 todistus. Olennaista on, ettd oikeanpuo-
leinen joukko ensiksikin on ideaalikriteerin mukaan ideaali ja toiseksi sisaltyy jokaiseen
ideaaliin, jossa alkiot aq,...,a; ovat. [J

Kaytettaessa samanlaista merkintatapaa kuin esim. aliryhman sivuluokille voidaan
kirjoittaa (kun R on kommutatiivinen)

{ai,...,ax) = Ray + -+ + Ray, erityisesti (a) = Ra.
Merkinta Raj + - - - + Ray voidaan ymmartaa myos paaideaalien Ra; summana.
ESIMERKKI 9. Polynomirenkaassa R[z] alkion x virittdma pédideaali on
(z) = 2R[z] = { apz + a12® + -+ + ap2™™ | n >0, a; R V i},

siis sama ideaali, joka esiintyi esimerkissa 7.

ESIMERKKI 10. Esimerkin 6 mukaan renkaan 7Z kaikki ideaalit ovat padideaalit

(m) = mZ (m=0,1,...).

MAARITELMA. Rengasta, jonka kaikki ideaalit ovat péadideaaleja, sanotaan padideaa-
lirenkaaksi (principal ideal ring), lyhennettyna PIR.
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EsiMERKKI 11. Esimerkki 10 osoittaa, etta Z on PIR. Jos siis a1, ..., a; € Z, niin on
olemassa sellainen d € Z, etta

(a1, ...,ar) = (d).
Miten d saadaan maéaaritetyksi?  Osoitetaan, ettd vastaus on yksinkertainen: d =

syt(al, ey ak).
Siis esim. (3,4) = (1) =Z, (4,6) = (2) = 2Z.

ESIMERKKI 12. Olkoon R ={f | f: R = R} ja S = {f € R| f on derivoituva}.
Silloin S on R:n alirengas, mutta ei ideaali.

Harjoitustehtavia

1. Osoita, ettd {0g, 26,46} on rengas, mutta ei ole renkaan Zg alirengas.

2. Olkoon R rengas ja C(R) = {z € R | ay = yz Vy € R}. Osoita, etti C(R) on Rmn

alirengas.

3. Osoita, ettd R® on rengas ja derivoituvat funktiot R — R muodostavat sen alirenkaan.
(Kuten aikaisemmin, R® = {f | f : R — R}, laskutoimitukset kuten luvun V.1
esimerkissa 3.)

4. Osoita, etta
I={feR*[f(1)=0}

on renkaan RF ideaali.
Olkoot A ja B renkaan R ideaaleja. Osoita, ettd myos A + B on R:n ideaali.
Olkoot A ja B renkaan R ideaaleja. Osoita, ettd myos A N B on R:n ideaali.

Maarita renkaan Zi, ideaalit.

® N o o

Niyté, ettd joukko {a + b¥/2 + cV/4 ‘ a,b,c € Z} on renkaan R alirengas.

9. Nayté, ettd M ja {0p/} ovat matriisirenkaan M = {(CCL Z) | a,b,c,d € R} ainoat
ideaalit. (Ohje: Jos I # {0xr} on M:n ideaali, néyta, ettd 15, € 1.)

10. Osoita, ettd Gaussin luvut Z[i] = {a + bi|a,b € Z} muodostavat kompleksilukujen
renkaan C alirenkaan.

11. Osoita, ettd joukko {<8 2) |a,b € Z} on renkaan Mo (7Z) alirengas.
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V.4 Jaannosluokkarengas

Ryhmén G normaalin aliryhmén N avulla méériteltiin G:n tekijaryhm& G/N. Ana-
loginen késite renkaalla R on jadnndsluokkarengas eli tekijarengas R/I, missd I on R:n
ideaali.

Oletetaan, ettd I on renkaan R ideaali. Silloin (I, +) on (R, +):n normaali aliryhmé
(normaalisuus seuraa ryhmén (R, +) kommutatiivisuudesta), joten voidaan muodostaa
tekijaryhma

R/I={a+I | acR}={a+I | ac D},
(@+D)+(b+1) = (atb)+1,

missé D on jokin jddnndsluokkien (= sivuluokkien, ks. IT11.5:n esimerkki 1) a+1 edustajisto.

Lause 8. Jos I on renkaan R ideaali, niin R/I on rengas seuraavasti maériteltyjen
yvhteen- ja kertolaskun suhteen:

(@+1)+(b+1)=(a+b)+1, (a+I)(b+1I)=ab+]I.

Todistus. Kuten edelld todettiin, (R/I,+) on ryhmé. Se on vieldpd Abelin ryhmai,
koska (R, +) on Abelin ryhma.

Toiseksi osoitetaan, etta lauseessa annettu jaannosluokkien kertolasku on hyvinméaa-
ritelty. Olkoon a+1I =a’+1jab+1 =0 +1,siisa=a’'+1, jab=">b +1iy, missa iy,is € I.
Silloin

ab = (CLI + Zl)<b/ + 22) = a’b' -+ a/ig + ilb/ + ilig.
Koska I on R:n ideaali, se sisdltda tulot a’io, 110’ ja iyis ja siis my0Os niiden summan.
Nain ollen ab = a’b’ + i, missd i € I. Tama voidaan lausua myos muodossa ab € a'b’ + I
ja merkitsee siis, etta ab+ I = a’b’ + I.

Rengaspostulaatit R3-R5 palautuvat jaannosluokkien yhteen- ja kertolaskun maéri-
telmien perusteella suoraan vastaaviin postulaatteihin R:ssd. Renkaan R/I ykkosalkioksi
tulee 14+ 1. 0

MAARITELMA. Rengasta R/I sanotaan R:n jadnnosluokkarenkaaksi ideaalin I suh-
teen. (Kéytetddn myos nimitystéd tekijarengas; engl. residue class ring, factor ring.)

Muista, ettd Va,b € R
at+I=b+1 <= aeb+1 <= a—bel.

Varmistu my0s, ettd ymmérrit seuraavat tosiasiat R/I:sté: nolla-alkio on I (= 0+ I),
ykkosalkio 1 + I, alkion a + I vasta-alkio —a + I ja (siind tapauksessa, ettd a on yksikko)
kadnteisalkio a~! + I. Jos rengas R on kommutatiivinen, samoin on R/I.
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ESIMERKKI 1. Renkaan 7Z jaannosluokkarengas ideaalin mZ suhteen on

Z/mZ ={a+mZ | acZ} = {0,

1,....,m— 1} ,
at+b=a+b,  ab=ab
Kyseessa on siis ennestaan tuttu rengas Z,,, jaannosluokkarengas mod m.

Tapauksessa m = 1 saadaan nollarengas Z/Z = {ﬁ} (Samoin tietenkin yleisesti
R/R={0})

Harjoitustehtavia

1. Muodosta ideaalin I = ( /2 ) jadnnosluokat renkaassa Z[v/2].

2. Olkoon (24) alkion 24 virittdma ja&dnnosluokkarenkaan Z, ideaali. Muodosta tekija-
rengas Zg/(24).

3. Muodosta jaannosluokkarengas 7Z [\/ 10]/], missa Z [\/ 10} = { a+bv10 | a,b € Z}
ja I =(5,10).

V.5 Renkaiden homomorfia ja isomorfia

MAARITELMA. Olkoot R ja R’ renkaita. Kuvausta f : R — R’ sanotaan (ren-
gas)homomorfismiksi, jos se tayttaa ehdot

RH1. f(a+b) = f(a)+ f(b) V a,b€ R,
RH2. f(ab) = f(a)f(b) V a,b€ R,
RH3. f(1p) = 1p .

Maaritelman mukaan kuvaus f : R — R’ on rengashomomorfismi jos ja vain jos f on
ryhm&homomorfismi (R, +) — (R, +) ja silld on ominaisuudet RH2 ja RH3. Tésté seuraa
ryhméahomomorfismien ominaisuuksien perusteella, ettd rengashomomorfismi f : R — R’
tayttaa ehdot

f(Or) = 0Or, f(—a) = —f(a) VY a€R.
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Lisaksi RH2:n ja RH3:n nojalla
fla™)=f(a)™! YaeR,
silli f(a)f(a~Y) = flaa=!) = f(1g) = 1, ja samoin f(a=!)f(a) = 1p .

ESIMERKKI 1. Identiteettikuvaus idg on homomorfismi R — R. Nollakuvaus f(a) =
0 V a € R ei ole homomorfismi, koska se ei taytd ehtoa RH3.

ESIMERKKI 2. Kuvaus f : R[z] - R, f(ap + a1z + -+ + apz™) = ag, on (ren-
gas)homomorfismi. Onko kuvaus g(ag + a1 + ...+ apx™) = ap + a1 + . .. + a,, rengasho-
momorfismi?

Seuraava lause antaa analogiset tulokset ryhméateorian lauseille I11.8 ja IV.3.

Lause 9. Olkoon f : R — R’ rengashomomorfismi.

(i) Jos S on R:n alirengas, niin f(S) on R':n alirengas.

(ii) Jos S" on R':n alirengas, niin f~(S’) on R:n alirengas.
(iii) Jos I on R:n ideaali, niin f(I) on renkaan f(R) ideaali.
(

iv) Jos I' on R':n ideaali, niin f~1(I') on R:n ideaali.

Todistus. Nama todistetaan suoraviivaisesti alirengas- ja ideaalikriteereihin seka ho-
momorfiaehtoihin RH1-RH3 nojautuen. Kohtien (iii) ja (iv) todistuksessa voidaan ideaa-
likriteerin sijasta kayttaa myos ideaalin maaritelmaa ja lausetta I11.8. [

Kohdan (iv) nojalla erityisesti rengashomomorfismin ydin

Ker(f) = f'({0}) ={a€ R | f(a)=0}

on renkaan R ideaali.
Samoin (i):n nojalla renkaan R homomorfinen kuva

Im(f) = f(R)={/f(a) | a€R}

on rengas, nimittain renkaan R’ alirengas.

Jos kuvausta f ajatellaan vain ryhmahomomorfismina (R,+) — (R’,+), sen ydin
ja kuva ovat samat joukot kuin yllimainitut Ker(f) ja Im(f). (Pane erityisesti merkille,
ettd ytimen méadritelméssa esiintyy 0 eika siis 1!) Erityisesti siis lauseesta I11.9 seuraa:
Rengashomomorfismi f : R — R’ on injektio jos ja vain jos Ker(f) = {0}.

ESIMERKKI 3. Maaritetaan esimerkin 2 homomorfismin f ydin ja kuva.
MAARITELMA. Rengashomomorfismia f : R — R’ sanotaan (rengas)isomorfismiksi,

jos f on bijektiivinen. Rengasta R sanotaan renkaan R’ kanssa isomorfiseksi, merkitaan
R ~ R’, jos on olemassa jokin isomorfismi R — R’'.
) J J
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HuomAuTus. Lisdd homomorfismeihin liittyvad terminologiaa (erdét termeistd on
mainittu myo6s aikaisemmin):

monomorfismi = injektiivinen homomorfismi,
epimorfismi = surjektiivinen homomorfismi,
endomorfismi = homomorfismi systeemilta itseensa,
automorfismi = isomorfismi systeemilté itselleen.

ESIMERKKI 4. Néytetdan, ettd kuvaus f: C — C, f(z +iy) = x — iy, on renkaan
C automorfismi.

Ryhma- ja rengashomomorfismien analogia koskee myos lauseita I11.10 ja I11.11, jotka
voidaan helposti ulottaa myos rengashomomorfismeihin. Seurauksena on, ettd myos renkai-
den isomorfia on ekvivalenssirelaatio. Isomorfiset renkaat voidaan rengasteorian kannalta
katsottuna samaistaa.

Ryhmien homomorfialauseen (IV.4) vastine rengasteoriassa:

Lause 10 (Renkaiden homomorfialause). Jos f : R — R’ on rengashomomorfis-
mi, niin
R/K ~TIm(f) (K = Ker(f)).
Tarkemmin: f indusoi rengasisomorfismin F': R/K — Im(f), F(a+ K) = f(a).
Todistus. Ryhmien homomorfialauseen nojalla kuvaus F on ryhmaisomorfismi

(R/K,+) — (Im(f),+). On siis endd todistettava, ettd F' tdyttdd homomorfiachdot RH2
ja RH3.

RH2: F((a+ K)(b+ K)) = F(ab+ K) = f(ab) = f(a)f(b) = F(a + K)F(b+ K).
RH3: F(1+K)=f(1)=1. O

Kuten ryhmilla, homomorfialause antaa viereisen

R ! Tm(f) C R’ kon}mu.toivan diagramman, jossa m on (kanoninen)
projektio
\ _F m:R— R/I, m(a) =a+ 1,
R/ Ker(f) tapauksessa I = Ker(f). Tarkista, ettd = todella

on rengashomomorfismi. Koska 7 lisdksi on surjek-

tiivinen, ndhd&én (lauseen 10 avulla), ettd renkaan R homomorfiset kuvat vastaavat bijek-
tiivisesti R:n jaannosluokkarenkaita.

ESIMERKKI 5. Tutkitaan, minka isomorfian esimerkin 2 homomorfismi antaa.

ESIMERKKI 6. Todetaan, ettd kuvaus f : Z — Z,,, f(a) =@, on rengashomomorfis-
mi (m > 2), ja tutkitaan sen indusoimaa isomorfismia.
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10.

V.6 Kokonaisalue; karakteristika

Harjoitustehtavia

Nayté, ettd ehto x4 — (5x)10, ¢ € Z, antaa hyvinmadritellyn kuvauksen Z4 — Z1o.
Onko se rengashomomorfismi?

. Oletetaan, etta on olemassa surjektiivinen homomorfismi kommutatiiviselta renkaalta

R renkaalle R’. Osoita, ettd myos R’ on kommutatiivinen.

(Z,®,®) on rengas, kun z@y =x+y—1jar®Oy = r+y—xy. Osoita, ettd (Z, D, ®)
on isomorfinen renkaan (Z, +, -) kanssa.

Olkoon X joukko jaY C X. Osoita, ettd Boolen renkaiden vélinen kuvaus f : P(X) —
P(Y), f(A) = ANY, on rengashomomorfismi. M&aritd Ker(f).

Maarita kaikki rengashomomorfismit f :Z — Z ja g : Q — Q.

Joukko A = {(8 Z) ‘ a,b,de R} on rengas. Nayta, etta joukko I = {(8 8) ‘ beR

on A:n ideaali ja tekijarengas A/I on isomorfinen tulorenkaan R x R kanssa. (Ohje:
Renkaiden homomorfialause.)

Olkoon f : R — R rengashomomorfismi. Todista: Jos I on R:n ideaali, niin f(I) on
renkaan f(R) ideaali.

Onko olemassa kuvausta f : 2Z — 3Z, joka toteuttaa ehdot RH1 ja RH2? Onko
tallaista bijektiota?

Tutki, onko kuvaus f : Zy — Zi2, x4 — (3x)4 (Vo € Z) hyvinmairitelty. Toteuttaako
se ehdot RH1 ja RH2?

a 2b

Osoita, ettd Z[v2] = {a +bv2|a,b € Z} ja H = {(b .

fiset renkaina.

) la,b e Z} ovat isomor-

V.6 Kokonaisalue; karakteristika

Lukurenkailla on se tarkea ominaisuus, etta kahden luvun tulo = 0 vain, kun ainakin

toinen tekija = 0. Tata kaytetadn mm. ratkaistaessa yhtaloita, esim.

=1 = (x—1)(z+1)(z—i)(z+i)=0 = r =41, +i.

Samaa ominaisuutta ei ole kaikilla renkailla: esim. renkaassa Zi2 on 3-4 = 0.
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ESIMERKKI 1. Ratkaistaan renkaassa Zio yhtilo 23 + 2 = 0.

MAARITELMA. Renkaan R alkiota a sanotaan nollanjakajaksi (zero divisor), jos a # 0
ja on olemassa sellainen b € R, b # 0, etté

ab=20 tal ba = 0.

ESIMERKKI 2. Matriisi <; Z) on renkaan Ms(R) nollanjakaja, koska

1 2 6 2\ (0 0
2 4 -3 —-1) \0 0)°
ESIMERKKI 3. Osoitetaan, etta a on renkaan Z,, nollanjakaja jos ja vain jos a #* 0 ja
syt(a,m) > 1.
MAARITELMA. Rengasta R sanotaan kokonaisalueeksi (integral domain), jos

D1. R on kommutatiivinen ja

D2. R:ssa ei ole nollanjakajia.
ESIMERKKI 4. Kaikki lukurenkaat (Z, Q jne.) ovat kokonaisalueita.

ESIMERKKI 5. Esimerkista 3 seuraa: Jaannosluokkarengas Z,, on kokonaisalue jos ja
vain jos m on alkuluku.

Kokonaisalueessa D on voimassa supistamislaki: Jos a € D, a # 0, niin
ab = ac = b=c V b,ce D.
Vasemmanpuolinen yht&lé voidaan nimittéin kirjoittaa muotoon a(b—c) = 0; viite seuraa
tésté, koska a ei ole nollanjakaja. (Huom. Téssd a:lla ei tarvitse olla kdanteisalkiota.)

ESIMERKKI 6. Ratkaistaan renkaissa Zs ja Z7 yhtilo z3 + 10z = 0.

Huomataan, etta laskutoimitukset kokonaisalueessa D riippuvat siitd, mitka ykkos-
alkion 1 = 1p monikerrat nl = 14---41 ovat = 0. Tama johtaa seuraavaan maaritelmaan.

MAARITELMA. Kokonaisalueen D karakteristika (characteristic)
pienin positiivinen kokonaisluku n, jolla nlp = 0,
char(D) =

0, jos tallaista lukua n ei ole olemassa.

Toisin sanoen char(D) on D:n ykkosalkion kertaluku ryhméssa (D, +), paitsi jos tdma
kertaluku = oo, jolloin char(D) = 0.

ESIMERKKI 7. Jokaisen lukurenkaan karakteristika = 0. J&&nnosluokkarenkaan Z, (p
alkuluku) karakteristika = p.
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HuomauTUus. Kokonaisalueen D kaikilla nollasta eroavilla alkioilla a on sama kerta-
luku ryhméssa (D, +) (karakteristikan méaaritelméssé esiintyy ykkosalkio vain yksinkertai-
suuden vuoksi). Yhtélo na = 0 voidaan nimittédin lauseen 3 nojalla kirjoittaa muodossa
(nlp)a = 0, ja koska D:ssé ei ole nollanjakajia, tdmé on yhtéapitdva yhtdlon nlp = 0
kanssa.

Lause 11. Kokonaisalueen D karakteristika char(D) on joko 0 tai alkuluku.

Todistus. Oletetaan, ettd char(D) = n # 0. Kirjoitetaan n = ning, missd ny ja no
ovat kokonaislukuja > 0. Silloin nl = (n11)(n21), joten oletuksen mukaan (n11)(nsl) = 0.
Koska D:ssa ei ole nollanjakajia, niin ainakin toinen tulon tekija = 0, sanokaamme ny1 = 0.

siis n = n-1, joten n on alkuluku. [J

ESIMERKKI 8. Naytetdan, ettd binomikertoimet (g) ovat p:lla jaollisia, kun p on

alkuluku ja 1 < k < p — 1. Paételldan tésta: Jos char(D) = p, niin
(a+b)P =a?+b” V a,beD.

Ratkaistaan sovelluksena yhtilo 23 + 33 = 0 kokonaisalueessa D, jonka karakteristika = 3.

Harjoitustehtavia

Osoita, ettd Z[v/2] = {a + bv/2|a,b € Z} on kokonaisalue.
Osoita, ettei My(Z) ole kokonaisalue.
Ratkaise kokonaisalueessa yhtilo 22 = .

Montako ratkaisua yhtalolld 22 — 5z + 6 = 0 on Zy:ssi? Enté Zg:ssa?

AR S A

Oletetaan, ettd D ja E ovat kokonaisalueita ja f : D — E on rengashomomorfismi.
Olkoon D:n karakteristika # 0. Todista, ettd D:ll4 ja E:1la on sama karakteristika.
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VI. KUNTA JA POLYNOMIT
VI1.1 Kunta

Tassa luvussa kasiteltavan algebrallisen systeemin, kunnan, mallina ovat rationaalilu-
vut, ts. lukujoukko, jossa on maaritelty nelja ”peruslaskutoimitusta”. Tallainen systeemi
on siis aritmeettisesti kehittyneempi kuin ryhma ja rengas ja sisaltaa siksi monia toivottuja
ominaisuuksia. Seuraavassa on tavoitteena mm. esittaa kuntien perusluokittelu ja tutkia,
miten kuntia voidaan konstruoida.

MAARITELMA. Kolmikkoa (K, +,-) sanotaan kunnaksi (field), jos

K1. (K,+,-) on kommutatiivinen rengas (# nollarengas) ja

K2. jokaisella K:n alkiolla # 0 on kaénteisalkio K:ssa, ts. K:n yksikkéryhméa K* =
K~ {0}.

Taméan mukaan (K, +,-) on kunta silloin ja vain silloin, kun se tayttda ehdot
K1’. (K,+) on Abelin ryhmé (kunnan additiivinen ryhmd),

K2'. (K ~ {0},-) on Abelin ryhmé (kunnan multiplikatiivinen ryhmd),

K3'. a(b+c)=ab+acja(a+bc=ac+bc V a, b, ceK.

Jos luovutaan kertolaskun kommutointivaatimuksesta, saadaan ns. vinokunta (skew
field) eli jakorengas (division ring). Se sivuutetaan téssa kurssissa.

EsIMERKKI 1. Q, R ja C ovat (luku)kuntia. Z ei ole kunta.

ESIMERKKI 2. Kaikkien rationaalifunktioiden joukko maaritelladn seuraavasti:

R(z) = { f]% p(z), ¢(x) € Rlz], q(x) # nollapolynomi } :

R(z) on kunta funktioiden pisteittdisen yhteen- ja kertolaskun suhteen.

Lause 1. (i) Jokainen kunta on kokonaisalue. (ii) Jokainen ddrellinen kokonaisalue
on kunta. (Vrt. esimerkki 1: Z on déreton kokonaisalue.)
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Todistus. (i) Vertaa kunnan méaéritelmén ehtoa K1 kokonaisalueen mééritelméén.
On siis vain osoitettava, ettei kunnassa K ole nollanjakajia. Oletetaan, ettd ab = 0, missa
a,b€ K, a # 0. Silloin a:lla on ki#nteisalkio a~! € K ja tdmé yhtilo antaa b = o= 10 = 0.
Se todistaa vaitteen.

(ii) Olkoon D &érellinen kokonaisalue. Nyt on todistettava, ettd jokaisella alkiolla
a € D~ {0} on kdénteisalkio D:ssi.

Muodostetaan D:n osajoukko Dy = {am ‘ x € D}. Soveltamalla supistamislakia
kokonaisalueessa D ndhdaén, ettd ax; # axy aina kun x; # xo. Koska D on darellinen,
tasta seuraa, ettd Dy:ssa on yhta monta alkiota kuin D:ssé ja siis Dy = D. Silloin erityisesti
myo6s D:n ykkosalkio on mukana Dy:ssa, ts.

32 eD: axr’ = 1.

Téméa merkitsee (huomaa D:n kommutatiivisuus), ettd 2’ = a=1. O

ESIMERKKI 3. Tasta lauseesta ja pykalan V.6 esimerkista 5 seuraa: Jaannosluokka-
rengas Ly, on kunta jos ja vain jos m on alkuluku, m = p € P.

Jaannosluokkakunta Z, = {0,1,...,p — 1} on esimerkki ddrellisestd kunnasta.

Laaditaan kunnan Zs yhteenlasku- ja kertotaulut.

HuomaUTUS. Aégrellistid kuntaa, jonka kertaluku on alkulukupotenssi p*, merkitidan
GF(p*):la. Tissd GF tulee saksankielisestd termisti Galois-Feld (engl. Galois field), joka
on jadnyt pois kiytostd. Voidaan osoittaa, ettd jokaista alkulukupotenssia p* kohti on
olemassa isomorfiaa vaille yksikiisitteinen kunta GF(p¥) ja ettei muita #drellisid kuntia
ole.

Tissd kurssissa niytetdin, miten kuntia GF(p*) voidaan konstruoida.

Koska kunta on rengas, siind on méaaritelty yhteen-, vadhennys- ja kertolasku (muista,
ettd a — b = a+ (—b)). Jakolasku méaritelldén nyt tavalliseen tapaan asettamalla

1
% =ab?, siis erityisesti y = bt (b#0).
Soveltamalla tavallisia kommutatiivisen renkaan laskulakeja todetaan, etta
a c ac a ¢ ad+bc
== -4+ == b# 0, d#0).
b d bd b + d bd (b#0, d#0)

a a
Osamaarilla 7 lasketaan siis samoin kuin murtoluvuilla. Huomaa myos, etta 7=

ESIMERKKI 4. Lasketaan kunnassa Zs summat + ja

ol
+
|| ol

ol
N

Jos ei ole sekaannuksen vaaraa, kunnassa K merkitaan usein

1+41=2, 1+1+1=3,..., yleisesti n-1=n V neZ.
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Koska kunta on kokonaisalue, sille on mééritelty karakteristika char(K) ja tdmé on
joko 0 tai alkuluku (lause V.11). Huomaa erityisesti:

Jos char(K) = 0, niin K on ddreton. Adrellisen kunnan karakteristika on siis alkulu-
ku.

Jos char(K) = p (alkuluku), niin

n=>0 = p | n.
ESIMERKKI 5. Maaritetaan esimerkeissa 1-3 esiintyneiden kuntien karakteristika.

ESIMERKKI 6. Ratkaistaan kunnassa K toisen asteen yhtild 22 +ax + b = 0 olettaen,
ettd char(K') # 2. Vertaa tulosta toisen asteen yhtélon ratkaisuun lukukunnissa.

ESIMERKKI 7. Osoitetaan, ettd jokainen lukukunta (kunta, jonka alkiot ovat komplek-
silukuja) siséltda rationaalilukujen kunnan Q, ts. Q on suppein lukukunta.

Koska kunta on rengas, voidaan puhua sen ideaaleista. Seuraava lause kasittelee ne
tyhjentavasti.

Lause 2. Kunnan K ainoat ideaalit ovat K ja {0}.

Todistus. Jos I on K:n aito ideaali, niin I N K* = () erdan pykalassid V.3 esitetyn
ideaalien perusominaisuuden mukaan. Mutta K* = K ~ {0}; tdten I = {0}. O

Jos K ja K' ovat kuntia, niin rengashomomorfismia K — K’ sanotaan myos kunta-
homomorfismiksi ja rengasisomorfismia K — K’ kuntaisomorfismiksi.

Lause 3. Jokainen kuntahomomorfismi f : K — K’ on injektio.

Todistus. Koska ydin Ker(f) on K:n ideaali, se on lauseen 2 mukaan joko K tai {0}.
Edellisessd tapauksessa f(a) = 0 V a € K. Té&méa on kuitenkin mahdotonta, koska
f(1) =1 (postulaatti RH3). Néin ollen Ker(f) = {0} ja siis f on injektio. [

Taman mukaan kunnan K kaikki homomorfiset kuvat ovat ~ K.

ESIMERKKI 8. Osoitetaan pykalan V.6 esimerkkiin 8 nojautuen, etta kuvaus
fr K — K, fp(w):$p7

on kuntahomomorfismi, kun char(K) = p. Lauseesta 3 seuraa silloin, ettd K =~ Im(f,).
Jos erityisesti K lisdksi on &érellinen kunta, Im(f,) siis sisaltdd yhtd monta alkiota kuin
K ja on taten = K. Tassé tapauksessa f, siis on kunnan K automorfismi.

Yksinkertaisin tapaus ko. ehdot tayttavastd kunnasta on K = Z,. Télloin edellinen
tulos kuitenkin on triviaali: f, on kunnan identiteettikuvaus (ks. Eulerin lause; pykéldn
II1.5 esimerkki 6).



116

10.

VI.2 Alikunta; alkukunta

Harjoitustehtavia

Olkoon R = {010, 210, 410, 610,810} C Z10. Todista, ettd R on kunta.

Anna esimerkki aarellisestd kunnasta, jonka jotkin alkiot a,b # 0 toteuttavat yhtalon
2 32
a*+ b =0.

Ratkaise Z7:ssa yhtalopari

{—3x—|—2y: 1
4+ 3y = —2.

Olkoon R kommutatiivinen rengas. Osoita, ettd R on kunta tasmalleen silloin, kun
R:11& on vain triviaalit ideaalit {0} ja R.

Laske alkion 31773 kdanteisalkio kunnassa Z73 ja maarita kongruenssin
3lz =5 (mod 173) kaikki ratkaisut.

Todista, etta kaikki matriisit muodostavat kunnan, joka on isomorfinen

a
—b
kompleksilukujen kunnan C kanssa. Mik& matriisi vastaa imaginaariyksikkoa 7
Nayta, etta kertolasku

(a,b)(c,d) = (ac+ bd, ad + be + bd)
tekee tuloryhmésti (Zo X Zg, +) neljan alkion kunnan.

Olkoon K kunta, R rengas ja f : K — R rengashomomorfismi. Osoita, ettd f on
injektio.
Niyti, ettd Z[v/3] ei ole kunta.

Osoita, etté jos f on funktiorenkaan R = R® alkio, f # Og, niin f on nollanjakaja tai
yksikko.

V1.2 Alikunta; alkukunta

MAARITELMA. Kunnan (K, +,-) osajoukkoa F' sanotaan K:n alikunnaksi, jos F on

kunta operaatioiden + ja - suhteen.
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Jos F on kunnan K alikunta, niin (F,+) on (K,+):mn aliryhmé ja (F ~ {0},-) on
(K ~ {0}, -)m aliryhm&. Té&std seuraa erityisesti, ettd K:n ja F'n nolla-alkiot yhtyvét,
samoin ykkosalkiot.

Lause 4 (Alikuntakriteeri). Kunnan K osajoukko F' on K:n alikunta jos ja vain
jos se tayttaa seuraavat ehdot:

AK1. F':ssa on vahintdan 2 alkiota,

AK2. a—be F VY a,beF,

AK3. %EF YV abeF b+#0.

Todistus. Jos F on K:n alikunta, se toteuttaa triviaalisti ehdot AK1-AK3. Jos kaén-
tden ndmé ehdot ovat voimassa, niin AK1l:n ja AK2:n nojalla (F,+) on ryhmé, nimittdin
(K,+):n aliryhmé, ja samoin AKl:n ja AK3:n nojalla (F' ~\ {0},-) on ryhmi (AK1 ta-
kaa sen, etteivit F' ja F ~ {0} ole tyhjid). Koska lisdksi F:44n periytyy distributiivisuus
kunnalta K, niin F' on kunta. [

ESIMERKKI 1. Joukko

Q(vn)={a+by/n | a,beQ} (n neliovapaa kokonaisluku # 0, 1)

on C:n alikunta (ja R:n alikunta, jos n > 0), joka sisaltda renkaan Z [\/n].

ESIMERKKI 2. Jos char(K) = 2, niin kunnalla K on alikuntana {0,1}. Huomaa, etti
ehdon 1+1=0nojalla0—1=—-1=1.

Lause 5. Kunnan K alikuntien leikkaus on K :n alikunta.

Todistus. Suoraan alikuntakriteerista. O

Lemma 1. Jokainen kuntahomomorfismi f : K — K’ indusoi kuntaisomorfismin
K — Im(f).

Tama seuraa lauseesta 3.
Millaisia alikuntia kunnalla K voi olla? Koska jokainen alikunta sisaltda K:n

ykkosalkion 1, se sisaltda myos 1:n monikerrat nl. Tama johtaa ensin seuraavaan havain-
toon.
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Lemma 2. Jokainen kunta K sisaltaa kokonaisalueen
Z,, jos char(K) =p,

D:{nl‘neZ}:{ g J (K)=p

Z,  jos char(K) = 0.

Todistus. Muodostetaan kuvaus
f:Z— K, f(n) =nl.

Tam& on rengashomomorfismi (tarkista), joten homomorfialauseen nojalla Z/ Ker(f) =~
Im(f) C K. Téssé Im(f) = {nl | n€Z} ja
pZ,  jos char(K) = p,

Ker(f)={neZ } nl:o}:{{o}7 jos char(K) = 0.

Lemmassa mainitut isomorfiat saadaan nyt huomaamalla, ettd Z/pZ = Z, ja Z/{0} ~ Z.
Koska lisaksi Z,, ja Z ovat kokonaisalueita, vaite seuraa. [

Palataan nyt alkuperiiseen kysymykseen, kunnan alikuntiin. Seuraavista lauseista
ensimmainen liittyy (yksinkertaisuudestaan huolimatta!) tédrkedén kuntateorian peruské-
sitteeseen, osamddrdikuntaan, joka tulee esille mychemmin. Toinen lause (lause 7) nojautuu
tahan lauseeseen seka lemmaan 2.

Lause 6. Jos kunta K sisaltaa kokonaisalueen D, niin K :lla on alikunta
KD:{% | a,be D, b;é()}.
Lisaksi Kp sisdltyy jokaiseen K :n alikuntaan F', joka tayttada ehdon D C F.

Todistus. Kaytetaan alikuntakriteeria. FEnsiksikin nahdaan, ettda D C Kp, joten
a c
joukossa Kp on ainakin alkiot 0 ja 1. Jos — € Kp ja — € Kp, niin niiden erotus

b d
d—1b d
a4 ™ ¢ € Kp, samoin osamaara Cbl— € Kp edellyttiaen etta g # 0 (huomaa, ettd talldin
c

c #0).

Lauseen jalkimmainen véite on ilmeinen, koska jokainen kunta F’ sisdltaa D:n alkioiden

a,b mukana osamaaran %, kun b#0. O

ESIMERKKI 3. Jos K on lukukunta, se siséltdd kokonaisalueen Z (kdyta lemmaa 2 tai
— helpommin — ajattele suoraan luvun 1 monikertoja). T&lloin lauseessa 6 esiintyva kunta

Kz = Q.

Lause 7. Jokainen kunta K sisaltaa alikuntana kunnan

P { Zp, jos char(K) = p,
L Q, joschar(K) = 0.
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Todistus. Todistetaan, etta P:ksi voidaan ottaa lauseen 6 mukainen kunta K p, missa
D on lemman 2 antama kokonaisalue.

Jos char(K) = p, niin D ~ Z,. Silloin D itse on kunta, joten se sisdltdd myds
alkioidensa osamaarat. Téaten Kp = D ja K:lla siis on alikunta Kp ~ Z,.

Oletetaan, ettd char(K) = 0, jolloin

D={nl | neZ}~L.

1
Nyt siis Kp = { n—l | n,meZ, m# O}. Tésta nahdidan, ettd Kp ~ Q. O
m

MAARITELMA. Kuntaa sanotaan alkukunnaksi (prime field), jos silla ei ole aitoja
alikuntia.

Lause 8. (i) Kaikki alkukunnat (isomorfiaa vaille) ovat kunnat Z,, ja Q (p alkuluku).

(ii) Jokainen kunta K sisédltdd alikuntanaan yksikésitteisen alkukunnan P; tdmé on
isomorfinen kunnan 7Z, tai Q kanssa sen mukaan, onko char(K) =p vai 0.

Todistus. (i) Rationaalilukujen kunta Q on alkukunta, koska se on suppein lukukunta
(VL.1:n esimerkki 7). Jaannosluokkakunta Z, padtelldén alkukunnaksi seuraavasti: Jos F
on Zy:m alikunta, niin ajattelemalla additiivisia ryhmia saadaan Lagrangen lauseesta, etta
#F jakaa alkuluvun p. Koska #F' toisaalta on > 1, se on siis = p.

Se, ettel ole olemassa muita alkukuntia, seuraa (ii)-kohdasta.

(ii) Vaitetyn kunnan P olemassaolo todistettiin lauseessa 7. Osoitetaan vield yksi-
kasitteisyys. Jos P; ja P, ovat kuntaan K sisaltyvia alkukuntia, niin lauseen 5 mukaan
myos P N P, on kunta. Koska se on P;:n ja Py:n alikunta, niin alkukunnan maaritelman
perusteella se on = P; ja = P,. Tasta nahdaan, etta P, = Py, [

Tama lause osoittaa, ettd kunnan K karakteristika on ratkaisevassa asemassa K:n
tyyppia maaritettaessa.
Lauseesta 8 seuraa myo0s, etta kunta ja sen alikunta sisaltavat saman alkukunnan.

ESIMERKKI 4. Adrellisen kunnan GF(p*) sisiltémi alkukunta P on ~ Z,. Tami
seuraa esim. siitd, ettd #P | p* (Lagrangen lause).

ESIMERKKI 5. Funktiokunnan R(z) (ks. VI.1:n esimerkki 2) siséltdmé alkukunta
on Q. Esimerkki aarettomasta kunnasta, jonka karakteristika on p ja alkukunta siis Z,,
esitetaan pykalassa VI.6.
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Harjoitustehtavia

1. Oletetaan, etti kunnan K karakteristika on 3. Tutki, onko joukko {a® | a € K}
kunnan K alikunta.

V1.3 Kokonaisalueen osamaarakunta

Algebrassa esiintyy usein seuraava probleema: on annettu algebrallinen systeemi
A mutta siltd puuttuu jokin haluttu ominaisuus. Voidaanko

B konstruoida sellainen systeemi B, jolla on tama ominaisuus
ja joka sisaltdd A:n? Koska isomorfiset systeemit voidaan
algebrassa samaistaa, ”sisaltamista” ei tassa tarvitse ottaa

A sananmukaisesti; riittaé, ettd B sisdltda A:n kanssa isomor-
fisen systeemin A’.

ESIMERKKI 1. Klassinen esimerkki edellisesta on lukualueen laajentaminen vaiheit-
tainn N—-7Z —->Q —-R — C.

Tarkastellaan lahemmin vaihetta Z — Q. Palautetaan mieleen, etta rationaalilukujen
konstruointi tapahtuu paakohdittain seuraavasti:

e Muodostetaan kaikkien kokonaislukuparien (a, b), b # 0, joukko.
e Sovitaan, ettd parit (a,b) ja (c,d) ovat ekvivalentteja jos ja vain jos ad = be.

a
e Otetaan kayttoon merkinta 7 edustamaan paria (a, b) ja kaikkia sen kanssa ekvi-

valentteja pareja.
e Merkitdan alkioiden % joukkoa Q:lla (ja nimitetdén ndma alkiot rationaaliluvuiksi).
o Maaritellaan yhteen- ja kertolasku joukossa Q.
e Samaistetaan alkiot % kokonaislukujen a kanssa.

Lisaksi taman konstruktion algebralliseen kasittelyyn kuuluu sen todistaminen, etta
saatu joukko QQ on kunta. Konstruktion viimeinen kohta merkitsee tasmallisesti ilmaistuna,

ettd Q:n osajoukko { % ’ a € Z} on kokonaisalue ja ~ Z.
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Algebrassa on tarkead, ettd jokainen kokonaisalue D voidaan ”laajentaa” edellistéa
vastaavalla konstruktiolla erddksi kunnaksi Q(D), ns. D:n osamddrdkunnaksi eli jakokun-
naksi. Seuraavassa suoritetaan taméa konstruktio.

Olkoon siis D kokonaisalue. Muodostetaan joukko
X ={(a,b) | a,be D, b#0}
ja maaritellaan tassa joukossa relaatio seuraavasti:
(a,b) ~ (c,d) = ad = be.

T&améa on ekvivalenssirelaatio (tarkista ehdot E1-E3; pane merkille, ettd tarvitaan supis-
tamislakia). Néin syntyy siis joukon X ositus ekvivalenssiluokkiin [(a, b)]; nditd sanotaan

formaalisiksi osamddriksi ja merkitaan g:lla:

%Z{(fmﬁ | (z,9) ~ (a,0)} = {(z,9) | 2,y €D, y#0, zb=ya}.

Erityisesti
a c
Z = 3 <~ ad = be.

Merkitddn kaikkien formaalisten osamédrien joukkoa Q(D):1l4:

Q(D):{% | a,be D, b;é()}.

Maaritellaan joukossa Q(D) yhteen- ja kertolasku:

a+c_ad—|—bc a c ac
b d  bd ’ bd bd
Huomaa ensiksikin, etté bd # 0. Lisdksi on varmistuttava, ettd nama laskutoimitukset ovat
a a
hyvinmé&éariteltyjd. Osoitetaan tdmé yhteenlaskusta (kertolasku samoin): Olkoon 7=
/
ja g = %, jolloin siis ab’ = ba’ ja cd’ = dc’. Vaitetaan, etta

ad+bc a'd +0'c
bd vd

toisin sanoen (ad + be)b'd’ = bd(a’d" + b'¢’). Tama todetaankin helposti: vasen puoli
= (ab')dd" + bb'(cd") = (ba’)dd' + bV’ (d¢") = oikea puoli.

Lause 9. Joukko Q(D) on kunta. Sen osajoukko
D'={%]aeD}

on Q(D):n alirengas; tdmé on kokonaisalue ja isomorfinen D:n kanssa.
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0 1
Todistus. (D) on kommutatiivinen rengas, nolla-alkiona T ykkosalkiona 1 ja alkion

a . —a . . . ce . v e e
7 vasta-alkiona T; rengaspostulaattien tarkistaminen on suoraviivaista (kay lapi esim.

distributiivisuus).
0 b
Jos % + T niin a-1 # b-0 eli @ # 0. Taten Q(D) siséltdaéd alkion —. TAmA& on %:n
a
b b 1
kaanteisalkio, silla %-— = a_b =71 Néin ollen rengas Q(D) on kunta.
a a
Muodostetaan kuvaus
. . a
j:D—Q(D),  jla) =7

Se on rengashomomorfismi (tarkista postulaatit RH1-RH3). Liséksi j on injektio, koska

a
yhtalosta 11 seuraa, ettd a-1 = 1-b eli a = b. Saadaan siis, etta
_ a
D:Im(j):{I | aeD}.
Tama todistaa lauseen jalkimmaiset vaitteet. [

a
On luonnollista samaistaa D ja D’ merkitsemélla alkiota 1 yksinkertaisesti a:lla.

(Sanotaan my0s, ettd D upotetaan kuntaan Q(D) kuvauksella j.) Silloin kunnassa Q(D)

on
oo (b _al_al_a
@ =1\1) T1v 10v b’

a
joten merkinta 3 tarkoittaa myos kunnan alkioiden a ja b todellista osamaaraa.

S

S

MAARITELMA. Edelld konstruoitua kuntaa (D) sanotaan kokonaisalueen D osa-
mddrdikunnaksi tai jakokunnaksi (quotient field, field of fractions).

ESIMERKKI 2. Polynomirengas R[x| on kokonaisalue (mieti, milloin polynomien tulo
= 0). Sen osamadrakunta on rationaalifunktioiden kunta R(z) (VI.1:n esimerkki 2).

Jos konstruoidaan osaméédrdkunta Q(D) kokonaisalueelle D, joka sisdltyy johonkin
kuntaan K, niin Q(D):sté tulee isomorfinen edellisessé pykaldssa (lause 6) esiintyvan kun-
nan

(1) Kp={7 | abeD, b#0}

kanssa. On luonnollista samaistaa Q(D) ja Kp ja nimittda siis myos kuntaa Kp koko-
naisalueen D osamdarikunnaksi. (Ajattele esim. Z:aa reaalilukujen kunnassa R: silloin
osamadrdkunta Q on = K7y.)

Taman jalkeen nahdaankin, ettd osamadrdkunnan kasite on helppo: Koska D asken
todistetun mukaan joka tapauksessa siséltyy kuntaan K = Q(D), osaméaérdkuntaa voidaan
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aina ajatella muodossa (1). Itse konstruktiota ei siis yleensé tarvitse ajatella sen jélkeen,
kun se kerran on tehty!

Edellisesta nahdadn myos, etta kokonaisalueen D osamdardkunta on suppein kunta,
johon D sisdltyy. Jos nimittdin D C K (= kunta), niin D C Kp C K.

Palataan lopuksi pykaldn alussa esitettyyn yleiseen probleemaan. Oletetaan, etta
systeemi A saadaan laajennetuksi mainitulla tavalla systeemiksi B. Silloin B on algebral-
lisesti tyydyttava vain, jos se on yksikdsitteinen seuraavassa mielessa: jos A on isomorfinen
systeemin Ag kanssa, niin my6s niiden vastaavat laajennukset B ja B ovat isomorfiset.

On helppo todistaa (vaikka se sivuutetaan téssd), ettéd kokonaisalueen osaméarikun-
nalla on tama yksikasitteisyysominaisuus.

ESIMERKKI 3. Olkoon Z[i] = {a+bi|a,b € Z}. Osoita, ettd Z[i]:n osaméadrdkunta on
isomorfinen kunnan Q(i) = {r + si|r, s € Q} kanssa. (Osoita, ensin, ettd jokainen kunta,
joka siséltdd Q:n ja i:n, sisdltdd Q(i)mm. Osoita sitten, ettd (a + bi)(c + di) € Q(i) kun
a,b,c,d € Z.)

V1.4 Laajennuskunta

MAARITELMA. Jos K on kunnan L alikunta, sanotaan ettd L on kunnan K laajen-
nuskunta tai kuntalaajennus (extension field, field extension).

Erityisesti siis jokainen kunta L on alkukuntansa P laajennuskunta.

Kunnan L osajoukon S wirittdmd alikunta K maéaritellidn samoin kuin vastaavat
késitteet aikaisemmin:

K= () F
SCF
F on L:n alikunta
Nyt tama maaritelméa ei kuitenkaan sellaisenaan ole kaytannollinen, silla ei ole olemassa
yksinkertaista saantoa, jolla K:n alkiot voitaisiin muodostaa, kun S on esimerkiksi mieli-
valtainen aarellinen joukko L:ssa.

Muista, ettd L:n alikunta K sisaltdd aina L:n alkukunnan P. Siksi on luonnollista
ottaa P mukaan virittdjajoukkoon S, ts. valita S = P U S7, missa S7 on jokin L:n osa-
joukko. Itse asiassa on osoittautunut hyodylliseksi hyvaksya tassd P:n paikalle muitakin
L:n alikuntia ja asettaa seuraava maaritelma.

MAARITELMA. Olkoon F' kunnan L alikunta ja S jokin L:n osajoukko. Silloin joukko
F U S virittaé (ylla esitetyssd mielessd) L:n alikunnan, josta kdytetdan merkintdd F(.5) :
FCF(S)cCL.

Kuntaa F(S) sanotaan joukon S wirittamdksi eli gemeroimaksi F:n laajennuskunnaksi
(L:ssd) tai myos kunnaksi, joka saadaan liittdmdlld (adjoin) joukko S kuntaan F.
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Maééaritelmasta seuraa myos, ettd F'(S) on L:n suppein alikunta, joka sisdltdd F'n ja
S:n. Huomaa, ettd F'(S) on my6s suppein kunnan F' laajennuskunta (L:ssd), joka sisaltaa
joukon S. Tosiasiassa vain niilla S:n alkioilla, jotka ovat F:n ulkopuolella, on merkitysta.

Jos S on &arellinen, S = {ay,...,a,}, merkitdén F(S) = F(aq,...,a,) ja sanotaan,
ettd F'(S) on kunnan F ddrellisesti viritetty laajennus. Yhden alkion virittdmaa laajennus-
ta F'(a) sanotaan yksinkertaiseksi. On helppo osoittaa, ettd jokainen &érellisesti viritetty
laajennus saadaan rakennetuksi perakkaisista yksinkertaisista laajennuksista.

Yhteenvetona edellisestd: Jos F' ja L ovat kuntia, ' C L, sekd a € L, niin F(a)
on suppein L:n alikunta, joka sisaltaa F:n ja a:n; kyseessa on F':n laajennuskunta, joka
saadaan liittamalla alkio @ kuntaan F.

ESIMERKKI 1. Jos rationaalilukujen kuntaan Q liitetdén luku /2, saadaan R:n ali-

kunta
Q(V2) = {a+b\/§ | a,be(@}
(vrt. VI.2:n esimerkki 1).

ESIMERKKI 2. Jos reaalilukujen kuntaan liitetdan imaginaariyksikko ¢, saadaan koko
kompleksilukujen kunta: R(7) = C.

Edella pohdittiin kunnan F' laajentamista jonkin laajemman kunnan L ”sisalla”. Vie-
14 kiinnostavammaksi kuntalaajennusten teoria osoittautuu tapauksissa, joissa téallaista
kuntaa L ei ole. Silloin kyseessd on sama tilanne, joka esiintyi edellisen pykélan alussa
yleisena probleemana.

Esimerkiksi kompleksilukujen kunta C saadaan muodostetuksi lahtemaélla reaaliluku-
jen kunnasta R ja polynomin z? + 1 nollakohdasta, jota merkitiin :1ld. Niin syntyvi
kunta ei sellaisenaan ole R:n laajennus; se muodostuu ”uusista” alkioista, jotka voidaan
kirjoittaa esim. muodossa (a, b) tai a+bi, missi a,b € R ja jossa on kunnan laskusdéntdjen
lisiksi voimassa 72 = —1. Se kuitenkin sisiltdd R:m kanssa isomorfisen alikunnan Ry, joka
koostuu kaikista muotoa (a,0) (tai a + 0¢) olevista alkioista. Kuten edellisessé pykéldssa,
on luonnollista samaistaa R ja Ry eli siis merkita a = a + 0s.

Samalla periaatteella muodostetaan annetun kunnan F' laajennuksia F'(a) yleisestikin.
Laajennuksen ominaisuudet riippuvat talloin siitd polynomista (F:ssi), jonka nollakohta
kuntaan F' liitetaan. Polynomit kytkeytyvatkin olennaisesti kuntalaajennusten teoriaan.

Téassa kurssissa esitetaan vain eraat perustulokset kuntalaajennusten muodostamises-
ta mainitulla menetelmélla ja sovelletaan niitd darellisten kuntien konstruointiin. Sita
ennen kasitellaan tarvittavassa méaarin polynomeja.
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V1.5 Maksimaalinen ideaali

Seuraavassa esitetdan, miten kommutatiivisesta renkaasta voidaan muodostaa kuntia
maksimaalisten ideaalien avulla.

MAARITELMA. Renkaan R ideaalia M sanotaan maksimaaliseksi, jos se on aito (ts.
M # R) ja jos mikdén muu R:n ideaali I ei taytd ehtoa M C I C R.

Maaritelman jalkimmainen ehto on usein mukava ajatella muodossa

I on R ideaali ja M C I - I =R.

ESIMERKKI 1. Renkaan Zs ideaali (2) = {0,2,4,6 } on maksimaalinen, koska sen
additiivisen ryhmén indeksi ryhméssé (Zs, +) on 2.

ESIMERKKI 2. Renkaan Z maksimaaliset ideaalit ovat ideaalit pZ, missa p on alkuluku.
Koska naet Z on PIR, sen kaikki ideaalit ovat muotoa mZ, m > 0, ja

miZ C moZ — mo |mp ja me < my.

Vertaa tdmén esimerkin antamaa tietoa siihen, ettd jadnnosluokkarengas Z/mZ on
kunta jos ja vain jos m = p on alkuluku. Seuraava lause yleistad taman tuloksen.

Lause 10. Olkoon I kommutatiivisen renkaan R ideaali. Silloin

R/I on kunta — I on R:n maksimaalinen ideaali.

Todistus. ( = ) Oletetaan, ettd R/I on kunta. Koska kunnassa on ainakin kaksi
alkiota, niin I # R. Ideaalin I maksimaalisuuden todistamiseksi on siis vield otettava R:n
ideaali J, joka sisdltda aidosti I:n, ja naytettava etta J = R.

Koska I on J:n aito osajoukko, on olemassa a € J \ I. Silloina+ I # I, ts. a+ I ei
ole kunnan R/I nolla-alkio. Silld on siis ka#nteisalkio b+ I :

(a+D(b+1)=1+1.

Tastd saadaan, ettd 1 = ab + ¢, missd ¢ € I. Mutta talloin 1 € J, sillaa € J jai € J
(muista ehto 12 ideaalin maaritelméssé). Se todistaa vaitteen.

( <) Oletetaan nyt ideaali I maksimaaliseksi. Jadnnosluokkarengas R/I on joka
tapauksessa kommutatiivinen rengas. Pitda siis enda osoittaa, ettd sen mielivaltaisella
alkiolla a 4+ I # I on kaénteisalkio.
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Koska a ¢ I, ideaalien I ja Ra summa siséltdd aidosti I:n (ks. luvun V lause 6).
Ideaalin I maksimaalisuudesta seuraa silloin, ettd I + Ra = R. Erityisesti siis 1 € I + Ra,
joten 1 =17+ ra, missa i € I ja r € R. Tasta saadaan

14 I=ra+I1=(r+I1)(a+1).
Alkio r + I on siis (a + I):n kéénteisalkio renkaassa R/I. [

Kurssin loppuosan yhtena tavoitteena on konstruoida kuntia edelliseen lauseeseen no-
jautuen. Sopiviksi renkaiksi ovat osoittautuneet polynomirenkaat: niissa ideaalien maksi-
maalisuus palautuu polynomien jaottomuuteen.

Taman pykalan jaljella oleva osa muodostaa kuitenkin oman kokonaisuutensa, joka ei
tahtaa kuntien konstruointiin. Tarkoituksena on liittaa ideaalin maksimaalisuuden kasite
yleisempaan matemaattiseen yhteyteensa.

Palauta mieleen jarjestetyn joukon madritelma ja siithen liittyvat peruskésitteet (py-

kili I1.8).

MAARITELMA. Osittain jarjestetyn joukon A alkiota m sanotaan maksimaaliseksi, jos
m ei ole A:n minkdan muun alkion edeltdja, ts. jos

m<a, a€A = m = a.

ESIMERKKI 3. Jos A on jokin reaalilukujoukko ja < on tavallinen suuruusjarjestys,
A:n suurin luku (mikali sellainen on olemassa) on ainoa maksimaalinen alkio A:ssa.

Yleisemmin jokaisessa totaalisesti jarjestetyssa joukossa on enintaan yksi maksimaa-
linen alkio.

ESIMERKKI 4. Joukossa {1,2,...,9}, jarjestettyna jaollisuusrelaation mukaan, mak-
simaaliset alkiot ovat 5, 6, 7, 8, 9.

Tallaista riittavan pienta osittain jarjestettya joukkoa on mukava havainnollistaa Has-
sen diagrammalla.

ESIMERKKI 5. Tama esimerkki kytkee maksimaalisen alkion kasitteen pykalan alku-
osaan: Renkaan R kaikkien aitojen ideaalien joukossa, jarjestettyna sisaltymisrelaation C
mukaan, maksimaaliset alkiot ovat R:n maksimaaliset ideaalit.

Kysymys, milloin renkaalla on (ainakin yksi) maksimaalinen ideaali, johtaa siis ylei-
sempaan kysymykseen: Milloin osittain jarjestetylla joukolla A on maksimaalisia alkioita?

Pohtimalla erilaisia esimerkkeja havaitaan, ettei tahan kysymykseen ole yksinkertaista
vastausta (ajattele ddrettomié joukkoja). Eréddn kayttokelpoisen riittdvan ehdon maksi-
maalisen alkion olemassaololle lausuu seuraava ns. Zornin lemma. Se voidaan todistaa
joukkoteorian kuuluisan wvalinta-aksiooman avulla. Todistusta ei kuitenkaan tassa esite-
ta; itse asiassa valinta-aksiooma on kaantaen johdettavissa Zornin lemmasta, joten naita
kahta voidaan pitaa ekvivalentteina aksioomeina joukkoteoriassa.

Zornin lemmaa varten tarvitaan seuraava késite osittain jarjestetyssa joukossa (A, <):
alkiota y € A sanotaan A:n osajoukon S yldrajaksi, jos s <y V s€S.
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ESIMERKKI 6. Joukossa Z. , jarjestettyna jaollisuusrelaation mukaan, osajoukon S =
{1,2,...,9} erés yldraja on 9!. Etsi myos jokin pienempi yléraja.

Zornin lemma. Olkoon A osittain jarjestetty joukko. Jos A:n jokaisella totaalisesti
jérjestetylld osajoukolla on yliraja A:ssa, niin A:ssa on ainakin yksi maksimaalinen alkio.

Seuraus. Olkoon P jokin epatyhja parvi joukon X osajoukkoja varustettuna sisalty-
misrelaation antamalla osittaisella jarjestyksella. Oletetaan, etta P:n jokaisen totaalisesti

jarjestetyn osaparven { A, } a € T} joukkojen unioni | J A, kuuluu P:hen. Silloin P:ssé
acT
on ainakin yksi maksimaalinen joukko, ts. sellainen joukko M C X, etta

MCA AeP - M = A.

(Tassd T on indeksijoukko, joka voi olla ylinumeroituva. Mitd merkitsee oletus, etté
{Aa } a € T} on totaalisesti jarjestetty? Ajattele sitd helpompaa tapausta, ettd T on
aarellinen tai numeroituva, esim. T' = {1,2,...}; silloin ko. parvi on jono ”laajenevia’
joukkoja: Al C Ay C .. )

Todistus. Koska jokainen joukko A, sisdltyy unioniin | J,, An, tAmé unioni on parven
{Aa ‘ aeTl } ylaraja. Vaite seuraa siis Zornin lemmasta sovellettuna parveen P. [J

Lause 11. Jokaisessa renkaassa on ainakin yksi maksimaalinen ideaali. Tarkemmin:
renkaan R jokainen aito ideaali I sisdltyy ainakin yhteen R:n maksimaaliseen ideaaliin.

Todistus. Lauseen edellinen vaite seuraa jalkimmaisesta, koska R:lla on joka tapauk-
sessa {0} aitona ideaalina.
Jalkimmaisen véaitteen todistamiseksi sovelletaan seurauslausetta parveen

P:{J ‘ I CJ, J on R aito ideaali }

P on epatyhja, koska se sisaltad I:n. Olkoon {Ja ‘ a e T} jokin totaalisesti jarjestetty
parvi P:n joukkoja. On néytettévé, ettd myOs unioni |J, Jo kuuluu P:hen; silloin P
sisaltad maksimaalisen joukon M ja tdméa on haettu maksimaalinen ideaali.

Ensiksikin |, Jo siséltédé I:n, koska jokainen J, (yksikin riittéisi!) sisdlt&dé I:n.

Toiseksi | J,, Jo on renkaan R ideaali, kuten todetaan ideaalikriteerin avulla. Olkoon
nimittéin a,b € |J, Jo. Silloin esim. a € J, ja b € Jg, missé «, f € T. Koska parvi P on
totaalisesti jarjestetty, niin J, C Jg tai Jg C J,; voidaan olettaa, ettd J, C Jg. Nyt a
ja b kuuluvat molemmat ideaaliin Jg, joten my6s a — b € Jg. Néin ollen a — b € |, Ja.
Mieti itse, miksi myos alkiot ra ja ar kuuluvat tahan unioniin aina kun r € R.

Kolmanneksi on varmistuttava, ettd ideaali |J, Jo on aito eli # R. Téamé seuraa
siita, ettei renkaan ykkosalkio 1 kuulu mihinkaén ideaaleista J, eika siis myoskaan niiden
unioniin. [J
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Harjoitustehtavia

1. Etsi kaikki seuraavien renkaiden maksimaaliset ideaalit:
a) Zg, b) ZlO; C) Zlg, d) Zn.
2. Olkoon R = {f : R — R | f jatkuva}. Osoita, ettd A = {f € R|f(0) = 0} on R:n

maksimaalinen ideaali.

3. Ajatellaan tason R? pisteet jirjestetyksi tehtéiviissa 11.8.3 annettuun tulojirjestykseen.
Etsi osajoukosta
A={(z,y) R’ |2,y €Z, * +y* <2}

maksimaaliset alkiot.

4. Renkaan R aitoa ihannetta P sanotaan alkuihanteeksi, jos P tayttaa ehdon a,b €
R, abe P = a € P tai b € P. Todista, etta kommutatiivisen renkaan maksimaa-
linen ihanne on alkuihanne. (Ohje: Tarkastele ja&nnosluokkarengasta R/P.)

V1.6 Polynomirengas

Edella on useissa esimerkeissa késitelty reaalikertoimisia polynomeja ag + a1z + - - - +
ap,x™ ja niiden muodostamaa rengasta. Nyt yleistetddn polynomin késite korvaamalla
reaaliluvut ay, . .., a, annetun (kommutatiivisen) renkaan R alkioilla. T&ll6in polynomien
yhteen- ja kertolasku voidaan suorittaa aivan samoin kuin reaalisessa tapauksessa soveltaen
kertoimiin renkaan R laskutoimituksia.

Kaikkien téllaisten polynomien joukkoa merkitaan R[x]:114; siis

R[x]:{a0+a1$+"‘+anmn ’ n>0, ar € R (k/‘:O,,TL>}

Joukon alkioita sanotaan polynomeiksi yli renkaan R (tai renkaan R suhteen). Téasmalli-
semmin sanottuna kyseessa ovat yhden muuttujan (indeterminate) x polynomit.
Miten maaritellaan kahden polynomin

(1) f(z) =ap+a1x+ -+ apx",
(2) g(x) =by+brz+ -+ bpa™

yhtasuuruus? Reaalikertoimisia polynomeja ajateltiin funktioina R — R, jolloin niiden
yhtdsuuruus palautuu funktioiden yhtdsuuruuteen: polynomit f(z), g(z) € R[z] ovat yh-
tasuuret, jos niiden arvot ovat samat kaikilla reaaliluvuilla x.
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Yleisessa tapauksessa taméa funktioajattelu on korvattava ”algebrallisella” 1ahestymis-
tavalla. Sen mukaan polynomi ag + a1z + --- + a,x™ on yksinkertaisesti lauseke, jonka
R alkiot ag,...,a, méérittdvat. Té&lloin on luonnollista sanoa polynomeja (1) ja (2)
yhtésuuriksi, jos niilld on samat kertoimet. Siis

f(x) =g(x) = n=m ja a,=0b, (k=0,...,n), a,#D0.

Tama ekvivalenssi pétee siindkin erikoistapauksessa, ettd f(z), g(z) € R[z], joten mi-
taén ristiriitaa ei synny (ajattele reaalikertoimisia polynomeja lineaarialgebran kannalta:
{1,z,...,2™ } on enintdén astetta n olevien polynomien polynomiavaruuden P, kanta).
Yleisesti polynomin arvot eivat kuitenkaan aina maarita polynomia yksikasitteisesti, vrt.
harjoitustehtava 4.

HuomAuTUs. Polynomin méaaritteleminen ”lausekkeena” ag + a1x + - - -+ a,x™ ei ole
aivan tasmallista. Jos haluat tdsmaéllisen méaaritelmén, ajattele polynomia aarettomana
jonona

(ag,a1y...,0,,0,0,...),

jonka jasenet jostain kohdasta alkaen ovat = 0. Jotta tallaista jonoa sitten olisi helpom-
pi késitelld (mm. jotta voitaisiin kayttda hyvéksi tuttuja polynomien yhteydesta opittuja
laskumenetelmii), sille otetaan kayttoon merkintd ag + a1z + -+ - + a,x™, misséd symbo-
li ¥ ilmaisee sen, ettd ap on jonon (k + 1):s jisen (k > 0; symboli z° jitetdsin usein
kirjoittamatta). Siis esim.

44 22% — 2t = (4,0,0,2,—1,0,0,...).

Lause 12. Jos R on kommutatiivinen rengas, myos kaikki polynomit yli R:n muo-
dostavat kommutatiivisen renkaan (R[x|,+,-) tavalliseen tapaan mééariteltyjen yhteen- ja
kertolaskun suhteen.

Polynomit ax® = a (a € R) muodostavat R[x|:n alirenkaan, joka voidaan luonnolli-
sella tavalla samaistaa renkaan R kanssa.

Renkaasta R[x| kdytetddn nimitysta polynomirengas (yli R:n). Tassd ovat taydelli-
syyden vuoksi polynomien summan ja tulon muodostamissaannot nakyviin kirjoitettuina
(polynomit f(z) ja g(x) kuten (1):ssé ja (2):ssa, n < m):

f(@)+g(x) = (ag +bo) + (a1 + b1z + -+ (@n + by)2"™ + bpp12™ T+ + bpa™,
f(x)g(x) = apby + (apby + a1bg)x + (apbs + a1by + agbo)x2 + o Fapbyp ™.

0

Polynomeja ax” = a sanotaan vakiopolynomeiksi.
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Lauseen todistus. On tarkistettava, ettd polynomien yhteen- ja kertolasku noudatta-
vat kommutatiivisen renkaan postulaatteja. Useimpien postulaattien kohdalla asia tode-
taan valittomaésti; esim. nolla-alkio on vakiopolynomi 0 (nollapolynomi), ykkosalkio on
vakiopolynomi 1 ja polynomin f(z) vasta-alkio on —f(z). Erdiden postulaattien tarkista-
minen vaatii enemmén kirjoitusty6td (mieti esim. tulon assosiatiivisuutta).

Lauseen loppuosa on ilmeinen. [J

Kun polynomien laskutoimitukset on nain maaritelty, todetaan ettd myos alkuperai-
sessd polynomin lausekkeessa ag + a1x + - - - + a,x™ esiintyvat summa- ja tulomerkinnéat
voidaan tulkita naiden mukaisesti: esim. ag + a;x = vakiopolynomin ag ja polynomin aix
summa ja axz® = vakiopolynomin a; ja polynomin (monomin) z*¥ = 1-2* tulo. Merkin-
noissa ei siis synny monikasitteisyytta.

MAARITELMA. Jos polynomissa f(z) = ag + a1z + - -+ + a,z™ on a, # 0, kerrointa
a, sanotaan f(z):n johtavaksi kertoimeksi ja lukua n sanotaan f(z):mn asteeksi (degree),
merkitddn n = deg f(z).

Polynomia f(x) sanotaan pddpolynomiksi (monic polynomial), jos sen johtava kerroin
=1

Néin tulee maaritellyksi jokaiselle polynomille # 0 johtava kerroin ja aste > 0.

Sopimus: nollapolynomin aste deg(0) = —oo. (Symbolien oo ja —oo merkitykseen ma-
temaattisissa kaavoissa on yleensa suhtauduttava erityisen varovasti. Polynomien asteiden
valisissa kaavoissa —oo kuitenkin yksinkertaisesti ajatellaan ”lukuna”, joka on pienempi
kuin kaikki reaaliluvut; vrt. pykéldn I1.6 loppu.)

ESIMERKKI 1. Tarkastellaan polynomeja f(z) = 14z ja g(x) = 1—x yli mielivaltaisen
kommutatiivisen renkaan R. Todetaan, etta

fl@)+g@)=2,  flz)g(z)=1-2"

Nyt siis deg f(x) = degg(z) = 1 ja edelleen deg(f(x) + g(x)) = 0 (tai —oo, jos R:ssé on
2 =0) seka deg f(x)g(x) = 2.

Lause 13. Jos R on kokonaisalue, niin myds polynomirengas R[x| on kokonaisalue ja

(3) deg f(2)g(x) = deg f(x) +degg(x) V f(x), g(x) € Rlz].

Todistus. Olkoot f(x)m ja g(x):mn johtavat kertoimet a, ja b,,. Tulossa f(x)g(x)
esiintyva korkein termi on a,,b,,x""™; tissi nimittiin a,b,, # 0, koska R:ssi ei ole nollan-
jakajia. Nahdaan siis ensiksikin, etta tulopolynomin aste = n+m. Mutta silloin erityisesti
tulopolynomi # 0, joten mydskédn R[x]:ssd ei ole nollanjakajia. Polynomirengas R[z] on
siis kokonaisalue.

Jos f(z) = 0 tai g(z) = 0, myds tulo = 0 ja yhtdlon (3) molemmat puolet ovat
= —o00. [
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ESIMERKKI 2. Koska Z, (p alkuluku) on kokonaisalue, lauseen 13 mukaan myds
polynomirengas Z,[z] on kokonaisalue ja silla siis on osaméadrakunta

Lp(x) = { f]% p(x), q(z) € Zylz], q(x) # nollapolynomi } .

Tétd sanotaan rationaalifunktioiden kunnaksi yli kunnan Z, (vrt. VL1 esimerkki 2).
Huomaa, ettéd char(Z,(x)) = p, vaikka Z,(z) on &éretén kunta.

Harjoitustehtavia

1. Laske renkaan Z-[z] polynomeilla a = 1 + 2z + 22 ja b = 22 + 2 polynomit a + b, ab
ja bS.

2. MAiéiritd polynomien 1 — 4x + 622 ja x + 222 + 1023 tulon aste polynomirenkaissa
Rlz|, Z4[x], Zs[z].
3. Etsi polynomin 2z + 1 € Z,[x| kidénteispolynomi.

4. Tutki, mitd arvoja Zs[z]m polynomit z* + x ja x? + z saavat.

5. Milla polynomeilla on kdanteispolynomi Z[z]|:ssa? (Tutki ensin vakiopolynomit ja
kéyté sitten lausetta 13).

6. Naytd, ettd polynomilla F' = 1 — 2z on kddnteispolynomi renkaassa Zi6[z].
(Ohje: Ratkaise G € Zjg|x| yhtdlosta FG = 1.)

VI.7 Polynomien jaollisuus

Téastedes oletetaan, etta polynomien kertoimet kuuluvat kuntaan K.

Askeisté lausetta 13 ajatellen on nyt ensimméinen luonnollinen kysymys: Kun K
on kunta, onko my6s polynomirengas K[z] kunta? Vastaus on kielteinen. Polynomilla
f(x) € K|z] on néet kddnteisalkio K[z]:ssé vain siinéd tapauksessa, ettd f(z) on nollasta
eroava vakiopolynomi. Tama todetaan paattelemélla lauseen 13 avulla seuraavasti:

f@)g(z) =1 = degf(z)+degg(x)=0 = degf(z)=degg(x)=0.
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Polynomirenkaalla K[z] on siis samanlainen algebrallinen rakenne kuin kokonaislu-
kujen renkaalla Z: se on kokonaisalue mutta ei kunta. Téasta seuraa, ettd polynomeille
(yli kunnan K) saadaan samanlainen jaollisuusteoria kuin kokonaisluvuille. Seuraavassa
esitetadn taman teorian paakohdat; useimmat asiat ovat tuttuja koulukurssista kunnan
K = R tapauksessa.

MAARITELMA. Olkoot a(z), b(x) € K[z]. Jos on olemassa sellainen polynomi ¢(x) €
K[x], ettd a(x) = b(x)c(x), sanotaan, ettd polynomi a(z) on jaollinen polynomilla b(z);
merkitédan b(z) | a(z). Kaytetdan myos sanontoja: b(z) jakaa a(z):n, b(z) on a(z):n tekijd,
a(z) on b(z):n monikerta.

ESIMERKKI 1. (1) (z —1) | (2 — 1) K[z]:ssé, missi K on mielivaltainen kunta;

(2) (@+1)]( ) Z
3) ( )1 ( ) R[z]:ssé.

x4+ 1) | (2% + 1) Zo[z]:sséi, koska téssd renkaassa 22 + 1 = (z + 1)
r+ 1)1 (22 +1

HuoMAuUTUS. Seuraavassa kéasitelladn usein esimerkkeja, joissa kunta K on jokin
jadnnosluokkakunta Z, (p alkuluku). Kuten edellisessé esimerkissé, Z,[x]:n polynomien
kertoimista jatetddn télloin yleensd jadnnosluokkamerkinté (yléviiva) kirjoittamatta né-

kyviin; siis esim. merkinnalld 2 + 5z — 23 tarkoitetaan polynomia 2 + 5z — z3. Huomaa,
etta

2+b5r—2*=x—2°=2+2° Zs|x] :ssé,

245 —a® =2 —2° =24 423 Zs|x] :ssé.

Jaollisuusrelaatiolla on useita samoja perusominaisuuksia kuin kokonaislukujen ta-
pauksessa, mm. aina a(z) | a(z) ja

a(x) | b(z), bz) | c(x) = a@) | (),
a(x) | b(x), a(z) | c(x) = alz) | (b(z) + c(z)).

Eraat ominaisuudet ovat nyt hiukan toisenlaisia, esim.
a(z) | b(z), b(x)|a(x) == a(z) = k-b(z), missd ke K~ {0}.

(Jos haluat miettid, misté eroavuus Z:aan verrattuna johtuu, ajattele renkaiden Z ja K|[x]
yksikkoryhmia: Z* = {£1} ja K[z]* = K ~ {0}.)

Tutkittaessa annetun polynomin a(z) jaollisuutta toisella polynomilla b(x) voidaan
kayttad samanlaista jakoalgoritmia (”jakokulmalaskua”) kuin kokonaisluvuilla. Vertaa
seuraavaa lausetta lauseeseen I.2.
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Lause 14 (Jakoyhtild). Jos a(x), b(x) € K|z] ja b(x) # 0, on olemassa yksikésit-
teiset polynomit q(x) ja r(z) (= "jakojddnnds”), joilla

(1) a(z) = q(x)b(z) + r(z), degr(z) < degb(x).

Todistus. Valitaan joukosta S = { a(z) — k(z)b(z) | k(z) € K[z]} polynomi

r(x) = a(x) — q(x)b(x),

jonka aste on mahdollisimman pieni. Jos r(x) = 0, niin sen aste on —oo ja (1) on siis
voimassa. Muussa tapauksessa on naytettdava, ettd luku n = degr(xz) on pienempi kuin
m = deg b(x). Olkoot r(z):n ja b(x):n johtavat kertoimet vastaavasti r, ja by,. Jos nyt n
olisi > m, niin voitaisiin muodostaa polynomi

s(z) = a(x) - (q(w) + 2—”-%”‘”) bla) =r(z) = zj_n

m m

2" Th(T),

joka kuuluu joukkoon S ja jossa m:nnen asteen termin kerroin on

T — 74—n-bm =0.

bm

Téstd ndhdaén, ettd s(x) on pienempéé astetta kuin r(x), miké on vastoin polynomin r(x)
valintaa. Nain ollen n < m.
Yksikasitteisyys: Jos myos a(x) = ¢/(x)b(x) + r'(x), missd degr’(x) < degb(x), niin

r(z) = r'(z) = (¢'(z) — q(x))b(x),  deg(r(z) —r'(z)) < degb(x).

deg(q'(z) — q(x)) + degb(z), joten
= 0. Tésté seuraa, ettd r(z)—r'(z) =

Toisaalta lauseen 13 mukaan deg(r(z) — r'(z)) =
deg(q'(z)—q(x)) < 0. Silloin vélttdmatta ¢’ (z) —q(x)
0-b(xz) = 0. Siis ¢'(x) = q(x) ja r'(z) = r(z).

ESIMERKKI 2. Renkaan Q[x] polynomeihin a(x) = 223 + 22 — 2 — 1 ja b(x) = 2% — 2
sovellettuna jakoalgoritmi antaa tuloksen
20° + 0 —x — 1= 2z + 1)(2* —2) + (32 + 1).

Siis g(x) =2z + 1 ja r(z) = 3z + 1.

Enté jos tarkastellaan néitd polynomeja a(z) ja b(x) yli jonkin kunnan Z,? Mieti
miksi saatu kaava pétee silloinkin. Kirjoita tulos erityisesti Zo[x]:ssd ja Z3[z]:ssé sieventden
polynomit yksinkertaisempaan muotoon.

ESIMERKKI 3. Sovelletaan jakoalgoritmia Zs[x]:n polynomeihin 322 + 1 ja 2z + 3.
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Jos f(z) =ap+a1x+ -+ apa™ € K(z] ja c € K, merkitdan
fle)=ap+arc+ -+ apc™.

Huomaa, ettd f(c) on kunnan K alkio; se voidaan lukea ” f arvolla ¢”. Néiin saadaan
analyysista tuttu polynomikuvaus

K — K, c— f(e).
Jos erityisesti f(c) = 0, sanotaan, etté ¢ on polynomin f(x) nollakohta tai yhtalon f(x) =0
JUUTS.
Jos a(z) = f(z) + g(z) ja b(x) = f(x)-g(x) (missd f(z), g(x) € K|z]), niin ndhd&an,
etta

a(c) = f(e) +g(c), () = f(c)-g(c)-

Tuloksena on ”sijoitusperiaate”: Jokainen K|[x]:n polynomien toteuttama yhtdlo toteutuu
kunnassa K, kun x:n paikalle sijoitetaan mika tahansa kunnan K alkio c.

Lause 15. Olkoon f(x) € K[z] ja ¢ € K. Silloin

fle)=0 = (z =) | fl=).

Todistus. ( =) Jakoalgoritmin nojalla f(x) = ¢(z)(z—c)+r(x), missé degr(z) < 1.
Téten r(x) on vakiopolynomi, r(z) = r € K. Kun nyt yhtaléon sijoitetaan x = ¢, saadaan
r = f(c) = 0. Siis f(x) on jaollinen polynomilla x — c.

( <= ) Oletuksen mukaan f(z) = (z — ¢)g(x), missd g(z) € K[z]. Sijoittamalla
jalleen = = ¢ saadaan tulos f(c) =0. O

Lauseesta saadaan seuraus: n:nnen asteen polynomilla f(x) yli kunnan K on enintdadn
n eri nollakohtaa K :ssa. Olkoot nimittéin cq, ..., ¢, téllaisia nollakohtia. Silloin lauseen
mukaan f(z) = (z — ¢1)g(x), missd g(z) € K[x]. Sijoittamalla x = co saadaan

(c2 —c1)g(c2) = 0.

Koska ¢y — ¢1 # 0, eikd kunnassa ole nollanjakajia, tdsté seuraa, ettd g(cy) = 0. Sovelta-
malla lausetta uudelleen saadaan g(z) = (x — co)h(z), missé h(x) € K[z], ja jatkamalla
samoin paadytaan tulokseen

(z =) —c2)--- (=) | fl=).

Polynomin f(z) aste on siis > k.
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ESIMERKKI 4. Olkoon p alkuluku. Néytetdan, ettd polynomirenkaassa Zy[z| on

p—1
PP —1= ][ (z—a).
a=1
Paatelladn téastd lukuteorian Wilsonin lause: (p —1)! = —1 (mod p).

Edellisestéd yhtalosté seuraa my0s, ettd polynomin f(x) = 2P — x € Z,[x] nollakohtia
ovat kunnan Z, kaikki alkiot, toisin sanoen f(x) on identtisesti 0 vaikka se ei ole nolla-
polynomi. (Téllainen tilanne olisi absurdi R[z]:ssd. Katso uudestaan yleistd polynomien
yhtdsuuruuden mééritelmad pykalasta VI.6.)

MAARITELMA. Polynomia f(x) € K[x] sanotaan jaottomaksi (irreducible), jos f(x)
ei ole vakiopolynomi eiké kahden positiivista astetta olevan polynomin (€ K{[z]) tulo.
Kéaytetdan myos sanontaa: f(x) on jaoton kunnan K suhteen (tai yli).

Taman mukaan kaikki 1. asteen polynomit ovat jaottomia.
Jos deg f(z) > 1 ja f(z):1l4 on nollakohta K':ssa, lauseesta 15 seuraa, ettei f(x) ole
jaoton K':n suhteen.

ESIMERKKI 5. Polynomi z? + 1 on jaoton R:n suhteen, silli muuten silli olisi en-
simméisen asteen tekiji z — ¢ € R[z] (huomaa ettd az + b = a (z + 2)) ja siis lauseen 15
mukaan nollakohta c € R.

Mutta 22 + 1 ei ole jaoton C:n suhteen: z% + 1 = (z +4)(z — 4).

Téamén esimerkin padttelya soveltaen ndhdaén, etté 2. ja 3. asteen polynomit K [x]:ssd
ovat jaottomia jos ja vain jos niilld ei ole nollakohtaa K :ssa. (Ajattele, milla tavoilla 3
voidaan kirjoittaa positiivisten kokonaislukujen summana.)

Jos deg f(x) > 3, f(x) voi luonnollisesti olla kahden sellaisen jaottoman polynomin
tulo, joiden asteet ovat > 1; esim.

a* + 222 +1 = (2?2 +1)? € R[z].

Télloin f(z) el ole jaoton mutta silld ei mydskéén ole nollakohtia.
ESIMERKKI 6. Tutkitaan, onko 2% + 3z + 2 jaoton kuntien Z3 ja Zs suhteen.

Palauta mieleen koulukurssista tuttu menetelmé polynomin f(x) € Q[z] rationaalisten
nollakohtien loytamiseksi.

Algebran peruslause sanoo, etté jokaisella polynomilla f(z) € C[x] ~\ C on nollakohta
kavimmin kompleksifunktioiden teorian avulla (alkeellisempiakin todistuksia sille on kylla
keksitty). Pitdd myos paikkansa, ettéd jokainen polynomi f(z) € K[z]\ K voidaan esittaa
jaottomien polynomien tulona ja esitys on yksikasitteinen naiden polynomien jarjestysta
ja vakiotekijoita vaille. (Ei todisteta téssi.)
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Harjoitustehtavia

. Jaa polynomi 3z% + 23 + 222 + 1 polynomilla 22 + 4x + 2 renkaassa R[x]. Muuttuuko

vastaus, jos jako tehdddn renkaassa Zs[z|?

Mitké ovat polynomin z2 + 3z + 2 nollakohdat Zg:ssa?

3. Tutki polynomin x2 4 1 tekijoihinjakoa kunnan Zs suhteen.
poly

Olkoon F kunta ja a # 0, a € F. Todista:

a) Jos af(x) on jaoton F:n suhteen, niin f(x) on jaoton F'n suhteen.

b) Jos f(azx) on jaoton F:n suhteen, niin f(x) on jaoton F:n suhteen.

c) Jos f(x 4 a) on jaoton F'n suhteen, niin f(z) on jaoton F:n suhteen.

(Ohje: Alkutekijédesityksen yksikésitteisyys.)

Madritd renkaan Zz[z] alkioiden F' = 2z?+1 ja G = 2° 4+ 22* 4+ 23 + 5 suurin yhteinen
tekija D € Zr[z].

Nayté, ettei osajoukon {2, z} virittdma renkaan Z[z] ideaali I ole padideaali.
(Ohje: Nayté, ettd I:n jokaisen nollasta poikkeavan alkion vakiotermi on parillinen ja
kayté epéasuoraa todistusta.)

Etsi tehtavissa 6 sellaiset polynomit U,V € Zz[x], ettd D = UF + VG.

Niyté, ettd tekijirengas A = Zs[z]/I, missi I on alkion F = 2% + 1 virittima padi-
deaali, on yhdeksédn alkion kunta. (Ohje: Naytéa, ettd F on jaoton renkaassa Zs|z], ja
etsi kddnteisalkiot Eukleideen algoritmilla.)

VI.8 Miten jaottomat polynomit tuottavat kuntia

Muista, ettd kommutatiivisen renkaan R jadnnosluokkarengas R/I on kunta, jos ide-

aali I on maksimaalinen (lause 10). Seuraavassa valitaan R = K[z], missé K on annettu
kunta, ja ndytetddn, ettd jaottomien polynomien virittdmét K [x]:n pédideaalit ovat mak-
simaalisia. Nain saadaan muodostetuksi uusia kuntia.

Polynomin f(z) € K[x] virittdm& péédideaali on lauseen V.7 mukaan muotoa

(f(@)) = {k(2)f(2) | k(z) € K[z]}.

Huomaa, ettd (f(x)) = (cf(x)), olipa ¢ mikd tahansa kunnan K alkio # 0.
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Lemma. Kaikki polynomirenkaan K [x] ideaalit I ovat padideaaleja, ts. K|z| on PIR.

Todistus. (Vertaa lauseiden IV.5 ja IV.6 todistuksiin.) Jos I = {0}, se on paii-
deaali, nimittdin (0). Oletetaan, ettd I # {0}. Olkoon b(x) sellainen nollapolynomis-
ta eroava polynomi [:ssd, jonka aste on mahdollisimman pieni. Naytetaan, etta I =

(b(2))-
Koska b(x) € I, niin (b(z)) C I. Kédantéen, jos a(z) € I, niin jakoalgoritmi antaa
a(r) = q(x)b(z) +r(z),  degr(z) < degb(x).

q(x)b(x) € I, joten b(z):n valinnan nojalla r(z) = 0. Téstd saadaan,
) € (b(x)). Siis tuloksena on I C (b(x)). O

Nyt r(x) = a(x) —
ettd a(x) = q(z)b(x

Lause 16. Jos p(z) on Klz|:n jaoton polynomi, niin ideaali I = (p(z)) on K|z|:n
maksimaalinen ideaali.

Todistus. Koska degp(z) > 1, I ei sisdlla vakiopolynomeja # 0. Se on siis aito ideaali.

Olkoon J K[x]:n ideaali, joka siséltédé aidosti I:n. On osoitettava, ettd J = K|[z].

Lemman mukaan J on péaiideaali, siis J = (b(x)), missé b(z) € K|x]. Koska I C J,
polynomi p(x) on muotoa k(z)b(x), missd k(x) € K[x]. Mutta p(x) oletettiin jaotto-
maksi; téten k(x) tai b(x) on vakiopolynomi. Jos k(z) on vakio, ndhd&én ettd (p(x))
= (b(x)), toisin sanoen I = J, miké on vastoin J:n valintaa. Né&in ollen b(x) on vakio,

b(x) =b e K ~ {0}. Silloin saadaan

Seuraus. Jos p(x) on Klx]:n jaoton polynomi, niin jadnnésluokkarengas
K[x] [p(z)) on kunta.

Millainen kunta K[x] p(z)) on? Merkitadn I = (p(z)) ja d = deg p(z). Kuten kaikki
jaannosluokkarenkaat, K[z| /I voidaan esittdd muodossa

o J[T={f(@)+1 | f(z) € K[z]} ={f(2)+1 | f(x) € D},

missd D on jokin jadnnosluokkien edustajisto. Huomaa, ettd fi(x) ja fa(z) kuuluvat
samaan jadnnosluokkaan jos ja vain jos fi(z) — fa(x) on jaollinen p(x):1la. Tésta seuraa
jakoalgoritmin avulla, ettd edustajistoksi kelpaa

D={r(z) € Klz] | degr(z) <d}.
Taten
Klz] /I ={r(z) +I‘r ) € K[z], degr(z) < d}
={aot+amz+-+ag12"'+1 | a;e K Vi}.
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Jaannosluokkien ri(z) + I ja ro(z) + I summa ja tulo muodostetaan tavalliseen tapaan
laskemalla niiden edustajien summa ja tulo; tulopolynomi ry (x)rs(z) palautetaan muotoon
ap + a1z + -+ + ag_124 1 vihentdmilld siitd sopiva p(x)m monikerta (kiyttien esim.
jakoalgoritmia).

Lause 17. Kunta Klz| /(p(z)) sisdltdé alikunnan K', joka on isomorfinen kunnan K
kanssa; kun K samaistetaan K':n kanssa, tulee kunnasta K|x] [p(z)) siis K:n laajennus.
Tésséd laajennuksessa polynomilla p(x) on nollakohta.

Todistus. Kuten edelld merkitdan I = (p(x)). Kuvaus
oK Kl /I, @) =at1,

on kuntahomomorfismi (tarkista). Sen kuva K’ = Im(j) on siis pykdldn VI.2 lemman 1
nojalla isomorfinen K:n kanssa:

K~K ={a+1|acK}.

Kuntien K ja K’ samaistaminen merkitsee nyt, ettd K:n alkiot a samaistetaan jadnnos-
luokkiin a + I.

Erityisesti siis polynomin p(z) € K|x] kertoimia voidaan pitdd myos kunnan K[z] /I
alkioina. Koska symboli = sai edella tietyn merkityksen tdméan kunnan alkioiden merkin-
néssé, on parempi kirjoittaa polynomin maaradmattoméaksi esim. y, siis p(y) € (K[z] /I)[y].
Mika kunnan alkioista on tdméan nollakohta? Yksinkertaisesti alkio x + I, silla jadnnos-
luokkien laskusaantojen mukaan

pla+1)=plx)+I=0+1. O

ESIMERKKI 1. Valitaan K = R ja p(z) = 22 + 1. Edellisen mukaan tilloin saadaan
seuraava kunta (missid [ = (x2 + 1)):

Rlz]/I={a+bz+I | a,beR},

(a+bz+1)+(d +bc+1)=(a+d)+ (b+V)x+1,
(a+bx+1)-(a' +0x+1)=(ad’ —bb)+ (abl +a'b)x+ 1T

(tuloa laskettaessa vihennettiin jiinnosluokan edustajasta bb’(z? + 1)). Lisiksi tiedetdin
siis, ettd tdmé kunta on R:n laajennus, joka sisiltdd yhtalon z2 + 1 = 0 juuren.

Né&in muodostettu kunta on mikdpd muu kuin — kompleksilukujen kunta C. Néet sen
vélittomasti, jos merkitset a + bx + I = (a,b) tai = a+ bi.

Lauseen todistuksessa saatiin polynomin 32 + 1 nollakohdaksi  + I, siis ” parempia”
merkint6ja kayttaen (0,1) eli 0+ 1-i = 4, kuten pitdakin.
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ESIMERKKI 2. Polynomi 22+ + 1 on jaoton kunnan Z, yli (tarkista), joten saadaan
kunta
Zolx] /I ={a+bx+1 | a,beZy} (I=(2*+z+1))
={LL1+1I,z+I1,1+x+1}.
Kyseessi on siis 4 alkion kunta GF(2?). Jos kunnan alkioita merkitiin 0 = I (nolla-

alkio), 1 =141 (ykkosalkio), « =x + I ja § =1+ = + I, saadaan sen additiiviselle ja
multiplikatiiviselle ryhmalle seuraavat taulut:

+ 10 1 o p
1 o p
0 0o 1 «o f
1 1 o p
GF(22)={0, 1,0a,8} Ly1 0 B a ola 8 1
a |l o B 0 1 5 ;
BlB a 1 o0 ’ “

Téassa esimerkiksi tulo o laskettiin néin:
af=cx(l+z)+l=ac+2*+I1=-1+1=1+1= 1.
Tarkistetaan vield (taulujen avulla), ettd o on alkuperidisen polynomin nollakohta:

A+a+ 1 =8+a+1=1+1=20.

Vastaavanlainen konstruktio voidaan tehd& ldhtien mistd tahansa polynomista ¢(z),
joka on jaoton yli jonkin kunnan Z,. Tuloksena on silloin aarellinen kunta GF (pd), missa
d = degq(x).

Vertaa edellista yhteenlaskutaulua Kleinin 4-ryhmaéan luvussa I11.2.
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LIITE 1

Reaaliluvut

1. Reaalilukujen maarittely aksiomaattisesti

Reaalilukujen joukko R on tassa kirjassa esiintynyt vain esimerkeissa ja harjoitus-
tehtavissa. Naissa on riittanyt ajatella reaalilukuja intuitiiviselta pohjalta, lukuina jotka
jokainen tuntee. Mutta R voidaan maaritelld myos tasmallisesti. Maarittely on mahdollista
tehda joko joukko-opillisesti konstruoimalla R luonnollisten lukujen avulla tai aksiomaat-
tisesti ilman luonnollisia lukuja. Tassa liitteessa maaritellaan R aksiomaattisesti.

Olkoon annettuna joukko R, jossa on maaritelty yhteenlasku ja kertolasku, tasmalli-
semmin sanottuna kuvaukset

+:RxR—=R, (z,y) —» z+vy,
T RXxR =R, (z,y)—x-y

siten, etta seuraavat aksioomat ovat voimassa:

(R1) r+y=y+x Vr,yeR;

R2) r+(y+z)=(@+y) +2z Vr,y,zeR;
R3) H0eR: z+0=z VrekR;

R4) VeeR3Ix'eR: z+2' =0

R5) zy =yxr Vr,y€R;

R6) x(yz) = (zy)z Vax,y,z € R;

RT7) d 1eR: z-1=x2 VrekR; 1#£0;
RR) VizeR, x#0) ' e R:  za’ =1;
R9) x(y+z2)=axy+xz Vr,y,z€eR.

Joukon R alkioita sanotaan reaaliluvuiksi. Aksioomassa R4 mainittua lukua 2’ sa-

notaan luvun z vastaluvuksi ja sitd merkitaén —z. Aksioomassa R8 mainittua lukua z’

sanotaan luvun z kddnteisluvuksi ja merkitiin 1/ tai 1.

2. Reaalilukujen jarjestys

Oletetaan, etta laskutoimitusten lisdksi joukossa R on maaritelty suuruusjarjestys,
jolla on seuraavat ominaisuudet (R10)—(R14) (vrt. myos I1.8).



Reaaliluvut 141

(R10) Ehdoista = <y, y < x, x = y on voimassa tasmélleen yksi;
(R11) r<yAy<z=x <z (transitivvisuus);

(R12) r<y=zr+z<y+zVzeR;

(R13) 0<zAN0<y=0<uay.

Viimeisen aksiooman (R14) esittdmistd varten tarvitaan differentiaali- ja integraali-
laskennasta tuttu pienimmaén ylarajan kasite.

MAARITELMA. Luku G on joukon S supremum eli pienin yldraja, jos

(1) r< G Vzels,

(2) <M VreS=G<M.
Luku g on joukon S infimum eli suurin alaraja, jos

(1) x>gVres,

(2) x>mVreS=g>m.

Niille kaytetaan merkint6ja G = sup S, g = inf S.

Jos joukon S suurin alkio eli maksimi max S on olemassa, niin maxS = supS.
Supremum sen sijaan voi olla olemassa, vaikka maksimia ei olisikaan. Aina on voimas-
sa max .S € S, kun taas sup S voi kuulua joukkoon tai olla kuulumatta. Vastaava péatee
pienimmalla alkiolla eli minimilld ja infimumilla.

ESIMERKKI 1.A. Jos S = [0, 1], niin sup S = max S = 1, inf S = minS = 0.

ESIMERKKI 1.B. Jos S = (0,1), niin supS = 1, inf S = 0, mutta max .S ja min S
eivat ole olemassa.

Pienimmaén ylarajan késitteen avulla voidaan nyt formuloida viimeinen tarvittava ak-
siooma:

(R14) Jokaisella joukolla S C R, S # (),
jolla on jokin ylaraja, on pienin ylaraja.

Joukkoa S C R sanotaan ylhdaltd rajoitetuksi, jos silla on jokin ylaraja, ja alhaalta
rajoitetuksi, jos silla on jokin alaraja.

Lause. Jokaisella alhaalta rajoitetulla epdtyhjalla reaalilukujoukolla S on suurin
alaraja.

Todistus. Olkoon m joukon S alaraja. Tarkastellaan joukkoa
T={yeR|-yecS}
Koska S # 0, on T # (). Ehdosta z > m Vx € S seuraa —x < —m Va € S, toisin sanoen
y<-mVyeT.

Joukolla 7" on siten aksiooman R14 mukaan olemassa supremum G = sup 7. Maéri-

telman mukaan
y<G VyeT,

y<M VyeT=G<M,
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siis

r>—-G Vres,

r>-M VeeS=-G>-M,
missd y = —x. Téten inf S = —-G. U

Em. neljastatoista aksioomasta voidaan johtaa kaikki reaalilukujen ominaisuudet.
(N&itd on jo kdytettykin edelld olevan lauseen todistamisessa.) Yksinkertaistenkin tulosten
todistaminen voi olla pitkén tien takana, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

ESIMERKKI 2. Todistetaan, ettd 0 < 1. Todistuksen eri kohdissa kaydaan lapi mm.
seuraavien kaavojen todistukset:

b) 0z =0, d) —z = (~1)z, e) (~1)(—1) = 1.

a) Ensin osoitetaan, etté alkion z vasta-alkio —x on yksikésitteinen. Véitetadn siis,
etta jos vasta-alkioita olisi kaksi, nimittain x’ ja x”/, nama olisivat samoja, ts.

z+a' =0 / 7
. =z =2
z4+x =0
Taméa nahdaan yhtaloketjulla
w/:$/+ozx/+(x+x//):(wl_i_x)_l_x//:(x+x/)+x//20+x//:x//_i_ozx//,

missa yhtalaisyysmerkkien perusteluina ovat aksioomat R3, R4, R2, R1, R4, R1 ja R3.
Itse asiassa vasta taman yksikasitteisyystodistuksen jalkeen vasta-alkiolle voidaan ot-
taa kayttoon merkintad —zx.

b) Osoitetaan, ettd kertomalla mikd tahansa reaaliluku nollalla saadaan nolla: Ak-
sioomien R3, R5, R9 ja R5 perusteella on

0-2=0+0)-2=2-0+0)=2-0+2-0=0-2+0-x
ja edelleen
0=0-z2+(-0-2)=0-2+4+0-2]+(-0-2)=0-2+[0-24+(-0-2)]=0-24+0=0-z,
perusteina aksiooma R4, edelld oleva paattely seka aksioomat R2, R4 ja R3.

c¢) Aksiooman R4 mukaan alkiolla 1 on vasta-alkio, —1.

d) Osoitetaan, ettd z:n vasta-alkio —z tayttdd ehdon —x = (—1)x: Aksioomien ja
edelld todistettujen kohtien (R7, R5, R9, ¢, R5 ja b) perusteella

r+(-lDex=z-1+(-l)z=z-14z(-1)=z-[1+(-1)]=2-0=0-2=0.
e) Edelleen (—1)(—1) = 1: Aksioomien R1 ja R4 mukaan on
(-1)+1=1+4+(-1)=0,

joten alkion —1 vasta-alkio on 1. Toisaalta kohdan d mukaan on —(—1) = (—1)(—1), mista
a-kohdan perusteella seuraa vaitos.
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f) Lopullinen véités 0 < 1: Aksiooman R7 perusteella 0 # 1. Jos olisi 1 < 0, olisi
aksiooman R12 perusteella
1+ (-1) <0+ (-1),

mika aksioomien R4, R1 ja R3 perusteella sievenee muotoon
0<—1.
Aksiooman R13 ja kohdan e perusteella on
0<(=1)(—-1)=1.

On siis saatu implikaatio 1 < 0 = 0 < 1, mika aksiooman R10 perusteella on ristiriita.
Koska ei pade 1 = 0 eika 1 < 0, ainoaksi mahdollisuudeksi jaa 0 < 1 aksiooman R10
mukaan.

Huomaa, etteivat oo ja —oo ole reaalilukuja, ts. ne eivat kuulu joukkoon R. Joskus
puhutaan laajennetusta reaalilukujoukosta R, johon reaalilukujen lisiksi kuuluvat symbo-
lit co = 400 ja —oo. Tama joukko ei toteuta edella esitettyja reaalilukujen aksioomia.
Laskutoimitukset laajennetussa reaalilukujoukossa R mééritelliin luonnollisella tavalla;
esimerkiksi

T+ 00 =00

kaikilla reaaliluvuilla x. Kaikkien R:n alkioiden vililld ei laskutoimituksia kuitenkaan
voida maaritella joutumatta ristiriitoihin: —oo + oo ei ole maaritelty, ts. oo ja —oo eivat
ole "vastalukuja”. Maariteltyja eivat ole myoskéddn 22 ja 0 - oo.

Kaikki differentiaali- ja integraalilaskennan lauseet voidaan todistaa reaalilukujen omi-
naisuuksien pohjalta, lahtien esitetyista neljastatoista aksioomasta.

3. Reaalilukujen osajoukot

Aksiooman R7 mukaan reaalilukujoukossa on kertolaskun neutraalialkio, jota merki-
tdan 1; tamé on # 0. Mitké tahansa kaksi reaalilukua voidaan laskea yhteen, joten voidaan
muodostaa luku 1 + 1. Aksioomista seuraa, ettd tdméa on eri alkio kuin 0 tai 1, ja sille
annetaan nimeksi 2. Vastaavasti muodostetaan 1+ 2 = 3, 1+ 3 = 4 jne. Talla tavalla
syntyvaa reaalilukujen osajoukkoa

N=1{0,1,2,3,4,...}

sanotaan luonnollisikst luvuiksi. Voidaan osoittaa, etta se toteuttaa Peanon aksioomat ja
on siis malli pykalassa II.2 maaritellylle joukolle N.

Luonnollisten lukujen joukolla on seuraavat kolme ominaisuutta.

a) Jokaisessa N:n epétyhjissi osajoukossa on pienin alkio.

b) Olipa n mikd hyvénsd luonnollinen luku, jokaisessa joukon {k € N | &k < n}
epatyhjassa osajoukossa on suurin alkio.

c¢) Joukossa N ei ole suurinta alkiota.
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Kun luonnollisten lukujen joukkoon liitetaan kaikkien sen lukujen vastaluvut, saadaan

kokonaisluvut:
z=H.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Muodostamalla luonnollisten lukujen # 0 kéanteislukujen ja kokonaislukujen tulot
saadaan rationaalilukujen joukko:

@Z{g}gzép,peZ, q € N\ {0}}.

Joukko Q ei toteuta aksioomaa R14. Todetaan nimittain, ettei esimerkiksi joukolla
{reQ } 2?2 < 2} ole supremumia joukossa Q. Merkitiin

\/ﬁzsup{xe(@‘x2<2};

tama kuuluu aksiooman R14 mukaan joukkoon R. Jos se kuuluisi myos joukkoon Q,
saataisiin yhtalo

(p/)*=2  (p€Z, qeN\{0}),

joka johtaa helposti ristiriitaan kokonaislukujen yksikéasitteisen alkutekijoihinjaon kanssa.
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LIITE 2

Lukujen uusi maailma: p-adiset luvut

Kun kokonaislukujen 0,1,2,... joukkoa laajennetaan vaiheittain ottamalla mukaan
negatiiviset kokonaisluvut, murtoluvut, irrationaaliluvut ja lopulta imaginaariluvut, saa-
daan rakennetuksi kompleksilukujen joukko C. Tama on laajin mahdollinen ”lukujen
maailma”, kuten Solmussakin hiljattain [2] kerrottiin: sitd ei voida endd laajentaa, jos
sen halutaan sailyttavan totutut yhteen-, vahennys-, kerto- ja jakolaskusaannot. Joukkoa,
jossa nama saannot patevat, sanotaan matematiikan kielella kunnaksi, ja erityisesti C on
algebrallisesti suljettu kunta.

Mutta tassa ei ole koko tarina lukualueiden laajentamisesta ja ”hyvista” lukumaa-
ilmoista. Lahtemalla liikkeelle rationaalilukujen joukosta ja kayttamalld toisenlaista laa-
jentamistapaa paadytaan uudenlaisiin joukkoihin, joiden alkioita voidaan hyvéasta syysta
myo6s nimittaa luvuiksi. My0Os niistd muodostuu nimittain kunta, jolla on monia saman-
laisia ominaisuuksia kuin reaalilukukunnalla R ja kompleksilukukunnalla C. Lisaksi silla
on useita jannittavalla tavalla erilaisia ominaisuuksia.

Kyseessa ovat p-adiset luvut. Tassa p tarkoittaa mita tahansa alkulukua eli jaotonta
lukua, joka on valittu kiinteaksi. Tapauksissa p = 2 ja p = 3 puhutaan myos dyadisista
ja triadisista luvuista, mika ehké saa oudonnékdisen ”adinen”-padtteen (englanniksi adic)
kuulostamaan luontevammalta.

Tallaiset p-adiset luvut eivat ole mikaan pelkka kuriositeetti. Ne ovat pain vastoin
osoittautuneet hyvin kayttokelpoisiksi usealla matematiikan alalla, erityisesti lukuteorias-
sa.

Etaisyyksia ja itseisarvoja

Ajatellaan ensin reaalilukujoukkoa R. Sen alkioiden kesken voidaan paitsi suorit-
taa tavallisia laskutoimituksia myos ajatella etaisyyksia: kahden luvun a ja b etaisyys on
la —b|. TA&ma ns. euklidinen etdisyys vastaa arkielamén etéisyyskasitettd, kun reaalilukuja
kuvataan lukusuoran pisteina.

Etaisyys nayttelee keskeistd osaa monissa matematiikan tarkasteluissa. Siksi on luon-
nollista kysya, olisiko euklidisella etaisyydella vaihtoehtoja ja mita seurauksia sellaisesta
olisi.

Ensiksi on syyta miettia, mitd ominaisuuksia etéisyydelld pitaa olla. Ilmeisesti aina-
kin kahden eri luvun etaisyyden on oltava positiivinen ja luvun etaisyyden itsestadn on
oltava 0. Lisaksi etédisyyden taytyy suhtautua lukujen laskutoimituksiin ”oikealla” tavalla.
Euklidisen etaisyyden tapauksessa nama etaisyyden ominaisuudet palautuvat seuraaviin
itseisarvon ominaisuuksiin: aina kun a,b € R,

El. |a| >0, jos a # 0; |0| =0,
B2. |ab| = [al - 8],
E3. Ja+b| < |a| + |b].
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Viimeksi mainittu ominaisuus on tarkea kolmioepayhtalo. Taman nimityksen voi ym-
méartaa ajattelemalla hetkeksi a ja b kompleksilukuina ja esittdmalla ne kompleksitason
pisteiné (tai vektoreina); silloin ehto E3 sanoo, ettd kolmion sivu on pienempi (tai yhté-
suuri) kuin kahden muun sivun summa.

Kysymysta uudenlaisesta etaisyydesta voidaan nyt pohtia kysymalla, voitaisiinko lu-
vuille ensin maaritella jokin toinen ehdot E1-E3 tayttava "itseisarvo”. Tallaisia mahdol-
lisuuksia kylla onkin, mutta ne eivat johda mihink&dan mielenkiintoiseen etaisyyskasittee-
seen. Tilanne muuttuu paremmaksi, kun hylataan ajatus, ettd lukualueena on koko R.
Sen takia muutetaan lahtétilannetta siten, ettd otetaan R:n tilalle sen osajoukko Q, pel-
kat rationaaliluvut. Ajatellaan siis lahtokohtana vain rationaalilukujen vélista euklidista
etaisyytta seka tata etaisyytta luonnehtivia ehtoja E1-E3, missa nyt a,b € Q.

Osoittautuu, ettad téssd tapauksessa ehdot E1-E3 pysyvéat voimassa, kun tavallinen
itseisarvo |a| korvataan p-adisella itseisarvolla |a|,. T&ma maaritelladn seuraavasti. Kiin-
nitetaan alkuluku p ja kirjoitetaan rationaaliluku a = % supistettuna murtolukuna, missa
siis t ja u ovat kokonaislukuja, joilla ei ole yhteisia tekijoita. Tassa on tietysti oletettava,
ettd a # 0. Katsotaan, onko jompikumpi luvuista t,u jaollinen p:1l1a, ja kirjoitetaan a

muotoon

t

_ kY1

a=p )
Uy

missa t1 ja up ovat p:lla jaottomia. Eksponenttia k, joka siis on positiivinen, negatiivinen tai
0, sanotaan luvun a p-eksponentiksi. Otetaan sille kdyttoon merkintd k = v,(a). Voidaan
sanoa, ettd a on jaollinen alkuluvun p potenssilla pU»(*) (silli siitdhén on kysymys, jos a
sattuu itse olemaan kokonaisluku). Nyt asetetaan mééritelmé

jal, = (3)" (¢ #0) (1)

ja lisdksi |0], = 0. Silloin ehdot E1-E3 ovat voimassa, kun |.|:n tilalla on |.|,. Ensimmaéinen
ehtohan ndhdé&an suoraan méaritelmésta ja E2 ja E3 seuraavat (tapauksessa a # 0, b # 0)
siita, etta

vp(ab) = vp(a) + vp(b),

vp(a +b) = min(vp(a), vy (b)). (2)

Tassa jalkimmainen ehto siis lausuu, etta summasta a+b voidaan ottaa yhteiseksi tekijaksi
vahintadn se p:n potenssi, jolla molemmat yhteenlaskettavat ovat jaollisia. Voit myo0s
varmistua naista kirjoittamalla

a=pr@ et
Uy’ U2

ja muodostamalla naiden lukujen tulon ja summan.
Summan tapauksessa ehdosta (2) seuraa edelleen, etté

la+ b|p < max(|a|p, |b|p> < |a|p + |b|p- (3)

Taydellisyyden vuoksi ehdot E2 ja E3 on tarkistettava myos tapauksessa, jossa esim.
a = 0. Silloin naiden ehtojen paikkansapitavyys nahdaan valittomasti.
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Luvun 2 5 valinta kaavassa (1) on pitkélti mielivaltainen; miké tahansa luku r valilta

0 < r < 1 kelpaisi. Taman luvun vaihteleminen merkitsisi vain erdanlaista mittakaavan
vaihtelua. Usein tehdaan mittakaavan normalisointi valitsemalla r = %.

Esimerkiksi alkuluvulla p = 5 saadaan

|8| |52 88| :(%)2:%7

Hs=""s=(3)" =2

11250[5 = [5* - 2|5 = ()" = &,
1285 =(3)° =1.

Néin médritelty p-adinen itseisarvo |.|, antaa rationaalilukujen a ja b p-adisen etdi-
syyden |a — b|,. Sanotaan myo0s, ettd |.|, méadrittelee rationaalilukujen joukossa p-adisen
metritkan. Huomaa, ettd a ja b ovat ”lahekkain”, kun a — b on jaollinen korkealla p:n
potenssilla. Tama on p-adisen metriikan tyypillinen piirre, joka kannattaa muotoilla eri-
tyisesti nakyville:

Kahden rationaaliluvun p-adinen etdaisyys on sita pienempi, mitd korkeammalla p:n
potenssilla niiden erotus on jaollinen.

Erityisesti siis p:n kasvavien potenssien jonossa p, p?, p3, ... lukujen etiisyys nollasta
pienenee eli tassa metriikassa ndma luvut lahestyvat nollaa.
On myos tarked huomata, ettéd (3):n nojalla kolmioepéyhtélolle saadaan nyt vahvempi
muoto
la-+bl, < max(lal,, [b],). (4)

Katsomalla tarkemmin sité, miten (3) edelld péaateltiin oikeaksi, havaitaan liséksi, etta
la + b|, = max(|alp, b]p), jos |al|p # |b]p. (5)

Nailla kahdella kaavalla on kauaskantoiset seuraukset p-adisten lukujen maailmassa. Kaa-
van (4) perusteella p-adista metriikkaa sanotaan myo6s epdaarkhimediseksi; siltd nimittain
puuttuu eras euklidisen metriikan yksinkertainen ominaisuus, jota matemaatikot sanovat
” Arkhimedeen ominaisuudeksi”.

Kaytetaan myos nimitysta ultrametritkka. Tama johtuu siita, ettd talla metriikalla
on oudontuntuisia ominaisuuksia. Esimerkiksi kun |alp, |b|, ja |a + b, tulkitaan vastaa-
vasti kuin edelld kolmion sivujen pituuksiksi, niin (5):std ndhdéén, ettd jokainen kolmio
p-adisessa metriikassa on tasakylkinen! Kolmiossa nimittéin joko |a|, = |b|, tai muussa
tapauksessa |a + b|, = |al, tai |b],.

Uusia lukuja

Tahan mennessa olemme siis loytaneet rationaalilukujen joukossa uuden metriikan
mutta toistaiseksi ei ole saatu viela aikaan yhtaan uutta ”lukua”. Nyt on niiden vuoro.

Jos 7tavallisessa” matematiikassa halutaan selvittdd annetun murtoluvun suuruus,

niin luku kannattaa yleensi muuttaa desimaaliluvuksi: esim. 122 = 13,625 eli

8
1
%:1~101—|—3~100+6~10_1+2~1O_2+5~10_3.
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Tassa desimaalien vaikutus luvun suuruuteen vahenee oikealle mentaessa, koska potenssit
10~1, 1072, 103 pienenevit. Niin siis euklidisessa metriikassa.

Vastaavasti p-adisessa metriikassa kannattaa lausua annettu luku p:n kasvavien po-
tenssien mukaan, esim. (kun p = 5)

199=4+4-5+2-52 4153,

silld potenssit p, p?, p3, ... liheneviit nollaa p-adisessa metriikassa. (Kiytinnossi edellisen
kehitelmin méarittdminen kannattaa tosin tehds ”takaperin”, aloittamalla siiti, ettd 53
on korkein 5:n potenssi, joka ei ylitd lukua 199.)

Edellisten esimerkkien luvut oli valittu siten, etta kehitelmét ovat paattyvia. Mutta
rationaaliluvun desimaaliesitys voi tietysti myos olla padttyméaton (jolloin se on jostain
kohdasta alkaen jaksollinen), esim.

249 _ 2,2363636
10 = 2 cee
Samoin rationaaliluvun p-adinen kehitelmé, esim.
29
o =3-5 42.5°4+4.54+1-524+4-52+1-5*+....
Tama kirjoitelma luonnollisesti tarkoittaa, etta oikealla puolella oleva summa on sita la-
hempénéa (p-adisessa metriikassa) lukua i—g, mitd enemman siihen on otettu mukaan ter-

meja, toisin sanoen mita kauempaa se on katkaistu. Tarkemmin sanottuna: jos katkaisu
on tehty potenssin p™ jalkeen, niin summan etaisyys ko. rationaaliluvusta on < (%)”H.
Esimerkiksi

29
~— - 3.5'-2-4.5-1-5°
40

3
=|=53.2
-

_ ’_3_75 _ (Pl
5 8 5 2 8
(Eri asia on, miten kehitelmé saadaan mééritetyksi. Siithen palataan tuonnempana.)

Rationaalilukujen joukon @Q laajentaminen perinteiseksi reaalilukujoukoksi R on ma-
temaattisesti melko monimutkainen prosessi, mutta prosessin tulos on yksinkertaista ku-
vailla lukusuoran avulla: uudet luvut, irrationaaliluvut, tayttavat rationaalilukujen valiset
“aukot”, niin etta alkujaan erillisista pisteistd muodostunut rationaalilukujen joukko on
taydentynyt yhtendiseksi suoraksi. Reaalilukuja esittavat kaikki mahdolliset desimaalilu-
vut; irrationaalisia néistd ovat ne, jotka ovat paattymattomia ja jaksottomia. Avainase-
massa tassa laajentamisprosessissa on ilmeisesti euklidinen metriikka.

Analoginen laajentaminen voidaan suorittaa p-adista metriikkaa kayttden. Talloin
tulosta ei voida havainnollistaa lukusuoraa kayttaen, mutta joka tapauksessa tuloksena on
rationaalilukujen joukkoa Q paljon laajempi joukko, p-adisten lukujen joukko Q,, jonka
muodostavat kaikki mahdolliset p-adiset kehitelmat. Uusia, ei-rationaalisia lukuja naista
ovat jalleen ne, jotka ovat paattymattomia ja jaksottomia. Yleisessa muodossa tallainen
kehitelmé on muotoa

5

a_wp " tapp "4 aep® +apt Fagp? -, (6)

missa kertoimet siis ovat kokonaislukuja valilla 0 < a; < p — 1 ja summa jatkuu oikealle
aarettomiin (joskin rationaaliluvun tapauksessa kertoimet a; voivat jostain kohdasta al-
kaen kaikki olla = 0). Téssé voi k tietysti olla my6s negatiivinen, jolloin kehitelmé alkaa
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p:n positiivisella potenssilla. Tavallista desimaalilukuesitysta jéljitellen lukua (6) voidaan
merkita

a_kQ_fk41...00,0102 . ..

ja siina tapauksessa, ettd k on negatiivinen, k = —h,
0,00.. .Oahah+1 e

Kertoimia a; voidaan sanoa luvun "numeroiksi”. Siis esimerkiksi

2 = 32,4141. ..
40

5-adisesti.

Nain saatuja lukuja voidaan laskea yhteen, vahentaa, kertoa ja jakaa aivan samoin
kuin tavallisia desimaalilukuja. Tata valaistaan seuraavassa pykalassd muutamin esimer-
kein. Tuloksena oleva joukko Q, onkin kunta aivan kuten R. Liséksi se on tdydellinen,
toisin sanoen se tayttaa ehdon, joka on analoginen R:n téydellisyysaksiooman kanssa (erés
muoto tasté reaalilukujen aksioomasta on R14 edellisessd Liitteessd 1).

Edella maaritelty p-adinen itseisarvo joukossa Q laajenee luonnollisella tavalla myos

joukkoon Q,:
1

|a_ka_k+1 ...ap,a10a9 ... |p = (5)_k,
jos a_j # 0. Tarkista tdmén kaavan paikkansapitavyys edellisen luvun % tapauksessa.
Itseisarvo [.|, antaa joukkoon Q, p-adisen etdisyyden, jolla on samat ominaisuudet kuin
edelld. Erityisesti voimassa ovat ehdot (4) ja (5) eli metriikka on ultrametriikka.

Niiden p-adisten lukujen x joukkoa, jotka téyttévét ehdon |x — al, = r (misséd a on
annettu p-adinen luku ja r jokin |.|,:mn arvo), on luonnollista sanoa a-keskiseksi r-séteiseksi
ympyréksi. Jos b on tdmén ympyrén sisélld, toisin sanoen jos |b — al, < r, niin ehtoa (5)
kayttaen saadaan

|z —bly = |z —a+a—bl, =max(|z —alp, |[a = b],) =r

aina, kun x on ympyralld. Tama merkitsee, ettd myos b on ympyran keskipiste. Siis
jokainen ympyrén sisalld oleva piste on ympyréan keskipiste!

Samoin kuin reaalilukujen kunnassa R myos p-adisten lukujen kunnassa Q,, voidaan
ratkaista sellaisia yhtaloita, joilla ei ole rationaalilukuratkaisuja. Esimerkiksi yhtalolla
22 = 6 on ratkaisut x = £1,3042... (piittymiiton) kunnassa Q5. Yhtilollda 2 = 1
on tassa kunnassa maksimimaara eli nelja ratkaisua. Kunta Qg on siis tassa suhteessa
parempi kuin kunta R; tdméahan on laajennettava kompleksilukukunnaksi C ennen kuin
saadaan yhtilolle * = 1 kaikki nelji ratkaisua +1, =i.

Kunta Q,, voidaan algebran yleisten periaatteiden mukaan laajentaa sellaiseksi kun-
naksi, joka on algebrallisesti suljettu. Siina jokaisella n:nnen asteen yhtalolla on n rat-
kaisua. Lisdksi tama kunta voidaan valita siten, ettd se on taydellinen ylla mainitussa
mielessa. Siind voidaan kehittda samanlaista funktioiden teoriaa kuin R:ssa ja C:ssa, al-
kaen derivoinnista ja integroinnista. Hyvan yleiskuvan asiasta saa selailemalla esim. kirjaa
[1]. N&in muodostettua kuntaa, josta usein kéytetddn merkintaa C,, on luonnollista pitaa
kompleksilukukunnan p-adisena analogiana.



150 Lukujen uusi maailma: p-adiset luvut

Laskutoimituksia

Palataan takaisin p-adisten lukujen kuntaan Q,. Yksinkertaiset numerolaskut p-
adisilla luvuilla sujuvat aivan vastaavasti kuin tavallisilla desimaaliluvuilla. Seuraavissa
esimerkeissa aina p = 5.

Yhteenlasku voidaan tehda kirjoittamalla luvut tavalliseen tapaan alakkain, mutta
laskujen suunta on nyt vasemmalta oikealle, koska ”muistinumero” siirretddn aina kor-
keamman potenssin kohdalle eli oikealle, siis esimerkiksi

1 11
1,21 33,22
2,42 |+ 2,42 |+
3,14 30,201

Vahennyslaskussa on samoin edettava vasemmalta oikealle, koska ”lainaaminen” ta-
pahtuu korkeamman potenssin kohdalta. Vahennyslaskun voi my6s muuttaa yhteenlas-
kuksi vaihtamalla vahentajan ensin vastaluvukseen. Luvun vastaluku saadaan korvaamalla
ensimméinen numero a_x (7 0) numerolla p — a_j, ja jokainen seuraava numero a; nume-
rolla p—1—a;. Tama on helppo perustella laskemalla, etta naiden lukujen summaksi tulee
0. Esimerkiksi

—3,421=12,02344...,  —0,01134 = 0,0431044 . ..

(kehitelmat ovat padttyméttomid). Téssd vahennyslasku molemmilla tavoilla:

1 11
4,113 4,113
3,421 |— 2,02344... |+
1,231 1,23100...

My6s lukujen kertominen alakkain (tdmékin vasemmalta oikealle) on helppoa. Lasku-
ja helpottaa, jos valituloksissa (eli kerrottaessa yksittaisellda numerolla) jatetdan numerot
redusoimatta valille 0, .. ., 4, siis kirjoitetaan esimerkiksi tulo 3 - 1,32 muodossa 3, 96. Re-
dusoitunahan, eli ns. kanonisessa muodossa, se olisi 3,421. Redusointi tehdaan sitten
naiden lukujen yhteenlaskussa.

Tehtava. Tarkista, etta 5-adinen luku 2, 1213 kerrottuna itselladan antaa tulokseksi
luvun —1 viiden numeron tarkkuudella (siis 5-adisessa muodossa 4,4444). Kyseessé on
kompleksilukujen kunnan imaginaariyksikkoi i = /—1 vastaavan 5-adisen luvun likiarvo
eli samalla myos yht#lon x4 = 1 yhden ratkaisun likiarvo (vrt. edellisen pykilin loppuun).

Jos edellisessi pykildssid annettu yhtilon z? = 6 ratkaisun likiarvo 1, 3042 kunnassa
Q5 on oikea, niin 1, 3042 korotettuna nelioon antaa viiden numeron tarkkuudella luvun 6
(eli 5-adisessa muodossa 1, 1). Tarkista tAma.

Jakolasku (jakokulmassa) on véhan vaativampaa, koska siind tavallaan ratkaistaan

kongruensseja modulo p. Jos lasketaan esim. é’g}, on aloitettava selvittamalla, montako

kertaa 3 (jakajan ensimméinen nollasta eroava numero) "menee” 4:8&n. Vastaus on 3,
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koska 3 - 3 antaa valille 0, ..., 4 redusoituna tulokseksi 4. Talloin on tosiasiassa ratkais-
tu kongruenssi 3z = 4(mod 5). Helpointa on luonnollisesti laatia ensin valmiiksi pieni
taulukko tuloista 3z laskettuna modulo 5, kun x =0, ..., 4.

Tehtava. Suorita edellista jakolaskua jakokulmassa pitemmalle. Kyseessa on edel-
lisessd, pykalasséd esiintynyt luku 29/40, jossa osoittaja ja nimittdja on vain kirjoitettu
5-adiseen muotoon. Sille pitaa siis tulla kehitelméa 32,4141. ...

Vahan historiaa — ja muutakin

Kunnia p-adisten lukujen keksimisestd kuuluu matemaatikko Kurt Henselille (1861
1941), joka toimi professorina Saksassa Marburgin yliopistossa. Hensel ei paétynyt keksin-
toonsa ylla esitetylla ajattelutavalla, vaan ottilahtokohdakseen funktioiden sarjakehitelméat
(kompleksialueessa). Ajatuksena oli, ettd samoin kuin sarjakehitelma tietyssd kompleksi-
tason pisteessa kuvaa funktion kayttaytymistd tdméan pisteen laheisyydessa, eli funktion
lokaalia (paikallista) kdyttaytymistd, myos luvun p-adinen kehitelma kertoo luvusta lokaa-
lista tietoa "paikassa p”. Kuntia Q,, sanotaankin lokaaleiksi kunniksi.

Hensel julkaisi p-adisia lukuja koskevan teoriansa vuoden 1900 paikkeilla, mutta sen
merkitysta ei aluksi oikein ymmarretty. Teorian varsinainen lapimurto tapahtui noin 20
vuotta myohemmin, kun Henselin oppilas Helmut Hasse ratkaisi kuuluisan neliomuotoja
koskevan probleeman p-adisia lukuja kayttaen.

Koska p-adisten lukujen varsinaiset sovellukset vaativat melko syvallista matematiik-
kaa, naista luvuista ei yleensa puhuta lukuteorian alkeiden kirjoissa. Joitakin helppolu-
kuisia esityksia voi loytaa esim. Googlen avulla, yksinkertaisesti haulla p-adic numbers.

Lukijalle, joka on kiinnostunut matematiikan ja musiikin yhteyksistd ja/tai naisten
aseman historiallisesta kehityksesta, viela pieni lisdys. Kurt Henselin isoaiti oli Fanny
Hensel, tyttonimeltaan Mendelssohn, saveltaja Felix Mendelssohnin sisar. Fanny oli itsekin
saveltaja, mutta tuohon aikaan sellaista pidettiin sopimattomana naiselle. Niinpa Fanny
savelsi paaasiassa poytalaatikkoon, tai joissakin tapauksissa julkaisi savellyksensa veljensa
nimissa. Mutta nyttemmin hanen savellyksensa on loydetty ja tunnistettu, ja ne ovat
paasseet julkisuuteen. Monet niista ovat erinomaisia — pankaapa vain merkille, jos satutte
kuulemaan niita esim. radiossa.

Viitteet

[1] Schikhof, W.H.: Ultrametric Calculus: An Introduction to p-Adic Analysis. Cambridge
University Press, 1982.

[2] Valmari, Antti: Onko /—1 olemassa?, 1. osa, Solmu 1/2008, 18-24; 2. osa, Solmu
2/2008, 13-20.

Té&amaé kirjoitus on ilmestynyt matematiikkalehti Solmun numerossa 3/2008.
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LIITE 3

Algebran soveltamisesta koodausteoriaan

ITRO HONKALA

Lahetetaan jokin viesti kanavassa, jossa viestiin saattaa tulla virheita. Tavoitteena
on, etta vastaanottaja pystyisi korjaamaan viestiin mahdollisesti tulleet virheet. Viesti on
muotoa

0010100000001110 ...,

ts. viesti on binaarimuodossa ja jaettu 4-pituisiin paloihin. Kirjaimet 0 ja 1 tulkitaan jou-

kon Zs alkioiksi 0 ja 1. Koodausteoriassa nimi, yliviivat on tapana jiattii kirjoittamatta.
Viesti lihetetdin neljin kirjaimen (= bitin) paloissa, ts. joukon Zj alkio kerrallaan (vrt.

R4).
Olkoon
0O 0 0 1 1 1 1
A=10 1 1 0 0 1 1
1 01 01 0 1

Matriisissa A jokainen nollasta poikkeava sarake esiintyy tarkalleen kerran. Maaritel-
laan
C= {Y - (?Jl,y%--- JJ?)T € Z; | AY = O}

Joukkoa C' kutsutaan 7-pituiseksi Hammingin koodiksi. Maaritelméan yhtaloiden

Ya = Ys +Ys FYr
Y2 = Y3 +ys +yr
Yyr = yYs +Ys +y7

nojalla ys, ys, ys, y7r voidaan valita vapaasti (kullekin kaksi vaihtoehtoa), minka jélkeen
Y1, Y2, Y4 madrdytyvit yksikésitteisesti. Niin joukossa C on 16 koodisanaa (0,0,0,0,0,0,0),
(1,1,0,1,0,0,1),...,(1,1,1,1,1,1,1).

Lahettédja suorittaa koodauksen: viestin (ys, ys, Y, y7) sijasta lahetetdénkin kanavaan
vektori (y1, Y2, Y3, Y4, Ys, Ys, Y7), Missd yi1,ye2,ys saadaan edelld olevista yhtéloistd. Jos
viesti on esimerkiksi (0, 1, 1,0), 1dhetetdédn kanavaan vektori (1,1,0,0,1,1,0). Koska Zs on
dérellinen kunta, on koodaus itse asiassa lineaarikuvaus f : Z3 — Z3, f((y3, s, Y6, y7)) =

(3 + Y5 + Y7.¥3 + Yo + Y7 Y3, Y5 + Yo + Y7, Y5, Y6 Y7)-
Tehd&an nyt seuraava oletus:

e kanavassa kuhunkin lahetettyyn 7-pituiseen sanaan tulee enintaan yksi virhe.
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Tama on jarkeva oletus, jos virheiden syntymisen todennakoisyys on pieni.
Vastaanottaja saa kanavasta vektorin R = (ry,... ,r7) € ZI. Oletuksen nojalla

e joko R on koodiin C' kuuluva sana ja AR =0

e tai R=Y + F, missd Y € C (ja siis AY = 0) ja E on virhevektori, jonka kaikki
komponentit yhta lukuunottamatta ovat nollia. Jos ko. ykkonen on koordinaatissa i,
niin

AR = A(Y + E) = AY + AE = AE = matriisin A i:s sarake.

Vastaanottajan riittaa siis laskea vektori AR: jos AR = 0, virhetta ei ole tapahtunut; jos
AR on matriisin A i:s sarake, virhe on tapahtunut koordinaatissa i, ja se voidaan korjata!

Jos esimerkiksi l&hetetyssd sanassa (1,1,0,0,1,1,0) kolmas koordinaatti vaihtuu ka-
navassa ykkoseksi, saa vastaanottaja kanavasta vektorin (1,1,1,0,1,1,0). Vastaanottaja
laskee vektorin A(1,1,1,0,1,1,0)T = (0,1,1)7, joka on matriisin A kolmas sarake, ja tieti
etta alunperin lahetetty sana saadaan vaihtamalla kolmas koordinaatti nollaksi.

Edella kuvattu koodi on yhden virheen korjaava koodi. Suurempia aarellisida kuntia
kayttamalla voidaan konstruoida useampia virheita korjaavia koodeja. Jos esimerkiksi F'
on 16-alkioinen &érellinen kunta ja « sen primitiivinen alkio (ts. multiplikatiivisen ryhmén
generoiva alkio), niin voidaan osoittaa, ettd yhtalot

14
Z aiozi =0
i=0

14

Z a;a =0
i=0

toteuttavat vektorit (ag,aq,...,a14), missi a; € {0,1}, muodostavat kaksi virhettd kor-
jaavan koodin.
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LIITE 4
Symmetriaryhmat

Symmetriaa esiintyy merkittavassa maarin sekda taiteessa ettd luonnossa. Sen perus-
tana on matematitkka, ja olisikin vaikea loytad parempaa tapaa esitella matemaattisen alyn
toimintaa.

Hermann Weyl

Kreikkalaiset ja sdannollisten kappaleiden symmetriaryhmat

Antiikin kreikkalaiset (600-200 eKr) huomasivat, ettd ainoat sédénnélliset kappaleet
(kaikki tahot yhtenevét ja kaikki kulmat kérjissd samat) ovat tetraedri, kuutio, oktaedri,
dodekaedri ja ikosaedri. Eukleides kasitteli naita yksityiskohtaisesti kirjassaan Elemen-
ta, Platon ja Pythagoras kehittelivat sdannollisiin kappaleisiin, materiaan ja kosmokseen
liittyvid mystisvivahteisia teorioita. Nykykielelld sanotaan, ettd R3:lla on tarkalleen vii-
si kiertoryhmaa. Nama ovat saannollisen tetraedrin, kuution, oktaedrin, dodekaedrin ja
ikosaedrin symmetriaryhmat.

HDOHE

Tetraedri Kuutio Oktaedri Dodekaedri Tkosaedri

Nelion symmetriaryhmaéa on kasitelty luvussa IV.6. Téassa on vahan kertausta. Olete-
taan, etta tasosta irrotetaan nelio, sita liikutellaan ja se sijoitetaan takaisin alkuperéiiselle
paikalleen. Tarkoituksena on nyt esittaa kaikki mahdolliset tavat, joilla tama voidaan
tehda. Asia késitellddn kuvausten avulla, kiinnittdméalla huomio itse kuvauksen asemesta
kuvauksen vaikutukseen. (Esimerkiksi 90° kierto ja 450° kierto aiheuttavat saman vaiku-
tuksen, vaikka ovatkin eri kuvauksia.)

Kuvitellaan, etta neliomme on lapinakyva, esimerkiksi lasia, ja etta sen karjet on mer-
kitty neljalla varilla tai numeroilla 1,2, 3,4. Nain voimme seurata kuvausten vaikutusta ja
loytaa kaikki mahdolliset tavat asettaa nelio paikalleen. Nama ovat luvussa IV.6 mainitut
kierrot ja peilaukset.

Vastaava havainnollinen geometrinen tarkastelu voidaan tehda tasasivuiselle kolmiol-
le tai sédnnolliselle viisikulmiolle seké yleisesti sdannolliselle n-kulmiolle (n > 3). Kuten
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aikaisemmin, vastaavaa ryhmaa merkitaan D,, ja sanotaan kertalukua 2n olevaksi diedri-
ryhméksi. (Nelion tapauksessa siis n = 4 ja ryhmiéissa on 8 alkiota).

Diedriryhmat esiintyvat usein myos taiteessa ja luonnossa. Tapeteissa, lattioissa,

keramiikassa ja rakennuksissa kaytetaan koristemalleja, joiden symmetriaryhméa on diedri-
ryhma. Lumihiutaleen symmetriaryhma on Dg. Goottilaisten katedraalien ruusuikkunoi-
den symmetriaryhmina esiintyy esim. Dis, Dig, D24, D3g, mutta yleisimméat ovat Dio
ja Day, koska luku 12 oli erityisen merkittava keskiajan kristityille. Se oli taydellisyyden,
maailmankaikkeuden, apostolien ja Israelin heimojen luku.

10.

Harjoitustehtavia:

. Esita tasasivuisen kolmion karjet numeroimalla ryhman D3 kuvaukset ja kirjoita Ds:n

kertotaulu. Onko D3 Abelin ryhméa?

. Esita saannollisen viisikulmion symmetriat numeroimalla karjet.

Millaisia alkioita on ryhméssa D,,, n > 37 (Tutki tapaukset n parillinen ja n pariton
erikseen). Montako alkiota on ryhméssa D,,?

Selita kuvausten kiintopisteiden avulla, miksi D,,:ssa kierto yhdistettyna kiertoon on
kierto.

Selita kuvausten kiintopisteiden avulla, miksi D,,:ssa peilaus yhdistettyna peilaukseen
on kierto.

Selita kuvausten kiintopisteiden avulla, miksi D,,:ssa kierron ja peilauksen yhdistetty
kuvaus on peilaus.

Tee kuvaus D,, — {—1,+1} liittdmélla 41 kiertoon ja —1 peilaukseen. Saadaanko
ndin homomorfismi, kun {—1, 41} varustetaan lukujen kertolaskulla? Tulkitse kuvaus
kayttamalla suunnistuksen sailymista tai kaantymista.

Etsi suorakulmion symmetriat ja tee kertotaulu tapauksessa, jolloin suorakulmio ei
ole nelio.

Tutki aakkosten yksittaisten kirjainten symmetriaryhmia.

Tutki kuvion
E E E E

symmetrioita. Enté jos jonoa jatketaan?
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11. Mitka ovat seuraavien kuvioiden symmetriaryhmat? Etsi kaikki peilausakselit.

AR R

AR R
dbB B
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LIITE 5

Sanat ja matriisit

JUHANI KARHUMAKI

Matemaatikko ndkee jonon 121 lukuna ”satakaksikymmentayksi”. Tietokone puoles-
taan nakee taman jonona ”yksi-kaksi—yksi”. Nain siksi, etta tietokone operoi merkki-
jonoilla myos silloin, kun se suorittaa aritmeettisia laskuja. Ylldsanotusta seuraa, etta
aarellisen joukon alkioista koostuvat aarelliset jonot, eli sanat, ovat keskeisessd asemassa
tietojenkasittelyn matemaattisia perusteita tutkittaessa, esimerkiksi algoritmien teoriassa.

Formalisoidaan tarvittavat kasitteet seuraavasti. Olkoon A &arellinen aakkosto, esi-
merkiksi A = {a,b}. Adrellistd jonoa w = aq,...,a,, missi kukin a; € A, kutsutaan
aakkoston A sanaksi. Sen pituus |w| on n. Merkitdan AT:lla kaikkien aakkoston A sa-
nojen muodostamaa joukkoa. Maéritellidn A% :ssa binddrinen operaatio tulo, eli sanojen
yhdistaminen, ehdosta

al...an-bl...bm:al...anbl...bm.

Kyseinen operaatio on assosiatiivinen, joten A™ on puoliryhmd. Edelleen se on A:mn vapaasti
generoima, koska kullakin sanalla on yksikésitteinen esitys aakkoston A alkioiden tulona.
Puoliryhmd A voidaan laajentaa monoidiksi A* liittamalla sithen 1-alkio, ts. sana jonka
pituus on nolla, siis jono jossa ei ole yhtaan alkiota.

Taman esityksen tarkoituksena on valottaa sanojen ja matriisien valisia yhteyksia
kolmella yleisluontoisella esimerkilla. Esimerkeista kaksi ensimmaista korostaa matriisien
hyodyllisyytta sanoja tutkittaessa, kun taas kolmas esimerkki korostaa kaanteista yhteyt-
ta.

Esim. 1. Olkoon Mjx2(N) ei-negatiivialkioisten 2 x 2 kokonaislukumatriisien muo-
dostama joukko. Ajatellaan tdtd puoliryhméni, missd operaationa on matriisien tulo.
Olkoon edelleen A™ aakkoston A = {a, b} generoima vapaa puoliryhma. Osoitamme, etté
homomorfismi ¢ : At — Msy2(N), joka mééaritellaéan ehdoista

e@=(4 1) i oem=(1 )

Ensinnékin, koska ¢ on homomorfismi, on jokaisen sanan kuva yksikasitteisesti méaa-

rétty, esim. @(aba) = <é 1) <1 (1)) ((1) 1) = <? g) Toiseksi huomataan, etté

v(a) ja p(b) ovat unitaarisia, ts. niiden determinantti on 1. Né&inollen, koska unitaaristen

on injektiivinen.
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matriisien tulo on unitaarinen, on ¢ itse asiassa kuvaus A™T:lta Msy5(N):n unitaarisista
matriiseista koostuvaan alipuoliryhméén. Erikoisesti siis matriisilla p(w), missa w € AT,
on aina (unitaarinen) k#&nteismatriisi.

Osoitetaan nyt ¢:n injektiivisyys. Oletetaan, ettd o(w) = @(w'), missd w,w’ € A™

ja w # w'. Edella sanotun nojalla voimme olettaa, ettd w = av ja w’ = bv’, missa
/ /
a,b € Ajav,v € AT, Olkoot nyt ¢(v) = (r Z) ja p(v') = (f, z,) Silloin ehdosta

p(w) = p(w') seuraa, ettd
1 1 p g\ (10 p q
0 1 r s) \1 1 r's )

{p+r=ﬁ . {q+s=¢
/ / Ja / /A
r=p+r s=q +s

Téaten valttamatta p = ' = s = ¢ = 0 jar = p’ sekd ¢ = s’. Kuitenkin matriiseis-

tai ekvivalentisti,

ta (2 g) ja (6 2) vain jalkimmainen voi olla unitaarinen, joten injektiivisyys on

todistettu.

Edella todistettu osoittaa, ettd sanojen ominaisuuksien tutkiminen voidaan palauttaa
kokonaislukumatriisien tutkimiseen. Ylla tarkastelimme vain binaarisanoja, mutta tarkas-
telut voidaan yleistaa mielivaltaisia sanoja koskeviksi.

Esim. 2. Tarkastellaan esimerkin valossa ddarellisten automaattien ja matriisien
valistd yhteyttd. Olkoon A oheinen leimattu graafi, ts. suunnattu graafi, jonka jokainen
nuoli on leimattu aakkoston A symbolilla,

(9 3y e A
000 60

Tassa piste @ on nk. alkupiste ja @ nk. loppupiste. Olkoon edelleen L(A) kaikkien
niiden sanojen joukko, jotka saadaan 4:n alkupisteesta loppupisteeseen johtavien polkujen
leimoina. Esimerkiksi sana abaaabb on L(.A):ssa, mutta sana abbabab ei ole.

Maaritellaan nyt matriisit

1 1 0 1 00
M,=10 0 1 ja My=10 0 O
0 0 1 0 0 1

Jatetdan lukijan pohdittavaksi, miten M, ja M, méaraytyvat A:sta. Edelleen jatetdan
lukijan todistettavaksi (esim. induktiolla), etté lauseke

(1,0,0)M,(0,0,1) ",

missd w € A" ja, jos w = aw’, niin M,, = M, - M,,, ilmoittaa montako erilaista w:ll4
leimattua polkua johtaa alkupisteesta loppupisteeseen.
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Esitetyt tarkastelut voidaan yleistdd koskemaan mielivaltaisia leimattuja (suunnattu-
ja) graafeja, ts. ddrellisid automaatteja. Matriisit ovat siten erittdin tarkeitd automaattien
teoriassa.

Esim. 3. Taman vuosisadan suuria matemaattisia saavutuksia on algoritmisen las-
kettavuuden formalisointi. Tama puolestaan on tehnyt mahdolliseksi osoittaa, etta tietyt
luonnollisella tavalla méaaritellyt probleemat ovat algoritmisesti ratkeamattomia. Tama
tarkoittaa, etta niita ei voida edes periaatteessa ratkaista tietokoneilla.

Eras tunnetuimmista tallaisista probleemoista on nk. Post’n vastaavuusprobleema.
Probleeman syottoni on kaksi homomorfismia h, b’ : AT — BT, ja tehtévini on selvittii,
onko olemassa sellaista sanaa w € A1, ettd h(w) = I/(w). Taman selvittidminen yleisesti
siis on algoritmisesti mahdotonta. Téssd voidaan olettaa, ettd B (mutta ei A) koostuu
vain kahdesta aakkosesta.

Ylldolevaan tulokseen nojautuen osoitamme, etta monet yksinkertaiset kysymykset
matriisien ominaisuuksista ovat niinikdéan algoritmisesti ratkeamattomia. Olkoot h ja h’
kuten edelld, missd B = {1,2}. Liitetdan homomorfismiin h matriisit

_ (10M@l g
(1) = () ) aea

missé h(a) ajatellaan h(a):mn esittdménd 10-jarjestelmén lukuna. Méaritteleméalld
My, = M, - My,

aina kun w = aw’ ja a € A, ndhdain helposti induktiolla, etta

10/R ) . n
(2) M, = < hw) 1 aina, kun w e A™.

Olkoot nyt {M, | a € A} ja {M] | a € A} homomorfismeihin h ja b’ liitetyt matrii-
sijoukot (1). Silloin (2):n nojalla kysymys siitd, onko olemassa sellaista indeksijonoa, eli
sanaa, w etta

(Mw)12 = (My)1,2

on algoritmisesti ratkeamaton.

Vastaavalla metodilla voidaan todistaa monia muita matriisiteoreettisia probleemoja
algoritmisesti ratkeamattomiksi. Erikoisen kiintoisa on seuraava variantti: Annettuna
aarellinen joukko 3 x 3 kokonaislukumatriiseja. Selvitettava, saadaanko ndiden jonakin
tulona nollamatriisi.
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LIITE 6

Algebran historiaa

Sana algebra johtuu arabiankielisesta sanasta al-jabr, joka esiintyy 800-luvulla per-
sialaisen matemaatikon Mohammed Al-Khowarizmin (téstd tulee sana algoritmil) kir-
joittamassa kirjassa. Kirjan latinankielisella kaannoksella oli suuri vaikutus Euroopassa.
Se kasitteli tehtavia, jotka liittyivat polynomiyhtaloiden ratkaisemiseen, ja aiheutti, etta
algebra-sana liitettiin erityisesti yhtaloihin.

Algebra voidaan jakaa historiansa mukaan kolmeen vaiheeseen: klassinen, moderni
ja abstrakti. Klassinen algebra tarkoittaa yhtaloiden teoriaa; siind kaytetaan symboleja,
jotka tarkoittavat reaali- tai kompleksilukuja. Moderni algebra tarkoittaa mychempaa ke-
hitysvaihetta, jossa symbolien ei endé tarvitse olla lukuja (Cauchy méaritteli 1815 permu-
taatioiden kertomisen ja Gauss 1801 kokonaisluvut modulo p). Abstrakti algebra késittelee
algebrallisia systeemejé, jotka on mééritelty aksioomein (néité ei ole valittu mielivaltai-
sesti, vaan pitden mielessd konkreettisia esimerkkejd); késiteltaville symboleille ei anneta
erityista merkitysta.

Abstraktisuus ja aksiomatisointi

Kreikkalaisten matemaatikkojen ja filosofien voidaan sanoa ottaneen kéayttoon ab-
straktisuuden ja aksiomatisoinnin ideat 600-300 eKr. Abstrahoinnista on se hyoty, etta
poistamalla objekteilta epaolennaiset piirteet niista saadaan matemaattiseen kasittelyyn
sopivampia. Nain myos paranee mahdollisuus havaita naennaisesti erilaisissa asioissa sa-
manlaisuutta: yhdella matematiikan alalla saavutettu tulos voi antaa viitteen samanlai-
sesta tuloksesta toisella alalla. Lisaksi voidaan kasitella useita konkreettisia teorioita sa-
manaikaisesti kdyttamalla yleista teoriaa, jonka erikoistapauksia ne ovat. Yksinkertainen
esimerkki tamén havainnollistamiseksi on seuraava babylonialaisten esittama tehtava: mi-
k& on nelion sivun pituus, jos ala vahennettyna sivun pituudella on 8707 Kun tehtavan
ratkaisussa korvataan numerot kirjaimilla, saadaan ratkaisumenetelma, joka soveltuu aa-
rettomin moneen samantyyppiseen tehtiviin: yhtiloni on ax? + bx + ¢ = 0 ja ratkaisu
saadaan toisen asteen yhtdlon yleisestd ratkaisukaavasta (alkuperdisessé tehtdvéssa siis

a=1, b=—1, c= —870).

Aksiomaattinen menetelméa hylkaa pelkkédéan intuitioon perustuvan todistamisen ja
soveltaa teoreemojen johtamiseen logiikan saantoihin perustuvaa paattelya, lahtien alkuo-
letuksista (aksioomista), jotka hyvaksytaan 1ldhtokohdiksi. Yleisimmin esitetty esimerkki
tdméan menetelmén kaytostd on Eukleideen Elementa (n. 300 eKr). Aksiomaattisen mene-
telman tarpeellisuus tuli esiin jo varhain mm. erdiden ongelmia aiheuttaneiden paradoksien
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yhteydessa — nehan osoittivat, ettei intuitio olekaan aina luotettava. Tasta huolimatta kon-
kreettisempi intuitiivinen lahestymistapa oli vallalla parintuhannen vuoden ajan Euklei-
deen jalkeen.

Vuonna 1829 Lobatsevski julkaisi epdeuklidisen geometrian perusteet. Téassd geo-
metriassa ei yhdensuuntaisaksiooma ole voimassa, seikka jonka olisi pitanyt heti kaantaa
matemaatikkojen huomio aksioomien tarkeyteen. Moniin vuosiin ei LobatSevskin tyohon
kuitenkaan kiinnitetty suurta huomiota. Seuraavina vuosikymmeniné alettiin perustaa
analyysin tuloksia aritmetiikkaan (jonka perusteita pidettiin luotettavina). Vuonna 1889
Peano maaritteli aksiomaattisesti kokonaisluvut kayttaen joukko-opin piiriin kuuluvia ka-
sitteitd, joita han ei maaritellyt. Cantor maéaritteli joukon késitteen, mutta maaritelma
osoittautui liian laaja-alaiseksi ja johti jalleen kerran matematiikan perusteita koskevaan
kriisiin (Russellin paradoksi). Yhten& tuloksena oli Zermelon yritys (1908) rakentaa ak-
siomaattinen perusta formaalille joukko-opille.

1800-luvulla algebrassa esiintyi kasvavassa maarin konkreettisia systeemeja, jotka oli-
vat ndennaisesti erilaisia mutta muistuttivat syvéllisemmin tarkasteltuna toisiaan. Kiinnit-
tamalla huomio systeemin yhteisiin piirteisiin saatiin muotoilluksi vastaava ”abstraktin”
systeemin kasite ja sitda kautta luokitelluksi ja vertailluksi eri systeemeja. Esimerkiksi
ryhmdn késitteen kiytto tekee mahdolliseksi useiden eri asioiden (permutaatio-, matriisi-,
lukuryhmiét) késittelyn yhtenéisia sdéntoja soveltaen.

Algebran historiallinen kehitys

Klassinen algebra kasitteli siis polynomiyhtaloita, erityisesti yrittden antaa ratkai-
sukaavoja. Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavan tunsivat jo babylonialaiset, joskin he
hyvéksyivéit vain positiiviset ratkaisut. Vasta 1824 Abel todisti, ettei viidennen asteen
yhtalolla ole yleista ratkaisukaavaa, jossa esiintyisi vain yhteen-, vahennys-, kerto- ja ja-
kolaskua seki juurenottoa. Toisaalta joidenkin yht#loiden, kuten x° = 1, juuret saadaan
lasketuksi mainitulla tavalla. Vuonna 1832 Galois selvitti, liittamalla kuhunkin yhtaloon
tietyn ryhmén, mitka yhtélot voidaan ratkaista. Galois esitti my6s (olennaisesti) normaalin
aliryhmén késitteen ja tutki dérellisia kuntia (joissa on p™ alkiota, p alkuluku). 1800-luvun
alun vaiheilla Gauss saavutti tuloksia, joilla oli sittemmin huomattava merkitys algebran
kehityksessd. Monet tuloksista hén esitti kirjassaan Disquisitiones Arithmeticae. Gaus-
silta on my0Os perdisin ensimmainen tyydyttava todistus algebran peruslauseelle. Noihin
aikoihin kompleksilukuja kaytettiin intuitiiviseen tapaan, kunnes Hamilton korvasi mer-
kinndn a + ib jarjestetylld reaalilukuparilla (a,b); itse asiassa hén télloin toisti Gaussin
julkaisemattoman tyon.

1800-luvun alussa Peacock esitti kaksi algebran kasitetta, aritmeettisen algebran ja
symbolisen algebran. Esimerkiksi a — b on aritmeettisessa algebrassa merkitykseton, jos
a < b, symbolisessa taas aina merkityksellinen, ja laskusaannot jalkimmaisessa ovat samat
kuin aritmeettisessa algebrassa. Peacock oletti, etta aina ab = ba. Vuonna 1843 Hamilton
keksi kvaternionit, joihin patevat kaikki muut aritmetiikan saannot paitsi ab = ba. Samaan
aikaan Grassmann yleisti kompleksiluvun kasitteen viela pitemmalle, mutta koska hanen
tyonsa oli vaiketajuinen, Hamiltonin kvaternionit saivat enemmén huomiota. Ne eivat
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kuitenkaan olleet tdsmélleen se, mita fyysikot tarvitsivat. Naille naytti sopivan paremmin
Gibbsin ja Heavisiden kehittama vektorilaskenta. 1840-luvulla kvaternionit inspiroivat
matemaatikkoja kehittamaan muitakin systeemeja, joissa kaikki aritmetiikan lait eivét
pateneet.

1847 Boole formalisoi logiikkaa ja kehitti Boolen algebrat. Nailla on sovelluksia lo-
giikkkaan, todennakoisyyslaskentaan ja tietotekniikan matematiikkaan.

Gauss kehitti 1800-luvulla lukuteoriaa. Han kaytti tutkimuksissaan muotoa a + ib ja
a + gb olevia lukuja, missa a, b ovat kokonaislukuja ja g on kompleksinen kolmas ykkosen-
juuri. Olennaiseksi probleemaksi osoittautui kysymys naiden lukujen alkutekijaesityksista.

man yhteydessa.

Yhtilon ag + a1z + asx? + ... + a,2™ = 0 (missi a;:t ovat kokonaislukuja) ratkaisuja
sanotaan algebrallisiksi luvuiksi. Jos lisaksi a,, = 1, niita sanotaan algebrallisiksi kokonais-
luvuiksi. Esimerkiksi (—7 + +/—11)/2 on sellainen, koska se on yht#lon 22 + 72 + 15 = 0
juuri.

Kunnan kasitteen syntyyn vaikutti havainto, etta algebralliset luvut toteuttavat kun-
nan aksioomat, mutta algebralliset kokonaisluvut eivat; niiden osaméaaran ei nimittain
tarvitse olla algebrallinen kokonaisluku. Nykyiseen renkaiden teoriaan puolestaan liittyy
algebrallisten invarianttien kasite. Algebralliset suureet, jotka siilyvat koordinaattimuun-
noksessa, ovat koordinaatteja kayttavassa geometriassa tarkeité, koska ne liittyvat tutkit-
tavan objektin sisaisiin, koordinaattiesityksesta riippumattomiin geometrisiin ominaisuuk-
siin. Cayley, joka oli kiinnostunut projektiivisesta geometriasta algebralliselta kannalta
katsottuna, alkoi etsid kahden ja useamman muuttujan n-asteisten homogeenisten muo-
tojen invariantteja (sana invariantti tulee Sylvesteriltd). Invarianttien teorialla on huo-
mattava asema algebrallisessa geometriassa. Algebrallinen geometria tutkii n-ulotteisen
avaruuden niitd kayrid ja pintoja, jotka voidaan maaritella algebrallisilla yhtaloilla. Se
kayttaa algebraa, geometriaa, kompleksianalyysia, topologiaa ja lukuteoriaa. Noin 1930
Emmy Noether ja B.L. van der Waerden rakensivat sille abstraktia algebraa kayttaen van-
kan perustan. Algebrallinen lukuteoria ja algebrallinen geometria ovat kommutatiivisten
renkaiden teorian tarkeita kayttoalueita.

Vaikka Galois oli esittanyt ryhmén kasitteen, hén oli kiayttanyt sitd epdjohdonmukai-
sesti. Vuonna 1854 Cayley maaritteli eksplisiittisesti ryhméan. Vuoteen 1867 asti kéasiteltiin
vain aarellisia ryhmia.

Vuonna 1872 Klein luokitteli geometriat transformaatioryhmien avulla, jotka sailytti-
vat tiettyja geometrisia ominaisuuksia. Kun hyvaksyttiin darettoméan pienet tason siirrot
ja kierrot, syntyi aarettoméan, jatkuvan ryhmdn kasite. Naitd ryhmia tutki norjalainen
Sophus Lie. Lien ryhmét ja Lien algebrat ovat nykyisen teoreettisen fysiikan tyokaluja.
Vuonna 1882 H. Weber esitti nykyisen ryhméan maéaritelman.

1900-luvulla Dyck paneutui ryhman virittajiin ja niiden toteuttamiin relaatioihin.
Nama vaikuttivat ratkaisevasti epakommutatiivisten ryhmien kayttoonottoon topologias-
sa. Frobenius, Schur ja Burnside kehittivat ryhmien esitysteoriaa, jossa ryhmia esitetaan
homomorfismeja kayttaen kompleksialkioisten matriisien avulla.
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Hilbertin suorittama euklidisen geometrian taydellinen aksiomatisointi inspiroi 1900-
luvulla kuntien ja ryhmien aksiomatisointiyrityksia. Steinitz kehitti kuntien luokittelun.
Kunnat jakautuvat kahteen kategoriaan sen mukaan, onko niiden yksikasitteinen alkukunta
(olennaisesti) rationaalilukujen kunta vai p:n alkion &irellinen kunta. Jokainen kunta
voidaan muodostaa alkukunnastaan tietylla laajentamismenetelmalla.

Vuonna 1914 maariteltiin aksiomaattisesti rengas ja myohemmin Emmy Noether ke-
hitti renkaiden aksiomatisointia edelleen. Han oli aikaisemmin tutkinut kvanttimekaniikan
differentiaalioperaattoreita ja esittanyt niiden perusominaisuudet abstraktissa muodossa
aksioomina, johtaen seurauksia talta pohjalta. Samaa ldhestymistapaa Noether sovelsi al-
gebrassa. Renkaita, joita han oppilaineen kasitteli, sanotaan nykyaan Noetherin renkaiksi.

Talla vuosisadalla on kehitetty ryhmien esitysteoriaa myos kdyttaen matriiseja, joiden
alkiot kuuluvat &érelliseen kuntaan (Brauer). Aé&rettomid ryhmié ovat tutkineet mm.
venalaiset Golod, Kostrikin, Novikov ja Adjan.

LIITE 7

Algebran kaytosta

Algebran tarjoamien merkintojen ja késitteiden avulla voidaan esittad katevésti tiet-
tyja konkreettisia ideoita. Matemaatikot kayttavat mieluummin kokonaislukujen renkaan
kasitetta kuin kaikkien kokonaislukujen joukkoa, silloinkin, kun rengasstruktuuria ei tar-
vita. Algebrallinen terminologia antaa asiasta taydellisemmaén ja tédsmallisemmaéan kuvan.
Tietenkin voitaisiin babylonialaisten tavoin ratkaista kukin ongelma erikseen, mutta al-
gebran koneisto tarjoaa mahdollisuuden kehittda tehokkaampia menetelmia.

Ryhmateoriaa, jossa on osittain kyse symmetrian formuloinnista, kdytetaan fysiikassa
ja kemiassa (kristallografia, spektroskopia, yleinen suhteellisuusteoria, molekyylivardhte-
lyt, molekyyliorbitaalit, kiintedn aineen fysiikka, alkeishiukkasteoria).

Matriisialgebrat ja polynomialgebrat esiintyvat monissa sovelluksissa. Kvanttimeka-
niikassa kasitellddn polynomialgebroja, joissa on kaksi symbolia, = ja y, jotka tayttavat
kommutatiivilain sijasta ehdon xy = yx 4+ 1. Rationaali-, reaali- ja kompleksilukujen taus-
talla on kuntien teoria. Aé#relliset kunnat, polynomirenkaat ja potenssisarjojen renkaat
tulevat kdyttoon mm. kehitettdessd (kustannuksia sddstavid) virheitd etsivid ja korjaavia
koodeja tietoliikenteeseen. Adrellisilli kunnilla on yhteys myos tilastotieteeseen latina-
laisten nelioiden kautta. Boolen kehittadmaa algebraa, jolla han halusi mallintaa logiikkaa
matemaattisesti, sovelletaan tietokoneiden seka puhelimien kytkentépiirien suunnittelussa.

Lahde: Téssa ja edellisessa liitteessa on kaytetty ldhteend R. Allenbyn kirjaa Rings,
Fields and Groups (Arnold 1991).
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LIITE 8

Henkilokuvia algebran historiasta

Pierre Fermat (1601-1665)

Olen loytanyt paljon ddrettomdn kauniita teoreemoja (P. Fermat)

Ranskalainen Fermat opiskeli Toulousessa ja valmistui virkamieheksi. Han eli koko
elaméansa rauhallisesti, tyoteliadsti ja hiljaisesti. Hénen rakkain harrastuksensa oli mate-
matiikka, mutta han hallitsi myos Euroopan paakielet ja niiden kirjallisuuden. H&n on
differentiaalilaskennan luojia. Héan sovelsi analyyttistd geometriaa kolmiulotteiseen ava-
ruuteen ja kehitti valo-oppia matemaattisesti. Lukuteoriassa han tutki erityisesti Diofan-
toksen yhtaloita. Vuonna 1637 han kirjoitti kirjan laitaan: ”... on mahdotonta jakaa kuutio
kahdeksi kuutioksi ... ja yleisesti mikaan kahta korkeampi potenssi kahden samankorkuisen
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potenssin summaksi. Olen keksinyt télle todella ihmeellisen todistuksen, mutta se ei mah-
du tdhan marginaaliin”. Yhtalolla esitettyna vaite on, ettei muotoa =™ + y™ = 2", n > 2,
olevalla yhtalolla ole positiivisia kokonaislukuratkaisuja z, y, z. Tata ns. Fermat’'n suur-
ta lausetta yrittivat todistaa Euler, Lagrange, Legendre, Gauss seka lukemattomat muut
matemaatikot ja harrastelijat. Saksalaisen Kummerin todistusyritykset johtivat ideaalien
teorian syntymiseen. Sitd varhaisemmat yritykset sisdlsivat usein virheellisen oletuksen,
etta alkutekijoihinjako lukurenkaissa on ilman muuta yksikasitteinen. Fermat’n suuren
lauseen todisti vasta Andrew Wiles vuonna 1994.

Niels Henrik Abel (1802-1829)

Abel on jattanyt matemaatikoille jotain, joka tydéllistad heiddt viideksisadaksi vuodeksi (Charles
Hermite)

Norjalainen Abel alkoi 16-vuotiaana tutkia Newtonin, Eulerin, Lagrangen ja Gaussin
matemaattisia julkaisuja. Iséan kuoltua 18-vuotias Abel joutui huolehtimaan perheen toi-
meentulosta; han opetti yksityisoppilaita ja jatkoi matematiikan tutkimusta. 19-vuotiaana
han ratkaisi satoja vuosia avoimena olleen ongelman: Painvastoin kuin enintdan neljannen
asteen yht#lolli, ei yhtalolld ax® + bx* + cx® + da? 4 ex + f = 0 ole yleisté, algebrallista
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ratkaisukaavaa. Taman jalkeen han tutki, miten karakterisoida ne yhtalot, jotka voidaan
ratkaista rationaalisilla operaatioilla (yhteen- ja viahennyslasku, kertominen, jakaminen) ja
ottamalla juuria. Ongelman ratkaisi Evariste Galois. Ratkaisuun liittyy kommutatiivisen
ryhmén késite, ja vuosia myohemmin télle ryhmaélle annettiinkin nimi Abelin ryhmaéa. Abel
tutki my6s elliptisia funktioita, elliptisid integraaleja, Abelin integraaleja ja sarjoja. Abel
lahti Berliiniin 1825 ja tutustui siella August Crelleen, joka oli paattanyt perustaa omalla
kustannuksellaan ensimmaéisen yksinomaan matemaattiselle tutkimustyolle omistetun ai-
kakauslehden. Crelle huomasi Abelin lahjat ja teki kaiken voitavansa saadakseen Abelille
tunnustusta. Abelista tuli uuden aikakauslehden kirjoittajia, ja Crellen ja Abelin seurassa
oli usein my0s itseoppinut sveitsildinen geometrikko Steiner. Kun Crellen ystavat nakivat
tdmén tulevan molempien nerojensa kanssa, he totesivat: ”Taas tulee Aatami poikiensa
Kainin ja Abelin kanssa.” Juuri kun Abelin ty6 alkoi saavuttaa ansaitsemaansa huomio-
ta, han sai tuberkuloosin ja kuoli 26-vuotiaana. Kaksi paivaa hanen kuolemansa jalkeen
saapui kirje, jossa ilmoitettiin hanen nimittadmisestdan Berliiniin professoriksi. Vuosi kuo-
lemansa jalkeen han sai Ranskan tiedeakatemian palkinnon ansioistaan matemaatikkona
ja myohemmin héanelle pystytettiin patsas Osloon.

Evariste Galois (1811-1832)

Ranskalainen Galois aloitti matematiikan opiskelun 15-vuotiaana ja opiskeli Legendren
ja Lagrangen toitd. Seuraavana vuonna hanet hylattiin I’Ecole Polytechniquen paasy-
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kokeessa, mutta han tutustui pian Louis-Paul-Emile Richardiin; tdma tunnisti Galois’n
nerouden. Richardin rohkaisemana Galois jatti Ranskan tiedeakatemialle julkaistavaksi
kasikirjoituksen. Cauchy luki kirjoituksen ja se teki h&dneen niin suuren vaikutuksen, etta
héan lupasi esittdaa sen julkaisemista — mita han ei kuitenkaan koskaan tehnyt. 18-vuotiaana
Galois pyrki jalleen I’Ecole Polytechniqueen. Hénet hylattiin taas. Ilmeisesti han ei osan-
nut esittaa ajatuksiaan selvasti. Tarinan mukaan Galois raivostui niin, etta heitti sienella
kuulustelijaa. 19-vuotiaana Galois osallistui Ranskan tiedeakatemian kilpailuun. H&anen
kirjoituksensa annettiin luettavaksi Fourierille, joka kuoli pian sen jalkeen. Galois’n kir-
joitus havisi sille tielle. Galois aloitti vallankumouksellisen poliittisen toiminnan, hanet
erotettiin koulusta ja tuomittiin vankilaan. Sinne hén sai tiedon Poissonilta késikirjoi-
tuksensa hylkdamisestd. Taman jalkeen Galois ei halunnut olla enda missaan tekemisissa
tiedeakatemian kanssa. Vankilassa hén yritti itsemurhaa ja ennusti kuolevansa kaksin-
taistelussa, mika tapahtuikin. Legenda kertoo, ettd kuolemaansa edeltavana iltana han
kirjoitti ystavilleen tutkimustensa tuloksia. Hautajaisissa oli lasna 2000-3000 poliittista
aatetoveria. Galois otti kayttoon mm. normaalin aliryhmén, isomorfian ja aarellisen kun-
nan kasitteet seka kehitti ns. Galois'n teorian. Galois’n teorian avulla voidaan todistaa
esimerkiksi, etta on kulmia, joita ei voida jakaa kolmeen osaan harpilla ja viivottimella.

Emmy Noether (1882-1935)

Emmy Noether syntyi Saksassa, missa hanen isansa Max Noether oli Erlangenin yli-
opiston matematiikan professori. Emmy Noether opiskeli ja tyoskenteli Erlangenissa ilman
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virkaa, kunnes oli 1915 saanut niin paljon mainetta, etta Felix Klein ja David Hilbert kut-
suivat hanet Gottingeniin. Vuosina 1915-1923 han antoi Gottingenissa Hilbertin nimelle
merkittya opetusta, koska naisena hénen ei sallittu kayttaa omaa nimeaan. Hilbertin oli
taisteltava, jotta Noetherin annettiin edes ilmaiseksi opettaa ja tyoskennellda Gottingenissa.
Noether on abstraktin aksiomaattisen algebran kehittajia. Hanen tunnetuimmat tyonsa
liittyvat renkaiden ja ideaalien teoriaan (rengasta, jonka ideaalit tdyttévat ns. nousevan
ketjun ehdon, sanotaan hénen kunniakseen Noetherin renkaaksi). Noether kehitti myos
epakommutatiivisten algebrojen ja niiden esitysten yhtenaisen teorian. Hermann Weyl,
joka tuli Gottingeniin 1930, sanoi Noetherin olleen sikaldisen matematiikan voimakkain
keskushahmo, sekéd tutkimuksen luovuuden ettd oppilaspiirin laajuuden takia. Vuonna
1933 Noether joutui juutalaisena luopumaan virastaan ja siirtyi USA:han. 51-vuotiaana
tama loistava matemaatikko sai ensimmaisen kerran viran, josta hanelle maksettiin nor-
maalia palkkaa. Seuraavana vuonna han kuoli USA:ssa leikkaukseen.
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LIITE 9

Matematiikan monet kasvot?

KARI ASTALA

Matematitkka on tieteistd abstraktein, usein tieteiden kuningattareksi kutsuttu ja sel-
laisena helposti vitlea ja etdinen. Pyrin taman vuoksi hahmottamaan alaa sita tuntematto-
malle tai sita harrastamattomalle; erityisesti tarkoitukseni on pyrkia luomaan mielikuvia
matematitkan luonteenpiirteista, sen tutkimuksesta ja siita milta nama saattavat nayttaa
matemaatikon ndkokulmasta.

Monesti tuntuu silta, ettd nykypaivan matematiikkaa ja aikamme suhtautumista sii-
hen leimaa kaksi vahvaa piirretta: Ensinnakin matematiikasta ja matemaattisista menetel-
mista on tullut yha vahvempi osa luonnontieteita, tekniikkaa ja jopa elinkeinoelamaamme.
Jokainen meista kayttaa ja joutuu kayttamaan paivittain tekniikan tuotteita, joissa mate-
matiikkaa on sovellettu olennaisella tavalla. Myos arkielamassamme sekaannumme saan-
nollisesti matemaattisiin ilmi6ihin, vaikkemme niita sellaisiksi aina huomaisikaan. Toisaal-
ta yha useammin alan tutkija saa vastaansa kysymyksen, onko matematiikasta nykyaan
mitaan hyotya. Pelkistaen voimme kysya kuten vanhassa tarinassa, eiko kaikki numerot
ole jo keksitty? Mita siis voisi olla matematiikan tutkimuskaan?

Kuinka nama kaksi nain vastakkaista nakemysta voivat elda niin vahvasti ja rinnak-
kain? Ensimmaéinen, jopa triviaali osasyy on tietysti matematiikan oma kieli, alaa tunte-
mattomalle kasittamattomalta nayttava symbolien jarjestelma. Mutta miettimatta enem-
paa hyodyn kasitetta tai sen mahdollisia moderneja variaatioita uskoisin kuitenkin, etta
enemmmankin syyna on syvallisempi ilmio, nimittain matemaattisten sovellusten tyypil-
linen luonne: ei ole mitenkaan poikkeuksellista, ettd vahvankin matemaattisen idean tai
teorian sovellus lasketaan tietokoneen tiliin.

Matemaatikolle tuttuna esimerkkina mainitsen vaikkapa laaketieteen rontgentomo-
grafialaitteen: eri suunnista lahetetyista rontgensateista laite konstruoi tietokoneen avulla
poikkileikkauksen halutusta, tutkittavasta kohteesta. Mutta jos yrittda mielessaan hah-
mottaa laitteen toimintaa, huomaa helposti, ettei kuvaa voikaan rakentaa suoraan tai sellai-
senaan eri suunnista mitattujen rontgensateiden vahvuuksia vain numeerisesti laskemalla.
Kohteen lapaisseiden siateiden vahvuusarvot taytyykin muuntaa erdalla matemaattisella
teorialla, nk. Radonin muunnoksella, muotoon, josta poikkileikkaus on lopulta mahdollis-
ta maarata. Toisin sanoen, laitteen toiminta ylipaataan tulee mahdolliseksi vasta tallaisen
matemaatisen muunnoksen avulla.

1Virkaanastujaisesitelmi Jyviskylin yliopistossa 18.10.1995
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Mielikuviimme matematiikasta eivat voi olla vaikuttamatta myoskaan omat koke-
muksemme alan opetuksesta: 12 kouluvuotemme matematiikan tunneista vietdmme yli
puolet aritmeettisten numerolaskujen parissa. Tosiasiassahan ei edes lukuteorialla, silla
matematiikan alalla, joka tutkii lukujen ominaisuuksia, ole paljonkaan tekemista luvuilla
laskemisen kanssa. Siksi paremman mielikuvan matematiikan tutkimuksen luonteesta an-
taisikin geometria, jolla valitettavasti ei enaa ole ansaitsemaansa asemaa kouluopetuksessa.
Geometristen mielikuvien tarkeytta matemaatikolle on mielestdni mahdotonta ylikorostaa.
Erityisesti symmetriat ja erilaiset tavat hyodyntaa symmetroiden ominaisuuksia leimaavat
vahvasti modernia matematiikkaa.

Symmetria ja laatoitukset

Matematiikkaa tuntemattomalle yritan havainnollistaa tata esimerkilla, symmetrisel-
14 laatoituksella tai kaakeloinnilla, jollaista jokainen meista on tavalla tai toisella, ehka
useammallakin, joskus soveltanut. Hyvia esimerkkeja kuviosymmetrioista 16ytyy vaikkapa
monista historiallisista rakennuksista. Kuuluisassa Alhambran linnoituksessa Espanjassa,
josta kuvat 1.a ovat peraisin, ei voi olla kiinnittaméatta huomiota kauniisiin ornamentteihin,
joilla palatsin seindt on koristeltu. Ornamenttien monimuotoisuus viehédttaa ja kiehtoo,
mutta niita tarkastellessa huomaa pian vahvan jarjestyksen: vaikka saannollisesti toistuvaa
kuviota voidaan muuttaa ja vaihtaa mielivaltaisen monella erilaisella ja mielikuvituksel-
lisella tavalla, jarjestelytapoja, siis tapoja limittaa kuviot toisiinsa, nayttaa olevan vain
muutamia.

Kuinka monta erilaista symmetriaa tai symmetriaryhmaa voi siis loytaa laatoitetusta
seinasta? Alhambrasta naita tapoja 16ytyy kaikkiaan kolmetoista erilaista. Tama viittaa
selvasti sithen, ettd jo linnoituksen taiteilijat ovat yrittdneet hahmottaa kaikki erilaiset
mahdollisuudet rakentaa symmetriakombinaatioita. Nykyaan tiedamme, ja moderneilla
matemaattisilla kasitteilla tata ei ole vaikeatakaan osoittaa, etta sdannollisia tapoja tiilien
jarjestamiseksi on kaikkiaan seitsemantoista. Itse asiassa puuttuvat nelja symmetriaryh-
méaa ovat loydettavissa muista mychemmista islamin ornamenteista.

Matemaattisena kasitteena laatoitus koostuu tavasta peittaa taso yhdella tai useam-
malla, kuitenkin aarellisen monella kuviolla, joita siirtamalla, kiertamalla tai peilaamalla
saadaan koko aareton taso taytetyksi, kuitenkin niin ettd kuviot voivat olla paallekkain
korkeintaan reunapisteissdan. Kuvassa 1.b olen esittanyt kolme eri tason laatoitustapaa.
Kaikki eri mahdollisuudet tason laatoittamiseksi saannollisilla monikulmioilla siten, etta
ne leikkaavat karkipisteissaan aina samalla tavalla, onnistui luokittelemaan jo Johannes
Kepler, tahtitieteestaan paremmin tunnettu. Tallaisia laatoituksia, joita Kepler nimitti
arkimeedisiksi, ovat kuvan 1b laatoituksista kaksi vasemmanpuoleista, mutta ei oikean-
puoleinen (siind esimerkiksi nelié on vinonelio, ei siis séédnndllinen nelikulmio).

Keplerin jéalkeen laatoituksien ominaisuuksien selvittaminen jai unholaan, kunnes vuo-
sisatamme alussa topologian nousun myota symmetriaryhmia alettiin ymmartad parem-
min; talloin myos luokiteltiin edelld mainitut 17 symmetriaryhmaéd. Symmetriaryhmista
tarkeimmat ovat ne, joiden avulla tasosta voidaan rakentaa muitakin pintoja. Tassa yhtey-
dessa mielenkiintoinen ja havainnollinen vuorovaikutus matemaattisten ideoitten ja maa-
ilmamme hahmotuksen valilla 10ytyy maailmankuulun taiteilijan, Martin Escherin toista.
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Juuri Alhambran innoittamana Escher pyrki taiteessaan hakemaan eri tapoja, joilla taso
voitaisiin jakaa osiin. Alkuun hén kéytti euklidisia laatoituksia (vrt. kuvan 2 ylemmét va-
semmanpuoleiset kuvat), mutta matemaatikko H.S.M. Coxeter osoitti hénelle muidenkin
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mahdollisten maailmojen, toisenlaisten geometrioiden olemassaolon, ja erityisesti hyperbo-
lisen, epaeuklidisen geometrian. Tata kuvassa 2 esittavat ylemmat oikeanpuoleiset kuviot,
keskella Escherin tulkitsemana.

Matemaatikon kannalta kuvassa 2 ylinna olevien laatoitusten symmetrioiden avulla
voimme rakentaa, ja siis ymmartaa, uusia pintoja: nelion vastakkaiset sivut yhteen liimaa-
malla voimme rakentaa toruksen, autonrenkaan, vrt kuva 2 alhaalla vasemmalla. Escherin
hyodyntaman geometrian ja symmetriaryhman pinta on taas esitetty kuvassa 2 alhaalla
oikealla.

On selvaa, etta saannollisyysominaisuuksista luopumalla saadaan numeroimaton jouk-
ko erilaisia laatoituksia, eika kaikkien sellaisten luokitteleminen ole mahdollista. Sen sijaan
voimme kysyé, onko kaikilla laatoituksilla yhteisida ominaisuuksia: esimerkiksi jos olemme
riittavan huolellisia, voimmeko aina jarjestad kuviomme jaksolliseksi eli tasavilein itseaan
toistavaksi. Yksinkertaisetkin palat on usein mahdollista jarjestda epéjaksollisesti (kuten
kuvassa 3.a on tehty tasasivuiselle kolmiolle), mutta nyt kysymme, onko sellaisia paloja,
joilla taso voidaan laatoittaa ja joilla kuitenkin jokaisesta laattajarjestelysta tulee aina ja
valttamatta epajaksollinen. Kauneimman ratkaisun ongelmaan antoi brittimatemaatikko
Roger Penrose rakentamalla kaksi vinoneliota, joiden kaikki jarjestelyt johtavat valttamat-
td epaperiodiseen laatoitukseen (kuva 3.b). Myohemmin kavi ilmi, etté itse asiassa tdma
Penrosen kuvio saadaankin sopivalla projektiolla viipaleesta, joka on leikattu viisiulottei-
sen avaruuden saannollisestd suorakulmaisesta jaosta eli viisiulotteisesta neliclaatoituksen
vastineesta(N.G.de Bruijn, 1981; ks. kuva 4).

Téassd meilld on matemaattinen selitys parhaimmillaan! Saamme nopean, tehokkaan ja
selkean geometrisen mielikuvan samoin kuin selityksen Penrosen kaakeleiden olemassaololle
ja samoin niiden monille ominaisuuksille. Sivujuonena joudumme tosin mieltadmaan ehka
abstraktilta tuntuvaa viiden ulottuvuuden geometriaa. Matemaattisin peruskasittein tama
on kuitenkin helposti hallittavissa.

Lopuksi todettakoon, etta Penrose rakensi kuvioitaan puhtaasta matemaattisesta mie-
lenkiinnosta ja leikkimielellakin, mutta viime vuosikymmenella 16ydettyjen kvasikristallien,
uusien fysikaalisten ilmididen ymmarryksessa nama rakenteet ja niiden kolmiulotteiset vas-
tineet ovat loytaneet keskeisen sijan.

Jaffen syklit

Olen ylla selittdnyt varsin pitkaan laatoituksen matematiikkaa antaakseni mielikuvan
siitd, kuinka matematiikka toimii, mista sen kysymykset saavat alkunsa, miten se ete-
nee, miten se auttaa meita hahmottamaan ymparoivaa maaailmaamme, ja myos kuinka
yllattavia, ennalta aavistamattomia sovelluksia se tassa loytaa.

Tama on tyypillista paitsi ylla esitetylle suhteellisen konkreettiselle esimerkille ma-
tematiikasta, myos koko tieteelle. Esimerkiksi Radon ei aikoinaan kehittanyt teoriaansa
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Kuva 2.

rontgenkoneita ja rontgentomografiaa silméalla pitden, vaan aivan puhtaan matemaattisia
ilmioita ymmartaakseen. Perustutkimuksessa ei teorian kehittamisella tarvitse useinkaan
olla valitonta yhteytta sille 1oydettaviin sovelluksiin; erityisen vahvasti tama ilmenee mate-
matiikan kohdalla. Joskus uusi matemaattinen teoria loytaa heti sovelluskohteensa, mutta
varsin usein se saa odottaa hyodyntajaansa kymmenia ja joskus jopa satoja vuosia.

Néin on ollut ainakin tdhan asti. Onko tilanne muuttunut esimerkiksi uusien tek-
niikan tuomien mahdollisuuksien vuoksi ja onko ylipaataan odotettavissa abstrakteilta
matemaattisilta teorioilta endd uutta annettavaa kaytantoon. Ehka loydetyt sovellukset
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Kuva 3. a

Kuva 3. b

ovatkin olleet onnellista sattumaa? Harvardin yliopiston matematiikan professori Andrew
Gleasonin esittamaé seuraava kiteytys selittdd mainiosti, miksi matemaattiset metodit ovat
olleet ja lienevat vastakin tehokkaita niin monessa odottamattomassakin yhteydessa:

”"Matematiikka on jarjestyksen tiedettd - sen kohteena on 16ytaa, kuvata ja ymmér-
taa jarjestysta paallisin puolin aarimmaéisen monimutkaisissakin tilanteissa. Matematiikan
tarkeimmat tyokalut ovat kasitteita, jotka mahdollistavat taméan jarjestyksen kuvailun. Ja
juuri siksi, koska matemaatikot ovat vuosisatoja etsineet tehokkaimpia mahdollisia kasit-
teita kuvailla jarjestysta eriskummallisissakin tilanteissa, heidan tyokalujaan voi hyodyntaa
ymparoivassia maailmassamme; silla reaalimaailmahan on malliesimerkki mutkikkaasta ti-
lanteesta, josta 10ytyy paljon jarjestysta.” Toinen harvardilainen, matemaattinen fyysikko
Arthur Jaffe on tiivistanyt matemaattisen tutkimuksen ja ulkopuolisen maailman vuorovai-
kutuksen kahteen periaatteeseen. Ensimmainen, ns. Jaffen syklin mukaan korkeatasoinen
matematiikka, abstraktikin, johtaa aikanaan arkieldmén sovelluksiin. Luonnonilmiciden
ymmartaminen on puolestaan virikkeena matemaattiselle tutkimukselle. Tata abstraktion
ja sovellusten vuorovaikutusta voi havainnollistaa syklilla, johon voi liittya kummaltakin
puolelta. Esimerkiksi planeettojen liikkeen ymmartaminen johti differentiaalilaskennan
syntyyn ja kompleksiluvut seka abstraktien Hilbertin avaruuksien teoria taas on kvantti-
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Kuva 4. Kuvassa laattojen karkipisteet ja viisiulotteisen kuution sdrmét projisoituna kolmeen ulottuvuuteen,

lisdksi tasossa Penrosen laatoitus.

mekaniikan, atomaarisen maailman ymmartamisen perustana.

Toisen Jaffen periaatteen mukaan on mahdotonta ennustaa, misséa jokin matemaatti-
nen menetelméa on hyodynnettavissa; jopa teorian luojat voivat yllattya tyonsa kayttomah-
dollisuuksista. Lineaarialgebra, joka kehitettiin alun perin korkeampiulotteisten avaruuk-
sien geometrian ymmartamiseen on nyt olennainen osa teollisten prosessien optimointia.

Matemaattisten ilmididen ymmartaminen

Jos ei kaytannon sovellus siis olekaan ainoa eika valttamatta paraskaan neuvo ma-
tematiikan tutkimuksen suunnan valitsemiseen, niin mika ohjaa matemaatikkoa héanen
valitessaan tutkimusaiheitaan? Tahéan ei tietenkaan ole yksikasitteista, kaikkia matemaa-
tikkoja kattavaa, yksinkertaista vastausta. Tyypillisesti puhtaan matematiikan tutkimus,
jota itsekin edustan, saa tutkimusaiheensa tutkijan halusta ymmartaa kohtaamiansa kes-
keisia matemaattista ilmioita. Tama ei kuitenkaan sulje pois ulkomatemaattiseen sovelluk-
seen liittyvaa ongelmaa. Erityisesti on huomattava, ettd tama ei merkitse, ettei puhtaan
matematiikan tutkija olisi kiinnostunut tyonsé tai osaamisensa sovelluksista, painvastoin!

Mutta mita ovat ne matemaattiset ilmiot, joita tutkija kohtaa ja joihin tarmonsa koh-
distaa. Olen edelld yrittanyt antaa tdstd muutamia lyhyita mielikuvia, esimerkkeja, vaik-
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kakin valttamatta vajavaisia. Yleiselld tasolla parhaiten asian ytimeen paasevit Andrew
Gleasonin teesit: kalkyyleja suorittaessaan tai geometrisia ilmioitd hahmottaessaan tutki-
jan tavoitteena on jarjestyksen, yhteyksien ja sita kautta ymmaéarryksen etsiminen. Haluan
havainnollistaa tata esimerkilla, joka on meille kaikille tuttu, ja valitsen sellaiseksi laajalle
levinneet fraktaalikuviot.

Mandelbrotin joukon ja muiden fraktaalien kuvat ovat jattaneet tuskin ketadn kyl-
méksi (kuva 5). Kuvioiden alati toistuvat itsensd nékoiset mutta kuitenkin kaoottisesti
muuttuvat yksityiskohdat ja ornamentit ovat kiehtoneet meita kaikkia jo kymmenkunta
vuotta. sanomattakin on selvaa ettd nama vetavat tietysti puoleensa myos matemaatik-
koa. Mutta nakeeko han ndméa kuvat jotenkin erilailla kuin kadunmies. Kuinka jarjestys
on loydettavissa tassa véariloistossa ja mielivaltaisilta tuntuvissa kuviorykelmissa?

Kuva 5.

Itse asiassa Mandelbrotin joukko on kartta. Kartta, joka kuvaa, kuinka yksinkertai-
set dynaamiset jarjestelméat toimivat pitkan aikaskaalan muutoksissa. Tata kautta joukon
rakenne on myos hahmotettavissa: jokainen joukon piste ¢ vastaa tilannetta, jossa aika-
kehitystd kuvataan iteroimalla kompleksilukupolynomia P(z) = 22 + ¢, siis toistamalla
polynomilla operointia.

Jarjestelman muutosta kuvaavan polynomin ”pitkien aikaskaalojen” kaytoksessa kes-
keinen on taas ns. taytetty Julia-joukko, joka koostuu niista pisteista, jotka eivat karkaa
aarettomiin polynomilla operoitaessa. Taméan joukon reunalla, varsinaisella Julia-joukolla,
polynomin toiminta on kaoottista.

Kay ilmi, etta kussakin Mandelbrotin joukon ”pallurassa” tai ”"kuplassa”, eli sen si-
sapisteiden komponentissa, kukin vastaava Julia-joukko on rakenteeltaan samanlainen , ja
sita kautta ymmarrettavissa. Esimerkiksi kuvan 6 Julia-joukot voi rekonstruoida kiekosta
yhden reunapisteparin ja sen iteroitujen kuvien yhteenliimauksella. Kuvan konfiguraatio
on siis helposti selitettavissa, ja lisaksi se esiintyy ainoastaan tassa kyseisessda Mandelbrotin
joukon komponentissa. Tata kautta myos itse Mandelbrotin joukko hahmottuu: kartan
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eri pisteet on luonnollisella tavalla lueteltavissa niiden méadraamien konfiguraatioiden, lii-
maustapojen avulla. Naiden ja ns. renormalisaatio-ominaisuuksien avulla Mandelbrotin
joukon ja sen kuvioiden toisto-ominaisuuskin on saanut luonnollisen selityksen.

Kuva 6.

Mita muuta matemaatikko saattaisi miettia naita kuvia katsellessaan? Tarkeita kysy-
myksia voisivat olla vaikkapa Julia-joukkojen geometria, niiden reunan dimensio jne. Ku-
vasta huomaamme myos, ettd polynomin parametria hieman muutettaessa Julia-joukon
rakenne ja osin jopa geometriakin muuttuu hallitusti. Kuinka tadma on selitettavissa? Kay
ilmi, etta selitys on loydetty yllattavaa kautta, niin kutsuttujen kvasikonformikuvausten
avulla, jotka nousivat alun perin aivan toisenlaisista matemaattisista kysymyksista. Naiden
kuvauksien teoriaa on huomattavissa méaarin kehitetty Suomessa perinteisen kompleksia-
nalyysin koulukunnassa. Mainitsen viela lopuksi, ettd dynamiikan avulla on vastaavasti
selvitetty kvasikonformikuvausten ominaisuuksia, ja edelleen, ettd &dskettdin néin saatu
ymmarrys 16ysi hyodyntajansa huokoisten materiaalien ominaisuuksia tutkivassa homo-
genisaatioteoriassa. Yhteenvetona voidaan todeta, ettd Jaffen teesit matemaattisen ym-
marryksen kiertokulusta ja yllattavista sovelluksista toimivat vahvasti myos matematiikan
sisalla!
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Matematiikka luonnontieteena

Useimmat matematiikoista kokevat selvittavansa tyossaan olemassa olevaisen olemus-
ta monessa mielessa samalla tavalla kuin luonnontieteilija, joka kokeillaan selvittaa luon-
nonilmiodiden rakennetta. Tama Platonilta peraisin oleva matematiikan tulkinta tuntuu
saavan yha kasvavaa hyvaksyntaa. Ehka matemaatikkojen suhtautuminen tieteensa filoso-
fiaan riippuukin paljolti ajankohtaisista tutkimuskohteista ja -menetelmista. Abstrakteja
rakenteita ylikorostava bourbakismi, joka toi joukko-opinkin kouluihimme, oli aikanaan il-
meisesti sopivaa maaperaa formalismille, késitykselle, ettd matematiikan lauseet ovat vain
tautologioita, loogisia itsestaanselvyyksia, jotka eivat kerro olemassa olevaisesta mitaan.
Toisaalta esimerkiksi ylla esitetyn tai yleisempien dynaamisten systemien ominaisuuksia
selvittaessaan ja niita tietokoneella testatessaan tai havainnollistaessaan tutkijan on vaikea
valttaa tuntemusta meista riippumattomaan luonnonilmioon térmaamisesta. Painvastoin,
tutkijalle tama nakokulma tekee omalta osaltaan hyvin ymmarrettavaksi matemaattis-
ten kasitteiden tai teorioiden soveltuvuuden monissa eri tilanteissa, vaikkapa tekniikan tai
luonnonilmiociden ja sita kautta myos arkimaailman alueella.

Viitteita

N.G. de Bruijn, Algebraic theory of Penrose’s nonperiodic tilings of the plane.
[ II.Nederl. Akad.Wetensch. Indag.Math.43 (1981),n0.1, 39-52, 53-66.

B.Griinbaum, G.C. Shephard, Tilings and patterns. W.H.Freeman and Company,
New York, 1989

Kuva 4: Tekija E.Durand, Geometry Center, Minnesota, USA

Summary

The many faces of mathematics

This talk, intended to non-mathematicians, describes the nature of modern mathe-
matics and discusses how and why it helps to understand the world around us. Emphasis
is on discussions on symmetry, especially symmetric tilings, aspects on applicability of

mathematics and how a mathematician chooses his/her research goals.

Tama kirjoitus on ilmestynyt lehdessd Arkhimedes 4, 1995.
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Luku 1.1

Esimerkkeja jakoyhtalosta ja jaollisuudesta

1. Jakoyhtalo a =bg+r, 0<r<b:

Tapauksessa a = 17, b = 5 saadaan 17 = 5 -3 + 2. Luvuilla a = —23, b = 6 saadaan
—23=—-4-6+1.

2. Syt (4,15) = 1, syt (4,10) = 2, syt (22-32-5, 2-33-7%) = 2. 32 Luvut 4 ja 15 ovat
suhteellisesti jaottomia ja 4 - 4 4+ 15(—1) = 1. Luvut 4 ja 10 eivét ole suhteellisesti
jaottomia ja (—2)4 +1-10 = 2.

3. Syt (2520, 154) lasketaan Eukleideen algoritmilla néin:

2520 = 154 - 16 + 56
154 =56 - 2 4 42
56 =42-1+ 14
42 =14 - 3.
Koska 14 on viimeinen nollasta poikkeava jakojaénnos, on syt (2520, 154) = 14. Edel-
lisistd yhtéloistd saadaan my6s syt (a,b) a:n ja b:n lineaariyhdisteena:
56 = 2520 + 154(—16)
42 = 154 + 56(—2)
14 =56 4+ 42(—1) = 56 + [154 4+ 56(—2)](—1)
=563+ 154(—1) = [2520 4 154(—16)]3 + 154(—1)
= 2520 - 3+ 154(—49).

4. Pyj (4,6) =12, pyj (10,12) =60, pyj (22-32-5, 2-33.7%)=22.33.5.72

5. Olkoon p alkuluku ja p > 3. Osoita, etti p? on luvun 12 monikerran ja
ykkoOsen summa.

Todistus. On osoitettava, ettd 12 | (p*> —1) elietta 12 | (p—1)(p+1). Koska 12 = 3-4,
on siis osoitettava, ettd 3 | (p—1)(p+1) jaettd 4 | (p—1)(p+ 1). Oletuksen mukaan
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p on alkuluku, siis pariton, joten 2 | (p+1)ja2 | (p—1)jasiis4| (p+1)(p —1).
Koska p on alkuluku, on 3t p. Siis p = 3k + 1 tai p = 3k’ + 2 joillain luvuilla k, k&’ € Z.
Edellisessd tapauksessa 3 | (p — 1), jalkimmaéisessd p + 1 = 3k’ + 3, joten 3 | (p + 1).
Kummassakin tapauksessa siis 3 | (p — 1)(p + 1).

. Olkoon n luonnollinen luku ja 2n 4+ 1 kokonaisluvun nelié. Todista, etta
n + 1 on kahden kokonaisluvun neliéiden summa.

Todistus. Oletuksen mukaan on olemassa ¢ € Z, jolla 2n+1 = ¢2. Tamé on yhtépitiva
kaavan 2n = (¢+ 1)(¢ — 1) kanssa. Luvut ¢ + 1 ja ¢ — 1 ovat yhtdaikaa joko parillisia
tai parittomia. Edellisen kaavan perusteella 2 | (¢ + 1)(¢ — 1), joten sekd ¢ + 1
ettd ¢ — 1 ovat parillisia. Olkoon ¢ + 1 = 2h, missd h € Z. Sijoittamalla tdma
kaavaan 2n = (¢ + 1)(¢ — 1) saadaan 2n = 2h(2h — 2), joten n = h(2h — 2) ja
n+1=2h*—-2h+1="nr%+(h—1)%

Luku 1.2

Laskeminen mod n

. 744 =2(mod 3), 7-4 = 1(mod 3), silla

T+4=11=3-3+2, 7-4=28=3-9+ 1.

Toinen ratkaisutapa, joka on edullinen varsinkin suurilla luvuilla: Koska 7 = 1(
mod 3), ja4 =1(mod 3), niin 7+4=1+1=2(mod 3) ja7-4=1-1= 1(mod 3).

. —10=4( mod 7),sillda —10 -4 =—-14=2-T7.

. Ratkaise kongruenssi x = 1(mod 5).

Luku z on tehtévéin ratkaisu jos ja vain jos x = 1 + bk, missd k € Z. Siis x €
{...,—9,-4,1,6,11,...}.

. Ratkaise kongruenssi 2z = 5(mod 6).

Yhtalon 2x = 5 + 6k vasen puoli on parillinen ja oikea pariton Vk € Z, joten ei ole
ratkaisua.

Luku II1.6

Ekvivalenssirelaatio

Yhdenmuotoisuus on ekvivalenssirelaatio tason kolmioiden joukossa:

Olkoon S tason kolmioiden joukko. Méaaritelldan a ~ b jos kolmiot a ja b ovat yhden-
muotoiset (eli vastinkulmat ovat yhtédsuuret). Jokainen kolmio on yhdenmuotoinen
itsensa kanssa, ts. aina a ~ a. Jos a on yhdenmuotoinen b:n kanssa eli a ~ b, niin b
on yhdenmuotoinen a:n kanssa eli b ~ a. Oletetaan, ettd a ~ b ja b ~ ¢. Silloin a:n
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kulmat ovat yhtasuuret kuin b:n vastinkulmat ja nama puolestaan yhtasuuret kuin
c:n vastinkulmat. Siis a:lla ja c:11a on yhtasuuret vastinkulmat, joten a ~ c.

Luku III1.1

Ryhma

Positiivisten rationaalilukujen joukko Q; on ryhméi kertolaskun suhteen:

Jokainen luku a € Q4 voidaan kirjoittaa muotoon a = £, missé p ja q ovat positiivisia
kokonaislukuja.

_ P1 _ b2 : : _ P1 p2 __ PpPip2
GO Jos a,b € Qy, on a = o b= 2. Silloin ab = e =ae Q.

G1 Reaalilukujen kertominen on assosiatiivinen.
G21€Qtjal-a=a=a-1 VaeQ;.

GSJOS@EQ+jaa:%,ona‘lzg,sillé%€Q+jaﬂ-

4 - 1=49.P
q p q’

a
p
Matriisien laskutoimitukset.

Matriisiyhteenlasku joukossa Masyo(R) méaritellddn kaavalla

a; by 4 % ba\ _ (@1 +az bi+bs
C1 d1 Co dg c1 + Co d1 + dg '

Matriisikertolasku:

ar b az b2\ _ (aiaz+bica aiba+bidy
c1 dy co da ciag +dica ciba +didy )
Esimerkki ei—-kommutatiivisesta ryhmasta

Olkoon G = {fi1,..., fe}, missé fi(z) = x, fa(x) = 1 , fa(x) =1 =, fa(z) = xT_l,
f5(z) = 2=, fo(z) = &=, Vo € R\ {O 1}. Laskutmmltuksena on funktioiden
yhdistdminen. Esimerkiksi (f2 o f5)(2) = fo(fs(2)) = fo(125) = 1 — x = f3(x), joten
fao fo = f3, mutta (fso fo)(x) = fe(f2(x)) = fe(2) = =1 = %5 = fs(x), joten
fe o fo = f5. Laskutoimitus ei siis ole kommutatiivinen. Kuvausten yhdistaminen on
aina assosiatiivista ja tekemalld laskutoimitukselle ”kertotaulu”nahdéén, etta f; o f;
on aina jokin f, siis kuuluu joukkoon G. Kuvaus f; on neutraalialkio ja kdanteisalkiot

ovat fil=f1, fot=fa fit = s St =te s =Fs £ = fa.
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o N o s fa s e
1 i o s fa  fs o
2| o o fo  fs fa f3
fs | s fa 1 2 fe 5
Jo | fa s fs fe  fo N1
fs | fs e fo f3 i S
fe | fo fs 2 N fs Ja

Luku ITI.2
Aliryhmat

Mitka ovat (Z4, +):n aliryhmat?

Merkitaan Zy:n alkiota @ lyhyyden vuoksi a:lla (a =0, 1,2, 3).
Olkoon H < Z4. Silloin 0 € H. Joka tapauksessa {0} on aliryhméa (—0 = 0). Tadm& on
ainoa yhden alkion kasittava aliryhma. Jos 1 € H, on H = Zy4, koska 2 =141 € H ja
3=2+1¢€ H. Olkoon 2 € H. Koska 242 = 0, niin —2 = 2. {0, 2} on siis aliryhma. {0, 3}
ei ole aliryhmé, koska 3 +3=2¢ {0,3}. Jos3€ H,on2=3+3€c Hjal=3-2€ H,
joten H = Z,. Sisaltymiskaaviolla esitettynd Z,:n aliryhméat ovat

Ly

{0,2}

{0}

(Zy:m virittajat, ks. luku I11.3, ovat 1 ja 3.)

Luku ITI.3
Syklinen ryhma

Naytetddn, ettd ryhméin (Zg, +) virittda 3z mutta ei 25:

Joukko <38> = {387687 98 = 187 487787 108 = 287 58708} = Zg. Jalkimmainen véaite
Zg 7& <28> todetaan Siité, etta <28> == {087 287487 68} 7& Zg.
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Luku I11.4

Ryhmien homomorfia ja isomorfia

. Olkoon G = (R,+) ja H = (R4,-). Maéritelldan kuvaus ¢ : G — H kaavalla

¢(x) = 2*. Todista, ettd ¢ on isomorfismi.
Todistus: ¢ on injektio: ¢(z1) = P(z2) = 2% =22 = 1 In2 =251n2 = x; = ws.
¢ on surjektio: y € R, on pisteen iﬂ—g € R kuvapiste, silla 2¥/102 =

¢ toteuttaa homomorfiachdon: ¢(a + b) = 2970 =22 .2% = ¢(a)p(b) V a,b € R. Siis
¢ on isomorfismi.

(Koska ¢ on homomorfismi, sen injektiivisyys voidaan todeta myds ytimen avulla:
x € Ker(¢) = 27 =1 =z =0, siis ydin = {0}.)

Luku II1.5

Sivuluokat

Mitka ovat ryhmén Zg aliryhméan H = {0, 3,6} sivuluokat?

H:n sivuluokat ovat

0+H =1{0,3,6}(=3+H =06+ H),
1+H={1,4,7(=4+H=7+H),
2+ H={2,58(=5+H=8+H).

Olkoon H ryhmén G aliryhma. Osoita, ettd aH = H jos ja vain jos a € H.

Todistus. ”=-"Oletetaan, ettd aH = H. Nyt a = a-1 € aH, koska 1 € H. Siis
oletuksen nojalla a € H.

7<"Oletetaan, ettd a € H. Silloinah € H V h € H, koska H on aliryhméana suljettu
laskutoimituksen suhteen. Siis aH C H. Toisaalta jokainen h € H voidaan kirjoittaa
muotoon h = 1-h = (aa"')h = a(a™'h). Tissi a~'h € H koska a,h € H ja H on
aliryhmé. Saadaan siis h = a(a™'h) € aH Vh € H. Tiaten H C aH.

Luku IV.1

Tekijaryhma

Konstruoidaan tekijaryhma 7 /47:
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47, = {0,+4,48, ...}, lasketaan ensin 4Z:n sivuluokat Z:ssa:
0+4Z = 4Z = {0, +4, 48, ...},

1442 ={...,—-11,-7,-3,1,5,9,...},
2447 =1{...,-10,-6,-2,2,6,10,...},
3+4Z=1{...,-9,-5,-1,3,7,11,...}.

Vaitetadn, ettd muita ei ole. Olkoon k € Z. Silloin k = 4q + r, missa 0 < r < 3. Siis
k+47Z = r 4+ 4q + 4Z = r + 47. Seuraavaksi tehdain yhteenlaskutaulu kayttamalla
kaavaa (a +4Z) + (b+4Z) = (a + b) + 4Z.

0447 1+ 4% 2+ 47 3+ 4Z
0+ 47 0447 1+ 4% 2+ 47 3+ 4Z
1+ 47 1+ 47 2447 3 +4Z 0+ 4Z
2+ 47 2+47Z 3+ 4Z 0+4Z 1+ 4%
3+ 4Z 3 +4Z 0+ 4Z 1+ 4% 2+ 47

Totea vertaamalla yhteenlaskutauluja, ettd Z /47 on isomorfinen Z4:n kanssa. (Itse
asiassa kyseessd on sama ryhmaé.)

Normaali aliryhma

Palataan kohdan III.1 esimerkkiin epadkommutatiivisesta ryhmaésté. Olkoon aliryhma
H ={fi1, f4, f¢}. Laskemalla sivuluokat saadaan, etta

kaH:{f17f47f6}:Hofk7 kunk:174767
kaH:{f27f37f5}:Hofk7 kunk:27375'

Siis H on G:n normaali aliryhmé. (Normaalisuus seuraa myos siité, ettd [G : H] = 2;
ks. IV.1 esimerkki 1.) Sen sijaan aliryhmé {f1, fo} ei ole normaali, sill& esimerkiksi

fiofao fit=faofao fo=fs & {f1, fa},
joten pykalan IV.1 lauseen 1 ehto ei toteudu.
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Luku IV.2

Esimerkkeja ryhmien homomorfialauseesta

Tarkastellaan ryhmia (Z,+) ja ({1, —1},-) ja homomorfismia f :Z — {1, —1}, missi
1, jos n on parillinen,
fn) = . .
— 1, jos n on pariton.
Ker(f) on siis 27, joten
Z/Ker(f) =7/27 = {2Z,1 + 2Z}.

Sivuluokat ovat siis parilliset kokonaisluvut ja parittomat kokonaisluvut. Homomor-
fialauseen mukaan ({2Z,1 + 2Z},+) ja ({1,—1},-) ovat isomorfisia ryhmid. Niiden
ryhméataulut ovat merkintoja vaille samat, kuten pitaa:

+ | 2z 1+ 2Z 1
27, 2L  1+2L 11 1
1422 | 1422 2% 1] -1 1

Indusoitu isomorfismi F' on
F(2Z)=F(0+2Z) = f(0) =1,
F(1+2Z)= f(1) = —1.

Osoitetaan, ettd ryhmaét (Z,+) ja (Q\ {0},-) eivat ole isomorfiset:

Olkoon f : Z — Q\ {0} bijektio, jolla f(a +b) = f(a)- f(b) VY a,beZ. Josxz€Z
toteuttaa ehdon f(x) = —1, niin f(2z) = f(z + z) = f(z)f(x) = (-1)(-1) = 1.
Isomorfismeissa neutraalialkiot kuvautuvat toisilleen, joten 2x = 0 eli x = 0. Silloin
f(0) = 1ja f(0) = —1, siis 1 = —1. Tama ristiriita osoittaa, etteivit (Z,+) ja
(Q\ {0}, ) ole isomorfiset.

Osoitetaan, ettd ainoat isomorfismit (Z,+) — (Z,+) ovat idz ja —idy:

Olkoon f isomorfismi (Z,+) — (Z,+). Osoitetaan ensin, ettd alkion f(1) virittdma
aliryhmé on koko (Z,+). Triviaalisti (f(1)) € Z. Olkoon n € Z. Koska f on
isomorfismi, on n = f(m) jollain kokonaisluvulla m € Z, siis n = f(m) = mf(1).
Téten n € (f(1)). Saatiin siis tulos Z C (f(1)). Yhdessé edellisen kanssa tdmé antaa
Z = (f(1)), joten f(1) virittdd Z:mn. Ryhmén (Z,+) ainoat virittdjat ovat 1 ja —1,
joten f(1) =1 tai f(1) = —1. Kuten edella, on silloin f(n) =nf(l) V n € Z, joten
f =1idz tai f = —idz sen mukaan, onko f(1) =1 vai f(1) = —1.
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Luku IV.3
Sykliset ryhmat

Olkoon G Abelin ryhmai ja g,h € G. Oletetaan, etti ord(g) = m ja ord(h) =n
ovat keskendin jaottomia, ts. syt(m,n) = 1. Nayta, etta ord(gh) = mn.
Todistus. Olkoon (gh)” = 1. Silloin g"h" = 1, joten k = ¢g" = h™" € (g) N (h).
Merkitédén | = ord(k). Silloin III.5:n seurauslause 1 antaa [ | m ja | | n, koska
#(g) = m ja #(h) = n. Oletuksen mukaan syt(m,n) = 1, joten [ = 1. Siis k =
g" =h™" =1, joten m | r jan | r. Silloin mn | r, koska syt(m,n) = 1. Toisaalta
(gh)™™ = gm™h™" = (g™)™(h™)™ = 1. Néisté yhdessé seuraa, ettd ord(gh) = mn.

Luku V.1
Renkaat

Todistetaan, ettd Boolen rengas (esimerkki 5) toteuttaa kaikilla A, B,C C S
osittelulain AN (BAC)=(ANB)A(ANC):
AN(BAC)=AN[(B\C)uU(C\B)]=[An(B\C)JU[AN(C\B)]=[(AnB)\
(ANONU[ANC)\(ANB)|=(ANB)A(ANCQC).

Téssd nojauduttiin kaavaan AN (B\C) = (AN B)\ (ANC), joka todistetaan kaavan
A\ B = AN B¢ ja de Morganin kaavojen avulla (ks. tehtdva luvun 0 teht. 20).

Boolen rengas ei ole kokonaisalue (V.6): siiné voi olla AN B = (), vaikka A # () ja
B # . Renkaan jokaisen alkion A # () kertaluku additiivisessa ryhméssia on = 2,
koska

2A=ANA=(A\A)U(A\ A)=0.
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Luku V.3
Alirengas ja ideaali

a O

1. Todetaan, etta lavistajamatriisien joukko S = {<0 b

) | a,b € R} on
M5(R):n alirengas:

(a) Ianmr) = (é (1)) on lavistajamatriisi.

(b) JosA,BeS,onA:<“1 O),B:<“2 O)jaA—B:

0 b1 0 b2
a] — as 0
(5% 0 )es

. a1a9 0
(c) AB_< 0 ble) cS.

Luku V.4

Jaannosluokkarengas

1. Z/AZ = {0+ 4Z,1 4+ 47,2 + AZ,3 + 4Z}. Lasketaan yhteen ja kerrotaan alkiot 2 + 47Z
ja 3 + 4Z:
(244Z) + (3+4Z) =5+4Z =1+ 4+ 4Z = 1 + 4Z,

(24+4Z)(3+4Z) =6+ 4Z =2+ 4+ 4Z = 2 + 4Z.

Luku V.5

Renkaiden homomorfia ja isomorfia

Todetaan, ettei kuvaus f :Z — 2Z, f(a) = 2a, toteuta ehtoa RH2:

Olkoon a = 1, b = 3. Silloin f(1-3) = 2(1-3) = 6, mutta f(1)f(3) =2-6 = 12.
Sensijaan f toteuttaa ehdon RH1: f(a+b) = 2(a+0b) = 2a+2b = f(a)+f(b) Va,be
Z.
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Luku VI.2
Alikunta, alkukunta

Osoitetaan, etta rationaalilukujen kunta on alkukunta.

Olkoon (F,+,-) rationaalilukujen kunnan (Q, +, -) alikunta. Jokainen kunta sisaltaa
ykkosalkion, siis 1 € F. Tasta seuraa, ettan € I Vn € Zja .- = n - m-! €
F VneZ meZ\{0}. Siis F = Q.

Luku VI.5

Maksimaalinen ideaali

Osoita, etta kokonaisluvun n > 1 virittdma paaideaali (n) on maksimaalinen
jos ja vain jos n on alkuluku.

Todistus. Ellei n ole alkuluku, on n = nins, missi 1 < ny < ny < n. Silloin
(n) € (m1) € Z,

joten (n) ei ole maksimaalinen. Oletetaan sitten, ettd n on alkuluku. Ellei (n) ole
maksimaalinen ideaali, on joko (n) = Z tai on olemassa m € Z, jolla (n) C (m) C Z.
Ensimmainen tapaus on mahdoton, koska 1 € Z mutta toisaalta n > 1. Jos taas
(n) € (m), on n = km jollain kokonaisluvulla £ > 1. T&mé& on ristiriidassa sen
oletuksen kanssa, ettd n on alkuluku.

Luku VI.7

Polynomien jaollisuus

Osoitetaan, ettd x> — 2 on jaoton renkaassa Q[z]:

Koska Q on kokonaisalue, on Q[z] kokonaisalue ja deg f(z)g(x) = deg f(x) + deg g(x)
Y f(z),g(x) € Q[x]. Ainoat mahdolliset tekijit ovat siis ensimmaisté astetta: 22 —2 =
(ax + b)(cx + d) = (ac)x?® + (ad + be)x + bd, missé a,b,c,d € Q. Téllsin ac = 1,
ad + bc = 0, bd = —2, joten ¢ = %, d = —% ja sijoittamalla kaavaan ad + bc = 0
saadaan 0 = (—2a? + b?)/ab. Silloin —2a® + b? = 0 eli (b/a)? = 2, mutta tdmi on
mahdotonta, koska +v/2 ¢ Q.

Toinen ratkaisu: Oletetaan, ettd polynomilla 22 —2 on epétriviaali tekija Q:ssa. Koska
polynomi on astetta 2, silli on silloin my6s nollakohta x¢ € Q. Téllin 23 = 2. Tamai
on mahdotonta, koska +v/2 ¢ Q.

Polynomi 22 — 2 ei ole sen sijaan jaoton renkaassa R[z]: 22 — 2 = (z — v/2)(z + v/2).



190

Ratkaistuja harjoitustehtéavia

Luku VI.8

Miten jaottomat polynomit tuottavat kuntia

Olkoon R[] reaalikertoimisten polynomien joukko ja (x%+1) pidideaali, jonka virittii
z? + 1. Silloin
(@* +1) = {f(2)(@® +1) | f(z) € Rz]}

(lause V.7). Viitetaén, ettd rengas
Rlz]/(2* +1) = {g(z) + (2" + 1) [ g(x) € R[z]} = {az + b+ (2" +1) | a,b € R}.

TAmé todetaan seuraavasti: Olkoon g(x) € R[x]. Kirjoitetaan g(x) muotoon q(x)(x?+
1)+ r(z) jakoyhtdloa kdyttamalld. Erityisesti degr(z) < 2, joten r(x) = ax + b, misséi
a,b € R. Edelleen

g@)+ @+ 1) =q@)(@®+1) +r(x)+ @+ 1) =r(2) + 2> + 1),

koska q(x)(z? 4+ 1) € (2? +1).

Nyt esimerkiksi (z + 3+ (2 +1))(2z + 5+ (z? + 1)) =222 + 11z + 15+ (2® + 1) =
1z + 13+ (22 + 1).

Lauseen 16 nojalla (z2 + 1) on R[z]:n maksimaalinen ideaali (koska ko. polynomi
on jaoton), joten tutkittava jaidnnosluokkarengas on kunta. Edellisen mukaan tdmén
kunnan alkiot ovat muotoa ax + b+ (z? + 1), missi 2% + (22 + 1) = —1 + (22 + 1).
Onkin helppo todeta, ettd nédin polynomien avulla konstruoitu kunta on isomorfinen
kompleksilukujen kunnan kanssa.
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Abelian group = Abelin ryhmé, kommutatiivinen ryhmaé : abelsk grupp, kommutativ
grupp

absolute value = itseisarvo : absolut belopp

addition = yhteenlasku : addition, summa

additive = additiivinen : additiv

algebraic multiplicity = algebrallinen kertaluku : algebraisk ordning, multiplicitet

algorithm = algoritmi : algoritm

alternating group = alternoiva ryhmaé : alternerande grupp

arithmetic = aritmeettinen : aritmetisk

arithmetic mean = aritmeettinen keskiarvo : aritmetiskt medeltal

associative law = liitantalaki : associativitetslagen, den associativa lagen

associativity = liitannéaisyys, assosiatiivisuus : associativitet

axiom = aksiooma : axiom

axiom of choice = valinta-aksiooma : urvalsaxiomet

axis (plural axes) = akseli : axel

base, basis = kanta : bas

bijection, 1-1 correspondence = bijektio, kaantaen yksikasitteinen kuvaus : bijektion

bijective, one-to-one and onto = bijektiivinen, kadntaen yksikésitteinen : bijektiv

binomial coefficient = binomikerroin : binomialkoefficient

bounded = rajoitettu : begransad

cancel = supistaa : eliminera

canonical = kanoninen : kanonisk

canonical projection = kanoninen projektio : kanonisk projektion

cardinality = mahtavuus : kardinalitet

Cartesian product = karteesinen tulo : kartesisk produkt

chain = ketju : kedja

191

characteristic = karakteristinen; karakteristika (kunnan) : karakteristisk, karakteristika

circle = ympyra : cirkel

column = sarake, pystyrivi : kolumn

combination = kombinaatio, yhdistely, yhdistelma : kombination
combinatorial = kombinatorinen : kombinatorisk

commutative law = vaihdantalaki : den kommutativa lagen
commutativity = vaihdannaisuus, kommutatiivisuus : kommutativitet
commute = kommutoida : kommutera

comparability = vertailtavuus : jamforbarhet
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complex conjugate = liittoluku : komplex konjugat

complex number = kompleksiluku : komplext tal

complex plane = kompleksitaso : komplexa planet

composite mapping = yhdistetty kuvaus (merkintd fog, f(g(z)) ) : sammansatt avbildning
composite number = yhdistetty luku : sammansatt tal

congruence = kongruenssi : kongruens

congruent = kongruentti, yhteneva : kongruent

conjecture = otaksuma, konjektuuri : konjektur, gissning

conjugacy class = konjugaattiluokka : konjugatklass

conjunction = konjunktio ("p ja ¢”) : konjunktion

constant = vakio : konstant

construction = konstruointi, muodostaminen : konstruktion

contain = sisaltda : innehalla

coordinate axes = koordinaattiakselit : koordinataxlar

coset = sivuluokka, jaannosluokka : restklass

countable, enumerable, denumerable = numeroituva : uppraknelig, numrerbar
cover = peite, peittdd : téicka (verbi), técke (subst.)

criterion = kriteeri : kriterium

cyclic = syklinen : cyklisk

decimal number = kymmenjarjestelman luku; desimaaliluku : decimaltal
decomposition = hajotelma, tekijoihinjako; ositus : delning, partition
decreasing = vaheneva, aidosti vaheneva : avtagande, strangt avtagande
denominator = nimittaja : ndmnare

diagonal = lavistaja, diagonaali : diagonal

diagonal matrix = lavistajamatriisi : diagonal matris

diagonalizable = diagonalisoituva : diagonaliserbar

diagram = diagrammi, kaavio : diagram

dihedral (group) = diedri- (diedriryhm4) : diedergruppen

difference = erotus, differenssi : differens, skillnad

dimension = ulottuvuus, dimensio : dimension

direct product = suora tulo : direkt produkt

direct sum = suora summa : direkt summa

disjunction, alternation = disjunktio ("p tai ¢”) : disjunktion (”p eller ¢”)
division = jakolasku, jakaminen : division

division algorithm = jakoalgoritmi : divisionsalgoritm

divisor = jakaja, tekija : divisor, namnare

domain = maérittelyjoukko; alue : definitionsméngd, omrade

dot product = pistetulo, skalaaritulo, sisatulo : skalar produkt
eigenvalue = ominaisarvo : egenvarde

eigenvector = ominaisvektori : egenvektor

element, member = alkio, jasen : element

elimination = eliminointi : eliminering

embedding, imbedding = upotus : inbadda

empty set = tyhja joukko : tom mangd
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endomorphism = endomorfismi : endomorfism

entry, element = alkio (matriisin) : element

equal = yhtasuuri : lika stor

equation = yhtéalo : ekvation

equivalence = ekvivalenssi : ekvivalens

equivalent = ekvivalentti, yhtapitava : ekvivalent

Euclidean space = euklidinen avaruus : euklidiskt rum

even = parillinen : jamn

example = esimerkki : exempel

exercise = tehtava : 6vningsuppgift

exist = olla olemassa : existera

existence = olemassaolo : existens

existential quantifier = eksistenssikvanttori (esim. ”on olemassa z”) : existentiell kvantor
exponential function = eksponenttifunktio : exponentialfunktion
expression = lauseke : uttryck

extended = laajennettu : utvidgad

extension = laajennus, jatke : utvidgning

extension field = laajennuskunta : utvidgningskropp

factor group, quotient group = tekijaryhmaé, jadnnosluokkaryhma : restklassgrupp
factor ring = jaannosluokkarengas : restklassring

factor(noun) = tekijé : faktor

factorial = kertoma (n!) : fakultet

factorization = tekijoihinjako : faktorisering

field = kunta : kropp

field extension = kuntalaajennus : utdvidgning av en kropp

field of fractions = (kokonaisalueen) osaméaérdakunta, jakokunta : kvotkropp
finite = aéarellinen : &ndlig

finitely generated = &érellisesti viritetty (generoitu) : &ndligt genererad
fixed point = kiintopiste : fixpunkt

formal = formaali, muodollinen : formell

formula = kaava : formel

fraction = murtoluku, osaméaara : braktal, kvot

function = funktio : funktion

Gaussian integer = Gaussin kokonaisluku : gaussiskt heltal

general = yleinen : allman

general linear group = yleinen lineaarinen ryhma : allmén linear grupp
generalization = yleistys : generalisering

generate = virittaa, generoida : generera

generator = virittaja, generaattori : generator

geometric mean = geometrinen keskiarvo : geometriskt medeltal

graph = kuvaaja; verkko, graafi : graf

great = suuri : stor

greatest common divisor, GCD = suurin yhteinen tekija : storsta gemensamma faktor
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grid, lattice = hila; verkko : gitter

group = ryhma : grupp

half-open interval = puoliavoin vali : halvoppet intervall
homeomorphism = homeomorfismi : homeomorfism
homogeneous = homogeeninen : homogen

ideal = ideaali, ihanne : ideal

identification = samaistus : identifikation

identity (mapping) = identiteetti(kuvaus) : identitet
identity element = ykkosalkio : enhetselement, etta

identity matrix = identiteettimatriisi, matriisirenkaan ykkosalkio : enhetsmatris
iff = jos ja vain jos, silloin ja vain silloin : omm, om och endast om
image = kuva, kuvajoukko, arvojoukko : bildmangd
imaginary = imaginaarinen : imaginar

imaginary axis = imaginaariakseli : imaginara axelen
imaginary part = imaginaariosa : imaginar del

imaginary unit = imaginaariyksikko (7) : imaginér enhet
imbedding, embedding = upotus : inbaddning

implication = seuraus, implikaatio : f6ljd, impliktion
implicit = implisiittinen : implicit

implies = (lausekkeesta, teoreemasta tms.) seuraa : foljer av
increasing = kasvava; aidosti kasvava : vaxande

indefinite = indefiniitti (matriisi, nelibmuoto) : indefinit
independence = riippumattomuus : oberoende

independent = riippumaton : oberoende

index = indeksi : index

induction = induktio : induktion

inequality = epayhtalo : olikhet

infimum = infimum, suurin alaraja : infimum, storsta undre gréans
infinite = a&reton : odndlig

infinite sequence = aareton jono : oandlig foljd

injection = injektio : injektion

injective, one-to-one = injektiivinen : injektiv

integer = kokonaisluku, kokonais- : heltal, heltals-

integral domain = kokonaisalue : heltalsomrade

interval = vali : intervall

invariant = invariantti : invariant

inverse = kaanteinen, kaanteis- : invers

inverse element = kainteisalkio, vasta-alkio : inverst element
inverse function = kaanteisfunktio : invers funktion

inverse image = alkukuva : urbild

inverse matrix = kadnteismatriisi : invers matris

inversion = kadnteismuunnos : invers transformation
invertible = kaantyva, sdannollinen : inverterbar, reguljar
isometry = isometria (etdisyydet sdilyttdava kuvaus) : isometri
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isomorphic = isomorfinen : isomorfisk

isomorphism = isomorfismi, isomorfia : isomorfism

iteration = iteraatio, iterointi : iteration

kernel, null space = ydin : karna

lattice, grid = hila; verkko : gitter

leading coefficient = johtava kerroin : ledande koefficient

least common multiple, LCM = pienin yhteinen monikerta : minsta gemensamma multipel

left = vasen : véanster

left inverse = vasemmanpuoleinen kasnteisalkio : vansterinvers, invers element fran vanster

left inverse matrix = vasemmanpuoleinen kdanteismatriisi : vanster inversmatris, invers
matris fran vénster

lemma = lemma, apulause : lemma

length = pituus : langd

limit = raja-arvo : gransvarde

line segment = jana : stracka

line, straight line = suora : rat linje

linear algebra = lineaarialgebra : linear algebra

linear combination = lineaarikombinaatio, lineaariyhdistelma : linear kombination

linear space, vector space = lineaariavaruus, vektoriavaruus : lineart rum, vektorrum

linear transformation = lineaarikuvaus, lineaarimuunnos : lineédr transformation

linearly independent = lineaarisesti riippumaton : lineart oberoende

local = lokaali, paikallinen : lokal

logic = logiikka : logik

lower bound = alaraja : undre grans

map, mapping = kuvaus : avbildning

mapping, function = kuvaus, funktio : avbildning, funktion

mathematical = matemaattinen : matematisk

mathematics = matematiikka : matematik

matrix = matriisi : matris

matrix norm = matriisinormi : matrisnorm

maximal ideal = maksimaalinen ideaali : maximalt ideal

mean = keskiarvo : medeltal

member, element = alkio (joukon), jésen : element

metric = metriikka : metrik

metric space = metrinen avaruus : metriskt rum

minimum = minimi : minimum

monic polynomial = paapolynomi : huvudpolynom

monoid = monoidi : monoid

monotonic, monotone = monotoninen : monoton

multiple = monikerta : multipel

multiplication = kertolasku : multiplikation

multiplication table = kertotaulu : multiplikationstabell

multiplicity = kertaluku (juuren) : multiplicitet

multiplier = kerroin : koefficient
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n-tuple = n-jono : n-tupel

natural number = luonnollinen luku : naturligt tal

necessary = valttamaton : nodvandig

negation = negaatio : negation

negative definite = negatiividefiniitti, negatiivisesti definiitti : negativt definit
neutral element = neutraalialkio : neutralelement

network = verkko : nét

non-Euclidean geometry = epaeuklidinen geometria : icke-euklidisk geometri
nonempty = epatyhja : icke tom

nonhomogeneous = epahomogeeninen : ickehomogen

nonlinear = epalineaarinen : ickelineér

norm = normi : norm

normal subgroup = normaali aliryhma : normal undergrupp

null space, kernel = ydin : karna

number = luku; numero : tal

number field = lukukunta : talkropp

number theory = lukuteoria : talteori

numerator, dividend = osoittaja, jaettava : taljare

numerical = numeerinen :numerisk

odd = pariton : udda

one-to-one, injective = injektiivinen : injektiv

onto, surjective = surjektiivinen : surjektiv

orbit = rata : bana

order = kertaluku; jarjestys : ordning, ordningstal, multiplicitet
ordered pair = jarjestetty pari : ordnat par

ordering = jarjestys : ordning

orientation = suunnistus : orientering

orientation preserving = suunnan sailyttdava : som bibehaller orientering
orientation reversing = suunnan kaantava : som inverterar orientering
oriented = suunnistettu; suunnattu : orienterad

origin = origo : origo

orthogonal = kohtisuora, ortogonaalinen : ortogonal

orthogonal matrix = ortogonaalinen matriisi : ortogonal matris
pairwise = par(e)ittain : parvis

parallelogram law = suunnikassaanto : parallellogramregel

partial fraction decomposition = osamurtokehitelma : partialbraksutveckling
partial order(ing) = osittainen jarjestys : partiell ordning

partition = ositus, partitio : delning, partition

period = jakso : period

periodic = jaksollinen : periodisk

periodicity = jaksollisuus : periodicitet

permutation = permutaatio, permutointi : permutation

perpendicular = kohtisuora : vinkelrat, ortogonal

piecewise = paloittain : styckevis
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pigeon-hole principle = lokeroperiaate : boxprincipen

plane = taso : plan

point = piste : punkt

pointwise = pisteittain : punktvis

polar coordinates = napakoordinaatit : polara koordinater

polygon = monikulmio : manghdrning, polygon

polyhedron = monitahokas, tahokas : polyeder

polynomial = polynomi : polynom

polynomial ring = polynomirengas : polynomring

positive = positiivinen : positiv

positive definite = positiividefiniitti, positiivisesti definiitti : positiv definit

power = potenssi; mahtavuus : potens

power set = potenssijoukko : potensmangd

preimage = alkukuva : urbild

presentation = esitys : framstallning

prime (number) = alkuluku, jaoton (luku) : primtal

prime factorization = alkutekijahajotelma, alkutekijoihinjako : primtalsfaktorisering

prime field = alkukunta : irreducibel kropp

prime ideal = alkuideaali : irreducibelt ideal

prime polynomial = jaoton polynomi : irreducibelt polynom

principal ideal = péaideaali : huvudideal, principalideal

principal ideal ring = paaideaalirengas : huvudideal ring, principalideal ring

product = tulo : produkt

product space = tuloavaruus : produktrum

projection = projektio : projektion

proof = todistus : bevis

proper = aito (osajoukko, aliavaruus) : dkta

proper subset = aito osajoukko : akta delmangd

proposition = propositio : proposition

prove = todistaa : bevisa

pure(ly) imaginary = puhtaasti imaginaarinen (reaaliosa on 0) : rent imaginar

quadratic approximation = neliollinen approksimaatio, kvadraattinen approksimaatio :
kvadratisk approximation

quadratic form = neliomuoto : kvadratisk form

quadrilateral = nelikulmio : fyrhorning

quaternion = kvaternio : kvaternion

quotient = osamaéra : kvot

quotient field, field of fractions = (kokonaisalueen) osaméaérakunta, jakokunta : kvotkropp

quotient group = tekijaryhma : faktorgrupp

quotient ring = tekijarengas, jakorengas, jaannosluokkarengas : kvotring, faktorring, ring
av restklasser

quotient space = tekijaavaruus : faktorrum

range = maalijoukko; kuva-avaruus : bildrum, malrum, malméngd

rank = sdannollisuusaste, aste, rangi; sijaluku, rankiluku : rang
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rational = rationaalinen : rationell

rational function = rationaalifunktio : rationell funktion
rational number = rationaaliluku : rationellt tal

real = reaalinen, reaali- : reell

real axis = reaaliakseli : reella axelen

real number = reaaliluku : realdel

real part = reaaliosa : reell del

real vector space = reaalikertoiminen vektoriavaruus, reaalinen vektoriavaruus :

vektorrum
real-valued = reaaliarvoinen : reellvardig, med reella varden
reciprocal (number) = kdanteisluku : inverst tal
reciprocal = kaanteis-, kaannetty, resiprookkinen : inverst
reciprocity law = resiprookkilaki : reciprocitetssats
rectangle = suorakulmio : rektangel
rectangular = suorakulmainen : rektangular
reduced residue class = alkuluokka : reducerad residyklass
reflexive = refleksiivinen :reflexiv
regular = saannollinen : reguljar
regular representation = sdannollinen esitys : reguljar representation
relation = relaatio, suhde : relation
relatively prime = keskendan jaottomat : relativt prima, sinsemellan odelbar
remainder term, remainder = jaannostermi, jaannos : restterm
represent = edustaa : representant
representation = esitys : representation
residual = residuaali, jaannos- : residual, rest-
residue = jaannos; residy : residy
residue class = jaannosluokka : residual klass, restklass
restriction = rajoittuma : restriktion
right = oikea : hoger
ring = rengas : ring
root = juuri (yhtélén) : rot
root of unity = ykkdsenjuuri : enhetsrot
row = rivi, vaakarivi : rad
scalar = skalaari, luku : skalar
scalar field = kerroinkunta : koefficientkropp
scalar-valued = skalaariarvoinen, lukuarvoinen : skalarvardig
semigroup = puoliryhma : halvgrupp
sense preserving = suunnistuksen siilyttava : som bevarar orientering
sense reversing = suunnistuksen kdantava : som inverterar orientering
sequence = jono (lukujono) : talfoljd
set = joukko : mangd
set theory = joukko-oppi : méangdlara
shift = siirto : translation
show = nayttaa : visa

reellt
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sign, signum (abbr. sgn) = etumerkki; merkki : tecken

similar = similaarinen; yhdenmuotoinen; samanlainen : similar

simple group = yksinkertainen ryhma : enkel grupp

simplify = sieventaa : hyfsa, forenkla

skew field = vinokunta : vridkropp

small = pieni : liten

solution = ratkaisu : 16sning

solvable, soluble = ratkeava : losbar

span = viritelma : genererad

span = virittaa, generoida : genererad

square = neli6 : kvadrat

square free = neliévapaa : kvadratfri

square matrix = neliomatriisi : kvadratisk matris

square root = neliojuuri : kvadratrot

stable = vakaa, stabiili : stabil

standard basis = luonnollinen kanta : standard bas

strictly decreasing = aidosti vahenevé : strangt avtagande

strictly increasing = aidosti kasvava : strangt vaxande

subdivision = jako, alijako : delning

subfield = alikunta : delkropp

subgroup = aliryhma : undergrupp

subinterval = osavali : delintervall

submonoid = alimonoidi : undermonoid

subring = alirengas : underring

subset = osajoukko : delméngd

subspace = aliavaruus : underrum

substitution = sijoitus : substitution

subtraction = vahennyslasku; vahennys : subtraktion

sufficient = riittava; tyhjentava : tillracklig

sum = summa, yhteenlasku : summa

surjection = surjektio : surjektion

surjective, onto = surjektiivinen : surjektiv

survey = katsaus : oversikt

symmetric = symmetrinen : symmetrisk

symmetry = symmetria : symmetri

system of equations = yhtédloryhma : ekvationssystem

tautology = tautologia, aina tosi lause : tautologi

tetrahedron = tetraedri : tetraeder

theorem = lause, teoreema : sats, teorem

theory = teoria : teori

total order(ing) = totaalinen jarjestys, tdydellinen jérjestys, lineaarinen jarjestys :
fullstdnding ordning, linear ordning

trace = jélki (matriisin) : spar

transformation = muunnos : transformation
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transitive = transitiivinen : transitiv

translation = translaatio, siirto : translation

transpose = transpoosi : transpos

transposition = transpositio : transposition

triangle = kolmio : triangel

triangle inequality = kolmioepayhtalo : triangelolikhet
triangular matrix = kolmiomatriisi : triangular matris
trigonometric = trigonometrinen : trigonometrisk
trigonometry = trigonometria : trigonometri

trivial = triviaali : trivial

truth value = totuusarvo : sanningsvarde

uncountable = ylinumeroituva : ouppraknelig

union = yhdiste, unioni : union

unique = yksikéasitteinen : entydig

uniqueness = yksikéasitteisyys : entydighet

unit = yksikko (mittayksikko) : enhet

unit, unit element = yksikko (alkio jolla on kédnteisalkio) : enhetselement, etta
unity = ykkonen; ykkosalkio : enhet

universal = universaali : universal

universal quantifier = universaalikvanttori (esim. ”kaikilla alkioilla 2”) : all-kvantor
unknown = tuntematon (muuttuja tms.) : okdnd

upper bound = ylaraja : ovre grans

valid = péateva : gallande

value = arvo : varde

vanish = havita : forsvinna

variable = muuttuja : variabel

vector = vektori : vektor

vector field = vektorikentta : vektorfalt

vector space, linear space = vektoriavaruus, lineaariavaruus : vektorrum
vertex = karki : horn

vertical = pystysuora : vertikal

void set = tyhja joukko : tom mangd

volume = tilavuus : volym

well defined = hyvin maaritelty : val definierad

well-posed = hyvin asetettu (tehtdva tms.) : vél formulerad
zero = nolla, nollakohta, juuri (funktion) : nolla

zero vector = nollavektori : nollvektor

Sanaston pohjana on kaytetty Juha Haatajan ja Kalle Mikkolan
Internetissa aloittamaa matematiikan sanastoa:
http://www.csc.fi/math_topics/data/math_words

Ruotsinkielisen sanaston tarkistuksen suorittivat Gustaf Gripenberg ja Soren
Illman.
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