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Tamé pohdiskelu juontaa juurensa syksyn 2009 pitkan
matematiikan ylioppilastehtdvain numero 7, jota tar-
kasteltiin lukion Pitkd Sigma -kirjasarjan osaa Toden-
nékéisyys ja tilastot (MAAG) tehtédessi:

A, B, C ja D aikovat jakaa keskendén korillisen ome-
noita siten, ettd kukin vuorollaan ottaa aina yhden
omenan. Korissa olevien omenoiden lukumaéaraé ei tie-
detd. A ehdottaa vedonlyontid: jos jokaiselle tulee yh-
td monta omenaa, A maksaa kolmelle muulle kullekin
50 euroa. Muussa tapauksessa kukin kolmesta maksaa
A:lle 25 euroa. Laske A:n saaman rahamééridn odo-
tusarvo.

Jotta odotusarvon saa laskettua, on ensin ratkaistava,
milld todennédkoisyydellda omenoiden méarda on neljil-
14 jaollinen. Omenoiden lukumé&araa “ei tiedetd”, joten
oletus lienee, ettd omenoita voi olla miké tahansa mé-
ré, vahintdén nolla tietysti.

Jos mahdollinen omenoiden mééré olisi rajattu esimer-
kiksi valille 1-100 ja lisiksi tiedettéisiin, ettd jokainen
médrd on yhta todenndkoinen, neljilla jaollisen méadrian
todennékoisyys voitaisiin laskea ongelmitta. Suotuisia
tapauksia ovat médrit 4,8, ...,100 (= 4 - 25), joita on
25, joten todennékoisyys on % = i.

Entd jos omenoita voikin olla mikd tahansa maard?
Mahdollisuuksia on #ddarettomédn monta, joista suotui-
sia tapauksia ovat kaikki neljilld jaolliset luvut, joita

on myés direttémin paljon. Adirellisen tilanteen tapaan
o

yrittdmélld todennéikdisyydeksi tulisi =2 eli ei mitddn
jarkevaa.

Yritetdén kiertdd ongelmaa. Ajatellaan, etti olipa ome-
noiden lukuméara mika tahansa, niin neljélla jaettaessa
jakojaannokseksi tulee varmasti 0, 1, 2 tai 3. Ovatko né-
mé jakojaannokset yhtd todennédkoisia? Jos ovat, niin
neljillé jaollisen luvun (eli jakojdénnoksen 0) todenné-
koisyys on selvésti i. Voisi ajatella, ettéd kylld kai ja-
kojasnnokset ovat yhtid todennédkoisia, koska luvut 0-3
ovat keskendédn yhtd todennikoisid ja loput perdkkéi-
set nelikot (4-7, 8-11 jne.) ovat olennaisesti tdysin sa-
manlaisia kuin nelikko 0-3: jokaisessa nelikossa on yksi
kutakin jakojaannosta edustava luku. Toisaalta mate-
matiikassa ei mielellddn haluta sanoa "kai”. Taytyy siis
yrittda vield keksid jokin raudanluja perustelu.

Oletetaan aluksi, ettd korissa voi olla omenia 0-n ja
ettéd jokainen néaistd midristd on yhtd todennédkoinen.
Luvun n jakojdannos neljilla jaettaessa on jélleen 0, 1,
2 tai 3, joten voidaan kirjoittaa n = 4m + k, jossa k =
0,1,2 tai 3. Suotuisia tapauksia ovat 0,4,8,...,4m, ja
niiden lukumaérd on m + 1. Klassisen todennakoisyy-
den mukaan neljélld jaollisen luvun todennikéisyys on
nyt
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Kun n kasvaa rajatta, niin my6s m kasvaa rajatta. Lu-
ku k vaihtelee mutta pysyy koko ajan rajoissa 0-3. Nain
ollen osoittaja ldhestyy lukua 1 ja nimittéjé lukua 4, jo-
ten osaméadra lahestyy lukua %. Joko tdma riitta4a osoit-
tamaan, ettd todenndkoisyys on i?

Joillekin riittéad, joillekin ei. Edelld laskettiin, kuinka
suuri on neljilld jaollisten lukujen suhteellinen osuus
luvuista 0-n, ja havaittiin suhteellisen osuuden ldhesty-
vén neljdsosaa. Enté jos neljalld jaollisten lukujen mu-
kaan otetaan kaikki luvut yhdestd miljoonaan, miké
on néin saatavan "paljon isomman” joukon todennékoi-
syys? Itse asiassa se on jilleen neljisosa, jos kdytetdin
samanlaista raja-arvoperustelua: lukujen 0-n joukossa
on uuden, isomman joukon lukuja korkeintaan miljoo-
na enemmin kuin alkuperéisessé joukossa, ja kun mil-
joona jaetaan luvulla n ja annetaan n:n kasvaa rajatta,
osamédra ldhestyy nollaa. Lisdys el muuta raja-arvoa,
jos lisdys on niin pieni, ettd sen suhteellinen osuus 14-
hestyy nollaa. Olisi siis yhtd todenniikoisté, ettd poi-
kien korissa on omenia mikéd tahansa mé#rd yhdestd
miljoonaan tai jokin neljélla jaollinen mééra kuin ettd
korissa on pelkéstaén jokin neljélla jaollinen méara. Sa-
ma todennékoisyys saataisiin myos silloin, kun neljalla
jaollisiin liséttéisiin vaikkapa kaikki luvun 3 potenssit,
silld niidenkin suhteellinen osuus (noin logs n/n) lihes-
tyy nollaa. Ei kuulosta kovin hyvalté.

Téssé kierretddn kehdéd ongelman ympérilla, kunnes lo-
pulta huomataan, ettd ongelmalla ei ole kunnollista rat-
kaisua. Selitys on se, ettd luonnollisten lukujen joukossa
ei yksinkertaisesti ole olemassa kaivatunlaista todenné-
koisyyden mittaria. Haluaisimme, ettéd koko luonnollis-
ten lukujen joukon todennékoéisyys on 1. Liséksi ha-
luaisimme, ettd jokainen luonnollinen luku on yhté to-
dennékoinen. Ja vield haluaisimme, ettd joukon toden-
nikoisyys saadaan laskemalla yhteen osien todennékoi-
syydet. Jos jokaisen luonnollisen luvun todennikéisyys
on p, niin pitdisi siis olla
PN)=P00)+P(1)+ P(2)+---

0, josp=0

:p+p+p+---:{ o, Josp >0,

joten ehto P(N) = 1 ei tillin voi toteutua.

Miten tehtavé pitéisi siis ymmértad ja ratkaista? Rat-
kaisussa tdytyy olettaa, ettd jakojadnnokset 0,1,2 ja
3 ovat yhtéd todenn#koisid. Edelld nédhtiin, ettd ei ole
olemassa hyvid mittaria sen toteamiseksi, ettd luon-
nollisten lukujen joukon osajoukot ovat yhtd toden-
nékoisid, joten oletuksen jarkevyys téytyy perustella
jollakin muulla tavalla. Voitaneen vedota jonkinlaiseen
symmetriaan, mutta loppujen lopuksi kysymys on vain
sopimuksesta, joka joko hyvéksytédian lahtokohdaksi tai
sitten ei. Perimmadisid 1ahtokohtia ei toki yleensidkain
matematiikassa edes yritetd perustella (koska niiden
perusteleminen on matematiikan keinoin mahdotonta),
mutta ehdottomasti ne taytyy kertoa lukijalle, ellei lu-
kijan voida olettaa niitd ilman mainitsemistakin tieté-
van.

Téamaé ylioppilastehtidvé ei ollut onnistunein mahdolli-
nen. Ongelmat olisivat poistuneet, jos tehtdvinannossa
olisi mainittu, ettd omenoita voi olla esimerkiksi 1-100
ja ettéd jokainen ma#réd on yhtd todennékodinen. Eihéan
nimittiin siitd, ettd omenien médriaé ei tiedeté, suin-
kaan seuraa, ettd jokainen mé&drd on yhtd todennakoi-
nen. Voisihan olla, ettd omenakoreja tayttda vaikkapa
kone, joka syottéaad perdjilkeen 100 omenaa, joista kukin
osuu koriin 95 %:n todennikoisyydelld. Télloin ome-
noiden mé#rad noudattaa binomijakaumaa eika tasaista
jakaumaa. Jos omenien mé#irda ei haluta rajata, mika
toisaalta vastaa hyvin huonosti todellisuutta (omena-
koreihin tuskin mahtuu ainakaan kovin monta tuhatta
omenaa), tdytyisi kertoa jo tehtdviinannossa, ettéd kaik-
ki jakojddnnokset oletetaan yhtd todennékoisiksi. Tal-
16in kuitenkin tehtédvén luonne muuttuisi olennaisesti,
joten omenien méadrin rajaaminen on selvisti parempi
vaihtoehto. Sen sijaan on mieletontéd sanoa, ettd ome-
noita voi olla mikd tahansa mééré, joista jokainen on
yvhtd todennékoinen, koska luonnollisten lukujen jou-
kossa ei ole todennékoisyyskésitetti téillaisen sanonnan
perustaksi.
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