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Luovuudesta ja matematiikasta

Amerikkalaisen Newsweek-lehden 19. heindkuuta péi-
viatyn numeron kansikuvajuttu késitteli luovuutta
Amerikassa. "Luovuutta” voidaan mitata psykologisin
testein siind kuin "dlykkyyttikin”, ja nyt on saavuttu
tilanteeseen, jossa tédhdn asti aina noussut lasten luo-
vuuspisteiden keskiarvo onkin kddntynyt laskuun. Té-
mén lehti koki vakavaksi huolenaiheeksi.

Newsweekin toimittajat eivit tietenkaén ole aivotutki-
muksen asiantuntijoita, mutta ei ole syyté epéilld, ettei-
vatko he nojautuisi patevien eksperttien tietdmykseen.
Luovuudessa on heiddn mukaansa kyse kahden erilai-
sen aivotoiminnan yhteensovittautumisesta. Ongelman
ilmaantuessa aivot, "vasen aivopuolisko”, etsii ensin il-
meisid ja helppoja ratkaisuja. Ellei niitd 16ydy, alka-
vat "vasen aivopuolisko” ja "oikea aivopuolisko” yhteis-
toiminnan. Aivot etsivit hdmérid ja epdméiriisidkin
muistikuvia asioista, jotka saattaisivat olla hyodyllisi&.
Kun tdmén sekavan informaatiovyyhdin seasta vilah-
taa jotain merkityksellistd, “vasen aivopuolisko” kiin-
nittyy tdhén ja alkaa keskittyneesti prosessoida. Syn-
tyy ahaa-elamys. Tamén jilkeen aivot lakkaavat setvi-
maésti muistiaineistoa ja alkavat keskittyneesti arvioida
oivalluksen laatua. Ne voivat hyvéksyé tai hylata sen.
Onnellisessa tapauksessa on syntynyt ongelman luova
ratkaisu.

Tuntuu kovin tutulta. Juuri noin ratkaistaan mate-
maattista ongelmaa. Silld saattaa olla helppo ja tuttu
ratkaisu: harjoitustehtévissi testataan juuri opittua ja
riittdd tunnistaa tehtdvin parametrit. Mutta ellei rat-

Matti Lehtinen

kaisua heti niy, ratkaisijan on kiytava ldpi monenlai-
sia ajatuskokeita ja yrityksid. Joskus tulee tunne, jon-
ka mukaan on 16ytynyt idea, joka toimii. Toimimisen
varmistaminen on kuitenkin olennainen osa prosessia.

Newsweekin artikkeli kuvasi keinoja, joilla luovaa on-
gelmanratkaisua opiskellaan. Lehti vertasi tilannetta
koripalloon. Jotta voisi olla loistava koripalloilija, on
oltava pitkd. Mutta keskimittainenkin voi tulla hy-
viksi pelaajaksi harjoittelemalla. Matemaattinen on-
gelmanratkaisu on ongelmanratkaisua pelkistetyimmil-
ldan. On helppo ajatella, ettd ongelmanratkaisijan ai-
vot harjaantuvat yleisemminkin luovaan toimintaan ja
ettd aivojen luovaa ongelmanratkaisumoodia voi har-
joitella matemaattisen ongelmanratkaisun avulla.

Mutta. Ongelmanratkaisun etsimis- ja kokeiluvaihe on-
nistuu vain, jos aivoissa on tietoa, jota yhdistelld, jonka
kanssa kokeilla. Jos tieto on vain MAOL-taulukossa tai
Googlen takana, siitd ei ole ollenkaan hyoty#. Asioita
on tiedettavi. Ei riité, ettd tietdd tarvittaessa saavansa
tietoa.

Keskustelu luovuudesta kédntyy niin meilld kuin
Atlantin takanakin helposti puheeksi taideaineista.
Newsweekin artikkeli ei pidéd taiteen ja luovuuden yh-
teen kytkemisté perusteltuna. Luovuustesteissé teknii-
kan ja taiteen opiskelijat saavat samannékoisen piste-
jakauman. Luovan ratkaisun 16ytéminen on epéilemét-
td niin insinoorille, matemaatikolle kuin taiteilijallekin
syvésti palkitsevaa.

Paikirjoitus
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Mita ovat laskennalliset tieteet?

(Symbolinen laskenta)

Jukka Tuomela
Fysiikan ja matematiikan laitos, Itd-Suomen yliopisto
jukka.tuomela@uef.fi

Aluksi

Maéritelman mukaan 7 on ympyrin kehdn suhde hal-
kaisijaan. Miten sille voitaisiin laskea hyva likiarvo? Mi-
ten polynomin nollakohdat voisi laskea? Miten Google
jarjestdd haun tulokset paremmuusjirjestykseen? Mitéa
reittid pitkin raketti saadaan Marsiin mahdollisimman
vihalld polttoaineella? Monet ongelmat sekéd puhtaassa
matematiikassa ettd reaalimaailmassa johtavat mielen-
kiintoisiin laskennallisiin tehtéviin. Liséksi tietoteknii-
kan levidminen lahes kaikille elamén alueille takaa sen,
ettd uusia laskennallisia tehtédvid tulee koko ajan lisdé.

Tarkastelen seuraavassa laskennallisuutta 1dhinnd ma-
tematiikan kannalta: mitd uusia haasteita tai nako-
kulmia laskennalliset tehtdvit antavat matematiikalle
ja matemaatikoille. Heikkola ja Tarvainen [4] puoles-
taan dskettiin kisittelivit laskennallisuutta sovellusten
ja mallinnuksen ldhtokohdista késin, joten kirjoitukset
taydentavit sopivasti toisiaan.

Laskenta ja (tiede)politiikka

Laskennallisista tieteistd on puhuttu ja kirjoitettu vii-
me aikoina varsin paljon. Opetusministerio julkaisi jo-

kin aika sitten paksun raportin laskennallisista tieteis-
td, perustettiin laskennallisten tieteiden seura (SULA-
TIS) ja Suomen Akatemian rahoilla on kdynnistetty se-
k& laskennallisten tieteiden tutkimusohjelma ettéd las-
kennallisten tieteiden tohtoriohjelma (FICS).! On an-
nettu ymmértid, ettd laskennallisilla tieteilld olisi laa-
jempaakin yhteiskunnallista merkitysté. Erityisesti on
korostettu laskennallisten tieteitten merkitysté korkean
teknologian tuotekehityksen kannalta. Jéatéan kuitenkin
néitten laajempien kuvioitten pohtimisen lukijalle po-
liittiseksi harjoitustehtéiviksi ja keskityn vain lasken-
nallisten tieteitten matemaattisempaan puoleen.

Mita laskennallisilla tieteilld oikeastaan tarkoitetaan?
Ehkéipé seuraava médritelmé antaa jonkinlaisen kuvan
asiasta:

laskennallisissa tieteissd tutkitaan jonkin sovellusalu-
een ilmictd kayttden matemaattisia malleja, joitten ké-
sittely ja ratkaisu edellyttdd mittavia tietokoneresurs-
seja.

Tarvitaan siis kolmenlaista tietdmysté: itse sovellusalu-
een, matematiikan ja tietojenkésittelyn. Tuskinpa ku-
kaan yksittdinen tutkija hallitsee kaikkia kolmea osa-
aluetta, joten luontevinta on harjoittaa tutkimusta ryh-

L http://www.minedu.fi/OPM/Julkaisut /2007 /Laskennallisen_tieteen_kehittaminen_Suomessa.html|

http://www.sulatis.fi/

http://www.aka.fi/fi/A/Tiedeyhteiskunnassa/ Tutkimusohjelmat/kaynnissa/Laskennalliset-tieteet /

http://fics.hiit.fi/
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missé, joihin kuuluu eri alojen asiantuntijoita.

Esimerkiksi sddn ennustaminen tayttadd ndméa tunnus-
merkit: meteorologian ja fysiikan perusteella paidy-
téén tiettyyn malliin (osittaisdifferentiaaliyhtélosystee-
miin), jonka numeerinen ratkaiseminen vie varsin ison
siivun kaikesta Suomessa kaytossi olevasta superko-
nekapasiteetista. Taméantyyppista ldhestymistapaa voi-
daan soveltaa moniin muihinkin ongelmiin, ja edel-
14 mainitusta opetusministerion raportista 16ytyy run-
saasti esimerkkejé.

Laskennallisten menetelmien tutkimus on aktiivista se-
kd Suomessa ettd muualla. Sen sijaan laskennallisten
tieteitten vaikutus matematiikan opetukseen on tois-
taiseksi ollut varsin vaatimatonta. Ehképa erds syy on
laskennallisten tieteitten monitieteisyys: tutkimuksessa
tieteitten raja-aitoja on helpompi ylittda kuin opetuk-
sessa. Miten sitten laskennallinen nakokulma pitéaisi ot-
taa huomioon vaikkapa kouluopetuksessa onkin sitten
jo vaikea koulutuspoliittinen kysymys, eiké sithen téssé
voi puuttua.

Katsotaan seuraavassa muutamien esimerkkien avul-
la, mink&laisiin kysymyksiin laskennallinen nakokulma
johtaa. Numeeriseen laskentaan liittyvét asiat jatetddn
kirjoituksen seuraavaan osaan.

Algoritmi

Keskeinen késite kaikessa laskennassa on algoritmi. Ly-
hyesti algoritmi voitaisiin mééritelld seuraavasti:

ALG algoritmi on dérellinen joukko ohjeita, joiden pe-
rusteella tehddan darellinen méaéra toimenpiteita,
jotka tuottavat halutun lopputuloksen

Kun on annettu jokin algoritmi, piti4 siis osoittaa, etta
KR1 algoritmi paittyy ja
KR2 algoritmi antaa oikean tuloksen.

Tyypillisesti algoritmit toteutetaan tietokoneen avul-
la. T&lloin ohjelmalle annetaan alussa joitain syotteité
(input). Sitten ohjelmaa ajetaan dérellinen aika (KR1),
minké jilkeen saadaan oikea vastaus (KR2). Vaikka yl-
14 olevat kriteerit vaikuttavat itsestiaén selviltéd, niin jo-
kainen joka on ohjelmoinut, on tehnyt ohjelmia, joille
KR1 ja/tai KrR2 EI pide!

2Netisté 16ytyy useitakin versioita Eukleideen geometriasta:
http://alephO.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html
http://sunsite.ubc.ca/DigitalMathArchive/Euclid /byrne.html
http://farside.ph.utexas.edu/euclid/
Ne, joille kelpaa vain alkukielinen teksti:
http://www.physics.ntua.gr/~mourmouras/euclid/

Geometria

Vaikka algoritmi tuntuukin ehké varsin modernilta ké-
sitteeltd, niin silld on hyvin pitkd historia. Itse asias-
sa jo Eukleideen geometria oli algoritmista.? Euklei-
deen kirjassa on kahdenlaisia tuloksia: lauseita ja
konstruktio-ongelmia. Jalkimméisissd késitellddn ni-
menomaan algoritmeja. Muistetaan, ettd Eukleideen
geometriassa voidaan tehdéd kahdenlaisia toimenpitei-
ta:

oP1 kahden pisteen kautta voidaan piirtédéd suora (vii-
voitin kiytossi)

OP2 kun keskipiste on annettu, voidaan piirtdd ympyra
(harppi kiytossi)

Kaikki konstruktiot voidaan siten palauttaa dérellisek-
si madraksi operaatioita OP1 ja OP2. Tarkastellaan esi-
merkiksi Eukleideen IV kirjan ongelmaa 11.

ONGELMA: Piirrd annetun ympyrén sisélle tasasivui-
nen viisikulmio.

Eukleides antaa seuraavan algoritmin, kuva 1.

ALGoriTMI IV 11

1. piirré tasakylkinen kolmio, jolle kérkikulma on puo-
let kahdesta muusta kulmasta (algoritmi IV 10)3

2. piirrd samanmuotoinen kolmio annettuun ympyraén
(algoritmi IV 2)

3. puolita kolmion isommat kulmat (algoritmi | 9)

4. yhdisté pisteet (OP1)

Kuva 1: Algoritmin IV 11 toteutus.

Kuva on piirretty vain suurin piirtein oikeaksi, joten
lopputulos ei ole tdsmélleen sddnnollinen viisikulmio.

3Bukleides kutsuu aliohjelmaa, joka on annettu IV kirjan ongelmassa 10.
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Tahén liittyen muistetaan Poincarén tunnettu kom-
mentti: Geometria on taito tehdd hyvid paatelmia huo-
nosti piirretyista kuvioista.* Selvisti algoritmi pasttyy,
koska lopulta jokainen aliohjelma voidaan suorittaa te-
kemill dédrellinen méédri operaatioita OP1 ja OP2. An-
nettuaan algoritminsa Eukleides kéiyttdd sivun osoit-
taakseen, ettd KR2 on voimassa.

Polynomit

Edelld algoritmin péédttyminen oli itsestddn selvad.
Néin ei kuitenkaan aina ole. Katsotaan seuraavassa
erdstéd algoritmia, jossa algoritmin péattymisen osoit-
tamisen idea on erittéin tdrked monissa yhteyksissé.

Olkoon f = ag + a1z + - - - + a4x? jokin g-asteinen po-
lynomi ja merkitidin deg(f) = ¢. Olkoon edelleen ¢
jokin toinen polynomi. Haluttaisiin laskea polynomien
f ja g suurin yhteinen tekiji. Madritelméin mukaan

h = syt(f.g), jos

(S1) f = hf1 ja g = hgi, missd f1 ja g1 ovat joitain
polynomeja,

(S2) h on korkea-asteisin polynomi, jolla on tdmé omi-
naisuus.

Tamé madritelmé ei ole ollenkaan algoritminen siind
mielessé, etté se ei suoraan anna mitééan ideaa siité, mi-
ten h voitaisiin laskea. Eréds mahdollisuus perustuu po-
polynomilla on ¢ (mahdollisesti kompleksista) nolla-
kohtaa, kun kertaluvut otetaan huomioon. Toisin sa-
noen voidaan kirjoittaa

N AL

f=aq(x— cl)k1

missé ky + -+ + k¢ = ¢. Vastaavasti g voidaan jakaa
somalla, kuinka paljon f:114 ja g¢:114 on yhteisid nolla-
kohtia. Téssé on kuitenkin se huono puoli, etté pitéisi
erikseen laskea nollakohdat, ja herdikin kysymys, onko
tamé todella tarpeen. Itse asiassa on olemassa paljon
tehokkaampi menetelméa. Olkoon annettu polynomit f
ja g. Talloin pétee, ettd on olemassa polynomit s (osa-
méird) ja r (jakojadnnos) siten, ettd

f=sg+r, deg(r)<deg(g). (1)

Lukija voi helposti edelleen osoittaa, ettd saadut s ja r
ovat yksikisitteisid.? Oletetaan, ettd on kiytossi alioh-
jelma jakojaannds, joka laskee r:n, kun f ja g on annet-
tu. Talloin seuraava algoritmi laskee f:n ja g:n suurim-
man yhteisen tekijan.

ALGORITMI SYT

4Géométrie est ’art de bien raisonner sur des figures mal faites.

5Vihje: kiiytid funktion deg ominaisuuksia.

h:=f,p=g
WHILE p # 0 DO

r:=jakojaannds(h,p);

h:=p;
p:=r;
ENDWHILE

Algoritmin pééttyessd p = 0 ja h = syt(f,g). Algorit-
min oikeellisuuden todistaminen jiatetddan harjoitusteh-
taviksi. Algoritmin péfttyminen seuraa siitéd, ettd se
tuottaa jonon jakojaannoksia r, siten, etté

deg(g) > deg(r1) > -+ > deg(r¢) > - -

Koska deg(p) > 0 kaikille polynomeille (p # 0), niin yl-
14 oleva jono ei voi jatkua mielivaltaisen pitkadn. Pitda
siis olla olemassa jokin k < deg(g) siten, ettd r, = 0.

Tamé& on hyvin tyypillistd. Usein algoritmeissa on jo-
kin silmukka, jota toistetaan, kunnes jokin ehto tulee
voimaan. Erés todistustekniikka on osoittaa, ettéd jo-
ka kierroksella jokin positiivinen, kokonaislukuarvoinen
suure pienenee. Koska tété ei voi tapahtua darettoméan
monta kertaa, silmukka voidaan suorittaa vain &érel-
lisen monta kertaa. Huomattakoon, ettd téssi saatiin
lisiksi yldraja kierrosten lukuméérille: deg(g). Téstd
puolestaan saadaan luonnollisesti arvio, kuinka kauan
algoritmin suoritus voi korkeintaan kest#a.

Katsotaan vield erds sovellus syt-algoritmista. Olkoon
f annettu kuten yhtélossd (1). Yksinkertaisin polyno-
mi, jolla on samat nollakohdat, on siis

fT:(.T—Cl)...(w—Cg).
Nyt f, saadaan kaavasta

g
=Sy

missé f’ on f:n derivaatta. Téssikédn ei siis tarvin-
nut laskea nollakohtia, miké kenties tuntuu yllattaval-

td. Erinomainen johdatus laskennalliseen polynomial-
gebraan on [3].

Lajittelu ja laskennan vaativuus

Kaikessa kédytannon laskennassa oleellista on my6s kol-
mas kriteeri:

KR3 algoritmi on riittdvin nopea.
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Tietenkin tétd voidaan pitdd myos kriteerin KR1 tar-
kennuksena: ei vaadita pelkéistéddn, ettd algoritmi péadt-
tyy, vaan halutaan arvioida mahdollisimman tarkas-
ti, kuinka kauan algoritmin suoritus kestaé. Téllaista
algoritmien tehokkuuden tutkimista kutsutaan lasken-
nan vaativuusanalyysiksi. Hyddylliseksi on osoittautu-
nut ajatella, ettd algoritmilla on kaytossd tiettyja al-
keisoperaatioita, ja vaativuusanalyysissd pyritddn ar-
vioimaan, kuinka monta operaatiota algoritmin suo-
rittaminen vaatii. Eukleideen geometrian tapauksessa
voitaisiin laskea, kuinka monta alkeisoperaatiota op1
ja OP2 tarvitaan tietyn algoritmin suorittamiseksi. Nu-
meerisessa laskennassa taas lasketaan liukulukuoperaa-
tioiden madra.b

Algoritmin tehokkuuden analyysissi on kitevii ottaa
kayttoon erds hyodyllinen merkinté. Olkoot f ja g joi-
tain funktioita. Merkintd f(n) = O(g(n)) tarkoittaa,
ettd on olemassa jotkin vakiot a ja c siten, etté

[f(n)] < cg(n)

Jatkossa ajatellaan, ettd n on kokonaisluku, mutta
maéadritelmid kidytetddn myos, kun n on reaaliluku.
Edelleen sanotaan, etté f kasvaa polynomiaalisesti, jos
f(n) = O(n*) jollekin k.

kun n > a.

Laskennan vaativuusanalyysissé tyypillisesti tarkastel-
laan tilannetta, kun tehtdvén koko kasvaa. Useinhan
samalle algoritmille voidaan antaa erikokoisia syottei-
td. Jos siis ajatellaan, ettd n kuvaa tehtdvian kokoa ja
f(n) tyoméirdd, kun ratkaistaan kokoa m oleva teh-
tavé, niin haluttaisiin saada selville, miten nopeasti f
kasvaa, kun n — oo.

Toisaalta sddnnollisen viisikulmion tapauksessa algorit-
milla ei oikeastaan ole syotteitd, mutta voidaan silti
kysy4d, olisiko olemassa jokin algoritmi, joka vaatisi va-
hemmén operaatioita OP1 ja OP2 kuin Eukleideen an-
tama algoritmi. Tamén pohtimisen jatédn harjoitusteh-
taviksi.

Tarkastellaan seuraavassa lajittelun vaativuusanalyy-
sia: olkoon annettu n kappaletta kokonaislukuja; kuin-
ka nopeasti ne voidaan laittaa suuruusjirjestykseen?
Luonnollisesti yhtd hyvin voitaisiin lajitella vaikka-
pa nimié aakkosjirjestykseen, mutta tarkastellaan nyt
(yleisyyttéd rajoittamatta) kokonaislukuja. Lajittelussa
on luonnollista ottaa alkeisoperaatioksi kahden luvun
vertailu. Ongelma on siis laskea, kuinka monta vertai-
lua tarvitaan, kun n lukua laitetaan suuruusjirjestyk-
seen.

Lajittelussa jonkin algoritmin l6ytdminen on varsin
helppoa, kukapa ei olisi joskus laittanut lukuja suu-
ruusjirjestykseen, nimid aakkosjirjestykseen tai vaik-

kapa ihmisid pituusjérjestykseen. Koko ongelman mie-
lenkiinto onkin nimenomaan vaativuusanalyysissi: mi-
ten lajittelun voisi tehdd mahdollisimman tehokkaasti.

Olkoon annettu

9 7 5 11 8 20 3 17.

Erds algoritmi tunnetaan nimelld kuplalajittelu
(bubble sort)?. Lihdetisn liikkeelle vasemmalta ja et-
sitddn suurinta arvoa. Ensin todetaan, ettd 9 > 7, joten
vaihdetaan niitten paikkaa. Sitten 9 > 5, joten néitten-
kin paikkaa vaihdetaan. N&in jatketaan, ja 7 vertailun
ja muutaman paikanvaihdon jilkeen saadaan

7T 5 9 8 11 3 17 20.

Nyt tiedetédn, ettd 20 on suurin, joten seuraavalla kier-
roksella pitdd tehdd vain 6 vertailua. Lopulta 7 kierrok-
sen jialkeen saadaan

3 5 7 8 9 11 17 20.

Yleisessé tapauksessa joudutaan siis tekeméadn
142+ +n—-1=3n(n—-1)

vertailua, joten tyoméiri on O(n?). Huomattakoon, et-
té paikanvaihtojen lukumééra riippuu annetusta datas-
ta, mutta vertailujen méard on aina sama.

Tamé on varsin hidasta, jos n on hyvin iso. Tassd muu-
ten lukijalle kenties tulee mieleen, etté koska tietoko-
neet tulevat koko ajan yha nopeammiksi, niin téllainen
vaativuusanalyysi ei ehké ole niin kovin térkeds. Ehké-
pd hieman paradoksaalisesti asia on péinvastoin: kun
tietokoneet tulevat tehokkaammiksi, niin samalla he-
ti halutaan késitelld yha suurempia datamééria ja yha
monimutkaisempia malleja. Tamé on mahdollista vain,
jos algoritmit ovat tarpeeksi tehokkaita.

Voitaisiinko siis lajitella nopeammin? Tarkastellaan
erdstd kekolajittelun muunnelmaa (heap sort). Kéyte-
tddn samaa dataa kuin ylld ja tehddén siitd "tenniskaa-

9,

20 on "voittaja”. Poistetaan se ja jarjestetddn jéljelle
jaavat luvut samalla tavalla kaavioon. Huomaa, etté
laheskéddn kaikkia “otteluja” ei tarvitse pelata uudel-
leen: nyt 8 siirtyy suoraan toiselle kierrokselle, ja sitten

6Liukulukuoperaatio (flop, floating point operation) on tietokoneella liukuluvuilla suoritettu yhteen-, vihennys-, kerto- tai jako-

lasku.

"Nimitys tulee kuulemma siité, ettd jos luvut jérjestettdisiin pystysuoraan, niin suuremmat luvut nousevat alhaalta ylos kuten

ilmakuplat vedessé.



Solmu 3/2010

suoritetaan vertailut 8 < 17 ja 11 < 17. Saadaan siis

9 7 5 11 3 17
\ 4 N 4 S
9 11 8 17

\\X11‘// \\17z//

17

Uudelleenjérjestelyssd tarvittiin vain 3 operaatiota,
koska kaavion "syvyys” on 3 = log, 8.

Samaan tapaan jatkamalla ja poistamalla aina kaavion
voittaja saadaan vastaus. Mutta onko tdmé todella no-
peampi yleisessd tapauksessa kuin kuplalajittelu? Ole-
tetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd n = 2%. Alkupe-
riisen kaavion tekemiseen tarvitaan
1424421 =2k 1=p-1

vertailua. Koska kaavion syvyys on log, n = k, niin kaa-
vion uudelleenjérjestelyssid joudutaan tekeméén kor-
keintaan k operaatiota. Jérjestely joudutaan tekeméén
n kertaa, joten kokonaistyémiiéird on O(nlogn). Isoilla
n:n arvoilla kekolajittelu on siis huomattavasti nopeam-
pi kuin kuplalajittelu. Voidaan liséksi osoittaa, etta it-
se asiassa vaativuus O(nlogn) on optimaalinen: minki
tahansa lajittelumenetelmén tyoméara kasvaa véhin-
tédn tiata vauhtia [7].

Lopuksi

Edelliset esimerkit toivottavasti valaisivat hiukan eréi-
té puolia laskennallisista kysymyksistd matematiikan
kannalta. Seuraavassa muutamia muita ideoita ja viit-
teité.

Miki on alkeisoperaatio?

Teorian "voima” kasvaa, jos voidaan ottaa lisda alkeis-
operaatioita kdyttoon. Esimerkiksi Eukleideen geomet-
riaa voidaan laajentaa ottamalla kiyttoon erditd li-
sdoperaatioita. Voidaan vaikkapa olettaa, ettd viivoi-
tin on merkitty, jolloin pituuksia voi mitata. Tamén
avulla voidaan ratkaista kaksi klassista ongelmaa, jotka
ovat mahdottomia "puhtaassa” euklidisessa geometrias-
sa: kuution kahdentaminen ja kulman jakaminen kol-
meen osaan [2, 8]. Samalla tavalla kvanttitietokone tar-
joaa periaatteessa uusia mahdollisuuksia, koska se voi
suorittaa alkeisoperaatioita, jotka tavalliselle tietoko-
neelle ovat mahdottomia [1]. Tosin kvanttitietokoneen
kéaytdannon toteutus tuntuu olevan vield pitkéan tyon ta-
kana.

Vaativuus

Algoritmien vaativuuden tarkastelussa pitdd ottaa
myoOs huomioon muistitilan tarve. Esimerkiksi polyno-
milaskennassa tdmé on varsin vakava ongelma. Tyypil-
lisessé tilanteessa polynomin kertoimet ovat joko ra-
tionaalilukuja tai "parametreja”, siis oikeastaan myos
muuttujia, mutta koska niiden luonne tehtédvissd on
erilainen, niin niitd myos sitten késitellddn eri tavalla.
Joka tapauksessa erdissé térkeissd algoritmeissa, jois-
ta puhutaan tarkemmin kirjassa [3], ongelmana on, et-
td polynomien kertoimien lausekkeet saattavat kasvaa
hyvinkin suuriksi. Samoin polynomien asteluku saat-
taa kasvaa voimakkaasti. Edelleen ongelma pahenee,
kun polynomeissa esiintyvien muuttujien méara kas-
vaa. Jonkinlaisen késityksen asiasta saa, jos tarkastel-
laan m:n muuttujan polynomien termien lukuma&réa.
Olkoot © = (x1,...,Tm), @ = (1,...,0u), ja merki-
taan

(63

T :x?l...xam_

m

Edelleen sanotaan, ettd monomin z® aste on deg(z®) =
a1+ -+, ja polynomin aste on luonnollisesti suurin
sen monomien asteista. Jos sitten tarkastellaan yleisté
g-asteista m:n muuttujan polynomia p, niin tdmén esit-
tdmiseen tarvitaan

(m+q)!
mlq!

monomia. Esimerkiksi 10-asteisen 7 muuttujan polyno-
missa on ldhes 20000 monomia. Kahden téllaisen poly-
nomin kertolasku vaatii jo huomattavan monta operaa-
tiota.®

Edelld on vaativuusanalyysissi tarkasteltu pahimman
tapauksen analyysid (worst case). On siis pyritty loyté-
méin vaativuuden ylédraja, joka pétee kaikille syctteil-
le. Usein kuitenkin algoritmeilla on se hyvé tai kiusal-
linen ominaisuus, ettd "tyypillisesti” algoritmin vaati-
ma tyoméadrd on huomattavasti pienempi kuin pahim-
man tapauksen tyomédra. Talloin puhutaan keskiméa-
réisen tapauksen (average case) analyysistd. Valitet-
tavasti usein on kuitenkin hankalaa maéaritelld, mita
tarkoitetaan tyypilliselld syotteelld. Kuuluisa esimerk-
ki tésté on lineaarisen optimoinnin simplex-algoritmi.?
On osoitettu, ettd pahimmassa tapauksessa vaativuus
ei ole polynomiaalinen. Kuitenkin kayténnossa algorit-
mi on osoittautunut erittdin nopeaksi ja kiayttokelpoi-
seksi.

Turingin kone

Teoreettinen malli kaikelle laskennalle on Turingin ko-
ne. Turing oli 40-luvulla von Neumannin ohella yksi
tietokoneen teoreettisten perusteiden tutkimuksen pio-
neereista, ja niissd pohdinnoissaan han paétyi Turingin

8Kuinka monta operaatiota tarvitaan? Kuinka monta monomia on tulopolynomissa?

Yhttp://en.wikipedia.org/wiki/Simplex_algorithm
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koneen kisitteeseen [5]. Voisi sanoa, ettd Turingin ko-
ne on erddnlainen tarkka méiritelmé algoritmille. On
myo0s esitetty muita ideoita siitd, miten laskenta ja al-
goritmi voitaisiin méédritelld, mutta kaikki ndma ovat
osoittautuneet ekvivalenteiksi Turingin koneen kanssa.
On myo6s pohdittu, mikd merkitys Turingin koneen ké-
sitteelld on ihmisen ajatteluprosessien kannalta. Voi-
daanko aivoja pitda Turingin koneena? Tété, ja paljon
muuta, on mielenkiintoisesti analysoitu kirjassa [6].

Numeerinen laskenta

Numeerinen laskenta poikkeaa monella tavalla ylla ku-
vatusta "puhtaasta” tai symbolisesta laskennasta. Pa-
lataan tdhédn kirjoituksen seuraavassa osassa.
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Milla todennikoéisyydelld satunnainen luku on neljilla

jaollinen?

Juho Niemeli
Kustannustoimittaja
Tammi Oppimateriaalit

Téamé pohdiskelu juontaa juurensa syksyn 2009 pitkin
matematiikan ylioppilastehtdvéan numero 7, jota tar-
kasteltiin lukion Pitkd Sigma -kirjasarjan osaa Toden-
nékaisyys ja tilastot (MAAG) tehtiessi:

A, B, C ja D aikovat jakaa keskendén korillisen ome-
noita siten, ettd kukin vuorollaan ottaa aina yhden
omenan. Korissa olevien omenoiden lukumaééréaé ei tie-
detd. A ehdottaa vedonlydntii: jos jokaiselle tulee yh-
td monta omenaa, A maksaa kolmelle muulle kullekin
50 euroa. Muussa tapauksessa kukin kolmesta maksaa
A:lle 25 euroa. Laske A:n saaman rahaméérin odo-
tusarvo.

Jotta odotusarvon saa laskettua, on ensin ratkaistava,
milld todennédkoisyydellda omenoiden méara on neljil-
14 jaollinen. Omenoiden lukumé&éraé “ei tiedetd”; joten
oletus lienee, ettéd omenoita voi olla miké tahansa mééa-
rd, viahintdédn nolla tietysti.

Jos mahdollinen omenoiden mééré olisi rajattu esimer-

kiksi vélille 1-100 ja liséiksi tiedettéisiin, ettd jokainen

méadra on yhtd todennékoinen, neljélla jaollisen méadran

todennékoisyys voitaisiin laskea ongelmitta. Suotuisia

tapauksia ovat médrit 4,8, ...,100 (= 4 - 25), joita on
1

25, joten todennékdisyys on % =7

Entd jos omenoita voikin olla mikd tahansa m#ard?
Mahdollisuuksia on #ddrettoméan monta, joista suotui-
sia tapauksia ovat kaikki neljilld jaolliset luvut, joita

on myds dérettomin paljon. Airellisen tilanteen tapaan
yrittdmélld todennékoisyydeksi tulisi 2= eli el mitdén

jarkevaa.

Yritetddn kiertad ongelmaa. Ajatellaan, etté olipa ome-
noiden lukumééara mika tahansa, niin neljélla jacttaessa
jakojasnnokseksi tulee varmasti 0, 1, 2 tai 3. Ovatko né-
mé jakojadnnokset yhtd todenndkoisid? Jos ovat, niin
neljilld jaollisen luvun (eli jakojddnnsksen 0) todenni-
koisyys on selvésti %. Voisi ajatella, ettd kylld kai ja-
kojéddnnokset ovat yhtd todennikdisia, koska luvut 0-3
ovat keskendin yhtd todennédkoisid ja loput periakkéi-
set nelikot (4-7, 8-11 jne.) ovat olennaisesti tdysin sa-
manlaisia kuin nelikko 0-3: jokaisessa nelikossa on yksi
kutakin jakojadnnostd edustava luku. Toisaalta mate-
matiikassa ei mielelld&n haluta sanoa ”kai”. Téaytyy siis
yrittda vield keksia jokin raudanluja perustelu.

Oletetaan aluksi, ettd korissa voi olla omenia 0-n ja
ettd jokainen niistd méaristd on yhtd todennédkoinen.
Luvun n jakojédannos neljilld jaettaessa on jélleen 0, 1,
2 tai 3, joten voidaan kirjoittaa n = 4m + k, jossa k =
0,1,2 tai 3. Suotuisia tapauksia ovat 0,4,8,...,4m, ja
niiden lukuméérd on m + 1. Klassisen todennikoisyy-
den mukaan neljéllé jaollisen luvun todennékoisyys on
nyt

3=

m+1  m+1 B 1+
n+1 4dm+k+1 44k

T

+

m
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Kun n kasvaa rajatta, niin myts m kasvaa rajatta. Lu-
ku k vaihtelee mutta pysyy koko ajan rajoissa 0-3. N&in
ollen osoittaja ldhestyy lukua 1 ja nimittdja lukua 4, jo-
ten osaméadra ldhestyy lukua i. Joko tdma riitta4 osoit-
tamaan, ettd todenndkoisyys on i?

Joillekin riittdé, joillekin ei. Edella laskettiin, kuinka
suuri on neljilld jaollisten lukujen suhteellinen osuus
luvuista 0-n, ja havaittiin suhteellisen osuuden ldhesty-
véan neljasosaa. Enté jos neljilld jaollisten lukujen mu-
kaan otetaan kaikki luvut yhdestd miljoonaan, mika
on néin saatavan "paljon isomman” joukon todennakoi-
syys? Itse asiassa se on jilleen neljisosa, jos kidytetddn
samanlaista raja-arvoperustelua: lukujen 0-n joukossa
on uuden, isomman joukon lukuja korkeintaan miljoo-
na enemmén kuin alkuperéisessé joukossa, ja kun mil-
joona jaetaan luvulla n ja annetaan n:n kasvaa rajatta,
osamédra lahestyy nollaa. Lisdys el muuta raja-arvoa,
jos lisdys on niin pieni, ettd sen suhteellinen osuus 14-
hestyy nollaa. Olisi siis yhtd todenn#koisté, ettéd poi-
kien korissa on omenia mikéd tahansa médrd yhdesta
miljoonaan tai jokin neljalld jaollinen méaré kuin ettd
korissa on pelkiistain jokin neljilld jaollinen méa#ra. Sa-
ma todennikoisyys saataisiin myos silloin, kun neljalla
jaollisiin liséttéisiin vaikkapa kaikki luvun 3 potenssit,
silld niidenkin suhteellinen osuus (noin logs n/n) ldhes-
tyy nollaa. Ei kuulosta kovin hyvélta.

Téssé kierretdéan kehda ongelman ymparilld, kunnes lo-
pulta huomataan, ettd ongelmalla ei ole kunnollista rat-
kaisua. Selitys on se, etté luonnollisten lukujen joukossa
ei yksinkertaisesti ole olemassa kaivatunlaista todenné-
koisyyden mittaria. Haluaisimme, ettéd koko luonnollis-
ten lukujen joukon todennikoéisyys on 1. Lisiksi ha-
luaisimme, etté jokainen luonnollinen luku on yhté to-
dennékoinen. Ja vield haluaisimme, ettd joukon toden-
nakoisyys saadaan laskemalla yhteen osien todennakoi-
syydet. Jos jokaisen luonnollisen luvun todennékoisyys
on p, niin pitéisi siis olla
P(N)=P(0)+P(1)+P2)+---

0, josp=20

p+p+p+~~~{ o0, josp >0,

joten ehto P(N) =1 ei télloin voi toteutua.

Miten tehtdva pitéisi siis ymmértia ja ratkaista? Rat-
kaisussa tdytyy olettaa, ettd jakojaédnnokset 0,1,2 ja
3 ovat yhtd todenn#koisid. Edelld nédhtiin, ettd ei ole
olemassa hyvad mittaria sen toteamiseksi, ettd luon-
nollisten lukujen joukon osajoukot ovat yhtd toden-
nakoisid, joten oletuksen jiarkevyys tdytyy perustella
jollakin muulla tavalla. Voitaneen vedota jonkinlaiseen
symmetriaan, mutta loppujen lopuksi kysymys on vain
sopimuksesta, joka joko hyviksytédian lahtokohdaksi tai
sitten ei. Perimmaisié 1dhtokohtia ei toki yleensidkéddn
matematiikassa edes yritetd perustella (koska niiden
perusteleminen on matematiikan keinoin mahdotonta),
mutta ehdottomasti ne taytyy kertoa lukijalle, ellei lu-
kijan voida olettaa niitd ilman mainitsemistakin tieté-
van.

Taméi ylioppilastehtdva ei ollut onnistunein mahdolli-
nen. Ongelmat olisivat poistuneet, jos tehtédvanannossa
olisi mainittu, ettd omenoita voi olla esimerkiksi 1-100
ja ettd jokainen méédra on yhtd todennédkéinen. Eihén
nimittédin siitd, ettd omenien méaariaé ei tiedetéd, suin-
kaan seuraa, ettd jokainen mé&ira on yhté todennékoi-
nen. Voisihan olla, ettd omenakoreja tayttda vaikkapa
kone, joka syottéad perdjialkeen 100 omenaa, joista kukin
osuu koriin 95 %:n todennikoisyydelld. T#lloin ome-
noiden mé#rd noudattaa binomijakaumaa eiké tasaista
jakaumaa. Jos omenien méadraé ei haluta rajata, mika
toisaalta vastaa hyvin huonosti todellisuutta (omena-
koreihin tuskin mahtuu ainakaan kovin monta tuhatta
omenaa), tiytyisi kertoa jo tehtéviinannossa, etti kaik-
ki jakojadnnokset oletetaan yhtd todennédkoisiksi. Tél-
16in kuitenkin tehtédvin luonne muuttuisi olennaisesti,
joten omenien méadrin rajaaminen on selvésti parempi
vaihtoehto. Sen sijaan on mieleténtéd sanoa, ettd ome-
noita voi olla mikd tahansa mééri, joista jokainen on
yvhtd todenndkdinen, koska luonnollisten lukujen jou-
kossa ei ole todennékoisyyskésitetta téillaisen sanonnan
perustaksi.
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Mongoliassa on matematiikkakilpailu

alakoulunopettajillekin

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Solmun numerossa 3/2007 kerrottiin Mongolian opet-
tajien matematiikkakilpailusta ja julkaistiin kilpailun
tehtdvat suomalaisten opettajien ja muiden Solmun lu-
kijoiden ratkaistaviksi. Tehtéavét olivat vaativia ja pa-
laute niukkaa: ratkaisuja ldhetti vain Uudenkaupungin
lukion silloinen oppilas Janne Junnila.

Mongolian matematiikkaolympialaisten lajivalikoi-
maan kuuluu myo6s alakoulunopettajien matematiik-
kakilpailu. Se on jirjestetty jo 15 vuoden ajan. Kil-
pailussa menestyminen tuottaa opettajille merkittavia
taloudellista etua, ja siihen osallistutaan innokkaasti.
Ystéavéni Ulan Batorin yliopiston matematiikan profes-
sori Dashdorj Tsherendorj kertoo, ettd kilpailu on
merkittavisti kohottanut Mongolian opettajien mate-
maattista tasoa. Edella viitatussa kirjoituksessa kyséi-
sin, kuka jérjestéisi matematiikkakilpailun Suomenkin
opettajille. Ehdokkaita ei ole kuulunut, kenttd on siis
yhé avoin.

Mongolian vuoden 2010 alakoulunopettajien matema-
tiikkakilpailu pidettiin Mongolian kansallisten matema-
titkkaolympialaisten yhteydessé toukokuussa Ulan Ba-
torissa, ja tehtédvét ovat ohessa. Julkaisemme lukijoiden
ratkaisuja, jos saamme niitd. Lahettdkad ratkaisujanne
suoraan toimittajalle osoitteeseen Matti Lehtinen, Tas-
kilantie 30 A, 90580 Oulu tai séhkdpostitse osoitteeseen
matti.lehtinen@helsinki.fi.

1. Matematiikkakilpailussa oli 25 osallistujaa ja kolme

tehtavad A, B ja C. Jokainen osallistuja ratkaisi ai-
nakin yhden tehtdvéan. Niissad osallistujissa, jotka eivét
ratkaisseet tehtavaid A, oli kaksi kertaa niin paljon sel-
laisia, jotka ratkaisivat B:n kuin sellaisia, jotka ratkai-
sivat C':n. Osallistujia, jotka ratkaisivat vain tehtdvin
A oli yksi enemmén kuin muita tehtivin A ratkais-
seita. Niistd osallistujista, jotka ratkaisivat vain yhden
tehtdvan, puolet ei ratkaissut tehtdvad A. Kuinka moni
osallistuja ratkaisi vain tehtdvian B?

2. Olkoon m € N, m? < a,b < m? +m ja a # b. M-
rittakad kaikki ne luonnolliset luvut ¢, joille ¢ on luvun
ab tekiji ja m? < ¢ < m? +m.

3. Olkoot A ja C nelion XOBD sisépisteitd niin, ettd
/AXC = LZABC = 45°. Merkitééin kolmion PQR alaa
symbolilla Spgr. Osoittakaa, etté

Saxo +Sasc + Scxp = Sacx + Saos + Scsp-
4. Maarittakad kaikki positiiviset kokonaisluvut N,

joille on olemassa positiivinen kokonaisluku M seuraa-
vin ominaisuuksin:

a) M:n ensimmiiset numerot muodostavat luvun N.

b) Jos S on se luku, joka saadaan, kun M:n ne ensim-
maéiset numerot, jotka muodostavat luvun N, siirre-
tdan M:n viimeisiksi numeroiksi, niin S+ N = M.

(Esimerkiksi kun N = 46, luku
460100021743857360295716 toteuttaa ehdon.)

M =
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5. Todistakaa, etté jokainen parillinen kokonaisluku, jo-
ka ei ole suurempi kuin 2n(4n + 1), voidaan kirjoittaa
muotoon

+1+£24+3+.--£4n,

missé kunkin £+-merkin kohdalle kirjoitetaan joko + tai

6. Merkintéd (a,b) tarkoittaa lukujen a ja b suurinta
vhteisté tekijad. Olkoot m ja n sellaisia luonnollisia lu-
kuja, ettd (2m 4+ 1,2n + 1) = 1. Maarittakas

(22m+1 + 2m+1 + 17 22n+1 + 2n+1 + 1) )

Solmun matematiikkadiplomit

Marjatta Néaédtidnen
Helsingin yliopisto

Lukudiplomin tavoin matematiikkadiplomi antaa mah-
dollisuuden hauskalle ja hyo6dylliselle harrastukselle,
tarjoaa haasteita ja hauskaa ja monipuolista toimin-
taa lapsille. Diplomit eivét ole tiukasti sidottuja vuo-
siluokkiin, vaikkakin diplomien numerointi kertoo ete-
nemisestd suunnilleen vuosiluokkien mukaisesti. Diplo-
mitehtédvid voi tehdd yksin, kaverien kanssa, perheen
yhteisend harrastuksena, oppitunnilla. Diplomitehté-
vét sopivat myos kerhotoimintaan, matematiikkakum-
mitoimintaan ja yksityiseen kertaukseen. Diplomitoi-
minta ei ole oppilaiden vilisté kilpailua, vaan oppilaille
tarjotaan hauskoja ja haastavia tehtdvid jo ensi luo-
kasta alkaen. Niilld oppilas voi ottaa mittaa itsestéin.
Tehtédvid ratkaistaessa on toivottavaa keskustella tois-
ten kanssa, jotta myos matematiikan kielen kiytto ke-
hittyy ja itse kukin joutuu pukemaan sanoiksi ajatte-
lunsa. Oppilas voi kysyé neuvoa ja tehdé yhteistyoté.

Térkeintd on, ettéd innostus herdd ja oppilaat huomaa-
vat oppivansa matematiikkaa. Diplomi palkitsee har-
rastuksen ja antaa ponnistelun jilkeisen tuloksen ilon.
Jotkut tehtdvit ovat helppoja, jotta kaikki pédsevit
mukaan, toiset taas haastavat vaativampaan pohdin-
taan. Ajatteluahan on kehitettivi kuten kaikkia mui-
takin taitoja ja toimintoja. Esimerkiksi ensimmaéiselle
luokalle on tehtéavia luvuista ja laskutoimituksista, al-
gebran alkeista, geometriasta ja mittaamisesta, tietojen
késittelysté ja tilastoista, eri vaihtoehtojen etsimisesté
seké ongelmanratkaisusta.

Tehtévia ratkaistaan tulosteelle kirjoittaen, piirtden ja
askarrellen, jotta erittéin térked ja nykyisin liian vahal-
le harjoitukselle ja&dva hienomotoriikka kehittyy. Teh-
tavéit ohjaavat koululaisia kayttaméain myos toiminta-
vélineitd ongelmien ratkaisemiseksi. Néin oppilas saa
konkreettisia kokemuksia ajattelunsa perustaksi.

Tehtévit ja diplomit I-V ovat tulostettavissa matema-
tiikkalehti Solmun sivulta

http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html

Lukuvuoden alussa opettaja voi kidynnistad diplomitoi-
minnan. Alussa tehtdviin tutustutaan tunnilla tai pa-
rilla koulussa. Kun oppilaat ovat ymmértineet toimin-
nan idean, tehtidvit voidaan antaa vapaa-ajan harras-
tukseksi. Jos opettaja on mukana toiminnassa, tehté-
vit tuodaan kouluun diplomin saamiseksi lukuvuoden
lopulla.

Vaikka opettaja ei heti ryhtyisikd&n diplomitoimin-
taan, hidn voi kertoa siité niille, jotka haluavat harras-
taa tehtdvien ratkaisua itsenéisesti, kotona tai kaverei-
den kanssa. On toivottavaa, ettd vanhemmat osallis-
tuvat lastensa matematiikkaharrastukseen ainakin tu-
kemalla sitd. Opettaja voi esitelld diplomitoimintaa
vanhempainillassa. Vanhemmat voivat omatoimisesti-
kin tulostaa tehtdvit ja toimintaa voidaan harrastaa
kotona perheen kesken.


http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html
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Apollonioksen unohtunut ympyra

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Vuoden 2010 Kansainviliset matematiikkaolympialai-
set pidettiin Kazakstanissa. Kilpailun toisen paivén en-
simmaéinen tehtévé oli klassista geometriaa:

Olkoon P kolmion ABC' sisdosan piste. Suorat AP,
BP ja CP leikkaavat kolmion ABC ympdri piirretyn
ympyrdn ' myds pisteissd K, L ja M, tdssd jarjestyk-
sessd. Pisteeseen C' puirretty I':n tangentti leikkaa suo-
ran AB pisteessi S. Oletetaan, etti SC = SP. Todista,
etti MK = ML.

Kun keskustelin kilpailun jédlkeen tehtdvistd Suomen
joukkueen jésenten kanssa, tulin maininneeksi, ettéd yk-
si tehtdvin monista ratkaisutavoista perustuu Apollo-
nioksen ympyrdin hyviksikdyttoon. Itselleni yllatyksek-
si sain todeta, ettd Apollonioksen ympyri oli kaikille
lasnéolijoille tuntematon késite. Lienee siis syyta saat-
taa Solmun lukijoiden tiedot téssé suhteessa samalle
tasolle kuin aikanaan lukion oppimééarian opiskelleiden:
vuosina 260-170 eKr. eldneen suuren kreikkalaisen geo-
metrikon Apollonios Pergalaisen mukaan nimetty ym-
pyré kuului nimittéin geometrian oppikurssin perustie-
toihin ennen matematiikanopetuksen mullistuksia.

Klassinen lihestymistapa

Apollonioksen ympyrian padastdan nykykoulunkin geo-
metrian kursseissa mainitun kolmion kulman puolitta-
jan ominaisuuden kautta. Olkoon ABC' kolmio, josta
oletetaan AB > AC. Olkoon H jokin piste sivun BA

jatkeella. Kulman BAC' puolittaja leikkaa sivun BC
pisteessé D ja kulman CAH eli kulman BAC vierus-
kulman puolittaja leikkaa sivun BC' jatkeen pisteessé
E. Talloin péatee

DB EB AB

DC EC AC’
Naiden verrantojen sisélto ilmaistaan usein niin, ettd
kolmion kulman puolittaja ja kolmion kulman vierus-

kulman puolittaja jakavat kolmion sivun sisé- ja ulko-
puolisesti kulman viereisten sivujen suhteessa.

m

Téamén kulmanpuolittajalauseen todistus voidaan suo-
rittaa monin tavoin, esimerkiksi sinilauseen avulla.
Erés yksinkertaisimmista todistuksista perustuu apu-
piirrokseen, jossa pisteen C' kautta piirretdin AB:n



16

Solmu 3/2010

suuntainen suora. Se leikkaa kulman BAC' puolitta-
jan pisteessd F' ja kulman CAH puolittajan pistees-
s (G. Yhdensuuntaisuudesta seuraa ZCFD = /BAD
ja ZABD = /FCD. Kolmiot ABD ja FCD ovat siis
yhdenmuotoisia. Yhdenmuotoisuudesta seuraa vastino-
sien verrannollisuus:

AB DB

FC  DC’
Koska AD on kulman BAC puolittaja, on ZCAD =
ZBAD = ZAFC'. Kolmiossa AFC on kaksi yhtd suur-

ta kulmaa, joten se on tasakylkinen: F'C' = AC. Mutta
téstd seuraa heti

DB  AB

DC — ACT
Toinen kulmanpuolittajalauseen osa seuraa puolestaan
sitd, ettd kolmiot ABE ja GCE ovat yhdenmuotoisia.
Siis

AB EB

CG ~ EC’
Mutta koska ZCAG = Z/GAH = ZCGA, kolmio GAC
on tasakylkinen ja CG = AC. Siis my0s

EB AB
EC  AC’

Kuinka suuri on kulma DAFE? Kolmion kulmien sum-
ma on sama kuin kahden suoran kulman summa, ja
tasti seuraa, ettd LCAH = ZABC + /BC A: kolmion
kulman vieruskulma on kolmion kahden muun kulman
summa. Mutta téstd seuraa, ettd kulma DAE on itse
asiassa kolmion ABC' kaikkien kulmien puolikkaiden
summa ja niin ollen suora kulma. Ja Thaleen lause eli
kehikulmalause suoraan kulmaan sovellettuna kertoo,
etté jos piirretdéan ympyré, jonka halkaisija on DFE, niin
A on tdmén ympyrin kehilld. Tuo D FE-halkaisijainen
ympyré on juuri Apollonioksen ympyré.

Analysoidaan tilannetta hiukan tarkemmin. Pisteet D
ja E madrittyivat kolmion ABC' perusteella. Ne olisi
kuitenkin voitu mééritelld vain tietyn ehdon toteutta-
vina suoran BC' pisteind, vetoamatta suoran ulkopuo-
liseen pisteeseen A. Jos nimittédin £ > 1 on mielivaltai-
nen luku, on janalla BC' tasan yksi piste D, jolle pétee

BD

DC
ja puolisuoralla BC' janan BC' ulkopuolella on tasan
vksi piste E, jolle

k

EB

50 =
Suhdeluku £ riittdd kiinnittdmé&an pisteet D ja E ja
my6s ympyran A, jonka halkaisija on DFE, Apolloniok-
sen ympyran.

k.

Nyt patee seuraava tulos: Kaikki ne tason pisteet X,
joille
XB

S =k (1)

ovat ympyralla A ja kaikille ympyréan A pisteille X pé-
tee (1).

Lauseen edellinen osa on jo todistettu. Muutetaan vain
A X:ksi edelld suoritetussa péaéttelyssia. Toinen puo-
li vaatii vahén enemmén. Viimeiset kunnolliset geo-
metrian oppikirjat, 1950-luvulla kirjoitetut Niilo Kal-
lion, Bruno Malmion ja Samuli Apajalahden Geometria
ja Kalle Vdisdlin Geometria sivuuttavat todistuksen,
edellinen ehké tahattomasti, jalkimmaéinen asiasta ek-
splisiittisesti mainiten. Puoli vuosisataa vanhempi kou-
lukirja, L. Neovius-Nevanlinnan Alkeisgeometrian op-
pikirja, esittdd tdydellisen todistuksen.

Todistetaan tuloksen jélkimmé&inen osa epésuorasti.
Tehd#én vastaoletus, jonka mukaan ympyralli A on

piste X, jolle B
!
5 =K #k

Oleteaan vield, ettd k' < k. Kolmion BCX kulman
BXC puolittaja leikkaa BC'n pisteessid D’ ja kyseisen
kulman vieruskulman puolittaja leikkaa BC:n jatkeen
pisteessid E’. Piste X on D’E’-halkaisijaisella ympyril-
14 A’. Tehdyn oletuksen nojalla

D'B_E'B_XB_,, DB _EB

D'C  EC  XC DC  EC’
Tasté seuraa, ettd D’ on lihempéni B:td kuin D. Kos-
ka

EC EC

ja
BB _BC |
E'C  EC ’

on oltava E'C > EC| eli E’ on kauempana C'sté kuin
E. Mutta tdmé merkitsee, ettd jana DFE sisiltyy ko-
konaan janaan D’E’, ja edelleen A on kokonaan A’:n
sisépuolella. Piste X ei voi olla kahdella toisiaan kos-
kettamattomalla ympyrélld. Ristiriita osoittaa vastao-
letuksen véiraksi, ja Apollonioksen ympyrid koskeva
tuloksemme on kokonaan todistettu.

Analyyttisen geometrian avulla helpom-
min

Edellé klassisin, synteettisin menetelmin saatu tulos on
johdettavissa varsin helposti laskemalla. Olkoot edella
kisitellyt pisteet B ja C ax-akselin pisteet (—1,0) ja
(1,0). Piste X = (x,y) toteuttaa ehdon

XB*k:>1
XC

jos ja vain jos
(z+1)°+y° =k ((z - 1)*+y%).
Yhtdlo on yhtéapitava yhtaloiden
(B —1)(2*+y*) - 2k*+ Dz +k*—1=0
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ja

7H+12+27 4k
TTo1) 7Y T o

kanssa. Viimeinen yhtélo on sellaisen ympyréan yhtalo,
jonka keskipiste on x-akselin piste

E2+1
(=210)

2k

k2 -1

ja séde

Ympyré leikkaa z-akselin pisteissa

K241, 2%
B e ek
<k2—1 k2—]’0)’

jotka ovat

k-1 . k41
(k+]ﬁo) 2 (kro)'

Helppo lasku osoittaa, ettd juuri ndmé pisteet jakavat
janan BC sisé- ja ulkopuolisesti suhteessa k.

Apollonioksen ympyrin maarittavat jana BC' ja suh-
deluku k. Kun k:ta vaihdellaan, saadaan déretén jouk-
ko ympyroité, ns. ensimmdisen lajin Steinerin ympyrd-
parvi. Sen mielenkiintoiset ominaisuudet ovat jo toisen
pakinan aihe. Mutta entéd ldhtokohta, olympiatehtiva
ja sen littyminen Apolloniokseen?

Tehtdvin ratkaisu voisi mennéd suunnilleen néin: Voi-
daan olettaa, ettd AC > BC, jolloin S on puolisuo-
ralla AB. Kehikulmia tarkastelemalla huomataan, et-

td kolmiot PKM ja PCA ovat yhdenmuotoiset. Siis

PM  PA
= ——. Samoin kolmiot PLM ja PCB ovat yh-

MK — AC’
d toiset, jot ﬂ*ﬁv"'tt todist i
enmuotoiset, joten WL - BC ditteen todistami-
seksi riittaé, ettd osoitetaa P—A = ﬁ eli
1rii , 1 n 1C = BO i
pi_ca "
PB CB’
Olkoon E kulman ACB puolittajan ja sivun AB leik-
XA CA

kauspiste. Ne pisteet X, joille XE - Ch ovat Apol-

loniuksen ympyrélld eli ympyralld, joka kulkee pistei-
den C' ja FE kautta ja jonka keskipiste on suoralla
AB. Osoitetaan, ettd S on tdmén ympyrin keskipis-
te. Koska ZCAB = /BCS (kehiikulma ja jinteen ja
tangentin vilinen kulma) ja ZACE = /FECB, niin
/CES = /CAE+/ACE = /BCS+/ECB = ZECS
eli kolmio SCE on tasakylkinen. Siis S on Apolloniuk-
sen ympyrin keskipiste. Koska SP = SC, P on Apol-
loniuksen ympyrilld ja (1) toteutuu.
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Epayhtiloista, osa 2

Markku Halmetoja
Maéntéan lukio

Vililla I méariteltyd funktiota sanotaan konveksiksi,
jos sen kuvaaja on alaspiin kupera, eli jos kuvaajan
mitkd tahansa kaksi pistettd yhdistidva jana ei alita
kuvaajaa. Esimerkiksi funktiolla f(z) = 22 on timéi
ominaisuus. Konveksit funktiot toteuttavat Jensenin!
epayhtilon. Se on eréddnlainen yleisepdyhtilo, jonka
avulla voidaan todistaa lukuisa joukko muita epayhta-
16ita. Jensenin epdyhtdlo on tdmén kirjoituksen péa-
asia, mutta siihen p#dsemiseksi on ensin késiteltdva
konveksien funktioiden ominaisuuksia. Aivan ensim-
méiseksi on ylld annettu konveksisuuden geometrinen
maéadritelmd muunnettava analyyttiseksi. Kirjoitukseen
siséltyy muutama harjoitus, joiden pohtiminen syven-
tad asian ymmartidmistd. Niiden ratkaisut julkaistaan
myShemmin Solmun nettisivulla.

Konveksisuuden maéairitelmi

Olkoon f vililld I méiritelty funktio ja [u,0] C I. Sen
kuvaajan pisteet (u,f(u)) ja (v,f(v)) yhdistdvéin janan
yvhtdlo on

y=y\) =Af(u) + (1= A)f(v),
missd 0 < A < 1. Néilld A:n arvoilla myds

x=Au+ (1—Nv € [u,v].

1Johan Jensen (1859-1925), tanskalainen matemaatikko.

(v, f(v))

r=du+(1—-Avja
y=A(u)+ A =Nf(v),

missd 0 < A < 1.

(u, f(u))

(z, f(x))

Jos kuvaaja on alaspidin kupera, niin piste (z,f(x))
ei ylitd mainittua janaa milliin = € [u,v]. Konveksi-
suuden analyyttinen méaritelmé saadaan kirjoittamal-
la tdmé& geometrinen ehto epayhtaloksi.

Masritelma. Olkoon I reaalilukuvéli ja f siind méaé-
ritelty funktio. Se on konveksi, jos epayhtalo

FOu4+ (1= Mv) <Af(uw)+ A=A fv)  (2)

toteutuu kaikilla w,o € I ja A € ]0,1[. Se on aidosti
konveksi, jos

fu+ 1 =Xv) <Af(w)+(1=Nf(v) (3)

kaikilla A € ]0,1[ ja kaikilla kesken&én erisuurilla u,v €
1.

Huomautus. Parametri A rajoitetaan méaritelméssa
avoimelle viilille ]0,1[, silld tdmén vilin pédtepisteissi
epiyhtilo (2) on joka tapauksessa voimassa.
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Jos erisuuruus epéyhtilsissd (2) tai (3) on vastakkai-
seen suuntaan, niin funktio f on konkaavi tai aidosti
konkaavi vélilla I. Selviisti funktio f on (aidosti) kon-
kaavi, jos ja vain jos —f on (aidosti) konveksi, joten
jatkossa voidaan rajoittua pelkastiéan konveksisuuteen.

Seuraavissa harjoituksissa ja esimerkissid sovelletaan
konveksisuuden méagritelmas.

Esim. Funktio f(x) = |z| on konveksi, silli kolmio-
epiayhtalosta seuraa

[Au 4 (1= Av] < Afu| + (1 = Ao

kaikilla u,v € R ja A €]0,1].

Harjoituksia
1. Osoita, ettd funktio f(x) = 2 on aidosti konveksi.

2. Osoita, ettd funktio g(z) = 271, > 0, on aidosti
konveksi.

3. Keksi esimerkki konveksista funktiosta f : [0,1] —
R, joka on a) jatkuva, b) epijatkuva.

4. Osoita, etté jos f ja g ovat vililla I konvekseja funk-
tioita ja jos a seké b ovat ei-negatiivisia, niin lineaa-
rikombinaatio af + bg on konveksi.

Konveksisuuden luonnehdintaa

Funktion konveksisuus on alkeellisia tapauksia lukuun-
ottamatta varsin hankalaa todistaa suoraan mééritel-
mén perusteella. Seuraavassa johdetaan erditd yhtapi-
tavid ja riittédvid ehtoja konveksisuudelle.

Jos f on valilld I méaritelty konveksi funktio ja = €
Ju,w[C I, niin kuvioon

(z, f(x))

piirrettyjen sekanttien kulmakertoimet toteuttavat
kaksoisepayhtalon

f(x) = f(u)

r—Uu

f(v) = f(u)

v—u

fw) = f=z)

vV—x

< <

;@)

miké johtaa tiarkeéddn konveksisuuden luonnehdintaan.

Lause 1. Vililla I m#aritelty funktio f on konveksi, jos
ja vain jos kaikille ehdon © < z < v toteuttaville vilin I
luvuille on voimassa mikéd tahansa kaksoisepayhtélosta
(4) saatava erotusosamiiéirii koskeva epéayhtilo.

Todistus. Kisitellaéin tapaus

fl@) = flw) _ flv) = f(x)

T —u ’

<
v—x

ja muut jitetdan harjoitustehtaviksi.

Olkoot u,x,v € I ja u < z < v. Télloin on olemassa
A €]0,1] siten, ettd x = Au+ (1 —A)v. Koska . —u > 0,
v—x>0,v—u>0,

v—x T —u

ja 1—XA= ,
v—u

A=

v—u

ovat epayhtalot
f@) < Af(u) + (1 =) f(v)
Af(@) + (=N f(x) < Af(u) + (1 =N f(v)

L2 (1) — S) < T2 (f(0) — (@)
f@)— f) _ S0) - f(@)

keskenédn yhtéapitavid, joten lause on todistettu.

Seuraus. Funktio f : I — R on aidosti konveksi, jos
ja vain jos kaikille ehdon u < t < v toteuttaville vélin
I luvuille on voimassa

f(@) = f(u)

<

J0) = f()

vV—x

Tr—u

Derivoituvan funktion konveksisuudelle saadaan hel-
pohko kriteeri.

Lause 2. Olkoon f : I — R derivoituva. Jos ja vain
jos derivaatta on (aidosti) kasvava, niin f on (aidosti)
konveksi.

Todistus. Olkoot z,t ja y ehdon = < t < y toteut-
tavia I':n lukuja. Viliarvolauseen mukaan on olemassa
& € ]xt] ja & € |ty siten, ettd

f(t)—f(l‘)_ / . f(y)_f(t)_ /
ﬁ—f(fl) ja T—f(&)-

Koska & < & ja f’ on kasvava, on f'(&) < f/(&),
joten

f(t) = f(=)

t—ax

fly) — f(#)
y—1
eli viite on tosi lauseen 1 perusteella. Jos f’ on aidos-

ti kasvava, niin epiyhtilosti & < & seuraa f'(&1) <

f'(&2), joten

fO) = flx) _ ey —
ﬁ*f(§1)<f(§2)* Yy —

= fl(&) < fl(&) =

3

fly) = f(¥)
t b
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eli véite on tosi lauseen 1 seurauksen perusteella.

Seuraus. Jos f on kahdesti derivoituva ja jos f”
on ei-negatiivinen, niin f on konveksi. Jos f” on ei-
negatiivinen ja silli on enintédén erillisia nollakohtia,
niin f on aidosti konveksi.

Esim. Funktiot f(z) = e* ja g(x) = —Inx ovat aidos-
ti konvekseja, silli f”(z) = e* > 0 kaikilla z € R ja
g"(x) = 272 > 0 kaikilla x € R,

Esim. Funktiot f,,(x) = 2*", n € Z,, ovat aidosti kon-
vekseja. Funktiot g, (r) = 22"+ n € Z,, ovat aidosti
konvekseja valilla [0,00].

Harjoituksia

5. Osoita, ettd vélilla I méaritelty funktio f on kon-
veksi, jos ja vain jos

f©) = f) _ ) = ()

vV—Uu v—x

kaikille ehdon © < x < v toteuttaville valin I luvuil-
le.

6. Osoita, ettd vililla I méaaritelty funktio f on kon-
veksi, jos ja vain jos

fla) = () _

r—Uu

f(v) = fw)

vV—1U

kaikille ehdon u < x < v toteuttaville valin I luvuil-
le.

7. Todista, ettd avoimella véalilld madritelty konveksi
funktio on jatkuva. Ohje: Jos I on avoin vili ja
o € I, niin on olemassa luvut a,b,u,v € I siten, etté
a < u<xy<wv<b Valitse x € Ju,xo, ja osoita
kaksoisepiyht#lod (4) soveltaen, ettd f(x) = f(zg),
kun x — zg vasemmalta. Osoita sitten samalla ta-
valla, ettd f(x) — f(zo), kun  — x¢ oikealta.

8. Osoita, ettd funktio f: Ry — R, f(x) = zlnz, on
aidosti konveksi.

Jensenin epayhtilo

Konveksisuuden mééritelmé voidaan kirjoittaa seuraa-
vasti:

Funktio f : I — R on konveksi, jos
Fqz1 + Aaza) < A f(x1) + Ao f(22)

kaikilla zq,29 € I ja kaikilla A, A2 € ]0,1[, joille
A+ Ay = 1.

Jensenin epayhtdlo yleistdd médritelmén epayhtialon
useammalle A:n ja x:n arvolle.

Lause 3. Olkoon f : I — R konveksi funktio ja
A1, ..., Ay positiivisia lukuja, joiden summa on 1.
Té&lloin kaikilla 21, za, ..., 2, €

Fuzr+ .o+ Awn) S A f(or) +.oo+ A f(zn). (5)
Todistus. Viite on siis tosi, kun n = 2. Jos se on tosi
(n — 1):1le luvulle, niin, koska

)\1$1 + ...+ An,1$n71 + )\nxn

)\1 )\n—l
=(1-— _

on

f()\lxl +...+ )\n—lxn—l + )\nxn)

<@=M)f (1 f& Trt fj‘; xn_l)
+Anf (2n)
)\1 )\nfl
< (=) (25 ) o 25 F )
+An f (@)

=Mf(z)+.. .+ o1 f(Tn1) + A f(zn),

joten viite on induktioperiaatteen nojalla tosi kaikilla
nez,n>2.

Valitsemalla kaikki A:t yhtd suuriksi saadaan monessa
yvhteydessé kayttokelpoinen seurauslause.

Seuraus. Jos f : I — R on konveksi ja x1, zs, . ..

I, niin

1+ 22+ ... +x,
at )

flxy) 4 flxe) + ...

, Ty, €

+ f(@n)

<

(6)

Milloin epéyhtilsissd (5) ja (6) vallitsee yhtésuuruus?
Jos esimerkiksi f on ensimmaéisen asteen polynomifunk-
tio (se on konveksi), niin yhtdsuuruus on voimassa kai-
killa x1,...,x, € R. Kysymys yhtdsuuruuden voimas-
saolosta on siis kiinnostava vain, jos funktio on aidosti
konveksi.

Lause 4. Olkoon f I — R aidosti konveksi,
T1,...,Tn € I ja Ap...,\, positiivisia lukuja, joiden
summa on 1. T&ll6in

jos ja vain jos x1 = Tg = ... = Tn.

Todistus. Selvisti (7) on voimassa, jos z1 = 2o =

. = &y. Oletetaan nyt, ettid (7) on voimassa, ja teh-
dddn vastaoletus, ettd luvut x1,...,z, eivit ole kaik-
ki yhtéd suuria. Voidaan rajoituksetta olettaa, ettd ne
ovat pienimmaésté alkaen suuruusjirjestyksessa. Talloin
21 on niistd pienin. Olkoon xj ensimméinen siitd poik-
keava luku. Siis

Ty =...=2p—1 < < ...< 2.
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Merkitdan vield g = A + ...+ A\g—1, jolloin A\ + ...+
An =1 — u. Koska f on aidosti konveksi ja

T

xr < T+ ...+

i T,
1—p 1-—

on

=f(uw1+(1—u)(

1*Mxk+“'+—

T+ ...+

<o)+ (- (12

<M+ M) f() F A f () + o A f ()
=M f(x1) + Ao f(z2) + ...+ A f(2n),

miké on ristiriidassa oletuksen (7) kanssa. Siis ei ole en-
simméistakadan lukua xj, joka poikkeaisi pienimmésta
luvusta x1, joten kaikki z:t ovat samoja.

Muodostamalla sopivia aidosti konvekseja funktiota
voit Jensenin epdyhtdlon avulla keksid aivan uusia, en-
nenndkemittomii epayhtilsitial Seuraava lienee kuiten-
kin yleisesti tunnettu.

Lause 5. Olkoot ug, ..., u, positiivisia lukuja ja A4 nii-
den aritmeettinen keskiarvo. T&ll6in

A wy, u2 u
A < Yutug? L oug”,

missé yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos u; =
e = U

Todistus. Positiivisille luvuille mééritelty funktio
f(z) = z1Inz on aidosti konveksi, joten Jensenin epéyh-
télon (6) mukaan

(ul—l—...—l—un) (ul—l—...—l—un)
In
n n

1 1
< —uilnuy + ... 4+ —u, Inu,,
n

3

misté viite seuraa.

Harjoituksia

9. Osoita, etté jos positiivisten lukujen uy, ..., u, arit-

meettinen keskiarvo on 1, niin
uy, u2 Up,

U .. Uy <1< ugtug?Lug,

ja ettd yhtdsuuruudet ovat voimassa, jos ja vain jos
up = 1 kaikilla k € {1,...,n}.

10. Osoita a) edellisen tehtédvin erikoistapauksena, b)
pelkéstddan lukion oppimédrdan tukeutuen, etté

1-o)'" 1+ )t >1

kaikilla = € ]0,1].

11. Osoita, etté jos a,b,c ovat positiivisia ja a+b+c = 1,
niin
A+ 2> %
Milloin yhtésuuruus on voimassa?
12. Osoita, ettd jos luvut uy ovat positiivisia ja jos
up + U2 + ...+ u, = 1, niin

(u%—i—u%—i—...—i—uifSui’—i—ug—i—...—i—ui.

Milloin yhtdsuuruus on voimassa?

Keskiarvoepayhtialoita

Kirjoituksen ykkososassa (Solmu 2/2010) tutkittiin
keskiarvojen H, G, A ja C suuruusjirjestysti. Jense-
nin epayhtilon avulla voidaan todistaa sama jarjestys
myo0s vastaaville painotetuille keskiarvoille. Ne mééri-

telldén yhtéloilla
1
o v
u_ll + ...+ u_z

)\n,
n

kaui\l...u
A,\:)\1u1+...+)\nun

7)\1u%+...+)\nu%
7)\1u1+...+)\nun

A

missd u- ja A-luvut ovat positiivisia ja A-lukujen sum-
ma on 1. Jérjestys todistuu kolmessa vaiheessa.

Vaihe 1. Gy < Ay. Olkoot uq, ..., u, positiivisia lukuja
ja A, ..., A\, positiivisia lukuja, joiden summa on 1. On
olemassa luvut x1,...,x, siten, ettd ur = e”* kaikilla
k€ {1,2,...,n}. Koska funktio f(z) = e¢” on aidosti
konveksi, on Jensenin epdyhtdlon mukaan

ek1$1+...+)\nzn S )\16“ + . + )\ne$mn .
Yhtéloiden uy, = e¥* avulla tdmé sievenee muotoon

g\ = u1\1u§2 uz" < Aug + Aoug + ..+ N, = Ax.

Vaihe 2. Hy < Gx. Olkoot u- ja A-luvut kuten yll&.
Soveltamalla edellisté epayhtdlod u-lukujen kdénteislu-
kuihin saadaan

1 1 A1 An
" 3 < —+ . 4 —,
uy unp" w1 Unp,

—
>
e
>
3

Hy =

Vaihe 3. Ay < C,. Olkoot u- ja A-luvut edelleen ku-
ten ylld. Funktio g(z) = 2% on aidosti konveksi, joten
Jensenin epéyhtilod soveltaen saadaan

(Arur + . Aun)? < Nud 4+ Al

nn»
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mistéd seuraa

A2+ A2
Ay = Mur + ...+ u, < 1y * Un _

- )\1u1++)\nun N

Siis

Ha <Gy <Ay <Ch.
Koska funktiot f(z) = e* ja g(x) = 2% ovat aidosti
konvekseja, vallitsee téssd ketjussa yhtdsuuruus, jos ja
vain jos luvut uy ovat kaikki keskendéin yhtédsuuria.

Diplomitehtévien oheislukemistoa
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[1] J.Michael Steele, The Cauchy-Schwarz Master
Class, An Introduction to the Art of Mathematical
Inequatilies, Cambridge University Press, 2007.

[2] The MacTutor History of Mathematics archive,
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/
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Pietarin paradoksi ja tietokonesimulaatio

Jani Isohanni

Ohjelmistotekniikan laitos, Tampereen teknillinen yliopisto

jani.isohanni@tut.fi

Pietarissa 1700-luvulla vaikuttanut sveitsildinen mate-
maatikko Nicolaus Bernoulli esitti kuvitteellisen uhka-
pelin, jossa kolikkoa heitetdén, kunnes saadaan kruuna,
ja pelaaja voittaa rahaa sen mukaan, monennellako hei-
tolla kruuna tulee. Jos kruuna tulee heti ensimmaéiselld
heitolla, voittaa pelaaja kaksi euroa. Jos toisella, niin
hén voittaa nelja euroa jne. Yleisesti, jos kruuna tulee
n:nnelléd heitolla, pelaaja voittaa 2" euroa, ja klaavalla
peli jatkuu mahdollisesti rajattoman kauan.

Téamé peliasetelma osoittautuu oivaksi esimerkiksi sii-
té, miten tietokonesimulaatioilla voidaan saada néen-
néisesti ristiriitaisen oloisia tuloksia.

Voiton odotusarvo

Olemme kiinnostuneita, miten paljon pelaajan kannat-
taa maksaa pelatakseen kuvattua pelid. Léhestytdan
asiaa laskemalla ensin voiton odotusarvo. Jotta voisim-
me puhua asioista tdsméllisesti, niin sovitaan muuta-
masta tarvittavasta késitteesté.

Pelikierros tarkoittaa kolikon heittdmistéd, kunnes saa-
daan kruuna, peli on jokin valittu mé&ré pelikierrok-
sia, ja heitto on yksi kolikon heitto. Nyt peli koostuu
valitusta médrasté pelikierroksia, jotka puolestaan kes-
tavit korkeintaan valitun médran heittoja.

Panos on yhdelléd pelikierroksella asetettu panos, voit-
to yhdeltid kierrokselta voitettu rahamééra, ja voitto-

summa on yhden pelin kaikilta pelikierroksilta yhteensé
voitettu summa.

Tarkastellaan ensin heittojen maksimiméérin suhteen
rajoitettua tapausta.

Jos pelikierros péadttyy ensimméiseen heittoon, niin
vain kruunalla voittaa ja voiton todennékéisyys on 0,5
voiton ollessa 2 euroa. Tésté voidaan laskea, ettd voi-
ton odotusarvo yhdelle kierrokselle on 0,52 = 1, ja
padtelldan, ettd yhdeltid pelikierrokselta voittaa keski-
méirin yhden euron eli pelaajan kannattaa osallistua
peliin kierrokseksi alle eurolla.

Jos pelikerros venytetédidn maksimissaan kahteen perak-
kéiseen heittoon, on voiton odotusarvo 0,5-240,25-4 =
2 euroa eli pelaajan kannattaa ostaa yksi pelikierros alle
kahdella eurolla. Tama yleistyy suoraviivaisesti tapauk-
seen, jossa sallitaan korkeintaan n peréattaistd heittoa,
ja voiton odotusarvoksi saadaan

n 1 n
Z 2—n2" = Z 1=n.
=1 1=1

Siis mitd enemmén peréttaisia heittoja kierroksella sal-
litaan, sitd enemmén pelaaja voi odottaa voittavansa
vhdelld pelikierroksella. Jos heittoja sallitaan rajatto-
man paljon, niin periaatteessa pelaajan kannattaa pe-
lata yksi kierros milld tahansa #érelliselld summalla,
koska voiton odotusarvo kasvaa dérettomaksi.


mailto:jani.isohanni@tut.fi

24

Solmu 3/2010

Simulaatio

Edellisen pohjalta tuntuu loogiselta odottaa, etté jos si-
muloimme pelid tietokoneella, niin peli kddntyy pelaa-
jalle voitolliseksi, kunhan sisidllytamme simulaatioon
tarpeeksi monta pelikierrosta.

Luodaan ohjelma, joka simuloi halutun mé&rén peli-
kierroksia, joissa kussakin voi olla rajaton médra heit-
tojal. Ohjelma tulostaa pelatuista pelikierroksista kes-
kimédrdisen voiton kierrokselta eli paljonko peli keski-
maéadrin palauttaa pelatulta kierrokselta, sekd pelatun
pelin voittosumman. Yhden pelikierroksen osalta voi-
ton odotusarvo on déreton, joten keskiméériisen toteu-
tuneen voiton voisi olettaa kipuavan kohti dédretonté,
kunhan lisadmme pelikierroksia tarpeeksi. Koska nyt
kierroksia voi tulla rajattoman paljon, kannattaa &s-
keisten laskujen pohjalta pelaajan ldhteé peliin mukaan
milld tahansa &dérelliselld panoksella kierrosta kohti.

Ohessa on taulukoituna lyhyelld C-ohjelmalla tehdyn
simulaation tuloksia. Viimeisesséd sarakkeessa on pelaa-
jan nettovoitto koko pelistéd, kun oletetaan, ettd hdn on
maksanut yhdestd pelikierroksesta 20 euroa.

Kierroksia | Keskim. voitto/kierros | Nettovoitto
10 2,8 —172
102 4,62 n. —1540
103 12,91 n. —7000
104 8,73 n. —130000
10° 19,29 n. —71000
106 12,83 n. —7,2M
107 11,40 n. —86M
108 18,97 n. —100M

Tulokset vaikuttavat hieman epéintuitiivisilta. Lasku-
jen mukaan pelistd kannattaa maksaa miké tahansa d&-
rellinen summa rahaa per kierros, mutta jo kahdenkym-
menen euron panoksella jia tappiolle sitd enemmén mi-
td pidempéén pelid pelaa. Voisi odottaa, etté téllaisil-
la peliméérilld voittosumma kasvaisi ndhtavésti, mutta
esimerkiksi sadan miljoonan pelatun kierroksen osalta
jadadadn tappiolle periti sata miljoonaa. Tamén kaiken
péille keskimédrdinen voitto vaihtelee aika paljon. Peli
ei vaikuta oikein kannattavalta. Onko ohjelmassamme
vikaa? Tai alun laskuissa?

Léhdetdan oletuksesta, ettd ohjelmassa tai sen ajossa
ei ole mitd&n outoa eli simulaation tulokset sinélldin
ovat kirjautuneet oikein. Télloin voidaan péadtella, et-
td viimeisessé pelissé ei ollut yhtédén yli kolmenkymme-
nen kruunun sarjaa, koska jos olisi ollut, niin siitéd saatu
voitto yksindén olisi isompi kuin nyt saatu koko voit-
tosumma (koska 23! ~ 2,15 -10° > 100000000 - 18,97 ~
1,9 -107).

Tamaé antaa syyté pohtia, kuinka todennékoisté ylipaa-
tddn on saada tietyn pituisia heittosarjoja, kun pelissi
pelataan jokin mééré kierroksia. Todennékdisyys saada
yli k:n heiton kierros on

N
Jim 3 (1/2) = ((1/2) /(1 - 1/2) = (1/2)"

i=k+1

Suoraan komplementin todennékoisyydestéd seuraa, et-
td todennédkoisyys, ettei pelikierroksella saada yli k:ta
heittoa, on 1 — (1/2)*, joten jos pelataan n pelikierros-
ta, niin todennékoisyys p, ettei yhdelldkaan kierroksella
tule yli k:ta heittoa, on

p=(1-1/2)"" (8)

Lasketaan nyt, miké on pisin esiintyvé heittosarja to-
dennikoisyydelld p, kun pelikierrosten lukuméérd n
tunnetaan. Taméa edellyttié, ettd ratkaisemme edelli-
sen yhtédlon k:n suhteen, ja pienelld algebrallisella pyo-
rittelylld saammekin

In1 - y5)

k= o5

Asetetaan nyt p = 0,95 ja lasketaan k edellisessd simu-
laatiossa ajetuille kierroslukuméaérille, jolloin saadaan
oheinen taulukko.

Pelikierroksia n Pl:;rzllge;;c‘c;)sgg; K
10 7,6
102 10,9
103 14,3
104 17,6
10° 20,9
108 24,2
107 27,5
108 30,9

Huomaamme, ettd vaikka pelaisimme sata miljoonaa
kierrosta, niin todennékoéisyydellda 0,95 jokaisella kier-
roksella jaddadn alle 31 perédkkéisen heiton. Tésté seu-
raa, ettd todennidkoisyydelld 0,95 voittosumma sadan
miljoonan kierroksen pelissé on alle 23!, joka tekee noin
231 /108 ~ 21,5 euroa per kierros. Siis todenniikoisyy-
delld 0,95 jaa pelissa tappiolle, jos sijoittaa yli 21,5 eu-
roa kierrosta kohti. Téatd vasten simulaation tulos ru-
peaakin tuntumaan jarkevalta.

Simulaation aluksi paradoksaaliselta vaikuttaneet tu-
lokset osoittautuvat n#in ldhemméssd tarkastelussa
loogisiksi. Peli ei vaikutakaan en#é (ainakaan ajankiy-
tollisesti) kovinkaan houkuttelevalta. Vaikka siind on

I Periaatteessa rajaton mairi. Kaytinnossi tietokoneella laskettaessa on kiytossi aina rajallinen méird resursseja (esim. aika).
Téassa tapauksessa ndmé rajat eiviat kuitenkaan tule ldhellekdédn ja on mielekéstd puhua rajattomasta méirasta kierroksia.
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mahdollista voittaa huimia summia, niiden todenné-
koisyys on hyvin pieni. Odotusarvoa laskettaessa tdmé
jad helposti huomaamatta, koska néille epdtodennékoi-
sille pelikierroksille kasattu voitto on vastaavasti hyvin
suuri, jolloin ne odotusarvoa laskiessa tietyssd mielessé
kumoavat toisensa.

Lopuksi

Alussa esitetyt laskut antoivat kuvan, ettd Bernoullin
esittdmaéd pelid kannattaa pelata milld tahansa dérelli-

selld panoksella. Kuitenkin tietokonesimulaatiossa kévi
ilmi, ettéd jo pienelld kierroskohtaisella panoksella tap-
piota kertyi huimasti. Ta&méa on hyvé esimerkki siité,
miten simulointi ja puhtaasti teoreettinen tarkastelu
tukevat toisiaan; simulaatiossa saatu hieman yllattiava
tulos pakotti miettiméén tilannetta tarkemmin. Tamén
tarkastelun jéilkeen kévikin ilmi, ettd pelkén odotusar-
von laskeminen antoi pelisté ja sen luonteesta harhaan-
johtavan kuvan.

Tulosta koulusi ilmoitustaululle Solmun etusivulta http://solmu.math.helsinki.fi

— Solmun juliste

— Monikielisen matematiikkaverkkosanakirjan juliste


http://solmu.math.helsinki.fi

26

Solmu 3/2010

Tutkijavaihdossa Berkeleyssa

Vesa Julin

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Jyvéskylan yliopisto

Olin jo jatko-opintojeni alkuaikoina keskustellut oh-
jaajani Petri Juutisen kanssa opintomatkatkasta Yh-
dysvaltoihin. Ohjaajani painotti, ettd tdmé olisi erit-
tain tarkedd mahdollista tutkijanuraa ajatellen, erityi-
sesti siitd syysté, ettd oman alani, epélineaaristen osit-
taisdifferentiaaliyhtéloiden ja erityisesti déreton har-
monisten funktioiden, tutkimuksen huippu oli jo pit-
kéén tullut uudelta mantereelta. Vierailun ajankohdak-
si suunnittelimme neljinnen jatko-opintovuoteni alkua
eli syyslukukautta 2009.

Yhdysvalloista minulla oli mielesséni vain yksi paik-
ka: UC Berkeley, Kalifornia. Berkeleyn yliopisto on
kansainviélisesti arvostettu, ja sen matematiikan laitos
legendaarinen. Haaveenani oli padstd kuuluisan Law-
rence Craig Evansin oppeihin. Samalla voisin toteuttaa
pitkdaikaisen unelmani, eli surffauksen opettelun Kali-
fornian aalloissa. Mik#d tahansa muu vaihtoehto olisi
siis pettymys. Olinkin todella iloinen, kun Craig Evans
suostui ottamaan minut vastaan. Vihdnpéa osasin aa-
vistaa, miten tuskallinen ja vaikea syksy minulla oli
edessé.

Ensinnékin jo pelkén viisumin haku oli pitké ja vaival-
loinen prosessi. Myos asunnon etsiminen tuntui valilla
toivottomalta Suomesta késin, silld minulla ei ollut mi-
tddn auttavia kontakteja Berkeleyhin. Lopulta pitkal-
listen taistelujen jilkeen 16ysin itselleni asunnon, otin
viisumiongelmista selkdvoiton ja pa#sin matkustamaan
San Franciscoon heindkuun lopulla 2009.

Ensimmaiset viikot Berkeleyn huippuyliopistossa oli-

vatkin sitten nuorelle jyviskylidlédiselle matematiikan
opiskelijalle totaalinen kulttuurishokki. Hyvin nopeas-
ti minulle selvisi, ettd amerikkalaisten menestyksen sa-
laisuus on yksinkertaisesti ja ainostaan kova tyonteko.
Matematiikkaa tehdéaén intohimoisesti ja miké téarkein-
td, koko ajan. Joka péaivé amerikkalaiset kollegani tapa-
sivat toisensa puolelta paivin jossain kampuksen ldhei-
sessé, kahvilassa ja aloittivat tyonteon, eiviitka lopetta-
neet ennen kuin ilta pimeni ja kahvilat sulkeutuivat. Sa-
ma toistui joka péivé, lauantait ja sunnuntait mukaan
luettuna. Tilanne néytti surffaamisen kannalta erittdin
pahalta.

Toinen amerikkalaisten jatko-opiskelijoiden erityispiir-
re on heidén erittdin laaja matemaattinen yleissivistyk-
sensé. Sainkin useammin kuin kerran kuulla suoraa pa-
lautetta siitd, miten omat matemaattiset perustietoni
olivat aivan liian puutteelliset, ja ettd minun on mahdo-
tonta saada selkeédd kokonaiskuvaa déretén harmonis-
ten funktioiden teoriasta, jos en modernin osittaisdif-
ferentiaaliyhtiloiden (ODY) teorian liséksi vahintdén
tunne Fourier-analyysia, stokastiikkaa ja differentiaa-
ligeometriaa. N&itd vaikeuksia séesti vield paikallisten
“hyvéntahtoinen” vitsailu Suomen matematiikkakult-
tuurin kustannuksella, kuten vihjaileva kysymys "Tut-
kitaanko Suomessa jo muutakin kuin kvasikonformiku-
vauksia?” Erikoistuminen ei ilmeisesti ollut Amerikassa
muotia, toisin kuin meilld Suomessa.

Myoskédan itse Berkeleyn kaupunki ei loistollaan va-
kuuttanut. Berkeley on sadantuhannen asukkaan kau-
punki aivan San Franciscon lahistolld. Sen kulta-aika si-
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joittui 60-luvulle, jolloin hippiliike ja Jefferson Airpla-
ne olivat vield kova juttu. Téstd ajasta muistona on
endd maan korkein mé#drd asunnottomia ihmisié, joi-
ta paikkakunnalle houkuttelee lammin ilmasto ja kau-
pungin verrattaen korkea sosiaalituki. Tdmén kurjuu-
den groteskina vastapainona ovat parin sadan metrin
péadssa ylhaalla kukkuloilla sijaitsevat ylemmén keski-
luokan huvilat. On sanomattakin selvii, ettei oma tu-
hannen dollarin budjettini riittdnyt asuntoon Berkeley
Hillsin kukkuloilla, vaan sain kokea miten karvaalta elé-
mé maistuu, kun amerikkalainen unelma jia toteutu-
matta.

Kaikesta téstd huolimatta alkoivat asiat pikkuhiljaa
sujua. Hautasin heti haaveet surffaamisesta ja aloin
opiskella matematiikkaa kokopéivéisesti paikalliseen
tyyliin paivittdin 10-12 tuntia. Kaksi ensimmaéistéa
kuukautta olivat varmasti jatko-opintoaikani rankim-
mat. Yritin jotenkin pysyd mukana yhteisissd jatko-
opiskelijaseminaareissa, ja samaan aikaan paikkailin
matematiikan yleissivistyksesséni olevia aukkoja opis-
kelemalla intensiivisesti differentiaaligeometriaa. Sinni-
kés tyonteko palkittiin, ja jo parin kuukauden jilkeen
sain juonen péasta kiinni. Jatko-opiskelijaseminaarit ei-

vit endd tuntuneet taysin késittdméattomilta, ja mi-
k& térkeintd, oma tutkimukseni alkoi saada tuulta al-
leen. Kiitokset tastd kuuluvat Craig Evansin loistaville
jatko-opiskeljoille Scott Armstrongille ja Charles Smar-
tille, jotka varauksetta ottivat minut mukaansa tutki-
musprojekteihinsa, ja tartuttivat minuun oman innos-
tuksensa matematiikan opiskeluun. Tajusin kuinka tér-
kedd yhteistyo muiden jatko-opiskelijoiden ja kollegojen
kanssa on. Nain jialkeenpéin tuntuu itse asiassa usko-
mattomalta, etten téitd ennen ollut keskustellut ohjaa-
jaani lukuun ottamatta kenenkéin kanssa omasta tut-
kimusalastani tai edes sen mielekkyydestd. Mukavana
bonuksena oli my0s se, ettéd yhteistyd Armstrongin ja
Smartin kanssa poiki yhden artikkelin, ja ndin véitos-
kirjanikin tuli kuin sattumalta valmiiksi.

Loppujen lopulta syksyni Berkeleyssé onnistui yli odo-
tusten. Tutkijana itsendistymisen kannalta kokemus oli
erittéin tarked. En myo6skédan voi lakata ihmettelemésta
amerikkalaisten intohimoista asennetta tyontekoon, oli
sitten kyse matematiikasta tai muusta. Oma ty6 koe-
taan merkitykselliseksi, eiké siihen ole tarvetta suhtau-
tua eurooppalaisen sarkastisesti.
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Matemaattisista aineista potkua ympéristouralle

Kaisa-Reeta Koskinen

Ympéristoasioiden opiskelun suosio on kasvanut vii-
me vuosina. Yhé useampi opiskelija hakeutuu opiskele-
maan nimenomaan kestédvad kehitysté tai ympériston-
suojelua. Myos matemaattisten aineiden opiskelu voi
avata ovet ympéristoalalle. Lisdksi ne tarjoavat sellais-
ta erikoisosaamista, jonka avulla unelmien tyopaikan
16ytyminen voi helpottua.

Luonnontieteiden opiskelu antaa vahvan pohjan suun-
tautua ympéristoaloille. Useiden ympéristohankkeiden
taustalla on hyvinkin yksityiskohtaisia teknisid stan-
dardeja, joiden ymmértdminen edellyttaéd kykyé arvioi-
da sdddosten vaikutuksia pitkélle prosesseihin ja eri
sektoreille. Uskallan jopa viittdé, ettd ydinvoimakes-
kustelun taso olisi ollut eduskunnassa korkeampi, tai
ainakin tieteellisesti argumentoidumpi, jos kansanedus-
tajilla olisi ollut parempi luonnontieteellinen koulutus!

Ympiéristoalan keskustelu on suurelta osin hyvin tek-
nisté ja asioiden ymmértdminen yksinkertaisesti vaatii
vahvaa luonnontieteiden osaamista. Esimerkiksi haital-
listen aineiden pitoisuuksien tarkkailu edellyttaa hyvaa
ymmarrysté aineiden mittaamisesta sekd ymmérrysti
siitéd, miten tiettyjd aineita voidaan korvata. Kierrétys-
prosessien parantamiseen puolestaan tarvitaan kyky#
ymmértda eri materiaalien ominaisuuksia, jotta voi-
daan pohtia keinoja niiden tehokkaaseen hyédyntdmi-
seen ja erotteluun prosessissa. Pelkéstdin riskiarvioin-
nit edellyttavit suurusluokkien arvioimista, joka yllat-
téen nidyttda olevan vaikea laji maallikoille.

Luonnontieteet antavat niin kovan metodologisen kou-
lutuksen, ettd sen pohjalta on helppoa perehtyd myés
muihin teknisiin, luonnontieteité soveltaviin aihealuei-
siin. Vaikka tytssd ei ehkéd suoranaisesti vaadittaisi-
kaan integroimista tai aaltoyhtéloiden ratkaisutaitoja,
on luonnontieteellisen koulutuksen antamasta kyvysta
hahmottaa asioiden yhteyksid, tulkita tutkimusten tu-
loksia seké suunnitella ja arvioida koeasetelmia varmas-
ti hyotya alalla kuin alalla.

Luonnontieteelliselld koulutuksella on hyvad maine ja
matemaattisista aineista valmistuneita pidetdéan ylei-
sesti kovina osaajina. Monen rekrytoijan suulla on to-
distettu, ettd luonnontieteellisti osaamista on ldhes
mahdoton hankkia tyon ohessa. Muut tyon aspektit
sen sijaan yleensd pystyy oppimaan. On siis helpom-
paa palkata luonnontieteiliji oppimaan EU:n toiminta-
periaatetta kuin alkaa opettaa valtiotieteilijille mate-
maattista ajattelua.

Jos luonnontieteilija haluaa suuntautua ympéristoalal-
le, hénen kannattaa jo opintojensa aikana valita ai-
hetta tukevia kursseja ja opintokokonaisuuksia. Mit-
taustekniikka, prosessien ymmaértamistd tukevat opin-
not sekd kaikki kemikaalivaikutusten arviointiin liit-
tyvét opinnot ohjaavat tyollistyméadan ympéaristotehta-
viin. Toisaalta ympéristokysymykset ovat niin laajo-
ja ja kaikkialle levittdytyvid, ettd lihes minké tahan-
sa sivuaineen opiskelusta on hyotyd. Viestintdd, ym-
péristobiologiaa, kehitysmaatutkimusta, valtio-oppia —

Kirjoittaja on Oulun yliopistosta valmistunut fyysikko ja opettaja, joka on tydskennellyt teollisuuden ympéristéasiantuntijana yli
10 vuotta. Han on ollut aina kiinnostunut sekd materiaalifysiikasta ettd maailman parantamisesta.
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ihan kaikesta on etua tyollistymisessé. Sivuaineopin-
toja kannattaakin miettid suhteessa siihen, millaisiin
tehtédviin haluaisi suuntautua. Jos tdhtdimessé on esi-
merkiksi ura lainsdddantotyossé tai EU-instituutioissa,
kannattaa luonnontieteellistd osaamista vahvistaa esi-
merkiksi valtio-opin sivuaineella. Jos taas mieli palaa
ympéristoasioista tiedottamisen pariin, kannattaa har-
kita viestintdaineiden opiskelua. Maailmalla on jatkuva
tarve viestintadn koulutetuista luonnontieteen ammat-
tilaisista, jotka pystyvét kertomaan tieteen saavutuk-
sista suurelle yleisolle.

Varsinaisten opintosuoritusten lisdksi oma harrastu-
neisuus ja halu ottaa asioista selvdd on myos téirkeé.
Ympéristotehtavissi ei tarvitse olla viherpipertidja tai
puunhalaaja — toisaalta tehtédvissd auttaa, jos asioihin

on aitoa kiinnostusta.

Matemaattisia aineita lukemalla voi siis suuntautua
monelle alalle. Suorinta tietd unelmien ty6hon ei ehké
takaa kaikkein itsestdéin selvin valinta ja joskus vaih-
toehtoisia reittejd valinnut voi saada jopa etuja eri-
koistumisestaan. Omaa osaamistaan kannattaa myos
mainostaa tyonantajille. Matemaatikko voi tehdd muu-
takin kuin sijoittua matemaatikoksi. Ympéristoalan
tyopaikkoja siis kannattaa hakea, vaikkei ilmoitukses-
sa suoraan etsittdisikiin matemaattista lahjakkuutta.
Luonnontieteellisestéd koulutuksesta voi olla ylped ja
sen antamia taitoja rohkeasti hyodyntda. Kuten van-
ha professorini kerran totesi: "Presidentiksi on paésty
pienemmillékin ansioilla kuin olemalla fyysikko tai ma-
temaatikko”.

Matematiikan asemasta perusopetuksen uudessa

tuntijaossa

Hyvéistd Pisa-menestyksestéd huolimatta peruskoulun-
sa péadttavien matemaattiset tiedot ja taidot ovat var-
sin vaatimattomia. Murtolukujen peruslaskutoimituk-
sia ei osata, saatetaan sekoittaa yhteenlasku ja ker-
tolasku keskenédn, laskutoimitusten suoritusjérjestys
on tuntematon asia ja alkeellisimmatkin prosenttilas-
kut ovat ylivoimaisia. Ylakoulun oppikirjoissa ei esite-
té juuri minkdan matemaattisen vaittdman perustelua,
miké on johtanut katekismusmaiseen ulkolukuun. Opi-
taan jéljitteleméddn mekaanisia suorituksia, mitkéd ko-
keen jidlkeen unohtuvat, koska siséltod ei ole ymmaér-
retty.

Surkea tilanne on suora seuraus tunnetuista poliitti-
sista pédatoksistd. Vuonna 1985 yldkoulun tasokurssit

poistettiin, miké antoi vilittomésti aiheen opetussuun-
nitelmien keventimiseen, silla kaikki eivit todellakaan
opi kaikkea. N&ain my6s oppimaan halukkaat ja ky-
kenevit oppilaat latistettiin samalle tasolle kaikkein
heikoimpien kanssa. Kdytédnnossa vahintdéan neljisosaa
ikdluokasta kiellettiin oppimasta kykyjensd mukaan.
Naiden pédtosten seurauksena ylidkoulun matematiik-
ka on muuttunut ldhes pelkéksi laskimen kanssa leikki-
miseksi. Kaikki jatko-opinnoissa tarvittava oikea mate-
matiikka on siirtynyt lukion pitkdn matematiikan op-
piméardén. Siis kaikki se matematiikka, jonka opiske-
Iuun esimerkiksi keskikoulun ja lukion kdynyt paisy-
kokein valikoitu osa ikdluokasta sai kdyttdd 5,5 vuotta,
opiskellaan nyt kauhealla kiireelld lukion pitkdssd ma-
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tematiikassa 2,5 vuodessa. On selvid, ettd oppiminen
jaa suurelta osin pinnalliseksi. Ylioppilaskokeesta péaés-
tadn suhteellisen arvostelun takia ldpi osaamatta edes
yhté tehtavid kokonaan oikein. Korkeakoulujen opetta-
jat joutuvatkin jatkuvasti ihmettelemédéin uusien opis-
kelijoiden heikkoja matematiikan taitoja. Ammattikor-
keakoulun aloittava ei vélttdméttd osaa laskea yhteen
kahta murtolukua ja teknilliset korkeakoulut joutuvat
antamaan tukiopetusta matematiikan alkeissa. Nain ei
pitéisi olla sivistysvaltiossa.

Lukion pitkdn matematiikan oppiméérin osaaminen ja
ymmartdminen on vélttdméiaton edellytys monien alo-
jen korkeakouluopiskelulle. Oppimééréa ei voi supistaa,
mutta sen opiskelu voidaan aloittaa aikaisemmin. Pe-
rusopetuksen tuntijakoa nyt uudistettaessa tulee vara-
ta mahdollisuus matematiikan valinnaisen syventédvan
oppimédran opiskeluun peruskoulun 8. luokalta alkaen.
Se siséltdisi mm. peruslaskutoimitukset polynomeilla ja
yksinkertaisilla rationaalilausekkeilla sekd deduktiivis-
ta geometriaa, siis asioita, joita opiskeltiin keskikoulus-
sa ja peruskoulussakin vield tasokurssien aikaan. N&i-
den toimenpiteiden seurauksena oppilailla olisi enem-
mén aikaa tyostdd matematiikkaa mielessdén sen si-
jaan ettd nykyisin esimerkiksi koko geometrian oppi-
médra opiskellaan lukiossa 5 viikossa. Jokainen ymmér-
tdd, mikd laadullinen parannus oppimistuloksissa nédin
saavutettaisiin.

Rationaalilausekkeiden késittely edellyttdd murtoluku-
jen ja niiden laskutoimitusten ymmértiamisté. Se onkin
téarkein yksittdinen asiakokonaisuus, joka ratkaisee op-
pilaan menestymisen lukion pitkdn matematiikan opin-
noissa. Siksi on outoa, ettd tdmén avainkésitteen opet-
taminen on jétetty vain vdhdn matematiikkaa tunte-
ville luokanopettajille. T&lla hetkelld he vastaavat kah-
desta kolmasosasta peruskoulun matematiikanopetuk-
sesta. Lehtori Liisa Néverin viitoskirjassaan esiintuo-
man tutkimusmateriaalin mukaan ainoastaan alle 10
% peruskoulun pédttineistd lopulta ymmértad, mistd
murtoluvuissa on kysymys. Tdmé onneton tilanne joh-
tuu pédosin siitd, ettd koko asia on alusta alkaen opit-

tu huonosti tai vidrin. Matematiikkaa ymméartamét-
tomien opettajien kielteiset asenteet oppiainetta koh-
taan heijastuvat oppimistuloksissa. Uusiin opetussuun-
nitelmiin, lakiin ja asetukseen tulee kirjata, ettd perus-
koulussa matematiikan opetuksen hoitavat 5. luokal-
ta alkaen aineenopettajat. Ainoastaan matemaattisen
koulutuksen saanut opettaja ymmaéartad murtolukujen,
rationaalilausekkeiden ja tiettyjen lukiossa opittavien
korkeamman matematiikan késitteiden viélisen yhtey-
den, ja osaa siksi opettaa murtoluvut asian téarkeyden
edellyttamalla huolellisuudella. Keskikoulun ykkos- ja
kakkosluokilla aineenopettajat vastasivat niiden opet-
tamisesta.

My6s matematiikan oppituntien médria on nostettava
kansainviliselle tasolle. Suomen peruskoulussa mate-
matiikan opiskeluun kaytetddn keskiméérin 2,6 viik-
kotuntia, kun eurooppalainen keskiarvo on 4,3 viikko-
tuntia. Kuvittelemmeko olevamme muita eurooppalai-
sia etevimpid matematiikassa?

Téllainen opetuksen uudistus vaatii paattajiltda ennak-
koluulotonta tosiasioiden tunnustamista. Sitd helpot-
taisi, jos tutkittaisiin, millaisten opetussuunnitelmien
vallitessa maamme metséateollisuuden, laivanrakennus-
ja muun metalliteollisuuden sekéd Nokian luoneet in-
sindorit matematiikkansa opiskelivat. Nokian kehityk-
seen merkittdvasti vaikuttanut Commodore-64-suku-
polvi késittda viimeiset peruskoulussa kunnollista ma-
tematiikan opetusta saaneet ikédluokat.

Méntéssd, Espoossa, Kiimingissd ja Pirkkalassa 28.
huhtikuuta 2010
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