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Epayhtiloista, osa 2

Markku Halmetoja
Miéntén lukio

Vililla I méariteltyd funktiota sanotaan konveksiksi,
jos sen kuvaaja on alaspéin kupera, eli jos kuvaajan
mitkd tahansa kaksi pistettd yhdistiava jana ei alita
kuvaajaa. Esimerkiksi funktiolla f(z) = 22 on timéi
ominaisuus. Konveksit funktiot toteuttavat Jensenin!
epayhtéilon. Se on erddnlainen yleisepiayhtilo, jonka
avulla voidaan todistaa lukuisa joukko muita epayhté-
16ita. Jensenin epédyhtdlo on tdmén kirjoituksen péa-
asia, mutta siihen p#dsemiseksi on ensin késiteltdva
konveksien funktioiden ominaisuuksia. Aivan ensim-
méiseksi on ylla annettu konveksisuuden geometrinen
maéadritelmd muunnettava analyyttiseksi. Kirjoitukseen
siséltyy muutama harjoitus, joiden pohtiminen syven-
tad asian ymmartdmistd. Niiden ratkaisut julkaistaan
myShemmin Solmun nettisivulla.

Konveksisuuden méairitelmi

Olkoon f vililld I mééritelty funktio ja [u,v] C I. Sen
kuvaajan pisteet (u,f(u)) ja (v,f(v)) yhdistdvéin janan
yvhtdlo on

y=y\) =Af(u) + (1= A)f(v),
missd 0 < A < 1. Néilld A:n arvoilla myos

x=Au+ (1— Ao € [u,v].

1Johan Jensen (1859-1925), tanskalainen matemaatikko.

(v, f(v))

r=Mu+(1—-Avja
y=A(u)+ A =Nf(v),

missd 0 < A < 1.

(u, f(u))

(z, f(x))

Jos kuvaaja on alaspiin kupera, niin piste (z,f(x))
ei ylitd mainittua janaa milliin = € [u,v]. Konveksi-
suuden analyyttinen méaritelmé saadaan kirjoittamal-
la tdmé& geometrinen ehto epéyhtéloksi.

Masritelma. Olkoon [ reaalilukuvili ja f siind méaé-
ritelty funktio. Se on konveksi, jos epayhtalo

FOu+ (1 =) <Af(uw)+ 1= fv) (1)

toteutuu kaikilla w,v € I ja A € ]0,1[. Se on aidosti
konveksi, jos

FOu+ 1 =X2v) <Af(w)+ (1 =Nf(v) (2

kaikilla X € ]0,1[ ja kaikilla kesken#én erisuurilla u,v €
1.

Huomautus. Parametri A rajoitetaan méaritelméssa
avoimelle viilille ]0,1[, silld tdmén vilin pédtepisteissi
epéyhtilo (1) on joka tapauksessa voimassa.
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Jos erisuuruus epéyhtilsissd (1) tai (2) on vastakkai-
seen suuntaan, niin funktio f on konkaavi tai aidosti
konkaavi vélilla I. Selviisti funktio f on (aidosti) kon-
kaavi, jos ja vain jos —f on (aidosti) konveksi, joten
jatkossa voidaan rajoittua pelkéstdan konveksisuuteen.

Seuraavissa harjoituksissa ja esimerkissid sovelletaan
konveksisuuden méagritelmas.

Esim. Funktio f(x) = |z| on konveksi, silli kolmio-
epiayhtalosta seuraa

A+ (1 = o] < Auf + (1= Nv|

kaikilla u,v € R ja A € ]0,1].

Harjoituksia
1. Osoita, ettd funktio f(x) = 22 on aidosti konveksi.

2. Osoita, ettd funktio g(z) = 71, > 0, on aidosti
konveksi.

3. Keksi esimerkki konveksista funktiosta f : [0,1] —
R, joka on a) jatkuva, b) epijatkuva.

4. Osoita, etté jos f ja g ovat vililla I konvekseja funk-
tioita ja jos a seké b ovat ei-negatiivisia, niin lineaa-
rikombinaatio af + bg on konveksi.

Konveksisuuden luonnehdintaa

Funktion konveksisuus on alkeellisia tapauksia lukuun-
ottamatta varsin hankalaa todistaa suoraan mééritel-
mén perusteella. Seuraavassa johdetaan eréitd yhtapi-
tavid ja riittdvid ehtoja konveksisuudelle.

Jos f on valilld I méaritelty konveksi funktio ja = €
Ju,w[C I, niin kuvioon

(z, f(x))

piirrettyjen sekanttien kulmakertoimet toteuttavat
kaksoisepayhtalon

f(x) = f(u)

r—Uu

f(v) = f(u)

v—u

fw) = f=z)

vV—x

< <

SNC))

miké johtaa tiarke#ddn konveksisuuden luonnehdintaan.

Lause 1. Vililld I mééritelty funktio f on konveksi, jos
ja vain jos kaikille ehdon © < x < v toteuttaville vilin I
luvuille on voimassa mikéd tahansa kaksoisepayhtélosta
(3) saatava erotusosamédrid koskeva epayht&lo.

Todistus. Kisitellain tapaus

fl@) = flw) _ flv) = f(2)

T —u ’

<
v—x

ja muut jitetddn harjoitustehtaviksi.

Olkoot u,x,v € I ja u < z < v. T&lloin on olemassa
A €]0,1] siten, ettd x = Au+ (1 —\)v. Koska . —u > 0,
v—x>0,v—u>0,

v—x T—u

ja 1—XA= ,
v—u

A=

v—u

ovat epayhtilot
f@) < Af(u) + (1 =) f(v)

P2 (1) — S) < T2 (f(0) — (@)
f@)— f) _ S0) - f(@)

keskenédn yhtapitavid, joten lause on todistettu.

Seuraus. Funktio f : I — R on aidosti konveksi, jos
ja vain jos kaikille ehdon v < t < v toteuttaville vélin
I luvuille on voimassa

f(@) = f(u)

<

J) = f(z)

vV—x

Tr—Uu

Derivoituvan funktion konveksisuudelle saadaan hel-
pohko kriteeri.

Lause 2. Olkoon f : I — R derivoituva. Jos ja vain
jos derivaatta on (aidosti) kasvava, niin f on (aidosti)
konveksi.

Todistus. Olkoot z,t ja y ehdon z < t < y toteut-
tavia I':n lukuja. Viliarvolauseen mukaan on olemassa
& € Jx,t] ja & € ]ty siten, ettd

&) —fl@) o fly) -
= f&) ja —

Koska & < & ja f’ on kasvava, on f'(&) < f/(&),
joten

f(t) = f(=z)

t—x

fly) = Ft)
y—1
eli viite on tosi lauseen 1 perusteella. Jos f’ on aidos-

ti kasvava, niin epiyhtilostd & < & seuraa f'(&1) <

f'(&2), joten

fO) = flx) _ ey —
ﬁ*f(§1)<f(§2)* Y

= fl(&) < fl(&) =

)

fly) — f()
—t ’
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eli véite on tosi lauseen 1 seurauksen perusteella.

Seuraus. Jos f on kahdesti derivoituva ja jos f”
on ei-negatiivinen, niin f on konveksi. Jos f” on ei-
negatiivinen ja silli on enintdén erillisia nollakohtia,
niin f on aidosti konveksi.

Esim. Funktiot f(z) = e* ja g(x) = — lnx ovat aidos-
ti konvekseja, silld f”(z) = €* > 0 kaikilla z € R ja
g"(x) =272 > 0 kaikilla x € R,

Esim. Funktiot f,,(x) = 2*", n € Z,, ovat aidosti kon-
vekseja. Funktiot g, (r) = 22"+ n € Z,, ovat aidosti
konvekseja valilla [0,00].

Harjoituksia

5. Osoita, ettd vélilla I méaritelty funktio f on kon-
veksi, jos ja vain jos

fw) = fu)

Vv—Uu

fv) = f(x)

v—x

<

kaikille ehdon u < x < v toteuttaville valin I luvuil-
le.

6. Osoita, ettd vililla I méaaritelty funktio f on kon-
veksi, jos ja vain jos

fz) = fu)

r—Uu

< fv) = fw)

v—Uu

kaikille ehdon u < & < v toteuttaville valin I luvuil-
le.

7. Todista, ettd avoimella vélilld madritelty konveksi
funktio on jatkuva. Ohje: Jos I on avoin vili ja
o € I, niin on olemassa luvut a,b,u,v € I siten, etté
a < u<xy<wv<b Valitse x € Ju,x[, ja osoita
kaksoisepdyhtilod (3) soveltaen, ettd f(x) = f(zg),
kun x — zg vasemmalta. Osoita sitten samalla ta-
valla, ettd f(x) — f(zo), kun  — z¢ oikealta.

8. Osoita, ettd funktio f: Ry — R, f(x) = zlnz, on
aidosti konveksi.

Jensenin epayhtilo

Konveksisuuden mééritelmé voidaan kirjoittaa seuraa-
vasti:

Funktio f : I — R on konveksi, jos
Fqz1 + Aazo) < A f(x1) + Ao f(22)

kaikilla z1,29 € I ja kaikilla A\, A2 € ]0,1[, joille
A+ Ay = 1.

Jensenin epdyhtdlo yleistdd médritelmén epayhtialon
useammalle A:n ja x:n arvolle.

Lause 3. Olkoon f : I — R konveksi funktio ja
A1, ..., Ay positiivisia lukuja, joiden summa on 1.
Té&lloin kaikilla 21, zo, ..., 2, €

Fuzr+ .o+ Awn) S A f(on) +.o+ A f(zn). (4)
Todistus. Viite on siis tosi, kun n = 2. Jos se on tosi
(n — 1):1le luvulle, niin, koska

)\1561 + ...+ An,1$n71 + )\nSCn

)\1 )\n—l
=(1-— _

on

f()\lxl +...+ )\n—lxn—l + )\nxn)

<(1=X)f (1 i‘lAn T4 ..+ 1)\"_/\1"36”_1)
+An f (@n)

<(1-\) (1 i\l)\nf(zl) ot 1)\f)\1nf(xn1)>
A f ()

= Mf(z)+.. .+ o1 f(@n1) + M f(zn),

joten viite on induktioperiaatteen nojalla tosi kaikilla
nez n>2.

Valitsemalla kaikki A:t yhtd suuriksi saadaan monessa
yvhteydessé kayttokelpoinen seurauslause.

Seuraus. Jos f : I — R on konveksi ja x1,z2,...,2, €
I, niin
1 +220+ ...+,
f
n
n

Milloin epéyhtilsissd (4) ja (5) vallitsee yhtésuuruus?
Jos esimerkiksi f on ensimmaéisen asteen polynomifunk-
tio (se on konveksi), niin yhtdsuuruus on voimassa kai-
killa x1,...,x, € R. Kysymys yhtdsuuruuden voimas-
saolosta on siis kiinnostava vain, jos funktio on aidosti
konveksi.

Lause 4. Olkoon f I — R aidosti konveksi,
T1,...,Tn € I ja Ap...,\, positiivisia lukuja, joiden
summa on 1. T&ll6in

jos ja vain jos x1 = Tg = ... = Tn.

Todistus. Selviésti (6) on voimassa, jos 1 = 2o =

. = &y. Oletetaan nyt, ettd (6) on voimassa, ja teh-
ddin vastaoletus, ettd luvut xq,...,z, eivit ole kaik-
ki yhtéd suuria. Voidaan rajoituksetta olettaa, ettd ne
ovat pienimmaésté alkaen suuruusjirjestyksessa. Talloin
21 on niistd pienin. Olkoon xj ensimméinen siitd poik-
keava luku. Siis

T =...=Tp_1 <Tp < ...< 1.
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Merkitdan vield p = Ay + ...+ A\g—_1, jolloin A\ + ...+
An =1 — u. Koska f on aidosti konveksi ja

n

r < T+ ...+

. T,
1—p 1-—

on

=f(uw1+(1—u)(

PSR
L—p

T+ ...+

<o)+ (- (12

<M+ M) f() F A f(e) + o A f ()
=M f(x1) + Ao f(z2) + ...+ A fan),

miké on ristiriidassa oletuksen (6) kanssa. Siis ei ole en-
simméistakadan lukua xy, joka poikkeaisi pienimmésta
luvusta x1, joten kaikki z:t ovat samoja.

Muodostamalla sopivia aidosti konvekseja funktiota
voit Jensenin epéyhtdlon avulla keksid aivan uusia, en-
nenndkemittomii epayhtilsitial Seuraava lienee kuiten-
kin yleisesti tunnettu.

Lause 5. Olkoot ug, ..., u, positiivisia lukuja ja A4 nii-
den aritmeettinen keskiarvo. T&ll6in

A wy, U2 w
AS < uitug® L un,

missé yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos u; =
e = U

Todistus. Positiivisille luvuille mééritelty funktio
f(z) = z1Inz on aidosti konveksi, joten Jensenin epéyh-
télon (5) mukaan

(ul—l—...—l—un) (ul—l—...—f—un)
In
n n

1 1
< —uplnuy +... 4+ —u, Inu,,
n

3

misté viite seuraa.

Harjoituksia

9. Osoita, etté jos positiivisten lukujen uq, ..., u, arit-

meettinen keskiarvo on 1, niin
uy, u2 Up,

U .. Uy <1 <ugtug?Lug,

ja ettd yhtdsuuruudet ovat voimassa, jos ja vain jos
up =1 kaikilla k € {1,...,n}.

10. Osoita a) edellisen tehtédvin erikoistapauksena, b)
pelkéstadn lukion oppimédraan tukeutuen, etté

(1-o)'" 1+ )t >1

kaikilla = € ]0,1[.

11. Osoita, etté jos a,b,c ovat positiivisia ja a+b+c = 1,
niin
a® + b+ > %
Milloin yhtédsuuruus on voimassa?

12. Osoita, ettd jos luvut uy ovat positiivisia ja jos
Uy + U2 + ...+ u, = 1, niin

(u%+u§+...+ui)2Sui’—i—ug—l—...—i—ui.

Milloin yhtdsuuruus on voimassa?

Keskiarvoepayhtialoita

Kirjoituksen ykkososassa (Solmu 2/2010) tutkittiin
keskiarvojen H, G, A ja C suuruusjirjestysti. Jense-
nin epayhtdlon avulla voidaan todistaa sama jirjestys
myo0s vastaaville painotetuille keskiarvoille. Ne mééri-

tellddn yhtaloilla
1
o v

)\n,
n

kaui\l...u
A,\:)\1u1+...+)\nun

7)\1u%+...+)\nu%
7)\1u1+...+)\nun

A

missd u- ja A-luvut ovat positiivisia ja A-lukujen sum-
ma on 1. Jérjestys todistuu kolmessa vaiheessa.

Vaihe 1. Gy < Ay. Olkoot uq, ..., u, positiivisia lukuja
ja A, ..., A, positiivisia lukuja, joiden summa on 1. On
olemassa luvut z1,...,x, siten, ettd ux = e kaikilla
k€ {1,2,...,n}. Koska funktio f(z) = e¢” on aidosti
konveksi, on Jensenin epdyhtdlon mukaan

ek1$1+...+)\nzn S )\lezl + o + )\ne$mn .
Yhtéloiden uy, = e** avulla tdmé sievenee muotoon

g\ = u1\1u§2 uz" < A\ug + Aug + ..+ N, = Ax.

Vaihe 2. H) < Gx. Olkoot u- ja A-luvut kuten yll&.
Soveltamalla edellistéd epdyhtalod u-lukujen kdénteislu-
kuihin saadaan

1 1 A1 An
N 3 < —+ . 4 —,
ug unp" w1 Unp,

—
>
e
>
3

Vaihe 3. Ay < C,. Olkoot u- ja A-luvut edelleen ku-
ten ylld. Funktio g(z) = 2% on aidosti konveksi, joten
Jensenin epédyhtalod soveltaen saadaan

(Aus + . Aun)? < Mud + o Al
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mistéd seuraa

A2+ A2
Ay = Mur + ...+ u, < g+ * Un _

- )\1u1++)\nun A

Siis

Ha <Gy <A\ <Co.
Koska funktiot f(z) = e® ja g(x) = 2% ovat aidosti
konvekseja, vallitsee téssd ketjussa yhtdsuuruus, jos ja
vain jos luvut uy ovat kaikki keskendéin yhtédsuuria.

Diplomitehtévien oheislukemistoa
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