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Matematiikan opetuksesta, taas

Solmu on lukuisia kertoja esittinyt késityksid mate-
matiikanopetuksesta, yleensi siind hengessé, ettd Suo-
men matematiikanopetuksessa ei kaikki ole niin kuin
pitéisi. Jottei tdmé, samanhenkinen kirjoitus olisi vain
negatiivinen, lainaan aluksi Siméon-Denis Poissonia,
1800-luvun alun Ranskassa vaikuttanutta matematii-
kan monitoimimiesté, jonka nimi eldd vaikkapa Poisso-
nin jakaumassa, Poisson-prosessissa ja Poissonin diffe-
rentiaaliyhtélossd Au = p. Néin Poisson: "Eldmé kel-
paa vain kahteen asiaan: matematiikan tutkimiseen ja
matematiikan opettamiseen.” Mutta samaisen Poisso-
nin tiedetddin myos syvésti surreen sitd, ettd hédnenkin
aikanaan opettajiksi pyrkivit nuoret olivat kiinnostu-
neita saamaan hyvid virkoja, mutta eivét rakastaneet
tiedetta.

Té&lla kertaa matematiikan opetuksesta kirjoittami-
sen kimmokkeena ovat muutamat oireelliset yksityis-
tapaukset. Ystdvéni, ansioitunut matematiikan opet-
taja, oli saanut tehtdvan: tuttavan lapsi oli abiturientti
ja aikeissa kirjoittaa pakollisen matematiikan. Isd ar-
veli pojan ehké tarvitsevan pari kannustavaa oppitun-
tia ystédvéltdni ennen kirjoituksia. Opettajan ja yksi-
tyisoppilaan keskusteluissa oli vastaan tullut oudonné-
koinen olio, v/1? Mutta ei huolta, oppilaalla oli laskin,
ja sen avulla selvisi, ettéa /1 = 1. Toisen tehtivin koh-

3
dalla oli merkitysta tietdd, kumpi luvuista 1 ja = on
suurempi. Ongelma! Mutta onneksi oli laskin. Sen mu-
kaan 3= 1,5, ja suuruusvertailu onnistui. Laskin aut-

toi myds ongelman 1-4 - (—1) =7 oikeaan ratkaisuun.

Toinen ystéavéni, matemaatikko, oli joutunut saman-

laiseen tehtédvédn, viimeisteleméddn sukulaistyton val-
mistautumista pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoi-
tukseen. Ystéavéni kertoi yha kauhistuneena joutuneen-
sa toteamaan, etté opetettava ei ollenkaan erottanut
késitteitd derivaatta ja integraali toisistaan.

Pilkkaaminen on rumaa. En halua siihen syyllistya. On
ihmisié, joille yksinkertainenkin laskento on ylivoimai-
nen haaste. Ja varmaan edelld kuvattu nuori henkilo
selvidd elaménsa ldpi laskin tukenaan. Ehképa yleissi-
vistykseksi riittad, ettd edes tietdd derivaatalla ja in-
tegraalilla olevan jotain tekemistd kesken#ddn. Mutta
sitd ihmettelen, ettd niilld tiedoilla varustetut nuoret
ovat kuitenkin viettédneet ainakin 12 vuotta koulussa
ja istuneet monen monilla matematiikan tunneilla seka
suorittaneet hyviksyttivasti ylioppilastutkintoon osal-
listumiseen oikeuttavan médrin matematiikan kursse-
ja. Miksi halytyskellot eivét ole soineet? Miksi oppilaat
siirtyvét joustavasti kurssilta toiselle, vaikka yksinker-
taisimmatkaan asiat eivét ole jadneet mieleen? Ovatko
opettajat kenties noita Poissonin visioimia matematii-
kan leipdpappeja?

Opetusministerimme esitti hiljattain kuningataraja-
tuksen yliopistojen ja ammattikorkeakoulujen padsyko-
keiden korvaamisesta ylioppilastutkinnolla. Sehén olisi
sindnsd paluuta vanhoihin hyviin aikoihin: ylioppilas-
tutkinto on saanut nimensikin siité, ettd se oli aikoi-
naan Helsingin yliopiston pa&sytutkinto. Ja paljon kri-
tisoidut sanomalehtien julkaisemat koulujen ylioppila-
sarvosanojen paremmuuslistat nousisivat arvoon arvaa-
mattomaan. Mutta niin kauan kun ylioppilastutkinto

Paskirjoitus
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perustuu suhteelliseen arvosteluun ja kun arvosteluas-
teikkoon ovat vaikuttamassa kaikki edelld kuvattujen
esimerkkien tapaiset "osaajat”, niin ldpéisyrima on pe-
rin matalalla. Esimerkiksi matematiikan hyvéaksytty ar-
vosana ei todellakaan sinénsé kerro mitéén positiivista
matematiikan osaamisesta.

Jotta ministeri Virkkusen malli voisi toimia, olisi tut-

Matti Lehtinen

kinnon ja myos lukio-opetuksen ryhdistyttava. Taitaa
kuitenkin olla aika epérealistinen toive se, ettéd ylioppi-
lastutkinnon tédrkeyden lisdaminen todella lisdisi my6s
lukio-opiskelijoiden opiskelutarmoa. Eiké lukio voi sita
korvata, mikd jo peruskoulussa on menetetty. Jo sielld
on matematiikan osaamiselle rakennettava oikea pohja,
ja se ei ole pelkki laskinto. (Tuo sana on oikein kirjoi-
tettu; sen merkityksen lukija avatkoon.)

Paiskirjoitus
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Solmuja taiteessa ja matematiikassa

Vadim Kulikov
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Why knot?

Modernien matemaattisten ongelmien ratkaisut ovat
usein saavuttamattomia suurelle yleisolle. Jopa kuului-
sa geometrialuonteinen Poincarén hypoteesin ratkaisu
on sisalloltdan varmaankin pysynyt mysteerind monelle
uutisten seuraajalle. Ratkaisusta puhumattakaan usein
jo itse ongelman ymmértdminen vaatii matemaattis-
ta ammattitaitoa. Toisaalta jos ongelma on yksinker-
taisesti esitettdvissd, sen ratkaisukin on yleensé pin-
nallinen. Pinnallisella en tarkoita valttaméatta helppoa,
vaan sellaista, joka ei tuo mukanaan uusia menetelmié,
ideoita tai syvéllisempaéd ymmaérrysta.

)

Kuva 1: Solmuja.

Solmuteoria on mielesténi erilainen. Se on kuin mate-
matiikan poikkileikkaus useassa suunnassa. Solmuteo-
rian ongelmat ovat helposti esitettavissi: alkuvaiheessa
ei tarvita juuri mink#ddnlaisia matemaattisia valmiuk-
sia. Sen sijaan solmuteorian ongelmien ratkaisuja 16y-
tyy usein vain syvéllisistd matematiikan osa-alueista
kuten algebra, topologia, differentiaaligeometria, ana-
lyysi, verkkoteoria ja jopa laskettavuuden teoria ja tie-
tojenkésittelytiede. Niin kuin matematiikalla yleensa,
solmuteorialla on sovelluksia; sovellusaloja ovat mm.
biologia (DNA- ja proteiinimolekyylien solmuttumi-
nen) ja fysiikka [12, 8].

Téassd artikkelissa esitdn erdén solmuteorian menetel-
maén, viritysinvariantin. Ennen sitd kuitenkin leikitdan
véhén solmuilla. Lukija voi hypétd suoraan kappalee-
seen Solmut ja kysymykset, jos haluaa.

Miten keltit piirsiviat solmunsa?

Nykyisessé Isossa-Britanniassa varhaiskeskiajalla elé-
neet keltit olivat kiinnostuneita solmuista ja kayttivét
niitd paljon kirjojensa ja arvoesineittensi koristeluun.
Heidén motiivinsa oli ilmeisesti esteettinen.! Kuvissa
2-5 on esimerkkeji kelttien piirtdmisté solmuista ja nii-
den jdljennoksisté.

1Kelttien kulttuuri juontaa juurensa jo pronssikauteen. Lisdi kelteists ja heidin taiteestaan 16ydit viitteistd [2, 5, 6] ja tietenkin

Wikipediasta.
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Kuva 3: Kelttien solmuja (a).

Kuwa 4: Kelttien solmugja (b).

Kuwva 5: Kelttien solmugja (c).

Esitén seuraavaksi algoritmin, jonka avulla voi piirtda
kelteille tyypillisid solmuja. Todennékoisesti keltit itse
kéayttiviat muiden muassa téllaistakin algoritmia. Ete-
nen esimerkin kautta. Tété varten otetaan miké tahan-
sa tasoverkko:

Piirretddn tasoverkon jokaiseen sdrmédn pieni risteys
kuvan .—x—. osoittamalla tavalla. Saadaan tdmén
nikoinen kuvio:

+—x—:+:—x—:+:—x—>+<

Sen jilkeen lahdetdédn kynélld yhdistam&an néitéd ris-
teyksid vuoron perdédn. Aina kun lihdetdén risteykses-
té, etsitdéin ldhin seuraava risteys ja mennédén sen lapi:

Huomaa tdmén ja kuvan 3 solmun yhdenkasvoisuus.

Té&lla menetelmélld saadaan lopulta solmu. Voi kuiten-
kin kdyd4 niin, ettd kaikki risteykset eivit tule ensim-
méiselld kiertokerralla kdytya ldpi. Silloin tdytyy vain
nostaa kyn#a ja jatkaa jostakin toisesta kohdasta. Ndin
tulee useampikomponenttinen punos. Jos kynéé joutuu
nostamaan kerran, kyseessd on kahden komponentin
punos, jos joutuu nostamaan kaksi kertaa, niin kolmen
jne. Tietysti kynéa pitdd myos nostaa aina, kun menee
risteyksen ldpi, jottei sotkisi sitd, mutta niitd kynén-
nostoja ei tissé lasketa. Esimerkiksi kuvan 4 solmussa
on kaksi komponenttia.

Kuva 6: Monenko komponentin punos tulee tdistd ver-
kosta?

Kun on oppinut piirtdméédn solmuja yksinkertaisista
verkoista, voi kokeilla mutkikkaampia verkkoja:

ZLTAN
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Ja toisaalta verkkoihin voi asettaa "peilejd”. Tama tar-
koittaa, ettd solmun viiva ei saa koskaan ylittda peilid.
Seuraavassa on peili merkitty katkoviivalla:

---- 9

Tehtavia:

e Monenko komponentin punos tulee 3 x 3-kokoisesta
ruudukkoverkosta kuvassa 67 Y14 ndhtiin, etta 3 x 2-
kokoisesta tulee 1-komponenttinen.

e Kuinka monen komponentin solmu tulee m x n-ko-
koisesta ruudukkoverkosta?

e Anna vinkkeji kuvataiteen opettajalle.

Solmut ja kysymykset

Matemaattinen teoria solmuista keskittyy seuraavan-
laiseen kysymykseen: mistd voimme péételld, ovatko
kaksi annettua solmua sama solmu vai eri solmuja? Esi-
merkiksi jos veddn narun péista eri suuntiin, niin jaako
se solmuun vai avautuuko se? (Narun kitka oletetaan
olemattomaksi.) Jos vedetéin narua

molemmista péisté, niin se suoristuu. TA4m4 ei ole yhté
selvid tilanteissa

)N
e,

joskin lukija pienen miettimisen jélkeen nikee, miten
namékin solmut aukeavat. Ndmé& solmut ovat ekviva-
lentteja triviaalin solmun kanssa (artikkelin alussa ole-
vassa kuvan 1 taulukossa Unknot = 01). Sen sijaan sol-

mu 4, ei aukea:
T r

Solmuteoriassa yleensé ajatellaan, ettd narun pait ovat
kiinni toisissaan sen sijaan, ettd ne sorottaisivat eri
suuntiin niin kuin #skeisissé kuvissa. Se ei oleellisesti
muuta tarkastelua.

Kun halutaan todistaa, ettd kaksi solmua ovat eri, mu-
kaan tulee matemaattinen péattely. Kaikki edellises-
sé kappaleessa esiintyneet solmut ovat kesken#én ei-
ekvivalentteja (lukuun ottamatta taulukon solmua 3;):
tdmé voidaan todistaa erilaisilla solmuteorian menetel-
milla. Esitdn yhden.

Solmujen virittidminen

Otetaan solmu ja kolme virid: m=musta, h=harmaa
ja v=valkoinen. Kun solmu on piirretty paperille ris-
teyksineen, koostuu kuva (kaavio) yhtendisisté palois-
ta, kaarista, jotka menevét alituksesta alitukseen. Va-
ritetddn solmun kaavion kaaret véreilld m, h ja v. Sa-
notaan, ettéd varitys on hyvé, jos jokaisessa risteyksessa
torméé joko kolme eri varid tai vain yksi vari. Annet-
tuun solmukaavioon k liitetdén luku v(k), joka kertoo,
kuinka monta hyvéé véritystd solmulla on. Esimerkiksi
kolmiapilasolmulla niitd on yhdeksén:

&
DDE

SHE

L 4

V.
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Luku v(k) siis lasketaan kaaviosta k, joka esittdd jo-
takin solmua s. Entéd jos otetaan saman solmun toi-
nen kaavio kg ja lasketaan v(ko)? Matemaatikko Ralph
Hartzler Fox, joka ensimméisend mééritteli solmujen
varityksen, todisti, ettéd silloin saadaan aina sama lu-
ku kunhan kaaviot esittiviit samaa solmua?; eli v(k) =
v(ko). Siis kaaviolla e¢€>0 on my6s yhdeksin hyvii
véritystd. Tamé antaa tavan todistaa, milloin kaksi sol-
mua ovat eri: jos kahdesta kaaviosta ki ja ko saadaan
eri viritysluvut, v(k1) # v(kz), niin tiedetéién, ettd kaa-
viot k1 ja ko esittdvit eri solmuja. Triviaalilla solmulla
on vain kolme hyvad varitysta: se voidaan vérittiaa vain
vhdelld virilla kerrallaan. Koska 3 # 9, seuraa tésté,
ettd kolmiapilasolmu on epétriviaali.

Nyt jai todistettavaksi, ettd véritysluku tosiaan pysyy
samana saman solmun eri kaavioissa. Tutkitaan aluksi
kolmea tapaa muuttaa solmun kaaviota muuttamatta
itse solmua:

Kuvissa on esitetty solmukaavion jokin pieni osa-alue,
ja ajatuksena on, ettd koko muu kaavio pysyy siirros-
sa muuttumattomana ja alueen sisélld oleva osa muut-
tuu siirron osoittamalla tavalla. N&itd siirtoja kutsu-
taan Reidemeisterin siirroiksi keinon 1920-luvulla esit-
tdneen saksalaisen topologin Kurt Reidemeisterin mu-
kaan. Viittaamme niihin siirtoina €, 22 ja 23 samas-
sa jarjestyksessd kuin kuvassa. Nama vaikuttavat eh-
ké satunnaisesti valituilta siirroilta, jotka solmulle voi
tehdi ("ilman saksia ja liimaa”), mutta todellisuudessa
ne ovat vihan enemmén: saman solmun mitkd tahansa
kaksi kaaviota voidaan muuttaa toisikseen kayttamalla
pelkédstadn néitd kolmea siirtoa. Lukija voi vakuuttua
téstéd intuitiivisesti katsomalla séhkdjohdon varjoa. Al-
kuperiinen saksankielinen todistus télle 16ytyy artik-
kelista [9], ja vidhédn selkedimpi, modernimpi ja englan-
ninkielinen esitys kirjasta [3].

Néytetadin, ettéd kaavioilla, jotka eroavat toisistaan yh-
della téllaisella siirrolla, on aina sama mééra hyvid vé-
rityksié.

Jos kaaviossa esiintyy lenkki, joka on Reidemeisterin
siirron 7 mukainen, niin siini esiintyvét kaaret (kak-
si kappaletta) ovat saman viiriset, koska risteyksessi
kohtaa vain kaksi eri kaarta. Siis jos kaavio D on saa-
tu kaaviosta D’ till4 siirrolla, niin jokainen D:n viritys
vastaa yksikésitteisesti sitd, D' viritysté, jossa lenkki
on véritetty silld vérilla, jolla vastaava kaari on véri-
tetty D:ssd, ja toisin péin.

Oletetaan, ettd D on saatu kaaviosta D’ siirrolla €
siten, ettd D" risteyksid on enemmiin kuin D:n. Kaa-
viossa D’ on my8s enemmiéin kaaria kuin kaaviossa D.
Kuvassa 7 on esitetty tdmé tilanne. Kaari ¢ on uusi.
Oletetaan, ettd D:n véritys on annettu ja yritetddn
médratd D' :n viiritys. Viritetéidn ne solmun kaaret, jot-
ka eivat osallistu siirtoon, samalla tavalla molemmissa
kaavioissa, kaari a’ viritetdin samalla virilld kuin a, ja
b’ seki b viritetdin molemmat samalla vérilld kuin b.
T&lloin myo6s c:n vari maardytyy yksikasitteisesti. Toi-
saalta jos on annettu D’:n viritys, huomataan, etté
viistdmiéitta b’ ja b’ ovat saman virisid (seuraa hyvin
virityksen médritelmésté). TéllA virilld voidaan vérit-
td4 b ja a’:n virilld a. Ndin saadaan molemminsuuntai-
nen yksi yhteen -vastaavuus (bijektio) D:n vérityksien
ja D' virityksien vilille, mistd seuraa, ettd niitd on
yhtd monta.

o\ / b
(
S

Kuva 7: Reidemeisterin siirto Qo sdilyttid varityksien
lukumddrdan.

Kuvassa 8 on esitetty kolmannen siirron tapaus. En se-
lita sité tédsséd sen enempéé, vaan haastan lukijan todis-
tamaan itse, ettd téllainen muutos kaaviossa ei muuta
hyvien varityksien lukumé&araa.

Kuva 8: Reidemeisterin siirto (3 sdilyttdda varityksien
lukumddrdan.

Osoitimme, ettd hyvien vérityksien méird ei muutu
Reidemeisterin siirroissa, mistéd seuraa, ettd véritysten
méard ei muutu, vaikka kaavioon sovellettaisiin miké
tahansa #irellinen méaré Reidemeisterin siirtoja, miké

2Tsllaisia funktioita niin kuin v kutsutaan solmuinvarianteiksi, eng. invariant tarkoittaa muuttumatonta.
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tarkoittaa ylempéand mainitun tuloksen valossa, etté sa-
man solmun milld tahansa kahdella kaaviolla on sama
maird hyvid varityksia.

Tehtavia:

e THydennd ylld oleva todistus.

e Laske v(31) jav(41) (katso kuva 1) osoittaaksesi, etti
solmut 3; ja 4; ovat eri solmuja. Tee sama solmuille
75 ja Tr.

e Voiko viritysinvariantin avulla todistaa, ettd 4; ja 0y
ovat eri solmuja? Entd 51 ja 527

o Osoita, ettéd aina pétee v(k) = 3™ jollakin n € N.

Viiteluettelossa on viitattujen kirjojen liséksi hyvia kir-
joja solmuteoriassa alkuun pédsemiseksi ja kiinnostavia
popularisoituja artikkeleja.
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Epiyhtiloista, osa 1

Markku Halmetoja
Méntén lukio

Tassa kirjoituksessa tarkastellaan erditd koulumatema-
titkan keinoin todistuvia epdyhtéloitd. Erityisesti kes-
kitytdéan niihin, joiden oikeaksi todistaminen perustuu
nelion ei-negatiivisuuteen. Kirjoitukseen siséltyy muu-
tama lukijan aktivoimiseksi tarkoitettu harjoitustehta-
vd. Mychemmin ehké ilmestyvésséd toisessa osassa tar-
kastellaan yhden muuttujan konvekseja funktioita, jol-
loin saadaan menetelmid hieman hankalampien epéyh-
taloiden kasittelyyn.

Nelion ei-negatiivisuus

Viimeistadn lukio-opiskelun alussa kay selviksi, etta
2?2 > 0 kaikilla z € R, ja yhtiisuuruus on voimassa,
jos ja vain jos x = 0. Tdmén perusepdyhtilon avul-
la voidaan esimerkiksi todistaa, ettd positiivisen luvun
ja sen kéa#nteisluvun summa on vahintdan 2, miké ei
ole aivan ilmeinen asia, jos tarkasteltava luku on ldhel-
14 ykkostd. Seuraavassa esimerkissi todistetaan tdmé
viite.

Esim. Osoita, ettd jos u ja v ovat positiivisia lukuja,
niin

u v
_+_22)
v U

missé yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos u = v.

Ratk. Epéyhtalot

u v
—+—>2 |-uww (uv > 0,kertominen sallittu)
voou

u2—|—v222uv
u? = 2uw+v2 >0

(u—v)2>0

ovat keskend#in yhtapitiviéd, ja koska viimeinen niistéd
on tosi, ovat kaikki tosia. Selvisti yhtdsuuruus on voi-
massa, jos ja vain jos u = v.

Epéyhtalon todistaminen tapahtuu usein niin, etté joh-
detaan todistettavan epdyhtédlon kanssa yhtépitdvid
epiayhtéloitd, kunnes pédstddn sellaiseen, mikd néh-
déan todeksi esimerkiksi nelion ei-negatiivisuuden pe-
rusteella. Ndin meneteltiin edellisessé esimerkissé. Jos-
kus voidaan epdyhtédlon toista puolta sieventamélla
padsta lopulta sellaiseen epayhtaloon, mikd ndhdaan
todeksi jonkin tunnetun asian perusteella. Seuraavissa
harjoituksissa sovelletaan niitd periaatteita.

Harjoituksia

1. Kahden positiivisen luvun harmoninen, geometri-
nen, aritmeettinen ja kontraharmoninen keskiarvo
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médritelldan yhtaloilla

2 Q:\/ﬁ,Ale_

v u2—|—1)2
H = ja C = .
2 Ja u+v

-1 1»
u+v

Todista keskiarvojen suuruusjirjestys H < G < A <
C. Milloin yhtdsuuruus on voimassa?

2. Osoita, ettd jos u; ja ug ovat positiivisia lukuja, joil-
le u1 + ug = 1, niin
1 1

—+— >4
ul ug

Milloin vallitsee yhtédsuuruus?

3. Osoita, etté jos uq, us ja ug ovat positiivisia lukuja,
joille uq + us + us = 1, niin
1 1 1

—+—+—2>0.
U1 u2 us

Milloin vallitsee yhtésuuruus?

4. Yleistd tehtdvien 2. ja 3. epadyhtélot mielivaltaiselle
médrille positiivisia lukuja, ja todista néin saamasi
epayhtélo yhtdsuuruusehtoineen.

Cauchyn-Bunjakovskin-Schwarzin epiyh-
talo

Matemaattiset teoreemat on tapana nimeté loytdjansi
mukaan. Jos useat henkilot padtyvit toisistaan riippu-
matta samoihin tuloksiin, on oikeudenmukaista nimeté
tulos kaikkien keksijoiden mukaan. Cauchy! 16ysi en-
simmiisens nyt tarkasteltavan epdyhtlon, ja Schwarz?
yleisti sen integraaleja koskevaksi. Siitd puhutaan ylei-
sesti Cauchyn ja Schwarzin nimilld. Mydhemmin on
osoittautunut, ettd Bunjakovski® oli todistanut epiyh-
talon integraalimuodon 25 vuotta ennen Schwarzia, ks.
[3]. Siksi on oikein kéyttid otsikossa olevaa nimihirvis-
td, mikd jatkossa lyhennetdin CBS-epayhtéloksi. Té-
mi térked epdyhtilo voidaan todistaa lukion pitkéan
matematiikan kakkoskurssin tiedoilla.

Lause. CBS-epédyhtéilo. Reaaliluvut wuq,us, ..
v1, V9, ..., U, toteuttavat epdyhtialon

Sy Up ja

lurvr + . oo 4 un vy
<Vud ey e (1)

misséd yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos on ole-
massa tg, jolle u,tg = v, kaikilla ¢+ € {1,2,... n}, tai
kaikki u-luvut ovat nollia tai kaikki v-luvut ovat nollia.

Todistus. On selvii, ettd (1):ssd vallitsee yhtdsuu-
ruus, jos kaikki w-luvut tai kaikki v-luvut ovat nollia.

Olkoot uq, ..., uy, javy,...,v, reaalilukuja, joista kaik-
ki eivat ole nollia. Voidaan rajoituksetta olettaa, ettéd
véhintdédn yksi u-luku on nollasta eroava. T#ll6in funk-

tio
vn)? (2)

voidaan kehittaé toisen asteen polynomiksi

n n n
g(t) =t Zuf — ZtZuzvl + va
=1 1=1 1=1

Sillié on enint#in yksi nollakohta, silli neliot (u,t — v,)?
ovat ei-negatiivisia. Diskriminanttitarkastelulla saa-

daan
n 2 n n
g UV, < g uf g v?,
=1 1=1 1=1

mistd (1) seuraa. Selviisti yhtdsuuruus vallitsee, jos ja
vain jos kaikki neliot (2):ssa hdvidvit samalla ¢:n arvol-
la, eli jos ja vain jos on olemassa tg, jolle u,tg = v, kai-
killaz € {1,2,...,n}. Muussa tapauksessa yhtdsuuruus
on voimassa ainoastaan, jos kaikki u-luvut tai kaikki v-
luvut ovat nollia.

g(t) = (it —v1)* + ...+ (unt —

Harjoitus

5. Jos kaikki u-luvut ovat nollasta eroavia, niin CBS-
epayhtélon yhtdsuuruusehto voidaan kirjoittaa muo-
toon

U1 o %

Un
up up Uy,
Osoita, ettd jos u-lukujen summa ei ole nolla, niin
UZ_U1+U2+---+'UTL
U, UL +ug +...+un

kaikilla z € {1,2,...,n}.

Sovellus

Ensindkeméltd (1) vaikuttaa sekavalta, mutta jos oi-
kealla puolella olevat nelibsummat ovat positiivisia,
niin se voidaan kirjoittaa kaksoisepayhtaloksi

—1< UIV1 + ...+ UpUp <1, (3)
\/u%+...+u%\/v%—|—...—|—v%

misséd nikyy tuttuja piirteitd. Jos n = 2 tai n = 3, niin
keskelld oleva lauseke esittdd kahden vektorin vilisen
kulman ~ kosinia, ja kaksoisepdyhtilo kertoo sen, et-
td —1 < cosvy < 1. Voiko téllaista tulkintaa tehdé, jos
n > 37 Kaksi- ja kolmiulotteisen avaruuden vektorit
voidaan samastaa lukupareihin ja lukukolmikoihin,

u=ui+ U/2j = (Ul, UQ)

L Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857), ranskalainen matemaatikko.
2Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921), saksalainen matemaatikko.
3Viktor Jakovlevits Bunjakovski (1804 — 1889), venilidinen matemaatikko.
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ja

v = v1i + vaj + vsk = (v1,v2,v3).
Mikadn el estd méadrittelemésta yleisesti n-ulotteisen
avaruuden vektoria pistdmélld yksinkertaisesti n kap-
paletta reaalilukuja jonoon. Siis esimerkiksi

ja v =(v1,v2,...,0p).

u = (ug,u2,...,u,)

Kaikkien téllaisten vektorien joukko on tulojoukko

RxRx...xR=R"
—_——
nkpl
Nollavektorissa on n kappaletta nollia, ja kaksi vektoria
ovat samat, jos niilld on samat koordinaatit. Yhteen-
lasku ja reaaliluvulla kertominen mééritelldan samalla

tavalla kuin 2- ja 3-ulotteisissa tapauksissa. Kantavek-
torit i = (1,0) jne. yleistyvit vektoreiksi

e = (1,0,0, .o ,0),
€2 = (071507 s 30)7
e, =(0,0,...,0,1),

ja jokaisella R™mn vektorilla on yksikésitteinen esitys

tassa kannassa. Esimerkiksi

u = (ug,ug,...,U,) = urer + ugea + ...+ uUpey,.

Skalaaritulo on
U-V =1ujv +ugVs + ...+ Up¥pn,

ja se noudattaa samoja laskuséintsja kuin R?:n ja R3:m
vektorien skalaaritulo. Vektorin pituus on |u| = v/u - u.
Vektorien u ja v vilinen kulma v méaaritelldan asetta-
malla

U1V + ...+ upvp
N ST RO

cosy =

CBS-epidyhtilon (3) perusteella tdmé# méiiritelméd on
mielekés. Kosini médrds vektorien vilisen kulman v yk-
sikéisitteisesti, silld v € [0°,180°]. Ttse CBS-epiyhtils
on vektorimuodossa hyvin yksinkertainen:

[u- v < fuflv].

Sen avulla voidaan todistaa mm. kolmioepéyhtils, ks.
teht. 7.

Harjoituksia

6. a) Sijoita yksikkokuutio R®:n positiivisten akselien
rajaamaan soppeen siten, ettd yksi karki tulee
origoon ja kolme siitd lahtevdd sirmiéd yhtyy
koordinaattiakseleihin. Ma#rita kuution karkipis-
teiden koordinaatit. Laske samasta kérjesta 1dh-
tevan sdrmén ja avaruuslavistdjan valinen kulma.

b) Sijoita yksikkokuutio R*:n positiivisten akselin
osien raajaamaan osaan siten, ettd yksi karki tu-
lee origoon ja neljé siitd ldhtevdd sdrmda yhtyy
koordinaattiakseleihin. Ma#rita kuution kéarkipis-
teiden koordinaatit. Laske samasta kéarjesta lah-
tevan sdrmén ja avaruuslavistajan valinen kulma.

7. a) Olkoon u € R™, ja v, sen sekd kantavektorin e,
vilinen kulma kaikilla + € {1,2,...,n}. Osoita,
ettd

cos® vy, 4 cos® ya 4+ ... + cos® vy, = 1.

b) Osoita, ettd R™m vektorit toteuttavat kolmio-
epayhtalon

lu+v| <[u|+[v]

Ohje: Sovella vektorimuotoista CBS-epayhtaloa.

Sovelluksen sovellus

Mihin moniulotteisia avaruuksia ja niiden vektoreita
tarvitaan? Useamman muuttujan funktioiden teoria
perustuu oleellisesti niihin, ja ndihin funktioihin puoles-
taan perustuvat monet matematiikan sovellukset. Tés-
sé katsotaan lyhyesti yhté tilastotieteen sovellusta, jos-
sa tarvitaan vain vektoreita.

Oletetaan, ettd halutaan selvittdéd, onko ylipainoisil-
la henkiloilld keskimé#rin muita korkeampi verenpaine
(alapaine). Valitaan satunnaisesti n henkilod késittéava
koeryhmaé. Esittdkoot uq, ue, ..., u, heiddn painoin-
deksejéén ja vq, ve, .. ., v, verenpaineitaan. Siis u, ja v,
ovat samaa henkil6d koskevat mittaustulokset. Olkoot
painoindeksien keskiarvo on @ ja keskimé#rdinen veren-
paine v. Muodostetaan havaintovektorit asettamalla
u=(ug — ..., Uy — )
ja
v=(v1—7,...,0, — D).

Jos koehenkil6iden enemmist6lld molemmat arvot ovat
keskiarvon samalla puolella, niin silloin pieni painoin-
deksi useimmiten yhdistyy matalaan verenpaineeseen
ja suuri korkeaan. T&llin tulot (u, — @)(v, — ¥) ovat
enimmékseen positiivisia, havaintovektorien skalaaritu-
lo on positiivinen, ja havaintovektorit ovat lahempéana
saman- kuin vastakkaissuuntaisuutta. Jos taas usean
henkilén arvot ovat keskiarvojen eri puolilla, niin ska-
laaritulon termit ovat negatiivisia ja skalaaritulokin on
negatiivinen. T&lloin havaintovektorit ovat ldhempé-
né vastakkais- kuin samansuuntaisuutta, ja suurta pai-
noindeksid vastaa matala verenpaine ja péin vastoin.
Jos tulojen (u, — @) (v, — ) merkit jakautuvat tasaises-
ti positiivisiin ja negatiivisiin, niin skalaaritulo on to-
dennékoisesti lahelld nollaa, eiké tutkittavien ilmididen
vélilld ei ole havaittavissa selvéda riippuvuutta. Havain-
tovektorit ovat talloin ldhelld keskindistd kohtisuoruut-
ta.
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Jos ylipainon liséksi halutaan tutkia jotakin toista se-
littdvad tekijad korkealle verenpaineelle, muodostetaan
uudesta tekijéstd havaintovektori w. Skalaaritulot u-v
ja w-v eivit kuitenkaan valttamétta ole vertailukelpoi-
sia, silla mitattavien suureiden lukuarvot voivat olla ai-
van eri suuruusluokissa. Miten saadaan ndmé skalaari-
tulot vertailukelpoisiksi? Muodostamalla havaintovek-
torien suuntaisten yksikkovektorien véliset skalaaritu-
lot. Ne ovat alkuperéisten vektorien pituuksista riippu-
mattomia, ja ne esittdavit niiden vélisten kulmien kosi-
neita. Tilastotieteessd téta kosinia kutsutaan korrelaa-
tiokertoimeksi, ja se merkitddn r-kirjaimella, ks. [2], s.
53. Siis
v u-v

cosy=—+—=—-—=7
lul [v[  [ullv|
Jos r on lahelld ykkostd, niin ylipainon katsotaan ole-
van yhteydesséd kohonneeseen verenpaineeseen. Tamé
ei kuitenkaan todista niiden ilmididen véalistd syy-
seuraus-suhdetta, vaan ainoastaan sen, ettd ilmiot
esiintyvéat usein samalla yksiloll4.

Moni tilastomatematiikan peruskurssin suorittanut pi-
téa korrelaatiokerrointa kasittdméattoméan monimutkai-
sena ulkoa opeteltavana kaavarumiluksena. Vektoritul-
kinnan kautta se on kuitenkin téysin selvé ja luonnol-
linen késite.

Useamman luvun keskiarvoista

Keskiarvot yleistyvat useammalle positiiviselle luvulle
yhtalsilla

n

H:L_’_ 4 L
u e Up

g = VUL .. Up,

et .
A:u1+ Un ja

n
C:u%—i—...—l—u%

U+ .+ Uy
Ne ovat lukujen uq,us, ..., u, symmetrisia funktioita,
ja jokainen niistd sijaitsee pienimmén ja suurimman u-
luvun vélissd. Myos epéyhtéloketju

H<G<ALC

on voimassa. Siind vallitsee yhtdsuuruus jos ja vain jos
kaikki w-luvut ovat keskendén yhtdsuuria. Tdmén to-
distamisen jatetddn harjoitustehtaviksi.

Harjoituksia

8. Osoita, ettéd keskiarvot H, G, A ja C sijaitsevat pie-
nimmén ja suurimman u-luvun vélissa.

9. Todista epédyhtilo G < A yhtdsuuruusehtoineen.
Ohje: Tille epédyhtélolle 16ytyy useita erilaisia to-
distuksia, mutta teoksessa [1] esitetéén seuraava eri-
tyisen nerokas ajatus. Voidaan rajoituksetta olettaa,
ettd u; < ug < ... < u,. Geometrinen keskiarvo G
sijaitsee pienimmén ja suurimman wu-luvun vélissa,
joten on olemassa k, jolle up < G < ug41. Koska

o911
;/ (5-g)

ja koska integroitavat ovat ei-negatiivisia, on yhté-
suuruus voimassa, jos ja vain jos u, = G kaikilla
1€ {1,2,...,n}. Osoita, ettd (1) sievenee epéyhté-
loksi G < A.

10. a) Todista epiyhtils H < G yhtdsuuruusehtoi-
neen. Ohje: Sovella epéyhtilod G < A sopivasti
valittuihin lukuihin.

b) Todista epéyhtiilo A < C yhtéisuuruusehtoineen.
Ohje: Sovella CBS-epayhtiloé sopivasti valittui-
hin lukuihin.

Kiitdn dosentti Jorma Merikoskea kirjoitustani koske-
neista kommenteista.

Lahdeluettelo

[1] Martin Aigner, Giinter M. Ziegler, Proofs from the
Book, Springer, 2004.

[2] Raimo Seppénen, Martti Kervinen, Irma Parkki-
la, Lea Karkela, Pekka Merildinen, Maol taulukot,
Otava, 2006.

[3] The MacTutor History of Mathematics archive,
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/
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Finanssimatematiikka — kestavaa vai kestamatonta

kehitysta?
Esko Valkeila

Téamé artikkeli on hieman laajennettu versio puheen-
vuorosta, joka pidettiin Tekniikan Akateemisten Lii-
ton TEK:n marraskuussa 2009 jéirjestdméssi seminaa-
rissa Tekniikka — kestdvin kehityksen kivijalka.
Kirjoittaja on matematiikan professori Aalto-yliopiston
teknillisen korkeakoulun Matematiikan ja systeemiana-
lyysin laitoksessa. Hdn on opettanut ja tutkinut mate-
maattista rahoitusteoriaa runsaat kymmenen vuotta.

Kestaviasta kehityksesta

Kestdavian kehityksen luonnehdinta. Mitéd tarkoi-
tetaan kestavilla kehitykselld? Asia selvidd Ympéris-
toministerion kestédvaid kehitystd kisitteleviltd www-
sivuilta. Sielld luonnehditaan kestavaa kehitystd néin:

Taloudellinen kestdvyys on sisdlloltddin ja laadultaan
tasapainoista kasvua, joka et perustu pitkdlld aikavdlilld
velkaantumiseen tai varantojen hdvittdmiseen. Kestdvd
talous on edellytys yhteiskunnan keskeisille toiminnoil-
le. Siihen pitkdjinteisesti tdhtddvd talouspolitiikka luo
otolliset olosuhteet kansallisen hyvinvoinnin vaalimisel-
le ja lisddmiselle.

Kestavdlld pohjalla oleva talous helpottaa myds koh-
taamaan vastaan tulevia uusia haasteita, kuten vdes-
ton ikddntymisestd atheutuvia kasvavia sosiaaliturva-
ja terveysmenoja. Kestivd talous on sosiaalisen kes-
tdvyyden perusta. Sosiaalista kestivyyttd vaalivat me-

kanismit taas auttavat osaltaan lievittdmddn niitd vai-
keuksia, joita nopeasti muuttuvassa maailmantaloudes-
sa voi syntyd.

Ei varmaan synny erimielisyytté siitd, ettd nykyinen
(Yhdysvalloista alkanut) finanssikriisi, johon liittyvit
pankkien konkurssit ja varallisuuden sulaminen pank-
kien ja maiden toimijoiden peleissé, ei téayta kestdvin
kehityksen piirteité.

Matemaatikot finanssipeleissi. Tarkastelen mate-
maatikon roolia niissi peleissi. Asenteeni on samanta-
painen kuin australialaisella ekonomistilla Steve Kee-
nilld kirjassa Debunking Economics: The Naked Em-
peror of the Social Sciences. Keen on sitd mieltd, et-
td teorian matematisointi auttaa jasentdmé&in teorian
paremmin. Ongelma on siiné, ettd matematiikkaa kay-
tetddn usein huonosti ja vidrin. (Myos matemaatikot
voivat syyllistyd samantapaisiin virheisiin, jos he eivét
ymmarra sovellusta kokonaisuudessaan, vaan vain joi-
takin sen osia.) Keen kiteyttdd matematisointiin liitty-
véan ongelman matematiikan kannalta seuraavasti: Jos
asiat menevdt pieleen, dlkdd ampuko minua, koska olen
piano. Ampukaa sen sijaan pianisti. Pianolla Keen tie-
tysti tarkoittaa matematiikkaa ja pianistilla taloustie-
teiliji.

Kestiva kehitys pddomakisittein. Kestivas kehi-
tystd on myo6s luonnehdittu taloudenpidon kannalta.
Lainataan edelleen Ympéristoministerion materiaalia:

1990-luvun lopulta lihtien Maailmanpankin pddjohta-
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ja Ismail Serageldin muotoili kestdvin kehityksen mdd-
ritelmdn talouspoliitikoille ymmdrrettdvadn muotoon:
Kestivd kehitys tarkoittaa sitd, ettd jatdmme tuleville
sukupolville yhtd paljon mahdollisuuksia kuin meilld on
ollut, ellei jopa enemmdn. Mahdollisuudet voidaan tul-
kita varallisuudeksi, vauraudeksi, pidomaksi, jota voi-
daan konkretisoida ja mitata neljin pddomalajin avul-
la. Suomessa tatda ajattelua on kehitellyt Valtion talou-
dellinen tutkimuslaitos.

Nelji pdadomalagia ovat

(1) inhimillinen pddoma (esim. osaaminen, tiede, tut-
kimus ja kehitys, patentit)

(2) fyysinen pdidoma (esim. tuotantokoneistot: infra-
struktuuri, rakennettu ympdristo)

(8) sosiaalinen pddoma (esim. lainsdddintd, hallinto,
sosiaaliset verkostot, luottamus ja legitimiteetti)

(4) luontopiioma
luonnonvavat)

(uusiutuval  ja uusiutumattomat

Kestdvdn kehityksen kannalta on tirkedd vahvistaa eri-
tyisesti inhimillistd ja sosiaalista pdadomaa eli yhteis-
kunnan ja kansalaisten innovaatio- ja muutoksenhal-
lintakykyd [ja] fyysistd pidomaa niin, ettei luontopii-
oma vdhene, vaan se tuottaa ihmisille luontopalveluja
sukupolvesta toiseen.

Finanssimaailmaa ei ole mainittu erikseen edelld esi-
tetyssé listassa. Onko se osa esimerkiksi inhimillisestéd
tai sosiaalisesta pddomasta? Sosiaalista pddomaa luon-
nehditaan sellaisilla késitteilld kuin luottamus ja legiti-
miteetti — ainakin ndiden kahden asian puute liitetdan
usein sellaisiin analyyseihin, joissa tarkastellaan viime
aikojen tapahtumia finanssimarkkinoilla. Ehkd emme
voi pitdéd finanssialaa osana sosiaalista pddomaa. In-
himillistd pddomaa puolestaan luonnehditaan sellaisil-
la mééreilld, joiden voisi ajatella liittyvin finanssialan
tutkimukseen, rahoitusteoriaan, ja sen matemaattiseen
pikkuserkkuun, finanssimatematiikkaan.

Tarkastellaan aluksi yhtd rahoitusteoriaan liittyvad
teoreettista késitetti.

Finassimatematiikasta tehokkailla mark-
kinoilla

Tehokkaat markkinat. Tehokkaiden markkinoiden
teorian mukaan osaketuotot noudattavat satunnaiskul-
kua. Satunnaiskulku on sellainen stokastinen prosessi,
misséd kullakin ajanhetkelld todennékéisyydelld puoli
siirrytddn yksi askel ylospéin, tai todennékoisyydelld
puoli yksi askel alaspéin. Tdmén teorian mukaan osak-
keen nykyinen hinta kuvastaa osakkeen arvoon vaikut-
tavia tekijoitd. Hinnat muuttuvat talléin uuden tiedon

tullessa markkinoille. Koska uutisen sisélto ja julkista-
mishetki ovat ennalta tuntemattomia, ovat hinnanmuu-
tokset satunnaisia. Edelleen teorian mukaan epénor-
maalien sijoitustuottojen saaminen sddnnénmukaisesti
on julkista tietoa hyviksikdyttden mahdotonta. Sijoit-
taja voi saada sijoitustuottoa vain kantamansa mark-
kinariskin suhteessa. Suurempaa tuottoa tavoittelevan
on hyviksyttdva suurempi riski. Teoria on verifioitu
kolmekymmentéd vuotta sitten tehdyilld perusteellisil-
la ekonometrisilla tutkimuksilla.

Tehokkaat markkinat ja finanssimatematiikka.
Tehokkaiden markkinoiden teoria on ollut taustana sille
kehitykselle, mikd finanssimatematiikassa on ollut vii-
meisen kolmen vuosikymmenen aikana. Matematiikan
avulla teoria on kirjoitettu siten, ettd eriilla keskeisil-
14 rahoituksen teorian aksioomilla on matemaattinen
vastineensa. Markkinoiden tehokkuudelle on 16ydetty
matemaattinen vastike kayttamalla stokastisten pro-
sessien teoriaa, erityisesti ns. martingaaliteoriaa. Toi-
nen hammaéstyttdvd matemaattinen tulos on se, ettd
vaikka tulevaisuutta ei voida ennustaa, niin tulevaisuu-
dessa tapahtuville sitoumuksille voidaan laskea hinta jo
tdnddn — tietysti tekemalld erdité lisdoletuksia.

Niin siis tulevat riskit voidaan hinnoitella jo t&n&an.
Esimerkkeind voi mainita futuurit. Ne ovat sopimuk-
sia, joissa myyjd lupaa myydé tietyn tuotteen ostajal-
le vaikkapa puolen vuoden kuluttua sovittuun hintaan.
Nain esimerkiksi leipuri voisi ostaa ensi toukokuuksi
vehnédfutuurin, ja hén tietdisi jo tdnédén, mitd hén jou-
tuu ensi toukokuussa vehnéstd maksamaan. Futuurin
myyjd puolestaan joko voittaa tai haviai, riippuen sii-
td, mitd hén joutuu ensi toukokuussa vehnéstd maksa-
maan. Futuurille on tyypillistd myds se, ettd sopimus on
sitova. Futuureja on kaupattu jo satojen vuosien ajan.

Tuoreempi esimerkki finanssimarkkinoilla myytéavisti
sopimuksesta on optio. Esimerkiksi myyntioption osta-
jalla on oikeus myydé tuote tiettyyn hintaan, ja myyjan
on tdmé hinta maksettava. Téllainen optio voisi kiin-
nostaa esimerkiksi telakkaa, joka on tehnyt sopimuksen
laivan rakentamisesta. Hinta maksetaan dollareissa lai-
van valmistuttua kolmen vuoden kuluttua, ja telakka
haluaa varmuuden siité, ettd vaikka dollarin hinta pu-
toaisi, niin se saa tarpeeksi euroja kolmen vuoden ku-
luttua. Mikéli dollarin kurssi on tarpeeksi korkea, niin
telakka ei kidyta optiota, mutta jos kurssi on alhaalla,
niin telakka kayttdaa option ja turvaa saatavansa eurois-
sa. (N&itd optioita ei tule sekoittaa johtajille annettui-
hin optioihin. Ne ovat ldhinné palkan osia.)

Valtaosa finanssimaailmaa koskevasta matemaattisesta
mallinnuksesta olettaa, ettd markkinat ovat tehokkaat,
ja mahdolliset pienet poikkeamat tésté tasapainotilasta
korjautuvat nopeasti. Matematiikan kannalta viimeisen
kolmenkymmenen vuoden aikana tehty tutkimus on ol-
lut menestystarina. Ja tutkimusta tekevilld on se kési-
tys, ettd tutkimustyo on ldhelld kaytintoa, vaikka se
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olisikin melko teoreettista. Mielestéini voidaan todeta,
ettd mikali markkinat ovat pysyvésti tehokkaat, niin fi-
nanssimatematiikan tuloksia voidaan kayttaé kestavin
kehityksen ideologian mukaisesti: tulevaisuuden epé-
varmuuden pienentdmiseksi, optimaalisen talousstrate-
gian harjoittamiseksi pitkélld tédhtdimelld. .. Aina on
kuitenkin tehtdvi se varaus, ettd matemaattisia mene-
telmié soveltavien pitdd ymmértdéd, mitd he ovat teke-
massa.

Tehottomat markkinat

Tehokkaiden markkinoiden hypoteesi on viime aikoina
menettinyt kannattajiaan. Témé liittyy mm. Yhdys-
valtojen asuntoluottokriisiin, ja tapahtumille on etsit-
ty syyllisié eri puolilta. Syyllisiksi on julistettu esimer-
kiksi amerikkalaiset, kiinalaiset, George W. Bush, Alan
Greenspan, ahneet ja epérehelliset pankkiirit ja muut
finanssimarkkinoilla toimivat henkil6t... sekd mate-
maatikot.

Kun lukee selostuksia asuntoluottokriisiin johtaneista
syisté, niin hiukset nousevat pystyyn. Esimerkiksi lai-
nanottajan luottokelpoisuus nousee, jos velaksi ostetun
asunnon arvo nousee, ja hénelle saatetaan tarjota té-
maén perusteella uutta lainaa. Tastéd puolestaan seuraa,
ettd aluksi asuntojen hinnat nousevat voimakkaasti,
koska yhé uusia ostajia houkutellaan ostamaan velaksi
asuntoja. Muutaman vuoden kuluttua kupla kuitenkin
puhkeaa, ja asunnon ostaja ei endd pysty vastaamaan
lyhennyksistédn eiké velkojen koroista. Lainan alunpe-
rin myontanyt pankki on jo kuitenkin ehtinyt myyda
lainapakettinsa eteenpéin, eikéd ehké ole alunperinkédin
ollut kiinnostunut siitd, kuinka lainan ottaneet pysty-
vét suoriutumaan lainaan liittyvistd velvoitteista.

Paketoitujen lainojen riskejé pyrittiin mallintamaan ja-
kamalla lainan ottavat ryhmiin riskialttiuden mukaan
seké arvioimalla mahdollisten luottotappioiden toden-
nakoisyyttd niiden korrelaatioihin perustuvalla mate-
maattisella kaavalla. Ehk& juuri tdmén kaavan kidyton
takia matemaatikkoja on jopa syytetty talouteen liit-
tyvien joukkotuhoaseiden suunnittelusta. Tamén kaa-
van kiyttdmistd, ehké kuitenkin hieman rauhallisem-
min, on selitetty talousjournalisti Felix Salmonin Wi-
red-lehdessd maaliskuussa 2009 julkaisemassa artikke-
lissa Recipe for Disaster: The Formula That Killed
Wall Street. Edelld mainitun kaavan avulla pyrittiin
ottamaan huomioon se, ettd jos Pekka ei pysty vas-
taamaan lainansa sitoumuksista, niin todennikdoisyys
sille, ettd Paavo ei pysty myoskiadn vastaamaan oman
lainansa sitoumuksista, kasvaa. Kaavan tarkempi tutki-
mus kuitenkin osoitti, ettd kaava ei myoskédén onnistu
kuvaamaan riippuvuutta kovin hyvin juuri silld alueel-
la, missé luottotappiot syntyvit.

Salomonin artikkelissa todetaan, ettd matemaatikot va-
roittivat koko ajan téllaisten kaavojen kdyton vaaral-

lisuudesta, kun heiltd dlyttiin tatd kysya. Varoituksia
ei kuunneltu kahdesta syystéd: padtoksia tekevit joh-
tajat eivit ymmértineet argumentointia, ja toiminta
kannatti aluksi erinomaisesti.

Epistabiilien finanssimarkkinoiden teoriaa ei ole juuri
kehitelty, ja niihin liittyvd matematiikka on ilmeises-
ti vield lapsenkengissi. Toisaalta voi kdydd myos niin,
etté kriisistd selvitddn melko nopeasti, ja alan toimijoi-
den mielenkiinto selvittaé epéstabiiliuden syitd voi lop-
pua nopeasti. Talla hetkelld taté kiinnostusta ilmeisesti
vield on. Monissa viimeisté finanssikriisid késittelevissa
kirjoissa on kuitenkin mainittu amerikkalaisen talous-
tieteilijan Hyman P. Minskyn vuonna 1986 julkaisema
teos Stabilizing an Unstable Economy ldhestymistapa-
na, jolla voisi teoreettisemmin selostaa nykyisen kriisin
syitd. Minskyn perusteesiné on juuri se, ettd finanssi-
markkinat ovat luonteeltaan epéstabiilit.

Ja joku voisi ajatella my0s toisin: jos korrelaatiokaava
todella onnistuisi havittaméain Wall Streetin, niin eiko
tdmé juuri olisi kestdvad kehitystd, koska Wall Street
on esimerkki kestdméttoméstd kehityksestd. Kaavan
kehittdja ei kuitenkaan suunnitellut juuri tata loppu-
tulosta.

Kritiikin vaikeudesta

Finanssimaailman operaatioiden volyymit ovat valta-
via. Esimerkiksi maailmassa kaytavan valuuttakaupan
yvhden péivin volyymi on sunnilleen sama kuin koko
maailman bruttokansantuote. Finanssialalla ajatellaan
ilmeisesti siten, ettd tyostd saatu korvaus on jossain
suhteessa péivittdin liikuteltuihin rahamééariin. Tésté
puolestaan seuraa, ettd keskeisten toimijoiden palk-
kiot ja bonukset ovat vidhintddn satakertaiset tavalli-
siin palkkoihin verrattuna (ndmé luvut koskevat aina-
kin Yhdysvaltoja). Alasta hy6tyvien asiantuntijoiden
voi olla vaikea tésté syysté kritisoida alalla tapahtuvia
vadrinkdytoksid tai ylilyontejé. Lisdksi ajatellaan usein
siten, ettd jos kritiikki tulee alan ulkopuolelta, niin se
ei voi olla asiantuntevaa.

Matematiikka kestdvidad kehitysta tuke-
massa

Erdéné ratkaisuna nykyisiin ongelmiin on ehdotettu,
ettd finanssimalleihin tulee ottaa selvemmin mukaan
sdétely ja valvonta. Téma ajatus sopii huonosti vapaan
kilpailukapitalismin ideologiaan. Sédtelyn ja valvonnan
lisidminen finanssimarkkinoilla saattaa olla vaikea to-
teuttaa. Seuraavassa muutama esimerkki sellaisista ti-
lanteista, joissa matemaatikot voisivat auttaa kestdvéin
kehityksen tavoitteiden toteuttamisessa.

(1) Vieston ikddntyessd kasvaa tarve arvioida pit-
kén aikavilin eldke- ja terveysmenoja. Téssd voi
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kayttdd esimerkiksi vakuutusmatematiikan mene-
telmié yhdessé viestotieteen tilastollisten menetel-
mien kanssa.

(2) Viime aikojen matemaattinen tutkimus on pyrkinyt
kehittdméin tapoja mitata erilaisia finanssimaail-
man riskejd. Rahoitusalaa saattaisi olla mahdollis-
ta vakaannuttaa niitd tuloksia kdyttamalla.

(3) Monissa muissa tekniikan sovelluksissa ohjataan
ja/tai sdddetiin tuotantoprosessia. Finanssiteolli-
suus tarvitsee myos ohjausta, etenkin jos sen toivo-
taan toteuttavan kestdvin kehityksen periaatteita.

Edustamani laitos on mukana Euroopan tiedesa#tiol-
le tehdysséa hakemuksessa, jossa korostetaan kestdvan
kehityksen periaatteiden tédrkeyttd myos finanssimate-
matiikan tutkimuksessa.

Lopuksi

Onko finanssimatematiikka esimerkki kestdmattomésta
kehityksestd? Vastaus on kyll4 ja ei, riippuen vastaajas-
ta. Matematiikan avulla kehitetdédn uusia menetelmia
finanssimaailmalle, ja niiden avulla voi yrittda tehda
pikavoittoja. Téssé joko onnistutaan tai sitten ei. Toi-
saalta matemaatikkojen kehittdmillda menetelmillé voi-
daan my6s vahvistaa kestivid kehitystd finanssimark-
kinoilla. Se, kuinka hyvin tdssé onnistutaan, ei kuiten-
kaan riipu endd matemaatikoista, vaan koko yhteiskun-
nasta.

Yksi finanssikriisin opetuksia meille matemaatikoille
on, ettd finanssimatematiikan opetuksessa on otettava
huomioon se, etté finanssimaailmaa koskevat taloustie-
teen mallit saattavat olla puutteellisia, eikéd téllaisen
mallin matematisointi poista mallin puutteita.

Verkko Solmun matematiikkadiplomiosio osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/diplomi.html karttuu,
I, I, III, TV tehtédvét ovat valmiit, V tehtavéit valmistuvat toukokuussa. Diplomiosion oheislukemistoon on lisétty
kirjoitukset Desimaaliluvut, mitd ne oikeastaan ovat?, Murtolukujen laskutoimituksia, Adrettomistd joukoista

sekd Gaussin jalanjaljissa.
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Matematiikan loppukilpailutehtiviat 2010

Matemaattisten aineiden opettajien liitto MAOLin lu-
kuvuoden 2009-10 valtakunnallisten matematiikkakil-
pailujen loppukilpailut pidettiin Helsingissd, Munkki-
niemen yhteiskoulussa 29. tammikuuta. Kilpailuja oli
kaksi, toinen peruskoulun, toinen lukion oppilaille.

Peruskoulukilpailun tehtavit

Peruskoulukilpailu kéytiin kolmessa jaksossa ja tehté-
vid oli kaikkiaan 19. Ne olivat téllaisia (Solmun toimi-
tus on hiukan muotoillut muutamien tehtédvien sana-
muotoa.)

Osa 1l

1. Mik& on suurin kokonaisluku, joka toteuttaa seuraa-
vat ehdot: Se on suurempi kuin 100, se on pienempi
kuin 200 ja kun se pyoOristetdédn satojen tarkkuuteen,
se on 20 suurempi, kuin jos se pyoristetddn kymmen-
ten tarkkuuteen.

2. Korvaa kirjaimet numeroilla niin, etté eri kirjaimet
vastaavat eri numeroita.

STMA
+SIKA

MAKS A

3. Kolmiot ABC ja DBC', missi D on sivun AB piste,
ovat tasakylkisid, AC = AB =9 ja CD = CB = 6.
Kuinka pitkd on sivu BD?

4. A ja B ovat kuution sivutahkon vastakkaiset kérjet
ja B ja C' ovat kuution toisen sivutahkon vastakkaiset
kéirjet. Migritd ZABC.

5. Miks numero on ykkdsten paikalla luvun 22°1° kym-
menjirjestelméesityksessi?

6. Onko mahdollista, ettd positiivisen luvun nelié on
yhtd suuri kuin kaksi kertaa saman luvun kuutio? An-
na esimerkki, jos tdméd on mahdollista, tai perustele,
miksi ei ole mahdollista.

7. Miké on pienin arvo, jonka neljén kokonaisluvun tulo
voi saada, kun luvut ovat perdkkéisii kahden vilein?

8. Suunnikas ABCD on jaettu sivujen suuntaisilla suo-
rilla yhdekséksi pienemmiiksi suunnikkaaksi. ABC D:n
piiri on 25 ja neljan pikkusuunnikkaan piirit ovat ku-
vioon merkityt. Kuinka pitk& on keskimméisen, tum-
mennetun pikkusuunnikkaan piiri?

D &

6 cm

8 cm

A B

9. Vuosiluvuista 2009 ja 2010 saadaan pienin muutok-
sin luvut 2002 ja 20'°. Kumpi luvuista on suurempi ja
kuinka moninkertainen se on pienempéin verrattuna?
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10. Onko mahdollista piirtdd tasoon yhdeksén janaa
niin, ettéd jokainen niisté leikkaa tasan kolme janaa?

Osa 2

Kilpailun toinen osa suoritettiin geolauta-nimisen as-
karteluvilineen avulla. Laite havainnollistaa tason ko-
konaislukukoordinaattisten pisteiden osajoukkoa Z2.
Tehtéavit on Solmuun muunnettu niin, ettd geolaudan
sijasta puhutaan téstd joukosta, jota voi havainnollis-
taa myo6s esimerkiksi ruutupaperilla. Kutsumme jouk-
koon kuuluvia pisteita hilapisteiksi.

1. Kuinka monella eri tavalla voi jakaa kahteen keske-
nédn yhtenevadn osaan nelion, jonka kérjet ovat hila-
pisteitd ja jonka sivut ovat koordinaattiakselien suun-
taiset, kun jakajana on jana, jonka pédtepisteet ovat
nelion sivuilla olevia hilapisteitd? Nelion sivun pituus
on a) 3, b) 4, ¢) n — 1. Enti jos jaettavana on suora-
kaide, jonka kérjet ovat joukossa a ja jonka sivut ovat
m—1jan—1jam # n. Kiertamélla tai peilaamalla
saatuja ratkaisuja ei lasketa eri ratkaisuiksi.

2. Nelio, jonka kérjet ovat hilapisteité, sivut ovat koor-
dinaattiakselien suuntaisia ja jonka sivun pituus on a)
3, b) 4, jaetaan kahdeksi yhtenevéksi osaksi murtovii-
valla, jonka kérjet ovat nelion sisélld olevia hilapisteité.
Monenko nelitn sisélld olevan hilapisteen kautta mur-
toviiva kulkee silloin, kun monikulmioilla on mahdolli-
simman monta kérked?

3. Tarkastellaan nelioté, jonka sivut ovat koordinaat-
tiakselien suuntaiset, sivun pituus on 10 ja kérjet ovat
hilapisteitd. Muodosta nelion osa, jonka kérjet ovat hi-
lapisteitéd, ja joka on mahdollisimman suuri. Jaa té-
m# osa kahdeksi monikulmioksi janalla, jonka pa#tepis-
teet ovat hilapisteité, ja jaa toinen syntyneistd monikul-
mioista edelleen kahdeksi osaksi janalla, jonka pa&tepis-
teet ovat hilapisteitd. Montako kérked néin syntyneilld
kolmella monikulmiolla voi olla, kun yll& mainittu osa
on a) nelikulmio, b) viisikulmio? Entd montako kérkei
monikulmioilla on enintdén, kun osa on c¢) seitsenkul-
mio, d) n-kulmio? Piirrd ratkaisu tai selitd perustelu.

4. Muodosta edellisen tehtdvin nelion osamonikulmio,
jossa on mahdollisimman monta kérked. Monikulmion
kérkien tulee olla hilapisteitéd. Piirrd ratkaisu ja ilmoita
monikulmion ala.

Osa 3

1. Madritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille
198

T in+3

on positiivinen kokonaisluku.

2. Mité on z, jos

12 1 1 x
_ = — ... _ = ?
<1 2 ) <1 32> <1 20102> 2.2010°

3. Sddnnollisestéd tetraedrista (nelitahokkaasta) leika-
taan sdrmien keskipisteiden kautta kulkevilla tasoilla
pois nelja pienté tetraedria, yksi kunkin kérjen puolel-
ta. a) Montako sdrméd on jiljelle jadneessd keskiosas-
sa? b) Montako tahkoa on jiljelle jaéneessé osassa? c)
Kuinka suuri on jéljelle jadneen tetraedrin tilavuus al-
kuperéiseen verrattuna?

4. Pelasta maailma -tietokonepelissd maailmaa kuva-
taan kolmiulotteisessa koordinaatistossa, jonka origona
on planeetan pinnalla oleva havaitsija. Koordinaatiston
x-akseli osoittaa pohjoiseen, y-akseli lanteen ja z-akseli
kohtisuoraan ylos. Alkutilanteessa vieras avaruuslaiva
pudottaa myrkkyrajahteen kohdassa, jonka koordinaa-
tit ovat x = 15000, y = 20000 ja z = 10000 (yksik-
k6 on metri). Rdjdhde liikkuu niin, ettd sen koordi-
naatit ovat = 15000 — 200¢, y = 20000 + 200¢ ja
z = 10000 — 100¢, kun ¢t on sekunneissa ilmaistu ai-
ka. a) Paljonko aikaa pelaajalla on, ennen kuin rijihde
osuu planeetan pintaan? b) Mihin ilmansuuntaan réi-
jahde liikkuu? c¢) Kuinka kaukana havaitsijasta réjahde
osuu planeetan pintaan?

5. Swahilia kiytetiddn yleiskielend Ité-Afrikassa, jossa
sitd puhuu toisena kielen&én noin 50 miljoonaa ihmisté.
Aidinkielisi swahilin puhujia on noin viisi miljoonaa.
Swahilin kielen sanojen mtu, mbuzi, mgeni, jito, jitu
ja kibuzi vastineet ovat jattildinen, kili (pieni vuo-
hi), vieras, vuohi, ihminen ja iso joki, ei kuitenkaan
samassa jarjestyksessd. Padttele, mikéd on kunkin swa-
hilin sanan oikea vastine.

Lukiokilpailun tehtaviat

1. Todista, ettd suorakulmaisen kolmion keskijanojen
nelididen summa on % kolmion sivujen nelididen sum-
masta.

2. Méarité pienin n, jolle luvulla n! on ainakin 2010 eri
tekijaa.

3. Olkoon P(z) kokonaislukukertoiminen polynomi,
jolla on juuret 1997 ja 2010. Oletetaan liséksi, ettd
|P(2005)| < 10. Mit& kokonaislukuarvoja P(2005) voi
saada?

4. Parillinen maé#rd, n jalkapallojoukkuetta pelaa yk-
sinkertaisen sarjan, ts. kukin joukkue pelaa kerran ku-
takin toista vastaan. Osoita, ettd sarja voidaan ryhmi-
telld n — 1 kierrokseksi siten, ettd kullakin kierroksella
jokainen joukkue pelaa tasan yhden pelin.

5. Olkoon S jokin tason pistejoukko. Sanomme, ettd
piste P ndikyy pisteestd A, jos kaikki janan AP pisteet
kuuluvat joukkoon S ja ettd joukko S nikyy pisteesté
A, jos jokainen S:n piste nikyy pisteestd A. Oletetaan,
ettd S nikyy kolmion ABC jokaisesta kolmesta kéirjes-
td. Todista, ettd joukko S nékyy jokaisesta muustakin
kolmion ABC' pisteesté.
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Peruskoulukilpailun tehtidvien ratkaisuja
Osal

1. Tehtdvan ehtojen mukaan luku on x = 100 + y,
1 <y <99. Koska z > 100 ja = on pienempi kuin
x pyoristettyna satoihin, z pyoristettynéd satoihin on
200 ja x pyoristettynd kymmeniin on 180. Suurin né-
mé pyoristysehdot toteuttava luku on 184.

2. Koska 24 = Atai 24 = A+10ja0 < A <9,
on oltava A = 0. Huomataan seuraavaksi, ettd 25 =
100- M+ A =10-M tai 285 +1 = 10 - M. Jal-
kimmaéinen vaihtoehto merkitsee parittoman ja paril-
lisen luvun yhtdsuuruutta, eikd siis ole mahdollinen.
Koska S # A = 0, on oltava M = 1, § = 5. Nyt
M+K=1+K =5 (1+K =15 ei ole mahdollista,
koska K < 9).Siis K =4ja2-1I=4jal=2. (Edelld
todettiin jo, ettd ei voiolla2-1 =10+ K.)

3. Tasakylkisilla kolmioilla on yhteinen kantakulma
ZABC. Kolmiot ovat siis yhdenmuotoisia ja vastinsi-
vujen suhde on 9 : 6 = 3 : 2. Pienemmén kolmion
kantasivu DB on siis 2 isomman kolmion kantasivusta

3
CB =6, eli DB = 4.

4. My6s A ja C ovat erddn kuution sivutahkon vastak-
kaiset kérjet. AB, BC ja CA ovat siis kaikki kuution
sivutahkon lavistdjind yhté pitkat. Kolmio ABC on ta-
sasivuinen kolmio, joten ZABC = 60°.

5. Koska 2* = 16 ja kahden kuutoseen piittyvin
luvun tulo p#iittyy aina kuutoseen, 22008 = (24)502
péadttyy kuutoseen. Koska 4 - 6 paéttyy neloseen, myos
22010 — 4. 92008 55¢tvy neloseen.

6. Kysytyn luvun x on toteutettava yhtilo z? = 223.
Koska = # 0, yhtdl6 on sama kuin 1 = 2z. Luku voi
olla vain « = 3. Luku 3 ilmeisesti toteuttaa ehdon.

7. "Kahden vilein” tarkoittaa, ettd perdkkaiset luvut
valitaan niin, ettd niiden erotus on kaksi. Tulo on siis
(x — 4)(z — 2)xz(z + 2). On luonnollista etsié pienintd
arvoa negatiivisten lukujen joukosta. Tulo on negatii-
vinen, kun siind on yksi tai kolme negatiivista tekijaa.
Yksi negatiivinen tekijé on silloin, kun t—4 < 0 < z—2
eli kun z = 3. Tulon arvo on silloin —15. Kolme nega-
tiivista tekijéé on silloin, kun # = —1. Tulon arvo on
silloinkin —15.

8. Olkoot pikkusuunnikkaiden sivun AB suuntaisten si-
vujen pituudet a, b ja ¢ ja sivun BC suuntaisten sivujen
pituudet d, e ja f. Silloin 2(a+b+c+d+e+ f) = 25,
2(a+e)=13,2(b+d)=6,2(c+e) =5ja2(b+ f)=8.
Nyt 2(a +b+c+d+e+ f)—2(a+e)—2(b+d)—
2(c+e)—2(b+ f) = —2(b+ e), joten kysytty piiri on
2(b+e)=13+6+5+8—25=32—25="7.

9. Lasketaan:

200 29.10"%  10°
2010

= = =5.10".
2101010 2 510

Edellinen luku on suurempi, 50000000-kertainen.

10. Jokaiseen yhdekséistd janasta liittyy kolme leik-
kauspistettd, joten leikkauspisteitd on 27. Nyt kuiten-
kin sama leikkauspiste lasketaan ainakin kahdesti. Jos
jokaisen leikkauspisteen kautta kulkee janoista tasan
kaksi, tulee jokainen leikkauspiste lasketuksi tasan kah-
desti. Jos leikkauspisteitd on a kappaletta, saadaan
2a = 27, mikd on mahdotonta, kun a on kokonaislu-
ku. Oletetaan sitten, ettd joidenkin leikkauspisteiden
kautta kulkee kolme janaa. Téllainen leikkauspiste tu-
lee lasketuksi kuudesti. (Janapareja on 3, ja piste tu-
lee lasketuksi parin kummankin osapuolen mukana) Jos
tallaisia leikkauspisteitd on b kappaletta, mutta min-
kédn pisteen kautta ei kulje neljdd janaa, saadaan yh-
talo 2a 4+ 6b = 27, mikd on edelleen mahdoton parilli-
suustarkastelun vuoksi. Jos taas jonkin pisteen kautta
kulkee 4 janaa, tulee tdmé piste lasketuksi 12 kertaa.
Saadaan yhtdlo 2a + 6b + 12¢ = 27, joka on edelleen
parillisuustarkastelun vuoksi mahdoton.

Osa 2

1. Olkoon neli6 ABCD. Lavistija jakaa nelion kahdeksi
yhtenevéksi kolmioksi. Tamén lisiksi jaossa voi syntyé
yhtenevid nelikulmioita. Kohdissa a), b) ja c) téllaisen
nelikulmion kaksi vierekk&ista kirked ovat nelikulmion
jakavan janan padtepisteet vastakkaisilla nelion sivuil-
la. Voidaan olettaa, ettd ndmé sivut ovat AB ja C'D
ja ettd AB-sivulla oleva kirki on lihempéini tai yhtéd
kaukana pisteestd A kuin pisteestd B. Mahdollisia va-

lintoja on a)-kohdassa 1, b)-kohdassa 2 ja c)-kohdassa
n—1

n—
, kun n—1 on parillinen, ja ——, kun n—1 on pa-

riton. Kohdissa a), b) ja c) yhtenevid kuvioita voi siis
olla 2, 3 tai n:n parittomuuden tai parillisuuden mu-

n+1l . n .
kaan tai —. Suorakaiteen tapauksessa vastaava

tarkastelu on tehtdvd molempien sivuparien suhteen.
n . .
—,josmjan

n—2 . .
, Jos m jan ovat

Yhtenevien kuvioiden lukumaéri on

ovat molemmat parittomia,

molemmat parillisia, ja , jos luvuista m ja n

tasan toinen on pariton.

2. Kun n = 3, nelion sisdlld on 4 hilapistettd. Mur-
toviiva saadaan tehtdvidn ehtojen mukaan kulkemaan
néistd jokaisen kautta. Kun n = 4, nelién sisélld on 9
A:n pistettd. Murtoviiva voidaan nytkin piirtda jokai-
sen pisteen kautta, mutta nelion keskipiste ei ole mur-
toviivan aito kérki. (Osien tulee olla joko symmetriset
nelion keskipisteen suhteen tai symmetriset keskipis-
teen kautta kulkevan suoran suhteen; kummassakaan
tapauksessa keskipiste ei voi olla murtoviivan aito kér-
ki.)

3. Jos ensimméisen jakoviivan péitepisteet ovat A ja
B ja toisen jakoviivan péétepisteet C' ja D, niin synty-
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neiden kolmen monikulmion kérkini ovat alkuperiisen
monikulmion kérjet ja kukin pisteista A, B, C ja D kah-
desti. Jos jokin niistéd jakopisteistd osuu alkuperdisen
monikulmion kérkeen, alkuperédisen monikulmion kér-
kiméaaraa vihennetddan. Néin ollen n-kulmiosta synty-
vien kolmen monikulmion kérkiméaéré on ainakin n +4
ja enintdéin n 4+ 8. Nelikulmion tapauksessa pisteistd A,
B, C ja D enintdén kolme voi olla nelikulmion karkié,
joten a-kohdan vastaus on 9, 10, 11 tai 12. Seuraavas-
ta tehtédvéstd ilmenee, ettd suurin mahdollinen n on 16
ja ettd talloinkin pisteet A, B, C ja D voidaan valita
niin, etté niisté yksikéén ei ole alkuperéisen 16-kulmion
kéarki. d-kohdan vastaus on siis n + 8.

4. Selvisti ainakin oheisen kuvion mukaiset 16-kulmiot
voidaan muodostaa. Laskemalla monikulmion ulkopuo-
liset neliét ja kolmiot ndhdédédn helposti, ettd vasem-
manpuoleisen ala on 76 ja oikeanpuoleisen 78. — Sen tés-
méllinen todistaminen, ettd vaaditun n-kulmion piirté-
minen ei ole mahdollista, kun n > 16, vaikuttaa haasta-
valta ongelmalta. Solmu palaa asiaan. Lahettdkdd eh-
dotuksianne!

Osa 3

1. Koska 198 = 9-22 = 2-32. 11, z on kokonaisluku
tédsmélleen silloin, kun pariton luku 4n + 3 > 7 on jo-
kin luvuista 9, 11, 33, 99. Naista luvuista vain 11 ja 99
ovat muotoa 4n + 3, n:n arvoilla 2 ja 24.

2. Koska

1 1_k2—1_(k—1)(k+1)

K2 k2 2 ’
tulossa jokaisen termin osoittajan tulon tekijit supis-
tavat viereisten tekijoiden nimittajéstd yhden tekijan.
Ensimmaéisen tekijdn nimittdjén kakkosista vain toinen
supistuu, samoin viimeisen termin nimittdjastd vain
toinen 2010. Viimeisen termin k£ + 1 eli 2011 ja& myos
supistumatta. Se on siis x.

3. a) Sdarmid on 4 -3 = 12: kunkin leikkauskuvion
kolme sdrméii. Alkuperdiset sdrmét leikkautuvat ko-
konaan pois. b) Tahkoja on kahdeksan: alkuperiisis-
ta neljasté tahkosta jaé jokaisesta keskiosaan kolmio ja

leikkauskuvioista tulee nelji liséé. ¢) Jokainen pois lei-
kattu tetraedri on sddnnollinen, ja néiden tetraedrien
sdrméit ovat puolet alkuperiisestd. Kukin pois leikattu
tetraedri on siten tilavuudeltaan kahdeksasosa alkupe-
raisestd. Kun pois leikattuja tetraedreja on neljé, pois-
tetuksi tulee tasan puolet tilavuudesta, ja toinen puoli
jaa jaljelle.

4. a) Réjihde on planeetan pinnassa, kun z = 10000 —
100t = 0 eli kun ¢ = 100. b) x vilhenee ja y kasvaa
samalla nopeudella, joten rijahde liikkkuu lounaaseen.
¢) Kun ¢ = 100, niin z = 15000 — 200 - 100 = —5000
ja y = 20000 + 200 - 100 = 40000. Rajahdyspiste on
origosta 5 km eteldén ja 40 km ldnteen. Pythagoraan
lauseen perusteella pisteen etéisyys origosta on kilo-
metreind /52 + 402 = /1625 ~ 40,3.

5. Sanat jakautuvat kahdeksi osaksi; osien esiintymi-
sestd yhdesséd voi muodostaa seuraavan taulukon:

buzi geni to tu
ji X X
ki x
m X X X

Sanojen suomalaisissa vastineissa esiintyy nelja objek-
tia, 'vieras’, 'vuohi’, ’joki’ ja ’thminen’, ja nailla mas-
reet ’suuri’, 'pieni’ ja ‘'médreeton’ eli neutraali. Ndiden
yvhdistelmét voidaan my6s taulukoida:

vieras vuohi joki ihminen
pieni X
neutraali X X X
suuri X X

Kun taulukoita verrataan, huomataan, ettd m vastaa
rivid ‘neutraali’, jolloin geni on ’vieras’, ki ’pieni’, buzi
'vuohi’, to ’joki’ ja tu ’thminen’. Ja viimein ji ’suuri’.

Lukiokilpailun tehtivien ratkaisuja

1. Olkoon ABC suorakulmainen kolmio ja ZABC' suo-
ra kulma, BC = a, CA = b ja AB = ¢. Olkoot D, FE
ja F sivujen BC, C'A ja AB keskipisteet. Olkoot vield
keskijanat AD = m,, BE = my ja CF = m,.

1. ratkaisu. Kolmion sivujen keskipisteitd yhdistédvé
jana on kolmion kolmannen sivun suuntainen ja pituu-
deltaan puolet siitd. Siis ED|AB ja ED = 1AB. Siis
kolmio BDFE on suorakulmainen. Pythagoraan lauseen
perusteella saadaan suorakulmaisista kolmioista ABD,
FBC ja BDE

1
m?2 = AD* = AB® + BD? = ¢* + Zaz,

1
m?=CF? = BC? + BF? =a* + Zc2,

1 1
mi = BD* + DE? = ZaQ + ZCQ.
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Siis m2 + mi + m2 = 3(a® + ) = 3(2a* + 2¢%) =
3(a® 4+ ¢? 4 b?); viimeinen yht#ls perustuu Pythago-
raan lauseeseen sovellettuna kolmioon ABC'.

2. ratkaisu. Tunnetun (ja Pythagoraan lauseen no-
jalla helposti todistettavan) suunnikaslauseen mukaan
suunnikkaan lavistédjien nelividen summa on sama kuin
suunnikkaan sivujen nelividen summa. Kolmio ABC
voidaan kolmella eri tavalla tdydentdd suunnikkaaksi:
sivut a ja b, lavistdjat c ja 2me; sivut b ja c, lavistajit a
ja 2myg; sivut ¢ ja a, lavistéjiat b ja 2my. Néihin kolmeen
suunnikkaaseen sovelletaan kuhunkin suunnikaslauset-
ta. Siis ¢ +4m?2 = 2(a® + b?), a® + 4mZ = 2(b* + ¢?)
ja b? +4m? = 2(a? +?). Kun yhtilst lasketaan puolit-
tain yhteen ja ratkaistaan m?2 +mZ +m?, saadaan heti
viite. Oletusta kolmion ABC' suorakulmaisuudesta ei
tarvita. — Olennaisesti suunnikaslauseesta on kysymys
myos silloin, kun kidytetddn tunnettua ja kaavakokoel-
mistakin 16ytyvaéd kolmion keskijanan pituuden lause-
ketta mq = 11/2(b%+ c?) — a?. Johdutaan samoihin
yhtéloihin kuin ylla.

3. ratkaisu. Olkoon Z/CAB = «, LABC = p,
/BCA = ~. Kosinilause sovellettuna kolmioihin ADC,
BEA ja CFB antaa m2 = b? + {a® — abcosy, mj} =
? + 3b? —bccosa ja m2 = a® + ¢ — accos 8 Toisaal-
ta kosinilause sovellettuna kolmion ABC antaa yhtlot
2abcosy = a? + b? — 2, 2bccosa = b + ¢ — a? ja
2accos B = a? +b? — 2. Kun jilkimmaisisté yhtaloista
sijoitetaan kosinitermit edellisiin ja lasketaan yhtalot
yvhteen, saadaan viite.

2. Jos luvun n alkutekijghajotelma on n =
p1'ps® - ppF, niin nin tekijoiden médrd on d(n) =
(a1 + 1)(az + 1)+ (ar + 1). Kun m < n, niin jokai-
nen m!:n tekija on n!:n tekiji, mutta n!:lla on tekijoiti,
jotka eivit ole m!:n tekijoitd (esimerkiksi n!). d(n!) on
siis n:n aidosti kasvava funktio. Kokeillaan: 16!:ssa on
tekijind 8 +4 + 2 + 1 = 15 kakkosta, 5 + 1 = 6 kol-
mosta ja 3 viitosta ja 2 seitsem&d, 11 ja 13. Tekijoita
siis 16 -7-4-3-2-2 = 28.21 = 21256 > 5000,
15!:ssa kakkosia vain 11; tekijéiden lukumaara % = %
kertaa 16!:n tekijéiden lukumé&dra, mutta siis yli 3000,
14!:ssa viitoset ja kolmoset vdhenevét yhdelld, siis te-
kijoitd 12-5-3-3-2-2 =60-36 = 2160 > 2010. Kun
mennédn 13l:aan, seitseméiisii on yksi vihemmaén, jo-
ten tekijamé&iran ilmaisevassa tulossa ainakin yksi 3
muuttuu kahdeksi, ja tulo putoaa alle 2000:n. Vastaus
on siis n = 14.

3. Jos P(xp) =0, niin P(z) = (x — x¢)Q(x). Jos erityi-
sesti P:n kertoimet ovat kokonaislukuja ja z¢ on koko-
naisluku, niin @Q:kin on kokonaislukukertoiminen. [To-
distus: Jos P(z) = ana™ +an_12" 1+ -+ a1z +ag ja
Q(x) = by_12" 1 +b,_ 02" 2+ -+ bz +bo, niin a,, =
bn—la Qn—-1 = bn—2 - x()bn—la an—2 = bn—B - xObn—Qa

.., a1 = by — xoby. Kun niistd yhtéloista ratkais-
taan jarjestyksessi bp_1, bp—2, ..., by, ndhddén, et-
téd kaikki ovat kokonaislukuja.] Tdmén perustuloksen
mukaan tehtdvin polynomi voidaan kirjoittaa muotoon

P(z) = (x—1997)(z—2010)Q(x), missi @ on kokonais-
lukukertoiminen polynomi. Siis erityisesti |P(2005)| =
12005 — 1997| - [2005 — 2010] - |Q(2005)| = 40|Q(2005)].
((2005) on kokonaisluku. Jos olisi Q(2005) # 0, olisi
|P(2005)| > 40 > 10, vastoin oletusta. Siis Q(2005) = 0
ja P(2005) = 0.

4. Numeroidaan joukkueet numeroin 1, 2, ..., n. Tar-
kastellaan kierrosta i, 1 < i < n — 1, ja joukkuetta x,
x < n. Asetetaan joukkueen x vastustajaksi se joukkue
Yy, jolle x +y+17 on jaollinen luvullan—1jal <y < n.
Jos x + x + i = 2z + ¢ on jaollinen n — 1:114, asetetaan
x:n vastustajaksi joukkue n. On osoitettava, etti kaik-
ki joukkueet pelaavat joka kierroksella ja ettéd jokainen
joukkue tulee pelanneeksi jokaista muuta vastaan. To-
detaan ensin, etté joukkue n pelaa joka kierroksella. Jos
luvuilla 221+ ja 2z9+i on sama jakojdannos (n—1):114
jaettaessa, olisi 2(z1 — x2) parittoman luvun n — 1 mo-
nikerta, mutta koska |1 —z2| < (n—1)—1<n—1,0n
r1 = x2. Jakojadnnokset ovat eri lukuja, niitd on n — 1
kappaletta ja ne ovat vélin [0, n — 2] kokonaislukuja,
joten tasan yksi niistd on 0. n saa aina vastustajan. Sa-
moin osoitetaan, etté jos 2z 41 ei ole jaollinen n — 1:114,
on tasan yksi y # z, jolle x + y + i on n — 1:n moni-
kerta. Néin ollen jokaisella joukkueella on vastustaja
kierroksella 7, ja jos = saa vastustajakseen y:n, niin y
saa vastustajakseen z:n. On vield osoitettava, ettd jo-
kaiset kaksi joukkuetta tulevat pelaamaan. Jos x # y,
niin lukujen +y+1, z+y+2, ..., z+y+(n—1) jako-
jadnnokset n — 1:114 jaettaessa ovat eri lukuja (todistus
samoin kuin edelld); tasan yksi niisté, sanokaamme lu-
vun x 4y + 4 jakojddnnos, on nolla. x ja y pelaavat siis
keskenédn kierroksella ¢ ja vain kierroksella 4. Lisdksi
luvuista 2z +1, 2242, ..., 2+ (n— 1) tasan yksi, esi-
merkiksi 2x 4 7, on n — 1:n monikerta. x ja n pelaavat
siis kierroksella i.

5. Osoitetaan ensin, ettd jos joukko S ndkyy pisteistd
P ja @, niin jana PQ siséltyy joukkoon S ja S nikyy jo-
kaisesta janan P(Q pisteestd. Nikymisen mééritelmés-
td seuraa, ettd pisteet P ja @ kuuluvat joukkoon S.
Koska @ nikyy P:sté, niin jana PQ siséltyy joukkoon
S. Olkoon nyt X mielivaltainen janan PQ piste ja Y
mielivaltainen joukon S piste. Silloin janat PY ja QY
siséltyvéat joukkoon S. Jos Y on suoralla PQ ja janan
PQ ulkopuolella, niin jana XY siséltyy joko janaan PY
tai janaan QY jotka puolestaan sisdltyvit joukkoon S.
Oletetaan, ettd PQY on (aito) kolmio, mutta janalla
XY on piste Z, joka ei kuulu joukkoon S. Puolisuora
PZ leikkaa janan QY pisteessd T'. Koska T on S:n pis-
te, se ndkyy pisteestd P, joten Z onkin joukon S piste.
Ristiriita osoittaa, ettd Y nikyy pisteestd X. Oletuk-
sen mukaan S:n jokainen piste nikyy pisteistd A, B ja
C. Edelld sanotun perusteella kolmion sivut AB, BC ja
C A sisiltyviit joukkoon S ja S nikyy jokaisesta niiden
janojen pisteestd. Mielivaltainen kolmion ABC piste X
on (usealla) sellaisella janalla, jonka péétepisteet ovat
kolmion sivuilla. Edelld osoitetun mukaan S:n jokainen
piste nékyy siis myos pisteestd X.
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Tekijafunktio ja muita lukuteoreettisia otuksia

Anne-Maria Ernvall-Hyténen

Ensi silméaykselld tekijafunktio
d(n) = Z 1
d|n

ei valttdméttd ndytd maailman mielenkiintoisimmalta
matemaattiselta objektilta. Se on kuitenkin yhteydes-
sé esimerkiksi Riemannin kuuluisaan ¢-funktioon, silla
kun $s > 1, niin

Tekijafunktion arvo on varsin helppo laskea, jos luvun
alkutekijahajotelma on tiedossa, silla
A(p3* - pi*) = (a1 +1)- - (ag +1).

Valitettavasti luvun alkutekijahajotelmaa ei yleensi voi
olettaa tunnetuksi (harvoinpa edes tieddmme, onko lu-
ku alkuluku vai ei). Télloin on varsin hankala sanoa
yhtddn mitdan tekijafunktion suuruudesta. Onnellista
kyll4, tekijafunktion keskimédraisestd suuruudesta pys-
tymmekin sanomaan aika paljon. Aloitetaan tarkaste-

lemalla summaa
M
Z d(n).
n=1

Huomataan aluksi, etté sen sijaan, etté laskettaisiin mi-
ten monta tekijad jollakin luvulla on, voidaan laskea

miten moni luku on kullakin luvulla jaollinen:

M M
M
SOESHESE
n=1 n=1
Alaspéinpyoristykset hieman h#iritsevit elamééd yhté-
16n oikealla puolella, mutta kirjoitetaan nyt
55
— | =— —cn,
n n

missd 0 < ¢, < 1. Oikea puoli voidaankin nyt kirjoittaa
muodossa

M M M M
M M M
SR =i e = roun,
n=1 n=1 n=1 n=1
missé O(M) tarkoittaa virhetermis, joka on korkein-
taan jokin vakio kertaa M, kun M on tarpeeksi suuri.
Téssé tapauksessa on toki helppo nahda, ettéd virheter-
mi on itse asiassa korkeintaan M. Summa on puoles-
taan varsin helppo arvioida:
M
M M
M 1 1
do—=M> = §M+M/—d:c:M+MlogM
n x
1

n

n=1 n=1

ja toisaalta

M+1
1

/ —dx
T

M

= Mlog(M + 1) > Mlog M.

2 Mz

n=1

Anne-Maria Ernvall-Hyténen toimii Vetenskapsradetin rahoittamana postdoc-tutkijana Kungliga Tekniska Hogskolanissa.
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(Tassé artikkelissa log on luonnollinen logaritmi.) Kai-
ken kaikkiaan siis

M
> d(n) = Mlog M + O(M),

missd merkinndn O implikoima vakio ei vilttamétta ole
sama kuin aiemmin. O(M) on sinénsi varsin mukava
virhetermi, ettd se on pienempi kuin M log M, mutta
toki voi miettié, saisikohan titd virhetermié runnottua
hieman pienemmaéksi. Onnellista kylld, virhetermi suos-
tuu pieneneméédn varsin alkeellisilla menetelmilld suu-
ruusluokkaan O(v/M), mutta tilloin pitéi ottaa toi-
nenkin pédtermi mukaan:

> d(n) = Mlog M + (2y — 1)M + O(V'M),

n<M

missd 7 = limg oo (anm % —log x) Todistus jéte-
tadn innokkaalle lukijalle harjoitustehtavéksi.

Niiden laskujen tuloksena pédédsemme johtopadtokseen,
ettd tekijafunktion arvo joukossa {1,2,..., M} on kes-
kiméérin log M. Seuraava luonnollinen kysymys on se,
kuinka paljon arvot tésté heittelehtivit. Selvisti kaikil-
le alkuluvuille p pitee d(p) = 2 ja alkulukujen potens-
seille d(p’) = £+ 1. Toisin sanoen, todella pienii arvoja
kylld 16ytyy, mutta ei valttdamaéatta kovin tihedssa. Toi-
saalta voidaan arvioida:

din) =) 1=2 >

d|n d|n, d<\/n

< 2v/n.

Pienille luvun n arvoille tama yléraja ei ole valttamat-
t# kovinkaan huono: Esimerkiksi d(6) = 4, ja 2v/6 < 5.
Suurille luvun n arvoille tdmé sen sijaan on jo pahasti
pielesséd. Tamén todistaminen on jo selvisti hankalam-
paa ja tyolaampéad, mutta koska se on kuitenkin teh-
tavissé alkeellisilla menetelmilld, siirrymme nyt siihen.
Tésté ldhtien voimme siis olettaa, ettd luku n on suu-
ri. Kirjoitetaan n = p{* --- pi*, ja olkoon ¢ reaaliluku,
jolle annetaan arvo myShemmin. Tarkastellaan aluksi

osamaaraa
k

dn) H (oci + 1)
5 6]

" i\ Py
Oikean puolen tuloa voidaan arvioida ylospéin, jos sii-
té poistetaan kaikki sellaiset termit, joilla pf > 2, silla
talloin pfo"i > 2% > q; + 1 (vilmeinen vaihe on helppo
todistaa vaikka induktiolla), eli O‘g—j}l < 1. Jaljelle jaa

p’.

i

II <ai+1>
aié .
1<i<r, pi<2 \ Pi

Tamén summan arviointia voidaan taas jatkaa mani-
puloimalla nimitt4jéd. Osoitetaan ensin, ettd

tulo

pd = e@10lo8pi 5 1 4 S, log p;.

Yhtésuuruus on triviaali. Epdyhtdlé puolestaan saa-
daan, kun tarkastellaan funktiota f(y) = e¢¥ — 1 — y,
ja huomataan, ettd f'(y) = e —1 =0, kun y = 0 ja
f'(1) > 0, jolloin funktio on kasvava positiivisilla muut-
tujan y arvoilla. Alkuperidinen epdyhtilo on todistettu,
kun vield huomataan, ettd f(0) = 0, eli positiivisilla
muuttujan y arvoilla myos funktion arvo on positiivi-
nen. Kun otetaan luonnollinen logaritmi ehdosta p¢ < 2
molemmilta puolilta, saadaan dp; < log2 < 1, ja niinpé

1+, 1ngi > 510gp¢(ozi + 1)

Tama muotoilu vaikuttaa varsin lupaavalta, silld nyt
voimme hankkiutua eroon osoittajasta. Lauseke siis
muokkaantuu seuraavasti:

a; +1 a; +1
< _ s
H ( poo ) N H ((041'+1)510gp¢)

1<i<r, pf<2 1<i<r, pf<2

- 1 (5101%]91‘)'

1<i<r, pi<2

Lauseke ei ainakaan kasva, jos alkuperiisen luvun n al-
kutekijoiden py, pa, . .., pr joukkoon lisdtdin ne joukon
ulkopuoliset alkuluvut, jotka toteuttavat ehdon p® < 2,
eli p < 2/9. Kaikki alkuluvut p ovat suuruudeltaan vi-
hintéisn > 2, ja korkeintaan luvun 21/, Siispé

11 <5lolgpi>< 11 (Mjgp)

1<i<r, pi<2 p<21/s
1
dlog2

< 11
91/6

p<21/9

1
< _
- (5log2)

Olemme nyt pédtyneet arvioon

d(n) 1
<
nd — \dlog2
Otetaan téstd logaritmit puolittain, jolloin paddytdédn
lausekkeeseen (jota on ehké hieman helpompi manipu-

loida kuin ylldolevaa, vaikka periaatteessa ideat mene-
vit ldpi kummassa tahansa tilanteessa)

91/6

1
logd(n) < Slogn + 24 1og (510g2) .

Valitaan nyt
B (1+5)log2
~ loglogn

missé € on positiivinen kiinted reaaliluku, joka voidaan
valita niin pieneksi kuin halutaan. Témén sijoituksen
jélkeen voimmekin olla toistaiseksi ihan tyytyvéisii oi-
kean puolen ensimmaéiseen termiin. Toinen termi sen si-
jaan vaatii vield ty6td. Jaetaan toinen termi osiin (tu-
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méiseksi tydvuorossa on 21/9:

loglog n

91/6 _ 2(1+§)1og2

loglog n log 2
=€ (1+%)10g2

loglog n

=e (%) = (logn)™= .

Téhén arvioon voimme hetken olla aivan tyytyvéisii,
ja siirtya toiseen palikkaan. Kun n on riittdvin suu-
ri, pitee varmasti log2 > §, joten @ < 6% ja tésté
saadaankin

1 1
1 —_ 2log ~.
©8 (5log2> <2083
Tété lauseketta onkin jo varsin helppo muokata:

1 loglogn loglogn
2log = =21 —— ] <21 —_—
85 °g<(1+§)1og2> Og( log 2

= 2logloglogn — 2loglog 2.

(Tatd lauseketta katsoessa on varmaan helppo arvata
miksi vitsaillaan, ettd hukkuvasta analyyttisestéd luku-
teoreetikosta lahtevé déni on logloglog. Metodologisesti
tdma vadnto ei tosin ihan analyyttistd lukuteoriaa ole,
mutta samankaltaisista ongelmista ja tuloksista on kui-
tenkin kyse.) Koska log 2 < 1, niin loglog 2 < 0. Arvioi-
daan nyt ylospdin: —loglog?2 < logloglogn riittdvén
suurille n. Paadytaan siis tulokseen

1
log (m) < 3logloglogn.

Seuraavaksi viitetddn, ettd

elog2logn

1
1 1+ Joglog <
3 (logn) ogloglogn < 2Toglog n

milld tahansa kiinte&lla positiivisella e. Tdmén todistus
(sopivan funktion kiytoksen, eli kiytinnossd derivaa-
tan tarkastelu) jitetddn epéluuloisille lukijoille harjoi-
tustehtdvaksi. Olemme néin vihdoinkin pédsseet tulok-
seen

(1+¢)log2logn

1
ogd(n) < loglogn

Téamén tuloksen voi kirjoittaa useassakin muodossa,
mutta ehkd tdtd on helpoin verrata aikaisempaan ne-
lidjuurirajaan, jos yksinkertaisesti kirjoitetaan

(1+¢)log?2

d(n) < n Testogn

Tamé& arvio on itse asiassa todella hyvé, silld jos eks-
ponentin osoittajan summattavan ¢ eteen laittaisi mii-
nusmerkin plusmerkin tilalle, niin tulos ei enda pétisi
vaan 16ytyisi ddrettomén paljon sellaisia lukuja n, joilla

(1—e)log?2

d(n) > n loslogn

vaikka e olisi kuinka pieni kiinted positiivinen luku.
Téamén véitteen todistaminen on varsin helppoa, mut-
ta tarvitaan hieman taustatietoja. Méaritelldin aluksi

funktio 7 (x):
m(x) =1,
p<z
missé p on alkuluku. Funktio 7(x) siis laskee korkein-

taan luvun z suuruiset alkuluvut. Esimerkiksi 7(6) = 3.
Alkulukulauseena tunnettu tulos kertoo, etté

X

()

~ logz’

misséd merkintd ~ tarkoittaa, ettd tulos ei ole viltta-
matta tarkka, mutta virhetermit ovat selvésti pienem-
pid kuin péstermi (joka on siis kirjoitettu oikealle puo-
lelle). Toisaalta voimme myos médritelld toisenlaisen
alkulukujen laskemiseen tarkoitetun funktion:

Hzx) = Z log p.

p<z

Ttélle puolestaan pitee arvio ¥(x) > cx jollakin vakiol-
la 0 < ¢ < 1. Nyt pddsemmekin asiaan. Tarkastellaan
lukua n = 2-3-5---¢, joka on siis tulo alkuluvuista
johonkin alkulukuun ¢ saakka. Nyt

logn =log2 +1log3 +logh+ - +1logqg < m(q)loggq.
Nyt
d(n) _ 271'((1) Z 2logn/ logq.

Huomataan toisaalta, ettd ¥(q) = logn, joten voidaan
arvioida logn > cgq, josta saadaan logq < loglogn —
log c. Saammekin nyt

log n log 2
d(n) > 9Toglogn—loge — qToglogn—logc

Seuraavaksi pitdidkin vain osoittaa, etté

(1—¢e)log2
n log logn

log 2
< nloglogn—Togec |

Téatéa lauseketta voi jonkin verran yksinkertaistaa, eli
itse asiassa riittda osoittaa

(1—¢) 1
loglogn

loglogn — logc’

mutta ristiin kertomalla voidaan tdmé todeta paikkan-
sa pitaviksi kunhan luku n on riittdvéan suuri. Siispi,
luvuilla n = 2-3-5---¢ on liikaa alkutekijoité, jotta
luvun e eteen voisi laittaa miinusmerkin.

Tata tekstid kirjoitettaessa on kiytetty lahteend K. Ra-
machandran teosta Theory of Numbers.
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Tiilid pinoon

Pekka Alestalo
Matematiikan laitos, Aalto-yliopisto

Reunan yli

Poydalld on n kappaletta samanlaisia tiilid: Kuinka kor-
kea pino niistd voidaan koota, jos jokaisen tiilen tulee
olla normaaliasennossa eli suurin pinta alaspdin?

Omituinen kysymys, silld vastaus on selvésti nh, mis-
sé h on yhden tiilen korkeus. Sen sijaan kysymys siité,
kuinka kauas ylin tiili voisi tasapainossa ulottua poy-
dén reunan yli, onkin jo hankalampi selvittdd ilman
tarkempaa laskemista. Se on tdmén kirjoituksen aihee-
na.

Kannattaa aloittaa yhden tiilen tapauksella. Selvésti
tiili voidaan asettaa niin, ettd korkeintaan puolet sen

omasta pituudesta jad poydan reunan ulkopuolelle. Sen
sijaan jo kahden tiilen tapaus vaatii enemmén pohdin-
taa: onko edes selvdd, ettd kahdella tiilelld pédstéddan
kauemmas poydéin reunasta kuin yhdell4?

Tasapainoehto koostuu nyt kahdesta osasta: ylin tiili
ei saa pudota alemman péiltd eikd koko systeemi saa
kiepsahtaa poydélta. Oletetaan, etté tiilten pituus on 1
pituusyksikks! ja merkit#sin tiilten ulkonemia symbo-
leilla 1 ja 29 kuten alla olevassa kuviossa. Systeemin
tasapainoa voidaan tutkia momenttien avulla ja tar-
vitsemme sen vuoksi fysiikasta seuraavan tiedon: suora-
kulmaisen sirmion synnyttidmén momentin (= voima X
varsi) pystysuora komponentti tietyn tukipisteen suh-
teen on mg - Az, missi m on sérmioén massa, g ~ 9,81
m/s? ja Ax sirmion keskipisteen ja tukipisteen vilinen
vaakasuora etdisyys. Tama4 ei ole totta yleisesti, mutta
se patee ainakin niille kappaleille, jotka ovat symmet-
risid peilauksessa massakeskipisteen suhteen.

X1

Sovitaan, ettd momentin positiivinen suunta on myo-
tapdivadan. Ylemmaén tiilen tasapainoehdoksi saadaan

INiin rohkeasta vedosta voi ylioppilaskokeessa menettis yhden pisteen . ..



28

Solmu 2/2010

talloin mg - (z1 — 1/2) < 0, josta seuraa jo ylld todettu
tulos x1 < 1/2.

Koko systeemin tasapainossa tdytyy ottaa huomioon
molempien tiilien momentit péyddn reunan suhteen.
Koska ylemmaén tiilen keskipisteen vaakasuora etdisyys
poydin reunasta on x1 + x2 — 1/2, niin saadaan ehto

mg - (x2 —1/2)+mg- (x1 + 22 — 1/2) <O0.

alempi ylempi

Sievennys muotoon
1
r1 + 2x2 < 2- 5

auttaa jatkossa yleisen ehdon hahmottamiseen, ja siitd
saadaan ratkaisuksi

To S 5 — gxl.
Valitsemalla z; = 1/2 saadaan xo < 1/2 —1/4 =1/4,
joten kahden tiilen avulla pdéstdéan vahintadn x, +xo =
1/2 +1/4 = 3/4 poéydén reunan ulkopuolelle. Ainakin
kauemmas kuin yhdelld tiilell!

Tehtiva 1. Osoita, ettd samalla periaatteella saadaan
kolmen tiilen systeemin tasapainoehdoksi

1
T+ 229 + 323 < 3 - 3
Ratkaise suurin mahdollinen z3, kun z; = 1/2 ja
x9 = 1/4. Miki on silloin x1 + xo + 237

Voisimme jatkaa talld tavalla lisddmaélla yhden tiilen
kerrallaan, mutta siirrytdén kuitenkin rohkeasti ylei-
seen tapaukseen. Olkoon siis annettuna n tiilté, joiden
pituus on 1 pituusyksikks. Oletetaan, etté tiilid lado-
taan kuvion 3 esittamalld tavalla paillekkéin niin, etté
jokainen tiili ulottuu hieman alempana olevan oikeal-
le puolelle. Merkitadn ulkonemia ylha&ltd laskettuna
symboleilla x1, xs, ..., x,. Tarkoituksena on selvittis,
kuinka suuria arvoja summa x1 +x2+ - - -+, voi saada
silloin, kun rakennelma on tasapainossa.

Ensimmaéinen tédrked havainto on se, ettd ylimpien tii-
lien tasapainoehdot ovat samat kuin aikaisemmissa ta-
pauksissa, joissa tiilid on vihemméin. Ainoa uutuus on
koko systeemin kiepsahtamista koskeva ehto, jossa mo-
mentteja tutkitaan poydéan reunan suhteen. Koska yl-
h&alta lukien k:nnen tiilen keskipisteen etéisyys poydan
reunasta on x, +x,—1+- - -+, —1/2, niin aikaisemmis-
ta tapauksista mallia ottaen tasapainoehdoksi saadaan
(mg supistuu pois)

(X —1/2) + (xp + Tp—1 — 1/2)
+(@n+Tpo1 T —1/2)+...
+(xn+$n—1+"'+x1 _1/2) SO,

joka sievenee muotoon

x1+2x2+---+mcn§g.

Néin ollen
ne, <nf2 —(r14+2r2+ -+ (n — 1)x,_1)

ja edelleen

1 1
Ty < 3 ﬁ(xl +2z2 4+ (n—Dxp_1).
Tuloksena on siis palautuskaava, jonka avulla annetun
pinon ja pdydén véliin voidaan lisédtd yksi tiili niin, ettd
tasapaino siilyy. Aloitetaan arvosta x7 = 1/2 ja laske-
taan palautuskaavan yldrajan avulla

11 1
$2—2 2 X1 47
1 1 1
— - _ . ) S
T3 573 (1 + 2x2) %
-1 1( + 225 + 3x3) =
564—2 1 1 T2 $3—8,
! 1( + 229 + 313 +4 )—1
$5—2 5 T1 ] x3 T4 10

jne. Niyttdd siltd, ettd xp = 1/2k kaikilla 1 < k < n.
Tamé voidaan todistaa esimerkiksi vihentdmalld kak-
si perdakkaisté palautuskaavaa puolittain toisistaan, jol-
loin summan termeji kumoutuu joukoittain: koska

kkak/Q—(xl-l-Z’Eg-f—...
+ (k= 2)zp—2 + (k= 1)zg_1)
(k—Dag—1=(k—1)/2 = (z1+ 222+ ...
+ (k= 2)k—2),

kxi — (k— Dz =k/2—(k—1)/2— (k— 1)z
=1/2— (k- 1)xg—_1,

josta edelleen x, = 1/2k.

Tehtdva 2. Montako tiiltéd tarvitaan, jotta ylin tiili oli-
si kokonaan poydan ulkopuolella, ts. 1 +z2+- - -+, >
17

Huomattakoon, etté valittaessa kaikki ulkonemat mah-
dollisimman suuriksi, ei syntyvé tasapainotila ole vakaa
(stabiili): pienikin héirio kuten ylimmiin tiilen padhin
laskeutuva hyttynen rikkoo tasapainon ja romahdut-
taa koko pinon. Tdmé& voidaan korjata pienentdmél-
14 jokaista ulkonemaa hiuskarvan verran, jolloin saa-
daan vakaa tasapainotila aavistuksen pienemmilld ul-
konemalla.

Vinoon menee

Mutta kuinka kauas poydan ulkopuolelle voidaan talla
tavalla padstd? Koska

"1

1
~ -1
2nn

N =
> =

n
k=1
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ja lim, o Inm = oo, niin mitddn kiintedd ylirajaa ei
ole, jos vain kiytettivissi on riittdvin paljon tiilid (ja
sekéi poyté ettd alimmat tiilet kestéviit paineen).

Tehtéva 3. Arvioi ylld olevaa approksimaatiota kéyt-
tamalld, kuinka monta 30 cm pitkda tiiltd tarvitaan,
jotta ulkonema olisi a) 1 m, b) 10 m, ¢) 100 m, d) 1
km.

Voidaan osoittaa, ettd ylld laskettu tapa tiilten lato-
miseksi tuottaa optimaalisen tuloksen, jos latomisvai-
heessa kukin tiili saa koskettaa vain yhté alempana ole-
vaa. Vasta dskettdin osoitettiin, ettd tdstd vaatimukses-
ta luopumalla voidaan latoa n tiiltd rykelméksi niin, et-
té uloin tiili (ei valttdméttd ylin) yltdd ainakin ¢ - &/n
verran reunan ulkopuolelle (sopivalla vakiolla ¢ < 6, jo-
ka ei riipu luvusta n) ja ettei titd tulosta voida enii
parantaa. Koska
. Inn
s = 0

niin parannus ylla késiteltyyn ns. harmoniseen pinoon
on huomattava suurilla n. Esimerkiksi kuviossa 4 paés-

tddn kolmen tiilen avulla etdisyydelle 1, joka on suu-
rempi kuin harmonisen kolmen tiilen pinon ulkonema
11/12 = 0,92. N4ité uusimpia tuloksia selvitetdén tar-
kemmin alla olevissa viitteissa.

172

12

Viitteet

Barry Cipra: The Joys of Longer Hangovers. Science
323, Feb. 2009, s. 875.

M. Paterson, Y. Peres, M. Thorup, P. Winkler, U.
Zwick. Maximum Overhang. The American Mathema-
tical Monthly, Vol. 116, Nr. 9, Nov. 2009, ss. 763-787.

Solmun keskustelupalsta on osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/cgi-bin/yabb2/YaBB.pl
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Mita on 98-prosenttinen varmuus?

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Ilta-Sanomien vuoden 2010 péésidislauantain nume-
ron Plus-liitteen takasivun tayttdd Kiinteistomaailma-
yhtion kokosivun mainos, jonka vihre#ltd pohjalta erot-
tuu viiden ja puolen senttimetrin korkuisena prosent-
tiluku 98 %. Mainoksen tekstissi ovat virkkeet "Me
tieddmme 98 % varmuudella mité asunnostasi saa.” ja
"Vilittdjiemme antamat hinta-arviot ovat toteutuneet
viimeisen kahden vuoden aikana tilastojen mukaan 98
prosenttisesti.” Muuta varsinaista informaatiota mai-
nokseen ei sisélly.

Mainoksen vélittimé sanoma on, ettd Kiinteistomaa-
ilman toiminta on asiantuntevaa ja hyvin asiakkaita,
siis asuntojaan kauppaavia ihmisid palvelevaa. En ota
tiahdn kantaa, varsinkaan kielteistd, mutta on muka-
va miettid, mitd mainoksen prosenttiluku saattaisi tar-
koittaa. Prosessi, jota kuvataan, on olennaisesti kaksio-
sainen. Ensimmaisessé osassa valittdja tutustuu myyn-
tikohteeseen ja esittdd havaintojensa sekéd hallussaan
olevan informaation kuten aikaisempia vastaavanlais-
ten kohteiden kauppoja koskevien tietojen perusteella
arvion kohteen hinnasta. Toisessa vaiheessa kaydd#n
oikeasti kauppaa. Kohteelle asetetaan nimellishinta ja
ostamista harkitsevat esittdvét omia, yleensé nimellis-
hintaa alempia tarjouksia, ja neuvottelujen sekd mah-
dollisen tarjouskilpailunkin jédlkeen kauppa pédtetéddn,
yleensé kaiketi jonkin verran nimellishintaa alemmasta
kauppasummasta.

Miten arviot voivat toteutua 98-prosenttisesti? Kun
hinnat ja arviot voivat olla aika lailla erilaisia lukuja,
niin tulkinta "98 % kaupoista, joita edelsi arviomme,

oli sellaisia, ettd arvioimme kohteen hinnaksi a euroa
ja kauppahinta oli my6s tasan a euroa” ei tunnu ko-
vin uskottavalta. Myyjan kannalta hyva tulkinta olisi
798 % kaupoista oli sellaisia, etté arvioimme kohtees-
ta saatavan a euroa tai ainakin a euroa, ja toteutu-
nut kauppahinta oli b euroa, missd b > a”. On myos
mahdollista se, ettd arvio olisi ollut ”enintéén a euroa”
ja 98 %:ssa kaupoista kauppahinta olisi ollut b euroa,
missd b < a. Néissd tapauksissa sen arvioiminen, on-
ko 98-prosenttinen onnistuminen hyvé saavutus, riip-
puu olennaisesti siité, ovatko arviot a kovin pienié tai
arviot b kovin suuria vai ei. — Ei tietenk&dn ole toden-
nékoistd, ettd valittdji tieten tahtoen esittiisi kovin
pienen hinta-arvion, koska t&lloin asiakas ei olisi halu-
kas solmimaan hénen kanssaan toimeksiantosopimus-
ta. Sen sijaan jalkimmaéinen tulkinta sopisi tilanteeseen,
jossa vilittdja hankkisi sopimuksia liian hyvin lupauk-
sin.

Tilastolliseen pééttelyyn liittyva konfidenssivélin eli
luottamusvilin késite toimisi tédssd tilanteessa seuraa-
vasti. Arvio olisi ainakin ¢ mutta enintééin b euroa, ja
98 %:ssa toteutuneita kauppoja kauppahinta olisi ¢ eu-
roa, missid a < ¢ < b. Téalloin mainoksen tarkoittama
asiantuntevuus riippuisi olennaisesti vélin pituudesta.
Jos b — a on vallan suuri, ei ole konstikaan saada lu-
kua ¢ sopimaan véliin [a, b], mutta jos b — a on pieni,
osoittaa 98 % onnistuminen hyvii ennustustaitoa.

Muitakin mahdollisuuksia tulkita mainoksen prosent-
teja 16ytyy. Kun kaupanteon yhteydessé tapahtuva tin-
kiminen kuitenkin hiukan laskee hintaa, voisi 98 % tar-
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koittaa esimerkiksi sitd, ettd myyntihintojen keskiarvo
on ollut 98 % hinta-arvioiden keskiarvosta. Seuraavak-
si tdytyisi nyt kysy#, miten keskiarvo lasketaan. Ta-
vallisen aritmeettisen keskiarvon kohdalla saattaisi esi-
merkiksi onnistuminen muutaman huippukalliin koh-
teen tapauksessa kompensoida suuren madrdn epaon-
nistumisia halvempien kohteiden osalla. Usein koroste-
taan sité, ettd mediaani eli aineiston keskimméinen on
parempi aineiston edustaja kuin aritmeettinen keskiar-
vo: ihmisten “tavallista” varallisuutta edustaa parem-
min varallisuusvertailun keskimméisen varallisuus kuin
kaikkien yhteen lasketun varallisuuden keskiarvo, johon
saattaa vaikuttaa erittdin voimakkaasti yhden huippu-

rikkaan omaisuus. Mutta jos verrataan arvioiden medi-
aania ja kauppahintojen mediaania, niin jalkimméinen
voi helposti olla 98 % edellisesti, vaikka suurin osa ar-
vioista olisi suurestikin erilaisia kuin toteutuneet kau-
pat.

Mainonta on mainontaa ja faktat ovat faktoja. Jokin
numeroarvo yksindin ei kuitenkaan aina lisdé tietoa ja
mainoksen luotettavuutta. [hanneyhteiskunnassani nu-
merolukutaito olisi niin kehittynytté, ettd mainostaja-
kin pitéisi itsestddn selvand laittaa esiin my6s numero-
narvon merkityksen selventédmiselle olennaiset lisétie-
dot, vaikkapa vain pienemmin kirjasimin.
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