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Matematiikan loppukilpailutehtiviat 2010

Matemaattisten aineiden opettajien liitto MAOLin lu-
kuvuoden 2009-10 valtakunnallisten matematiikkakil-
pailujen loppukilpailut pidettiin Helsingissd, Munkki-
niemen yhteiskoulussa 29. tammikuuta. Kilpailuja oli
kaksi, toinen peruskoulun, toinen lukion oppilaille.

Peruskoulukilpailun tehtavit

Peruskoulukilpailu kéytiin kolmessa jaksossa ja tehté-
vid oli kaikkiaan 19. Ne olivat téllaisia (Solmun toimi-
tus on hiukan muotoillut muutamien tehtédvien sana-
muotoa.)

Osa 1l

1. Mik& on suurin kokonaisluku, joka toteuttaa seuraa-
vat ehdot: Se on suurempi kuin 100, se on pienempi
kuin 200 ja kun se pyoOristetdédn satojen tarkkuuteen,
se on 20 suurempi, kuin jos se pyoristetddn kymmen-
ten tarkkuuteen.

2. Korvaa kirjaimet numeroilla niin, etté eri kirjaimet
vastaavat eri numeroita.

STMA
+SIKA

MAKS A

3. Kolmiot ABC ja DBC', missi D on sivun AB piste,
ovat tasakylkisid, AC = AB =9 ja CD = CB = 6.
Kuinka pitkd on sivu BD?

4. A ja B ovat kuution sivutahkon vastakkaiset kérjet
ja B ja C' ovat kuution toisen sivutahkon vastakkaiset
kéirjet. Migritd ZABC.

5. Miks numero on ykkdsten paikalla luvun 22°1° kym-
menjirjestelméesityksessi?

6. Onko mahdollista, ettd positiivisen luvun nelié on
yhtd suuri kuin kaksi kertaa saman luvun kuutio? An-
na esimerkki, jos tdméd on mahdollista, tai perustele,
miksi ei ole mahdollista.

7. Miké on pienin arvo, jonka neljén kokonaisluvun tulo
voi saada, kun luvut ovat perdkkéisii kahden vilein?

8. Suunnikas ABCD on jaettu sivujen suuntaisilla suo-
rilla yhdekséksi pienemmiiksi suunnikkaaksi. ABC D:n
piiri on 25 ja neljan pikkusuunnikkaan piirit ovat ku-
vioon merkityt. Kuinka pitk& on keskimméisen, tum-
mennetun pikkusuunnikkaan piiri?

D &

6 cm

8 cm

A B

9. Vuosiluvuista 2009 ja 2010 saadaan pienin muutok-
sin luvut 2002 ja 20'°. Kumpi luvuista on suurempi ja
kuinka moninkertainen se on pienempéin verrattuna?
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10. Onko mahdollista piirtdd tasoon yhdeksén janaa
niin, ettéd jokainen niisté leikkaa tasan kolme janaa?

Osa 2

Kilpailun toinen osa suoritettiin geolauta-nimisen as-
karteluvilineen avulla. Laite havainnollistaa tason ko-
konaislukukoordinaattisten pisteiden osajoukkoa Z2.
Tehtéavit on Solmuun muunnettu niin, ettd geolaudan
sijasta puhutaan téstd joukosta, jota voi havainnollis-
taa myo6s esimerkiksi ruutupaperilla. Kutsumme jouk-
koon kuuluvia pisteita hilapisteiksi.

1. Kuinka monella eri tavalla voi jakaa kahteen keske-
nédn yhtenevadn osaan nelion, jonka kérjet ovat hila-
pisteitd ja jonka sivut ovat koordinaattiakselien suun-
taiset, kun jakajana on jana, jonka pédtepisteet ovat
nelion sivuilla olevia hilapisteitd? Nelion sivun pituus
on a) 3, b) 4, ¢) n — 1. Enti jos jaettavana on suora-
kaide, jonka kérjet ovat joukossa a ja jonka sivut ovat
m—1jan—1jam # n. Kiertamélla tai peilaamalla
saatuja ratkaisuja ei lasketa eri ratkaisuiksi.

2. Nelio, jonka kérjet ovat hilapisteité, sivut ovat koor-
dinaattiakselien suuntaisia ja jonka sivun pituus on a)
3, b) 4, jaetaan kahdeksi yhtenevéksi osaksi murtovii-
valla, jonka kérjet ovat nelion sisélld olevia hilapisteité.
Monenko nelitn sisélld olevan hilapisteen kautta mur-
toviiva kulkee silloin, kun monikulmioilla on mahdolli-
simman monta kérked?

3. Tarkastellaan nelioté, jonka sivut ovat koordinaat-
tiakselien suuntaiset, sivun pituus on 10 ja kérjet ovat
hilapisteitd. Muodosta nelion osa, jonka kérjet ovat hi-
lapisteitéd, ja joka on mahdollisimman suuri. Jaa té-
m# osa kahdeksi monikulmioksi janalla, jonka pa#tepis-
teet ovat hilapisteité, ja jaa toinen syntyneistd monikul-
mioista edelleen kahdeksi osaksi janalla, jonka pa&tepis-
teet ovat hilapisteitd. Montako kérked néin syntyneilld
kolmella monikulmiolla voi olla, kun yll& mainittu osa
on a) nelikulmio, b) viisikulmio? Entd montako kérkei
monikulmioilla on enintdén, kun osa on c¢) seitsenkul-
mio, d) n-kulmio? Piirrd ratkaisu tai selitd perustelu.

4. Muodosta edellisen tehtdvin nelion osamonikulmio,
jossa on mahdollisimman monta kérked. Monikulmion
kérkien tulee olla hilapisteitéd. Piirrd ratkaisu ja ilmoita
monikulmion ala.

Osa 3

1. Madritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille
198

T in+3

on positiivinen kokonaisluku.

2. Mité on z, jos

12 1 1 x
_ = — ... _ = ?
<1 2 ) <1 32> <1 20102> 2.2010°

3. Sddnnollisestéd tetraedrista (nelitahokkaasta) leika-
taan sdrmien keskipisteiden kautta kulkevilla tasoilla
pois nelja pienté tetraedria, yksi kunkin kérjen puolel-
ta. a) Montako sdrméd on jiljelle jadneessd keskiosas-
sa? b) Montako tahkoa on jiljelle jaéneessé osassa? c)
Kuinka suuri on jéljelle jadneen tetraedrin tilavuus al-
kuperéiseen verrattuna?

4. Pelasta maailma -tietokonepelissd maailmaa kuva-
taan kolmiulotteisessa koordinaatistossa, jonka origona
on planeetan pinnalla oleva havaitsija. Koordinaatiston
x-akseli osoittaa pohjoiseen, y-akseli lanteen ja z-akseli
kohtisuoraan ylos. Alkutilanteessa vieras avaruuslaiva
pudottaa myrkkyrajahteen kohdassa, jonka koordinaa-
tit ovat x = 15000, y = 20000 ja z = 10000 (yksik-
k6 on metri). Rdjdhde liikkuu niin, ettd sen koordi-
naatit ovat = 15000 — 200¢, y = 20000 + 200¢ ja
z = 10000 — 100¢, kun ¢t on sekunneissa ilmaistu ai-
ka. a) Paljonko aikaa pelaajalla on, ennen kuin rijihde
osuu planeetan pintaan? b) Mihin ilmansuuntaan réi-
jahde liikkuu? c¢) Kuinka kaukana havaitsijasta réjahde
osuu planeetan pintaan?

5. Swahilia kiytetiddn yleiskielend Ité-Afrikassa, jossa
sitd puhuu toisena kielen&én noin 50 miljoonaa ihmisté.
Aidinkielisi swahilin puhujia on noin viisi miljoonaa.
Swahilin kielen sanojen mtu, mbuzi, mgeni, jito, jitu
ja kibuzi vastineet ovat jattildinen, kili (pieni vuo-
hi), vieras, vuohi, ihminen ja iso joki, ei kuitenkaan
samassa jarjestyksessd. Padttele, mikéd on kunkin swa-
hilin sanan oikea vastine.

Lukiokilpailun tehtaviat

1. Todista, ettd suorakulmaisen kolmion keskijanojen
nelididen summa on % kolmion sivujen nelididen sum-
masta.

2. Méarité pienin n, jolle luvulla n! on ainakin 2010 eri
tekijaa.

3. Olkoon P(z) kokonaislukukertoiminen polynomi,
jolla on juuret 1997 ja 2010. Oletetaan liséksi, ettd
|P(2005)| < 10. Mit& kokonaislukuarvoja P(2005) voi
saada?

4. Parillinen maé#rd, n jalkapallojoukkuetta pelaa yk-
sinkertaisen sarjan, ts. kukin joukkue pelaa kerran ku-
takin toista vastaan. Osoita, ettd sarja voidaan ryhmi-
telld n — 1 kierrokseksi siten, ettd kullakin kierroksella
jokainen joukkue pelaa tasan yhden pelin.

5. Olkoon S jokin tason pistejoukko. Sanomme, ettd
piste P ndikyy pisteestd A, jos kaikki janan AP pisteet
kuuluvat joukkoon S ja ettd joukko S nikyy pisteesté
A, jos jokainen S:n piste nikyy pisteestd A. Oletetaan,
ettd S nikyy kolmion ABC jokaisesta kolmesta kéirjes-
td. Todista, ettd joukko S nékyy jokaisesta muustakin
kolmion ABC' pisteesté.
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Peruskoulukilpailun tehtidvien ratkaisuja
Osal

1. Tehtdvan ehtojen mukaan luku on x = 100 + y,
1 <y <99. Koska z > 100 ja = on pienempi kuin
x pyoristettyna satoihin, z pyoristettynéd satoihin on
200 ja x pyoristettynd kymmeniin on 180. Suurin né-
mé pyoristysehdot toteuttava luku on 184.

2. Koska 24 = Atai 24 = A+10ja0 < A <9,
on oltava A = 0. Huomataan seuraavaksi, ettd 25 =
100- M+ A =10-M tai 285 +1 = 10 - M. Jal-
kimmaéinen vaihtoehto merkitsee parittoman ja paril-
lisen luvun yhtdsuuruutta, eikd siis ole mahdollinen.
Koska S # A = 0, on oltava M = 1, § = 5. Nyt
M+K=1+K =5 (1+K =15 ei ole mahdollista,
koska K < 9).Siis K =4ja2-1I=4jal=2. (Edelld
todettiin jo, ettd ei voiolla2-1 =10+ K.)

3. Tasakylkisilla kolmioilla on yhteinen kantakulma
ZABC. Kolmiot ovat siis yhdenmuotoisia ja vastinsi-
vujen suhde on 9 : 6 = 3 : 2. Pienemmén kolmion
kantasivu DB on siis 2 isomman kolmion kantasivusta

3
CB =6, eli DB = 4.

4. My6s A ja C ovat erddn kuution sivutahkon vastak-
kaiset kérjet. AB, BC ja CA ovat siis kaikki kuution
sivutahkon lavistdjind yhté pitkat. Kolmio ABC on ta-
sasivuinen kolmio, joten ZABC = 60°.

5. Koska 2* = 16 ja kahden kuutoseen piittyvin
luvun tulo p#iittyy aina kuutoseen, 22008 = (24)502
péadttyy kuutoseen. Koska 4 - 6 paéttyy neloseen, myos
22010 — 4. 92008 55¢tvy neloseen.

6. Kysytyn luvun x on toteutettava yhtilo z? = 223.
Koska = # 0, yhtdl6 on sama kuin 1 = 2z. Luku voi
olla vain « = 3. Luku 3 ilmeisesti toteuttaa ehdon.

7. "Kahden vilein” tarkoittaa, ettd perdkkaiset luvut
valitaan niin, ettd niiden erotus on kaksi. Tulo on siis
(x — 4)(z — 2)xz(z + 2). On luonnollista etsié pienintd
arvoa negatiivisten lukujen joukosta. Tulo on negatii-
vinen, kun siind on yksi tai kolme negatiivista tekijaa.
Yksi negatiivinen tekijé on silloin, kun t—4 < 0 < z—2
eli kun z = 3. Tulon arvo on silloin —15. Kolme nega-
tiivista tekijéé on silloin, kun # = —1. Tulon arvo on
silloinkin —15.

8. Olkoot pikkusuunnikkaiden sivun AB suuntaisten si-
vujen pituudet a, b ja ¢ ja sivun BC suuntaisten sivujen
pituudet d, e ja f. Silloin 2(a+b+c+d+e+ f) = 25,
2(a+e)=13,2(b+d)=6,2(c+e) =5ja2(b+ f)=8.
Nyt 2(a +b+c+d+e+ f)—2(a+e)—2(b+d)—
2(c+e)—2(b+ f) = —2(b+ e), joten kysytty piiri on
2(b+e)=13+6+5+8—25=32—25="7.

9. Lasketaan:
200

2010

29.1018 108

= —=5-10".
a0 1000~ 2 010

Edellinen luku on suurempi, 50000000-kertainen.

10. Jokaiseen yhdekséistd janasta liittyy kolme leik-
kauspistettd, joten leikkauspisteitd on 27. Nyt kuiten-
kin sama leikkauspiste lasketaan ainakin kahdesti. Jos
jokaisen leikkauspisteen kautta kulkee janoista tasan
kaksi, tulee jokainen leikkauspiste lasketuksi tasan kah-
desti. Jos leikkauspisteitd on a kappaletta, saadaan
2a = 27, mikd on mahdotonta, kun a on kokonaislu-
ku. Oletetaan sitten, ettd joidenkin leikkauspisteiden
kautta kulkee kolme janaa. Téllainen leikkauspiste tu-
lee lasketuksi kuudesti. (Janapareja on 3, ja piste tu-
lee lasketuksi parin kummankin osapuolen mukana) Jos
tallaisia leikkauspisteitd on b kappaletta, mutta min-
kédn pisteen kautta ei kulje neljdd janaa, saadaan yh-
talo 2a 4+ 6b = 27, mikd on edelleen mahdoton parilli-
suustarkastelun vuoksi. Jos taas jonkin pisteen kautta
kulkee 4 janaa, tulee tdmé piste lasketuksi 12 kertaa.
Saadaan yhtdlo 2a + 6b + 12¢ = 27, joka on edelleen
parillisuustarkastelun vuoksi mahdoton.

Osa 2

1. Olkoon neli6 ABCD. Lavistija jakaa nelion kahdeksi
yhtenevéksi kolmioksi. Tamén lisiksi jaossa voi syntyé
yhtenevid nelikulmioita. Kohdissa a), b) ja c) téllaisen
nelikulmion kaksi vierekk&ista kirked ovat nelikulmion
jakavan janan padtepisteet vastakkaisilla nelion sivuil-
la. Voidaan olettaa, ettd ndmé sivut ovat AB ja C'D
ja ettd AB-sivulla oleva kirki on lihempéini tai yhtéd
kaukana pisteestd A kuin pisteestd B. Mahdollisia va-

lintoja on a)-kohdassa 1, b)-kohdassa 2 ja c)-kohdassa
n—1

n—
, kun n—1 on parillinen, ja ——, kun n—1 on pa-

riton. Kohdissa a), b) ja c) yhtenevid kuvioita voi siis
olla 2, 3 tai n:n parittomuuden tai parillisuuden mu-

n+1l . n .
kaan tai —. Suorakaiteen tapauksessa vastaava

tarkastelu on tehtdvd molempien sivuparien suhteen.
n . .
—,josmjan

n—2 . .
, Jos m jan ovat

Yhtenevien kuvioiden lukumaéri on

ovat molemmat parittomia,

molemmat parillisia, ja , jos luvuista m ja n

tasan toinen on pariton.

2. Kun n = 3, nelion sisdlld on 4 hilapistettd. Mur-
toviiva saadaan tehtdvidn ehtojen mukaan kulkemaan
néistd jokaisen kautta. Kun n = 4, nelién sisélld on 9
A:n pistettd. Murtoviiva voidaan nytkin piirtda jokai-
sen pisteen kautta, mutta nelion keskipiste ei ole mur-
toviivan aito kérki. (Osien tulee olla joko symmetriset
nelion keskipisteen suhteen tai symmetriset keskipis-
teen kautta kulkevan suoran suhteen; kummassakaan
tapauksessa keskipiste ei voi olla murtoviivan aito kér-
ki.)

3. Jos ensimméisen jakoviivan péitepisteet ovat A ja
B ja toisen jakoviivan péétepisteet C' ja D, niin synty-
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neiden kolmen monikulmion kérkini ovat alkuperiisen
monikulmion kérjet ja kukin pisteista A, B, C ja D kah-
desti. Jos jokin niistéd jakopisteistd osuu alkuperdisen
monikulmion kérkeen, alkuperédisen monikulmion kér-
kiméaaraa vihennetddan. Néin ollen n-kulmiosta synty-
vien kolmen monikulmion kérkiméaéré on ainakin n +4
ja enintdéin n 4+ 8. Nelikulmion tapauksessa pisteistd A,
B, C ja D enintdén kolme voi olla nelikulmion karkié,
joten a-kohdan vastaus on 9, 10, 11 tai 12. Seuraavas-
ta tehtédvéstd ilmenee, ettd suurin mahdollinen n on 16
ja ettd talloinkin pisteet A, B, C ja D voidaan valita
niin, etté niisté yksikéén ei ole alkuperéisen 16-kulmion
kéarki. d-kohdan vastaus on siis n + 8.

4. Selvisti ainakin oheisen kuvion mukaiset 16-kulmiot
voidaan muodostaa. Laskemalla monikulmion ulkopuo-
liset neliét ja kolmiot ndhdédédn helposti, ettd vasem-
manpuoleisen ala on 76 ja oikeanpuoleisen 78. — Sen tés-
méllinen todistaminen, ettd vaaditun n-kulmion piirté-
minen ei ole mahdollista, kun n > 16, vaikuttaa haasta-
valta ongelmalta. Solmu palaa asiaan. Lahettdkdd eh-
dotuksianne!

Osa 3

1. Koska 198 = 9-22 = 2-32. 11, z on kokonaisluku
tédsmélleen silloin, kun pariton luku 4n + 3 > 7 on jo-
kin luvuista 9, 11, 33, 99. Naista luvuista vain 11 ja 99
ovat muotoa 4n + 3, n:n arvoilla 2 ja 24.

2. Koska

1 1_k2—1_(k—1)(k+1)

K2 k2 2 ’
tulossa jokaisen termin osoittajan tulon tekijit supis-
tavat viereisten tekijoiden nimittajéstd yhden tekijan.
Ensimmaéisen tekijdn nimittdjén kakkosista vain toinen
supistuu, samoin viimeisen termin nimittdjastd vain
toinen 2010. Viimeisen termin k£ + 1 eli 2011 ja& myos
supistumatta. Se on siis x.

3. a) Sdarmid on 4 -3 = 12: kunkin leikkauskuvion
kolme sdrméii. Alkuperdiset sdrmét leikkautuvat ko-
konaan pois. b) Tahkoja on kahdeksan: alkuperiisis-
ta neljasté tahkosta jaé jokaisesta keskiosaan kolmio ja

leikkauskuvioista tulee nelji liséé. ¢) Jokainen pois lei-
kattu tetraedri on sddnnollinen, ja néiden tetraedrien
sdrméit ovat puolet alkuperiisestd. Kukin pois leikattu
tetraedri on siten tilavuudeltaan kahdeksasosa alkupe-
raisestd. Kun pois leikattuja tetraedreja on neljé, pois-
tetuksi tulee tasan puolet tilavuudesta, ja toinen puoli
jaa jaljelle.

4. a) Réjihde on planeetan pinnassa, kun z = 10000 —
100t = 0 eli kun ¢ = 100. b) x vilhenee ja y kasvaa
samalla nopeudella, joten rijahde liikkkuu lounaaseen.
¢) Kun ¢ = 100, niin z = 15000 — 200 - 100 = —5000
ja y = 20000 + 200 - 100 = 40000. Rajahdyspiste on
origosta 5 km eteldén ja 40 km ldnteen. Pythagoraan
lauseen perusteella pisteen etéisyys origosta on kilo-
metreind /52 + 402 = /1625 ~ 40,3.

5. Sanat jakautuvat kahdeksi osaksi; osien esiintymi-
sestd yhdesséd voi muodostaa seuraavan taulukon:

buzi geni to tu
ji X X
ki x
m X X X

Sanojen suomalaisissa vastineissa esiintyy nelja objek-
tia, 'vieras’, 'vuohi’, ’joki’ ja ’thminen’, ja nailla mas-
reet ’suuri’, 'pieni’ ja ‘'médreeton’ eli neutraali. Ndiden
yvhdistelmét voidaan my6s taulukoida:

vieras vuohi joki ihminen
pieni X
neutraali X X X
suuri X X

Kun taulukoita verrataan, huomataan, ettd m vastaa
rivid ‘neutraali’, jolloin geni on ’vieras’, ki ’pieni’, buzi
'vuohi’, to ’joki’ ja tu ’thminen’. Ja viimein ji ’suuri’.

Lukiokilpailun tehtivien ratkaisuja

1. Olkoon ABC suorakulmainen kolmio ja ZABC' suo-
ra kulma, BC = a, CA = b ja AB = ¢. Olkoot D, FE
ja F sivujen BC, C'A ja AB keskipisteet. Olkoot vield
keskijanat AD = m,, BE = my ja CF = m,.

1. ratkaisu. Kolmion sivujen keskipisteitd yhdistédvé
jana on kolmion kolmannen sivun suuntainen ja pituu-
deltaan puolet siitd. Siis ED|AB ja ED = 1AB. Siis
kolmio BDFE on suorakulmainen. Pythagoraan lauseen
perusteella saadaan suorakulmaisista kolmioista ABD,
FBC ja BDE

1
m?2 = AD* = AB® + BD? = ¢* + Zaz,

1
m?=CF? = BC? + BF? =a* + Zc2,

1 1
mi = BD* + DE? = ZaQ + ZCQ.
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Siis m2 + mi + m2 = 3(a® + ) = 3(2a* + 2¢%) =
3(a® 4+ ¢? 4 b?); viimeinen yht#ls perustuu Pythago-
raan lauseeseen sovellettuna kolmioon ABC'.

2. ratkaisu. Tunnetun (ja Pythagoraan lauseen no-
jalla helposti todistettavan) suunnikaslauseen mukaan
suunnikkaan lavistédjien nelividen summa on sama kuin
suunnikkaan sivujen nelividen summa. Kolmio ABC
voidaan kolmella eri tavalla tdydentdd suunnikkaaksi:
sivut a ja b, lavistdjat c ja 2me; sivut b ja c, lavistajit a
ja 2myg; sivut ¢ ja a, lavistéjiat b ja 2my. Néihin kolmeen
suunnikkaaseen sovelletaan kuhunkin suunnikaslauset-
ta. Siis ¢ +4m?2 = 2(a® + b?), a® + 4mZ = 2(b* + ¢?)
ja b? +4m? = 2(a? +?). Kun yhtilst lasketaan puolit-
tain yhteen ja ratkaistaan m?2 +mZ +m?, saadaan heti
viite. Oletusta kolmion ABC' suorakulmaisuudesta ei
tarvita. — Olennaisesti suunnikaslauseesta on kysymys
myos silloin, kun kidytetddn tunnettua ja kaavakokoel-
mistakin 16ytyvaéd kolmion keskijanan pituuden lause-
ketta mq = 11/2(b%+ c?) — a?. Johdutaan samoihin
yhtéloihin kuin ylla.

3. ratkaisu. Olkoon Z/CAB = «, LABC = p,
/BCA = ~. Kosinilause sovellettuna kolmioihin ADC,
BEA ja CFB antaa m2 = b? + {a® — abcosy, mj} =
? + 3b? —bccosa ja m2 = a® + ¢ — accos 8 Toisaal-
ta kosinilause sovellettuna kolmion ABC antaa yhtlot
2abcosy = a? + b? — 2, 2bccosa = b + ¢ — a? ja
2accos B = a? +b? — 2. Kun jilkimmaisisté yhtaloista
sijoitetaan kosinitermit edellisiin ja lasketaan yhtalot
yvhteen, saadaan viite.

2. Jos luvun n alkutekijghajotelma on n =
p1'ps® - ppF, niin nin tekijoiden médrd on d(n) =
(a1 + 1)(az + 1)+ (ar + 1). Kun m < n, niin jokai-
nen m!:n tekija on n!:n tekiji, mutta n!:lla on tekijoiti,
jotka eivit ole m!:n tekijoitd (esimerkiksi n!). d(n!) on
siis n:n aidosti kasvava funktio. Kokeillaan: 16!:ssa on
tekijind 8 +4 + 2 + 1 = 15 kakkosta, 5 + 1 = 6 kol-
mosta ja 3 viitosta ja 2 seitsem&d, 11 ja 13. Tekijoita
siis 16 -7-4-3-2-2 = 28.21 = 21256 > 5000,
15!:ssa kakkosia vain 11; tekijéiden lukumaara % = %
kertaa 16!:n tekijéiden lukumé&dra, mutta siis yli 3000,
14!:ssa viitoset ja kolmoset vdhenevét yhdelld, siis te-
kijoitd 12-5-3-3-2-2 =60-36 = 2160 > 2010. Kun
mennédn 13l:aan, seitseméiisii on yksi vihemmaén, jo-
ten tekijamé&iran ilmaisevassa tulossa ainakin yksi 3
muuttuu kahdeksi, ja tulo putoaa alle 2000:n. Vastaus
on siis n = 14.

3. Jos P(xp) =0, niin P(z) = (x — x¢)Q(x). Jos erityi-
sesti P:n kertoimet ovat kokonaislukuja ja z¢ on koko-
naisluku, niin @Q:kin on kokonaislukukertoiminen. [To-
distus: Jos P(z) = ana™ +an_12" 1+ -+ a1z +ag ja
Q(x) = by_12" 1 +b,_ 02" 2+ -+ bz +bo, niin a,, =
bn—la Qn—-1 = bn—2 - x()bn—la an—2 = bn—B - xObn—Qa

.., a1 = by — xoby. Kun niistd yhtéloista ratkais-
taan jarjestyksessi bp_1, bp—2, ..., by, ndhddén, et-
téd kaikki ovat kokonaislukuja.] Tdmén perustuloksen
mukaan tehtdvin polynomi voidaan kirjoittaa muotoon

P(z) = (x—1997)(z—2010)Q(x), missi @ on kokonais-
lukukertoiminen polynomi. Siis erityisesti |P(2005)| =
12005 — 1997| - [2005 — 2010] - |Q(2005)| = 40|Q(2005)].
((2005) on kokonaisluku. Jos olisi Q(2005) # 0, olisi
|P(2005)| > 40 > 10, vastoin oletusta. Siis Q(2005) = 0
ja P(2005) = 0.

4. Numeroidaan joukkueet numeroin 1, 2, ..., n. Tar-
kastellaan kierrosta i, 1 < i < n — 1, ja joukkuetta x,
x < n. Asetetaan joukkueen x vastustajaksi se joukkue
Yy, jolle x +y+17 on jaollinen luvullan—1jal <y < n.
Jos x + x + i = 2z + ¢ on jaollinen n — 1:114, asetetaan
x:n vastustajaksi joukkue n. On osoitettava, etti kaik-
ki joukkueet pelaavat joka kierroksella ja ettéd jokainen
joukkue tulee pelanneeksi jokaista muuta vastaan. To-
detaan ensin, etté joukkue n pelaa joka kierroksella. Jos
luvuilla 221+ ja 2z9+i on sama jakojdannos (n—1):114
jaettaessa, olisi 2(z1 — x2) parittoman luvun n — 1 mo-
nikerta, mutta koska |1 —z2| < (n—1)—1<n—1,0n
r1 = x2. Jakojadnnokset ovat eri lukuja, niitd on n — 1
kappaletta ja ne ovat vélin [0, n — 2] kokonaislukuja,
joten tasan yksi niistd on 0. n saa aina vastustajan. Sa-
moin osoitetaan, etté jos 2z 41 ei ole jaollinen n — 1:114,
on tasan yksi y # z, jolle x + y + i on n — 1:n moni-
kerta. Néin ollen jokaisella joukkueella on vastustaja
kierroksella 7, ja jos = saa vastustajakseen y:n, niin y
saa vastustajakseen z:n. On vield osoitettava, ettd jo-
kaiset kaksi joukkuetta tulevat pelaamaan. Jos x # y,
niin lukujen +y+1, z+y+2, ..., z+y+(n—1) jako-
jadnnokset n — 1:114 jaettaessa ovat eri lukuja (todistus
samoin kuin edelld); tasan yksi niisté, sanokaamme lu-
vun x 4y + 4 jakojddnnos, on nolla. x ja y pelaavat siis
keskenédn kierroksella ¢ ja vain kierroksella 4. Lisdksi
luvuista 2z +1, 2242, ..., 2+ (n— 1) tasan yksi, esi-
merkiksi 2x 4 7, on n — 1:n monikerta. x ja n pelaavat
siis kierroksella i.

5. Osoitetaan ensin, ettd jos joukko S ndkyy pisteistd
P ja @, niin jana PQ siséltyy joukkoon S ja S nikyy jo-
kaisesta janan P(Q pisteestd. Nikymisen mééritelmés-
td seuraa, ettd pisteet P ja @ kuuluvat joukkoon S.
Koska @ nikyy P:sté, niin jana PQ siséltyy joukkoon
S. Olkoon nyt X mielivaltainen janan PQ piste ja Y
mielivaltainen joukon S piste. Silloin janat PY ja QY
siséltyvéat joukkoon S. Jos Y on suoralla PQ ja janan
PQ ulkopuolella, niin jana XY siséltyy joko janaan PY
tai janaan QY jotka puolestaan sisdltyvit joukkoon S.
Oletetaan, ettd PQY on (aito) kolmio, mutta janalla
XY on piste Z, joka ei kuulu joukkoon S. Puolisuora
PZ leikkaa janan QY pisteessd T'. Koska T on S:n pis-
te, se ndkyy pisteestd P, joten Z onkin joukon S piste.
Ristiriita osoittaa, ettd Y nikyy pisteestd X. Oletuk-
sen mukaan S:n jokainen piste nikyy pisteistd A, B ja
C. Edelld sanotun perusteella kolmion sivut AB, BC ja
C A sisiltyviit joukkoon S ja S nikyy jokaisesta niiden
janojen pisteestd. Mielivaltainen kolmion ABC piste X
on (usealla) sellaisella janalla, jonka péétepisteet ovat
kolmion sivuilla. Edelld osoitetun mukaan S:n jokainen
piste nékyy siis myos pisteestd X.
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