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Epiyhtiloista, osa 1

Markku Halmetoja
Méntén lukio

Tassa kirjoituksessa tarkastellaan erditd koulumatema-
titkan keinoin todistuvia epdyhtéloitd. Erityisesti kes-
kitytdéan niihin, joiden oikeaksi todistaminen perustuu
nelion ei-negatiivisuuteen. Kirjoitukseen siséltyy muu-
tama lukijan aktivoimiseksi tarkoitettu harjoitustehta-
vd. Mychemmin ehké ilmestyvésséd toisessa osassa tar-
kastellaan yhden muuttujan konvekseja funktioita, jol-
loin saadaan menetelmid hieman hankalampien epéyh-
taloiden kasittelyyn.

Nelion ei-negatiivisuus

Viimeistadn lukio-opiskelun alussa kay selviksi, etta
2?2 > 0 kaikilla z € R, ja yhtiisuuruus on voimassa,
jos ja vain jos x = 0. Tdmén perusepdyhtilon avul-
la voidaan esimerkiksi todistaa, ettd positiivisen luvun
ja sen kéa#nteisluvun summa on vahintdan 2, miké ei
ole aivan ilmeinen asia, jos tarkasteltava luku on ldhel-
14 ykkostd. Seuraavassa esimerkissi todistetaan tdmé
viite.

Esim. Osoita, ettd jos u ja v ovat positiivisia lukuja,
niin

u v
_+_22)
v U

missé yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos u = v.

Ratk. Epéyhtalot

u v
—+—>2 |-uww (uv > 0,kertominen sallittu)
voou

u2—|—v222uv
u? = 2uw+v2 >0

(u—v)2>0

ovat keskend#in yhtapitiviéd, ja koska viimeinen niistéd
on tosi, ovat kaikki tosia. Selvisti yhtdsuuruus on voi-
massa, jos ja vain jos u = v.

Epéyhtalon todistaminen tapahtuu usein niin, etté joh-
detaan todistettavan epdyhtédlon kanssa yhtépitdvid
epiayhtéloitd, kunnes pédstddn sellaiseen, mikd néh-
déan todeksi esimerkiksi nelion ei-negatiivisuuden pe-
rusteella. Ndin meneteltiin edellisessé esimerkissé. Jos-
kus voidaan epdyhtédlon toista puolta sieventamélla
padsta lopulta sellaiseen epayhtaloon, mikd ndhdaan
todeksi jonkin tunnetun asian perusteella. Seuraavissa
harjoituksissa sovelletaan niitd periaatteita.

Harjoituksia

1. Kahden positiivisen luvun harmoninen, geometri-
nen, aritmeettinen ja kontraharmoninen keskiarvo
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médritelldan yhtaloilla

2 Q:\/ﬁ,Ale_

v u2—|—1)2
H = ja C = .
2 Ja u+v

-1 1»
u+v

Todista keskiarvojen suuruusjirjestys H < G < A <
C. Milloin yhtdsuuruus on voimassa?

2. Osoita, ettd jos u; ja ug ovat positiivisia lukuja, joil-
le u1 + ug = 1, niin
1 1

—+— >4
ul ug

Milloin vallitsee yhtédsuuruus?

3. Osoita, etté jos uq, us ja ug ovat positiivisia lukuja,
joille uq + us + us = 1, niin
1 1 1

—+—+—2>0.
U1 u2 us

Milloin vallitsee yhtésuuruus?

4. Yleistd tehtdvien 2. ja 3. epadyhtélot mielivaltaiselle
médrille positiivisia lukuja, ja todista néin saamasi
epayhtélo yhtdsuuruusehtoineen.

Cauchyn-Bunjakovskin-Schwarzin epiyh-
talo

Matemaattiset teoreemat on tapana nimeté loytdjansi
mukaan. Jos useat henkilot padtyvit toisistaan riippu-
matta samoihin tuloksiin, on oikeudenmukaista nimeté
tulos kaikkien keksijoiden mukaan. Cauchy! 16ysi en-
simmiisens nyt tarkasteltavan epdyhtlon, ja Schwarz?
yleisti sen integraaleja koskevaksi. Siitd puhutaan ylei-
sesti Cauchyn ja Schwarzin nimilld. Mydhemmin on
osoittautunut, ettd Bunjakovski® oli todistanut epiyh-
talon integraalimuodon 25 vuotta ennen Schwarzia, ks.
[3]. Siksi on oikein kéyttid otsikossa olevaa nimihirvis-
td, mikd jatkossa lyhennetdin CBS-epayhtéloksi. Té-
mi térked epdyhtilo voidaan todistaa lukion pitkéan
matematiikan kakkoskurssin tiedoilla.

Lause. CBS-epédyhtéilo. Reaaliluvut wuq,us, ..
v1, V9, ..., U, toteuttavat epdyhtialon

Sy Up ja

lurvr + . oo 4 un vy
<Vud ey e (1)

misséd yhtdsuuruus on voimassa, jos ja vain jos on ole-
massa tg, jolle u,tg = v, kaikilla ¢+ € {1,2,... n}, tai
kaikki u-luvut ovat nollia tai kaikki v-luvut ovat nollia.

Todistus. On selvii, ettd (1):ssd vallitsee yhtdsuu-
ruus, jos kaikki w-luvut tai kaikki v-luvut ovat nollia.

Olkoot uq, ..., uy, javy,...,v, reaalilukuja, joista kaik-
ki eivat ole nollia. Voidaan rajoituksetta olettaa, ettéd
véhintdédn yksi u-luku on nollasta eroava. T#ll6in funk-

tio
vn)? (2)

voidaan kehittaé toisen asteen polynomiksi

n n n
g(t) =t Zuf — ZtZuzvl + va
=1 1=1 1=1

Sillié on enint#in yksi nollakohta, silli neliot (u,t — v,)?
ovat ei-negatiivisia. Diskriminanttitarkastelulla saa-

daan
n 2 n n
g UV, < g uf g v?,
=1 1=1 1=1

mistd (1) seuraa. Selviisti yhtdsuuruus vallitsee, jos ja
vain jos kaikki neliot (2):ssa hdvidvit samalla ¢:n arvol-
la, eli jos ja vain jos on olemassa tg, jolle u,tg = v, kai-
killaz € {1,2,...,n}. Muussa tapauksessa yhtdsuuruus
on voimassa ainoastaan, jos kaikki u-luvut tai kaikki v-
luvut ovat nollia.

g(t) = (it —v1)* + ...+ (unt —

Harjoitus

5. Jos kaikki u-luvut ovat nollasta eroavia, niin CBS-
epayhtélon yhtdsuuruusehto voidaan kirjoittaa muo-
toon

U1 o %

Un
up up Uy,
Osoita, ettd jos u-lukujen summa ei ole nolla, niin
UZ_U1+U2+---+'UTL
U, UL +ug +...+un

kaikilla z € {1,2,...,n}.

Sovellus

Ensindkeméltd (1) vaikuttaa sekavalta, mutta jos oi-
kealla puolella olevat nelibsummat ovat positiivisia,
niin se voidaan kirjoittaa kaksoisepayhtaloksi

—1< UIV1 + ...+ UpUp <1, (3)
\/u%+...+u%\/v%—|—...—|—v%

misséd nikyy tuttuja piirteitd. Jos n = 2 tai n = 3, niin
keskelld oleva lauseke esittdd kahden vektorin vilisen
kulman ~ kosinia, ja kaksoisepdyhtilo kertoo sen, et-
td —1 < cosvy < 1. Voiko téllaista tulkintaa tehdé, jos
n > 37 Kaksi- ja kolmiulotteisen avaruuden vektorit
voidaan samastaa lukupareihin ja lukukolmikoihin,

u=ui+ U/2j = (Ul, UQ)

L Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857), ranskalainen matemaatikko.
2Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921), saksalainen matemaatikko.
3Viktor Jakovlevits Bunjakovski (1804 — 1889), venilidinen matemaatikko.
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ja

v = v1i + vaj + vsk = (v1,v2,v3).
Mikadn el estd méadrittelemésta yleisesti n-ulotteisen
avaruuden vektoria pistdmélld yksinkertaisesti n kap-
paletta reaalilukuja jonoon. Siis esimerkiksi

ja v =(v1,v2,...,0p).

u = (ug,u2,...,u,)

Kaikkien téllaisten vektorien joukko on tulojoukko

RxRx...xR=R"
—_——
nkpl
Nollavektorissa on n kappaletta nollia, ja kaksi vektoria
ovat samat, jos niilld on samat koordinaatit. Yhteen-
lasku ja reaaliluvulla kertominen mééritelldan samalla

tavalla kuin 2- ja 3-ulotteisissa tapauksissa. Kantavek-
torit i = (1,0) jne. yleistyvit vektoreiksi

e = (1,0,0, .o ,0),
€2 = (071507 s 30)7
e, =(0,0,...,0,1),

ja jokaisella R™mn vektorilla on yksikésitteinen esitys

tassa kannassa. Esimerkiksi

u = (ug,ug,...,U,) = urer + ugea + ...+ uUpey,.

Skalaaritulo on
U-V =1ujv +ugVs + ...+ Up¥pn,

ja se noudattaa samoja laskuséintsja kuin R?:n ja R3:m
vektorien skalaaritulo. Vektorin pituus on |u| = v/u - u.
Vektorien u ja v vilinen kulma v méaaritelldan asetta-
malla

U1V + ...+ upvp
N ST RO

cosy =

CBS-epidyhtilon (3) perusteella tdmé# méiiritelméd on
mielekés. Kosini médrds vektorien vilisen kulman v yk-
sikéisitteisesti, silld v € [0°,180°]. Ttse CBS-epiyhtils
on vektorimuodossa hyvin yksinkertainen:

[u- v < fuflv].

Sen avulla voidaan todistaa mm. kolmioepéyhtils, ks.
teht. 7.

Harjoituksia

6. a) Sijoita yksikkokuutio R®:n positiivisten akselien
rajaamaan soppeen siten, ettd yksi karki tulee
origoon ja kolme siitd lahtevdd sirmiéd yhtyy
koordinaattiakseleihin. Ma#rita kuution karkipis-
teiden koordinaatit. Laske samasta kérjesta 1dh-
tevan sdrmén ja avaruuslavistdjan valinen kulma.

b) Sijoita yksikkokuutio R*:n positiivisten akselin
osien raajaamaan osaan siten, ettd yksi karki tu-
lee origoon ja neljé siitd ldhtevdd sdrmda yhtyy
koordinaattiakseleihin. Ma#rita kuution kéarkipis-
teiden koordinaatit. Laske samasta kéarjesta lah-
tevan sdrmén ja avaruuslavistajan valinen kulma.

7. a) Olkoon u € R™, ja v, sen sekd kantavektorin e,
vilinen kulma kaikilla + € {1,2,...,n}. Osoita,
ettd

cos® vy, 4 cos® ya 4+ ... + cos® vy, = 1.

b) Osoita, ettd R™m vektorit toteuttavat kolmio-
epayhtalon

lu+v| <[u|+[v]

Ohje: Sovella vektorimuotoista CBS-epayhtaloa.

Sovelluksen sovellus

Mihin moniulotteisia avaruuksia ja niiden vektoreita
tarvitaan? Useamman muuttujan funktioiden teoria
perustuu oleellisesti niihin, ja ndihin funktioihin puoles-
taan perustuvat monet matematiikan sovellukset. Tés-
sé katsotaan lyhyesti yhté tilastotieteen sovellusta, jos-
sa tarvitaan vain vektoreita.

Oletetaan, ettd halutaan selvittdéd, onko ylipainoisil-
la henkiloilld keskimé#rin muita korkeampi verenpaine
(alapaine). Valitaan satunnaisesti n henkilod késittéava
koeryhmaé. Esittdkoot uq, ue, ..., u, heiddn painoin-
deksejéén ja vq, ve, .. ., v, verenpaineitaan. Siis u, ja v,
ovat samaa henkil6d koskevat mittaustulokset. Olkoot
painoindeksien keskiarvo on @ ja keskimé#rdinen veren-
paine v. Muodostetaan havaintovektorit asettamalla
u=(ug — ..., Uy — )
ja
v=(v1—7,...,0, — D).

Jos koehenkil6iden enemmist6lld molemmat arvot ovat
keskiarvon samalla puolella, niin silloin pieni painoin-
deksi useimmiten yhdistyy matalaan verenpaineeseen
ja suuri korkeaan. T&llin tulot (u, — @)(v, — ¥) ovat
enimmékseen positiivisia, havaintovektorien skalaaritu-
lo on positiivinen, ja havaintovektorit ovat lahempéana
saman- kuin vastakkaissuuntaisuutta. Jos taas usean
henkilén arvot ovat keskiarvojen eri puolilla, niin ska-
laaritulon termit ovat negatiivisia ja skalaaritulokin on
negatiivinen. T&lloin havaintovektorit ovat ldhempé-
né vastakkais- kuin samansuuntaisuutta, ja suurta pai-
noindeksid vastaa matala verenpaine ja péin vastoin.
Jos tulojen (u, — @) (v, — ) merkit jakautuvat tasaises-
ti positiivisiin ja negatiivisiin, niin skalaaritulo on to-
dennékoisesti lahelld nollaa, eiké tutkittavien ilmididen
vélilld ei ole havaittavissa selvéda riippuvuutta. Havain-
tovektorit ovat talloin ldhelld keskindistd kohtisuoruut-
ta.
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Jos ylipainon liséksi halutaan tutkia jotakin toista se-
littdvad tekijad korkealle verenpaineelle, muodostetaan
uudesta tekijéstd havaintovektori w. Skalaaritulot u-v
ja w-v eivit kuitenkaan valttamétta ole vertailukelpoi-
sia, silla mitattavien suureiden lukuarvot voivat olla ai-
van eri suuruusluokissa. Miten saadaan ndmé skalaari-
tulot vertailukelpoisiksi? Muodostamalla havaintovek-
torien suuntaisten yksikkovektorien véliset skalaaritu-
lot. Ne ovat alkuperéisten vektorien pituuksista riippu-
mattomia, ja ne esittdavit niiden vélisten kulmien kosi-
neita. Tilastotieteessd téta kosinia kutsutaan korrelaa-
tiokertoimeksi, ja se merkitddn r-kirjaimella, ks. [2], s.
53. Siis
v u-v

cosy=—+—=—-—=7
lul [v[  [ullv|
Jos r on lahelld ykkostd, niin ylipainon katsotaan ole-
van yhteydesséd kohonneeseen verenpaineeseen. Tamé
ei kuitenkaan todista niiden ilmididen véalistd syy-
seuraus-suhdetta, vaan ainoastaan sen, ettd ilmiot
esiintyvéat usein samalla yksiloll4.

Moni tilastomatematiikan peruskurssin suorittanut pi-
téa korrelaatiokerrointa kasittdméattoméan monimutkai-
sena ulkoa opeteltavana kaavarumiluksena. Vektoritul-
kinnan kautta se on kuitenkin téysin selvé ja luonnol-
linen késite.

Useamman luvun keskiarvoista

Keskiarvot yleistyvat useammalle positiiviselle luvulle
yhtalsilla

n

H:L_’_ 4 L
u e Up

g = VUL .. Up,

et .
A:u1+ Un ja

n
C:u%—i—...—l—u%

U+ .+ Uy
Ne ovat lukujen uq,us, ..., u, symmetrisia funktioita,
ja jokainen niistd sijaitsee pienimmén ja suurimman u-
luvun vélissd. Myos epéyhtéloketju

H<G<ALC

on voimassa. Siind vallitsee yhtdsuuruus jos ja vain jos
kaikki w-luvut ovat keskendén yhtdsuuria. Tdmén to-
distamisen jatetddn harjoitustehtaviksi.

Harjoituksia

8. Osoita, ettéd keskiarvot H, G, A ja C sijaitsevat pie-
nimmén ja suurimman u-luvun vélissa.

9. Todista epédyhtilo G < A yhtdsuuruusehtoineen.
Ohje: Tille epédyhtélolle 16ytyy useita erilaisia to-
distuksia, mutta teoksessa [1] esitetéén seuraava eri-
tyisen nerokas ajatus. Voidaan rajoituksetta olettaa,
ettd u; < ug < ... < u,. Geometrinen keskiarvo G
sijaitsee pienimmén ja suurimman wu-luvun vélissa,
joten on olemassa k, jolle up < G < ug41. Koska

o911
;/ (5-g)

ja koska integroitavat ovat ei-negatiivisia, on yhté-
suuruus voimassa, jos ja vain jos u, = G kaikilla
1€ {1,2,...,n}. Osoita, ettd (1) sievenee epéyhté-
loksi G < A.

10. a) Todista epiyhtils H < G yhtdsuuruusehtoi-
neen. Ohje: Sovella epéyhtilod G < A sopivasti
valittuihin lukuihin.

b) Todista epéyhtiilo A < C yhtéisuuruusehtoineen.
Ohje: Sovella CBS-epayhtiloé sopivasti valittui-
hin lukuihin.

Kiitdn dosentti Jorma Merikoskea kirjoitustani koske-
neista kommenteista.
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