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Tekijafunktio ja muita lukuteoreettisia otuksia

Anne-Maria Ernvall-Hyténen

Ensi silmaykselld tekijafunktio
d(n) = Z 1
d|n

ei valttdméttd ndytd maailman mielenkiintoisimmalta
matemaattiselta objektilta. Se on kuitenkin yhteydes-
sé esimerkiksi Riemannin kuuluisaan ¢-funktioon, silla
kun $s > 1, niin

Tekijafunktion arvo on varsin helppo laskea, jos luvun
alkutekijahajotelma on tiedossa, silla
d(pyt---pi*) = (a + 1) (ax +1).

Valitettavasti luvun alkutekijahajotelmaa ei yleensi voi
olettaa tunnetuksi (harvoinpa edes tiedimme, onko lu-
ku alkuluku vai ei). Télléin on varsin hankala sanoa
yhtddn mitddn tekijafunktion suuruudesta. Onnellista
kyll4, tekijafunktion keskimédrdisestd suuruudesta pys-
tymmekin sanomaan aika paljon. Aloitetaan tarkaste-

lemalla summaa
M
Z d(n).
n=1

Huomataan aluksi, etté sen sijaan, etté laskettaisiin mi-
ten monta tekijaid jollakin luvulla on, voidaan laskea

miten moni luku on kullakin luvulla jaollinen:

id(n):i %J

Alaspéinpyoristykset hieman h#iritsevéit elamééd yhté-
16n oikealla puolella, mutta kirjoitetaan nyt

55
—| == —cn,
n n

missd 0 < ¢, < 1. Oikea puoli voidaankin nyt kirjoittaa
muodossa

missé O(M) tarkoittaa virhetermis, joka on korkein-
taan jokin vakio kertaa M, kun M on tarpeeksi suuri.
Tésséd tapauksessa on toki helppo ndhdé, etta virheter-
mi on itse asiassa korkeintaan M. Summa on puoles-
taan varsin helppo arvioida:
M M M
Z% :MZl gM+M/1dx:M+M10gM
n x
1

n

n=1 n=1

ja toisaalta

M+1
1

/ —dx
T

M

= Mlog(M +1) > Mlog M.

2 =MLz

n=1
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(Tassé artikkelissa log on luonnollinen logaritmi.) Kai-
ken kaikkiaan siis

M
> d(n) = Mlog M + O(M),

missd merkinndn O implikoima vakio ei valttamétta ole
sama kuin aiemmin. O(M) on sinénsi varsin mukava
virhetermi, ettd se on pienempi kuin M log M, mutta
toki voi miettié, saisikohan tétd virhetermis runnottua
hieman pienemmaéksi. Onnellista kylla, virhetermi suos-
tuu pienenemédn varsin alkeellisilla menetelmilld suu-
ruusluokkaan O(v/M), mutta tilloin pitié ottaa toi-
nenkin pédtermi mukaan:

> d(n) = Mlog M + (2y — 1)M + O(V'M),

n<M

missd 7 = limg oo (anw % —log x) Todistus jéte-
tadn innokkaalle lukijalle harjoitustehtavéksi.

Niiden laskujen tuloksena pédsemme johtopéatokseen,
ettd tekijafunktion arvo joukossa {1,2,..., M} on kes-
kiméérin log M. Seuraava luonnollinen kysymys on se,
kuinka paljon arvot tésti heittelehtivit. Selvisti kaikil-
le alkuluvuille p pitee d(p) = 2 ja alkulukujen potens-
seille d(p*) = ¢+ 1. Toisin sanoen, todella pienii arvoja
kylld 16ytyy, mutta ei valttdamaéatta kovin tihedssa. Toi-
saalta voidaan arvioida:

dn) =) 1=2 >

d|n d|n, d<\/n

< 2¢/n.

Pienille luvun n arvoille tdma yldaraja ei ole valttamat-
ti kovinkaan huono: Esimerkiksi d(6) = 4, ja 2v/6 < 5.
Suurille luvun n arvoille tdmé sen sijaan on jo pahasti
pielesséd. Tamén todistaminen on jo selvisti hankalam-
paa ja tyolaampéad, mutta koska se on kuitenkin teh-
tavissé alkeellisilla menetelmilld, siirrymme nyt siihen.
Tésté ldhtien voimme siis olettaa, ettd luku n on suu-
ri. Kirjoitetaan n = p{* --- pi*, ja olkoon ¢ reaaliluku,
jolle annetaan arvo my6hemmin. Tarkastellaan aluksi

osamaaraa
k

d(n) H (oci + 1)
5 o |-

" i\ Py
Oikean puolen tuloa voidaan arvioida ylospéin, jos sii-
té poistetaan kaikki sellaiset termit, joilla p? > 2, silla
talloin pfo"i > 2% > q; + 1 (vilmeinen vaihe on helppo
todistaa vaikka induktiolla), eli O‘;—T&l < 1. Jaljelle jaa

p’.

i

II <ai+1>
aié .
1<i<r, pi<2 \ Pi

Tamén summan arviointia voidaan taas jatkaa mani-
puloimalla nimitt4jéd. Osoitetaan ensin, ettd

tulo

po = e@10lo8Pi 5 1 4 Sy, log p;.

Yhtasuuruus on triviaali. Epdyhtdlo puolestaan saa-
daan, kun tarkastellaan funktiota f(y) = e¢¥ — 1 — y,
ja huomataan, ettd f'(y) = e —1 =0, kun y = 0 ja
/(1) > 0, jolloin funktio on kasvava positiivisilla muut-
tujan y arvoilla. Alkuperédinen epayhtélo on todistettu,
kun vield huomataan, ettd f(0) = 0, eli positiivisilla
muuttujan y arvoilla myds funktion arvo on positiivi-
nen. Kun otetaan luonnollinen logaritmi ehdosta p¢ < 2
molemmilta puolilta, saadaan dp; < log2 < 1, ja niinpé

1+ dq; 1ngi > 510gp¢(ozi + 1)

Taméa muotoilu vaikuttaa varsin lupaavalta, silld nyt
voimme hankkiutua eroon osoittajasta. Lauseke siis
muokkaantuu seuraavasti:

a; +1 a; +1
< _ s
H ( po0 ) N H ((041'+1)510gp¢>

1<i<r, pJ<2 1<i<r, pJ<2
1
dlogpi )

1§¢§1r_,[pf§2
Lauseke ei ainakaan kasva, jos alkuperiisen luvun n al-
kutekijoiden p1, pa, . .., pr joukkoon lisdtdin ne joukon
ulkopuoliset alkuluvut, jotka toteuttavat ehdon p® < 2,
eli p < 2/9. Kaikki alkuluvut p ovat suuruudeltaan vé-
hintéisn > 2, ja korkeintaan luvun 21/, Siispa

11 <5lolgpi>< 11 <51§gp>

1<i<r, pi<2 p<21/s
1
dlog 2

< 11
91/8

p<21/9

1
< _
- (5log2>

Olemme nyt pédtyneet arvioon

d(n) 1
<
nd — \dlog2
Otetaan téstd logaritmit puolittain, jolloin paddytéaédn
lausekkeeseen (jota on ehké hieman helpompi manipu-

loida kuin ylldolevaa, vaikka periaatteessa ideat mene-
vit ldpi kummassa tahansa tilanteessa)

91/6

1
logd(n) < Slogn + 24 1og (510g2) .

Valitaan nyt
B (1+5)log2
~ loglogn

missé € on positiivinen kiinted reaaliluku, joka voidaan
valita niin pieneksi kuin halutaan. Témén sijoituksen
jélkeen voimmekin olla toistaiseksi ihan tyytyvéisi oi-
kean puolen ensimmaéiseen termiin. Toinen termi sen si-
jaan vaatii vield ty6td. Jaetaan toinen termi osiin (tu-
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miiiseksi tyovuorossa on 21/9:

loglog n

91/6 _ 2(1+§)1og2

log log n log 2
—e (1+§)1og2

log log n

=e(8) = (logn)™= .

T&hén arvioon voimme hetken olla aivan tyytyvéisii,
ja siirtya toiseen palikkaan. Kun n on riittdvéin suu-
ri, pitee varmasti log2 > §, joten @ < 6% ja téstd
saadaankin

1 1
1 —_ 2log ~.
©8 (5log2> <2083
Tété lauseketta onkin jo varsin helppo muokata:

1 loglogn loglogn
2log = =21 —— ] <21 —_
83 °g<(1+g)1og2> Og( log 2

= 2logloglogn — 2loglog 2.

(Tatéd lauseketta katsoessa on varmaan helppo arvata
miksi vitsaillaan, ettd hukkuvasta analyyttisestéd luku-
teoreetikosta lahtevé déni on logloglog. Metodologisesti
tdma vadnto el tosin ihan analyyttistd lukuteoriaa ole,
mutta samankaltaisista ongelmista ja tuloksista on kui-
tenkin kyse.) Koska log 2 < 1, niin loglog 2 < 0. Arvioi-
daan nyt ylospédin: —loglog?2 < logloglogn riittdvén
suurille n. Paadytaan siis tulokseen

1
log <m> < 3logloglogn.

Seuraavaksi viitetddn, ettd

elog2logn

1
1 1+ Joglog <
3 (logn) ogloglogn < 2Toglog n

milld tahansa kiinte&lla positiivisella e. Témén todistus
(sopivan funktion kiytoksen, eli kiytinnossd derivaa-
tan tarkastelu) jétetddn epéluuloisille lukijoille harjoi-
tustehtdvaksi. Olemme néin vihdoinkin pédsseet tulok-
seen

(1+¢)log2logn

1
ogd(n) < loglogn

Téamén tuloksen voi kirjoittaa useassakin muodossa,
mutta ehkéd tdtd on helpoin verrata aikaisempaan ne-
lidjuurirajaan, jos yksinkertaisesti kirjoitetaan

(1+e)log2

d(n) < n Testogn

Tamé& arvio on itse asiassa todella hyvé, silld jos eks-
ponentin osoittajan summattavan ¢ eteen laittaisi mii-
nusmerkin plusmerkin tilalle, niin tulos ei enda pétisi
vaan 16ytyisi darettomén paljon sellaisia lukuja n, joilla

(1—¢)log?2

d(n) > n loslogn

vaikka e olisi kuinka pieni kiinted positiivinen luku.
Téamén véitteen todistaminen on varsin helppoa, mut-
ta tarvitaan hieman taustatietoja. Méaritelldin aluksi

funktio m(x):
m(x)=> 1,
p<z
missé p on alkuluku. Funktio 7(x) siis laskee korkein-

taan luvun z suuruiset alkuluvut. Esimerkiksi 7(6) = 3.
Alkulukulauseena tunnettu tulos kertoo, etti

X

m(x)

~ logz’

misséd merkintd ~ tarkoittaa, ettd tulos ei ole viltta-
matta tarkka, mutta virhetermit ovat selvésti pienem-
pid kuin pédtermi (joka on siis kirjoitettu oikealle puo-
lelle). Toisaalta voimme myos mééritelld toisenlaisen
alkulukujen laskemiseen tarkoitetun funktion:

Hzx) = Z log p.

p<z

Ttélle puolestaan pitee arvio ¥(x) > czx jollakin vakiol-
la 0 < ¢ < 1. Nyt pddsemmekin asiaan. Tarkastellaan
lukua n = 2-3-5---¢, joka on siis tulo alkuluvuista
johonkin alkulukuun ¢ saakka. Nyt

logn =log2 +1log3 +logh+ - +1logq < m(q)loggq.
Nyt
d(n) = 27(@) > glogn/logq,

Huomataan toisaalta, ettd ¥(q) = logn, joten voidaan
arvioida logn > cgq, josta saadaan logq < loglogn —
log c. Saammekin nyt

log n log 2
d(n) > 9Toglogn—loge — qToglogn—logc

Seuraavaksi pitdikin vain osoittaa, etté

(1—g)log?2
n log logn

log 2
< nToglogn—Tlogec |

Téatéa lauseketta voi jonkin verran yksinkertaistaa, eli
itse asiassa riittda osoittaa

(1-¢) 1
loglogn

loglogn — logc’

mutta ristiin kertomalla voidaan tdmé todeta paikkan-
sa pitaviksi kunhan luku n on riittdvéan suuri. Siispé,
luvuilla n = 2 -3 -5---¢ on liikaa alkutekijoité, jotta
luvun e eteen voisi laittaa miinusmerkin.

Tata tekstid kirjoitettaessa on kiytetty ldhteend K. Ra-
machandran teosta Theory of Numbers.
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