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Monikulmion pinta-ala lapsille

Mika Koskenoja
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Tehtava. Kuusikulmion M kérjet ovat tason pisteissa
(0,0), (3,-1), (2,2), (4,3), (—=2,2) ja (1,1). Laske M:n
pinta-ala.

Olen jo esittdnyt tehtdvélle Solmussa kaksi hyvin eri-
laista ratkaisutapaa. Numerossa 1/2009 ilmestynyt kir-
joitus "Monikulmion pinta-ala koululaisille” vaati ai-
noastaan alkeisgeometrian hallintaa. Toinen kirjoituk-
seni "Monikulmion pinta-ala ylioppilaille” ilmestyi nu-
merossa 3/2009. Siiné esitetyssi ratkaisussa kiytettiin
yliopistomatematiikan alussa opittavia vektorianalyy-
sin perusteita, mutta kirjoituksen seuraamiseen riitti
lukion pitkédn matematiikan derivointi- ja integrointi-
taitojen hyva hallinta.

Hannu Korhonen jatkaa aiheesta kirjoituksessaan "Li-
sdys monikulmion pinta-alan laskemiseen”. Hénen hie-
nosti oivalletut ratkaisunsa hyodyntdvat geometrian
dynaamisia ominaisuuksia.

Ensimmaéisen kirjoitukseni otsikon ’koululaisilla’ tar-
koitin 1ahinné peruskoulun ylaluokkien ja lukion oppi-
laita. Nyt esitettdva Pickin lauseeseen perustuva teh-
tdvan ratkaisutapa on aikaisempien kirjoitusten tapo-
ja yksinkertaisempi. Kirjoituksen otsikon ’lapset’ viit-
taakin alakouluikéisiin. Pickin lause sopii hyvin myés
yldkoulujen ja lukion matematiikan opetukseen, jol-
loin voidaan tuloksen soveltamisen lisédksi pohtia myos
lauseen todistusta.

Pickin lause ja sen todistus

Pickin lauseen avulla voidaan laskea pinta-ala monikul-
miolle, jonka kérjet ovat hilapisteissi. Hilapisteet ovat
tason pisteitéd (x,y), joiden koordinaatit = ja y ovat ko-
konaislukuja. Monikulmio on yksinkertainen, jos se on
reidton eikd leikkaa itsedédn. Kutsumme monikulmio-
ta hilamonikulmioksi, jos se on yksinkertainen ja sen
kaikki kérjet ovat hilapisteisséd. Esimerkiksi tehtdvam-
me kuusikulmio M on hilamonikulmio. Liséksi sanom-
me, ettd hilamonikulmion sisélld olevat hilapisteet ovat
sen sisdhilapisteitd ja hilamonikulmion reunalla olevat
hilapisteet sen reunahilapisteitd. Sisdhilapisteiden luku-
médrdd merkitsemme I:1l14 ja reunahilapisteiden luku-
méarad B:lla.

Pickin lause. Olkoon K hilamonikulmio. Télloin K:n
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pinta-ala on

B
ala(K):I—i—E—l.

Todistus. Todistamme Pickin lauseen vaiheittain ede-
ten suorakulmiosta yleiseen monikulmioon. Tarkaste-
lemme koko ajan vain hilamonikulmioita. Merkitsem-
me kuvissa monikulmioiden sisihilapisteiti neliclla (m)
ja reunahilapisteitd pallolla (e).

1. Suorakulmio. Osoitetaan ensin, ettd Pickin lause
pétee suorakulmioille, joiden sivut ovat koordinaat-
tiakselien suuntaisia. Yleisesti tédllaisen suorakulmion
S kanta on m ja korkeus on n, joten sen pinta-ala on

ala(S) = kanta - korkeus = mn.

Nyt havaitaan, ettd suorakulmiossa on sisdhilapistei-
td n — 1 vaakarivissd ja m — 1 pystysarakkeessa, jo-
ten I = (m — 1)(n — 1). Liséksi havaitaan, ettd B =
2m + 2n = 2(m + n). Néin ollen

I+§—1:(m—l)(n—1)+72(m2+") 1
=mn—-m-n+1)+(m+n)—1

= mn,
joka on vaadittu m x n-suorakulmion pinta-ala.

2. Suorakulmainen kolmio. Tarkastellaan sitten
suorakulmaisia kolmioita, joiden kateetit ovat koordi-
naattiakselien suuntaisia. Yleisesti tédllaisen kolmion L
kanta on m ja korkeus on n, joten sen pinta-ala on

_ kanta - korkeus _mn

ala(L)

Suorakulmaisen kolmion sisd- ja reunahilapisteiden
erottelu ja laskeminen on yleensd muuten selvéé, mutta
hypotenuusalla ja hypotenuusan l&helld kolmion siséhi-
lapisteiden erotteleminen voi olla hankalaa. Edellé ole-
vassa esimerkkikuvassa hypotenuusalla karkien vélissa
on vain yksi reunahilapiste ja kolmion sisdhilapisteet
on helppo erottaa.

Pickin lauseen todistus suorakulmaiselle kolmiolle ei
kuitenkaan edes vaadi hypotenuusan ldhelld olevien
sisé- ja reunahilapisteiden erottelua. Olkoon nimittéin
k reunahilapisteiden lukumé&érd hypotenuusalla kér-
kien vilissid (hypotenuusan ja kateettien kohtaamispis-
teitd ei lasketa mukaan). Télloin B = m+n+ 1+ k
ja

(m—1)(n-1)—k

I = ,
2

silld m x n-suorakulmiossa on (m — 1)(n — 1) siséhila-
pistettd, josta vihennetdin vastaavan suorakulmaisen
m x n-kolmion hypotenuusalla sijaisevien reunahilapis-
teiden lukumédra k ja ndin saatu lukumédra jaetaan
kahdella. Nyt saadaan

B
I+—-1
+2

joka on suorakulmaisen m x n-kolmion pinta-ala.

3. Yleinen kolmio. Osoitetaan seuraavaksi Pickin
lause yleiselle kolmiolle, jonka ei siis tarvitse olla suo-
rakulmainen eiké sivujen tarvitse olla koordinaattiak-
selien suuntaisia.

Jokainen kolmio voidaan tdydentdd sivuiltaan koordi-
naattiakselien suuntaiseksi suorakulmioksi liittdmalla
sithen korkeintaan kolme suorakulmaista kolmiota. Tar-
kastellaankin siis kolmiota 7T, joka tdydennetééin suora-
kulmioksi liittdmalld sithen suorakulmaiset kolmiot P,
Q@ ja R esimerkiksi seuraavassa kuvassa esitetylld taval-
la.
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Oletetaan, ettd kolmiolla 7" on B reuna- ja Iy siséhi-
lapistetté. Vastaavasti kolmioilla P, @) ja R on reunahi-
lapisteitd Bp, Bg ja Br seké siséhilapisteitd Ip, Ig ja
Ir kappaletta. Merkitaédn kaikkien kolmioiden muodos-
tamaa suorakulmiota S = TPQR, seké sen reuna- ja
siséhilapisteiden lukuméaria Bg ja Ig. Koska tieddm-
me Pickin lauseen olevan voimassa suorakulmioille ja
suorakulmaisille kolmioille, niin

B B
ala(P) = Ip + -2 — 1, ala(Q) :1Q+7Q _,

B B
ala(R) = Ir + =il ala(S) = Is + TS —1.

Kolmioiden reuna- ja sisdhilapisteisté saadaan yhtélot
Bp + Bg + Br = Bs + Br
ja
Is=1Ip+1Ig+Ig+Ir+ (Bp+ Bqg+ Br— Bs)— 3.
Néistd ensimméinen voidaan kirjoittaa muotoon
Bp + Bg + Br — Bs = Br,
joka toiseen yhtdloon sijoittamalla johtaa yhtéloon
Is=Ip+Ig+1Ig+Ir+ By — 3.
Nyt saadaan
ala(T) = ala(S) — ala(P) — ala(Q) — ala(R)
Bs — Bp —Bg — Br
2
={Up+Ig+Ip+Ir+Br—3)—Ip—1Ig—1Ir
n (BP+BQ+BR—BT)—BP—BQ—BR

=Is—1Ip—1Ig—1Ip+ +2

2
5 +
B
:IT+BT—3—TT+2
B
=Ir+— 1,

joten Pickin lause pétee kaikille kolmioille.

4. Yleinen monikulmio. Todistetaan induktiolla n-
kulmion kérkien n > 3 lukumé&édrian suhteen, ettd Pic-
kin lause pétee mille tahansa monikulmiolle. On jo osoi-
tettu, ettd tulos on voimassa kolmioille eli 3-kulmioille
(induktion alkuaskel). Oletetaan, ettd tulos pétee n-
kulmioille, kun n > 3 (induktio-oletus). Osoitetaan, et-
té tilloin tulos pitee myos n + 1-kulmioille (induktio-
askel).

Yleisesti n-kulmiosta péadstdan n+ 1-kulmioon kolmion
lisdamiselld tai poistamisella. Riittda kuitenkin todis-
taa induktioaskel vain lisétylle kolmiolle, silld jokainen
n + 1-kulmio saadaan jostakin n-kulmiosta kolmion li-
sdamiselld. TAmé ei ole itsestddn selvdd, mutta melko
helppo perustella (ks. [Davis, IIL.3]).

Tarkastellaan n-kulmiota U ja kolmiota V', kun U:lla
ja V:114 on yksi yhteinen sivu. Yhdistamélla U ja V
saadaan n + 1-kulmio W = UV kuten seuraavassa esi-
merkkikuvassa.

Oletetaan, ettd Pickin lause on voimassa n-kulmiolle
U. Todistuksen alun perusteella tiedetdin, ettd se on
voimassa myos kolmiolle V. Merkitéén jélleen U:n, V:n
ja W:n reuna- ja siséhilapisteiden lukumééaria By, By
ja Bw seké Iy, Iy ja Iy . Olkoon k monikulmion U
ja kolmion V yhteisten reunahilapisteiden lukumaééra.
Talloin
Iy = (IU+Iv)+(k—2)
ja
BW:(BU+Bv)—2(k—2)—2,
joista ensimmaéisestd seuraa
Iy + Iy :Iw—(k—2),
ja jalkimméisesta
BU+BV:Bw+2(k—2)+2.

Néiin ollen

ala(W) = ala(U) + ala(V)

B B
:(IU+7U—1)+(IV+TV—1)
BU+BV_2
2
Bw +2(k —2) +2
2

= Iy +Iv)+

= Iy —(k—2)+ —2

B
:IW+TW_1'

Pickin lause on niin ollen todistettu. ]

Huomautus 1. Solmun 3/2009 kirjoituksessa n-
kulmion M pinta-alan kaavaksi johdettiin

ala(M) = Z (i1 + xi)2(yz‘+1 - yi),
=1

kun M:n kérjet ovat vastapéiviin kiertden pisteissi
Mi = (xi,yi), 1= 1, ey, ja Tp+1 = 21 ja Yn+1 = Y1-
Havaitsimme kaavasta jo silloin, ettd hilamonikulmion
(kuinka monimutkaisen tahansa) pinta-ala on k-1, mis-
sd k € Z,. Sama havainto on helppo tehdd Pickin
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lauseen kaavasta, koska I ja B ovat positiivisia koko-
naislukuja. Kaavahan voidaan esittdd muodossa

2I+B -2
ala(M) = %,

missd 21 + B—-2€Z,.

Huomautus 2. Edelléd todistamamme Pickin lause on
voimassa vain yksinkertaisille monikulmioille, joissa ei
saa olla reikié. Jos monikulmiossa on reikié, niin Pickin
lauseen kaavan loppuun on liséttéava reikien lukumaéara
n. Reiéllisen hilamonikulmion N pinta-ala on siis

B
ala(N):I—i—E—l—kn,

misséd n on reikien lukumé&éra. Reiédllisen hilamonikul-
mion pinta-alan saa toki laskettua myos niin, etté las-
kee ensin pinta-alan reidttomélle hilamonikulmiolle ja
vihentdd tuloksesta reikien yhteenlasketun pinta-alan.

Huomautus 3. Téssa kirjoituksessa késitellddn Pic-
kin lausetta tason hilamonikulmioille. Lause voidaan
yleistda avaruuden kappaleille ja vield ylempiin ulottu-
vuuksiin Ehrhartin polynomien avulla.

Tehtavan ratkaisu

Havaitsemme kuvasta, ettd I = 6 ja samoin B = 6,
joten

B 6
ala(M):I—f—E—l:6+§—1:6+3—1:8.
Tulos on tietysti sama kuin muissakin kirjoituksissa eri

tavoin laskettu monikulmion M pinta-ala.

Pickin lauseen soveltamisesta

Pickin lauseen kdytté monikulmion pinta-alan laskemi-
sessa vaatii kdrkien sijaitsemisen hilapisteissa. Ta4méa on
vahva rajoite, josta kuitenkin saatetaan p#dstd eroon
joidenkin sallittujen operaatioiden jilkeen. Aluksi mo-
nikulmiota kannattaa yrittad siirtdd yhdensuuntaissiir-
rolla niin, ettd mahdollisimman moni kérki asettuu hi-
lapisteisiin. T&ll6in monikulmion pinta-ala ei muutu.

Jos siirron jilkeen osa monikulmion kirjistd ei sijait-
se hilapisteissé, mieleen tulee heti kaksi mahdollista
tapaa edetéd. Ensinnékin, ositetaan monikulmio sopi-
vasti ja sovelletaan Pickin lausetta vain osaan ositet-
tua monikulmiota. Toiseksi, Hannu Korhosen kirjoituk-
sessaan esille tuomat geometrian dynaamiset ominai-
suudet ovat hyddynnettavissi. Osituksen monikulmioi-
ta voidaan muuttaa geometrian laskusédéntojen avulla
pinta-alat séilyttden toisiksi monikulmioiksi niin, etta
muokattujen monikulmioiden kérjet ovat hilapisteissé.

Esimerkki. Seuraavassa kuvassa olevan 9-kulmion G
mik#ddn karki ei ole hilapisteesséd. Siirretddn G ensin
33 yksikkod oikealle ja 1 yksikkod alaspdin. Téllsin
kuusi kirked asettuu hilapisteisiin, loput kolme kérkea
(53,0), (53,1) ja (53,3) sen sijaan eivit. Néin ollen
emme voi soveltaa Pickin lausetta ainakaan vield koko
monikulmioon. Siirretddn piste (5%,3) puoli yksikkod
oikealle pisteeseen (6, 3), jolloin monikulmion pinta-ala
ei muutu. Ositetaan monikulmio nyt kahteen osaan G
ja Ga, joista G1:n kaikki kérjet ovat hilapisteissi (mer-
kitty kuvassa isolla pallolla ). Jiljelle jainyt osa Ga
on suorakulmio, jonka pinta-ala on selvésti

ala(Ga) = 1.
Pickin lauseen perusteella
_ _ BGI 1
ala(G) = ala(G1) + ala(G2) = (Ig, + 5 1)+ 35

=0+5-1)+3 =33

Puuhaa pienille lapsille

Kun kéyttda Pickin lausetta monikulmion pinta-alan
madradmisessi, ei tarvitse osata muuta kuin lukuméi-
ran laskeminen, lisddminen ja vihentdminen sekd kah-
teen osaan jakaminen. Toisin sanoen on osattava luon-
nolliset luvut, yhteen- ja vihennyslasku seké jakolasku
jakajana 2. Perusopetuksen opetussuunnitelman mu-
kaan kaikki ndmé opitaan jo vuosiluokilla 1-2, jako-
lasku kuitenkin ainoastaan "konkreettisilla vélineilld”.
Varsinaisesti jakolaskun ja jaollisuuden oppiminen ta-
pahtuu vasta luokilla 3-5, jolloin opitaan my&s pinta-
alan késite.

Valikoiduissa ja sopivasti asetetuissa tehtévissd vaati-
mus peruslaskutoimitusten osaamisesta on mahdollista
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kiertdd useallakin eri tavalla, joten yksinkertaisimmil-
laan Pickin lauseen kéyttoon riittdd pienten lukuméé-
rien laskemisen hallinta. Tehtévié voikin antaa ratkais-
tavaksi jo esikoululaisille ja jopa paivikoti-ikéisille lap-
sille, jotka osaavat laskea vaikkapa kymmeneen. Pinta-
alan késitteen ymmértdminen on néin pienille lapsil-
le vield vaikeaa ja vaillinaista, mutta mielikuvat voi-
vat silti olla aivan oikeita ja opettajan johdattelema-
na itse keksityt kuvaukset pinta-alasta hyvinkin osuvia
ja rikkaita. Pinta-alan puutteellinen ymmértdminen on
matematiikan maailmaan johdattelevassa lasten puu-
hastelussa kuitenkin sivuseikka eiké estd sitd iloa, joka
syntyy kuvion reunalla ja sen sisdlld sijaitsevien hila-
pisteiden havaitsemisesta, erottelusta ja lukumééarien
laskemisesta.

Helpoiksi tarkoitetuissa tehtévissd monikulmiot kan-
nattaa valita niin, ettd niissé on reunahilapisteité paril-
linen méara. T&lloin kahdella jaettaessa pysytdén ko-
konaisluvuissa. Laskemisen helpottamiseksi ohjaaja voi
varittdd reunahilapisteet vuorotellen punaisiksi ja sini-
siksi seké sisdhilapisteet vield eri varilla, vaikkapa vih-
reiksi. Koska Pickin lauseen kaavassa lopuksi vihenne-
tdéan luku yksi, niin on mahdollista menetelld niin, et-
ta yhtd siséhilapisteista ei varitetdkaan vihredksi vaan
esimerkiksi keltaiseksi. Télloin tulee laskea yhteen mo-
nikulmion vihreiden siséhilapisteiden lukumaéara ja pu-
naisten reunahilapisteiden lukumééri. Tulokseksi saa-
daan 7sisdhilapisteiden lukumé&ird + reunahilapistei-
den lukumééri jaettuna kahdella — 17, joka on mo-
nikulmion pinta-ala.

Ellei kdytettavissa ole vérejé, niin reunahilapisteet voi
merkitd vuorotellen valkoisella ja mustalla pallolla (o
ja @) seki sisihilapisteet neliolld (m), joista yksi eroa-
valla tavalla (O). Piirroksissa ei tarvita koordinaatistoa
kokonaisuudessaan asteikolla varustettuna, vaan riit-
tdd merkitd ruudukko kuvion sisélle, kuten seuraavas-
sa kuvassa. Paksulle varipaperille piirrettéiessid kuvion
voi leikata irti ja antaa lapsille tutkittavaksi. Reuna-
hilapisteiden kohdalle kannattaa saksilla kiertd& pieni
ympyran kaari, jotta pisteet erottuvat.

Paras ja huonoin ratkaisu?

Ei tietenkéddn ole olemassa yksiselitteisia kriteereité,
joiden perusteella olisi mahdollisista selvittdd, mika mi-

nun ja Hannu Korhosen kirjoituksissa tehtévélle esite-
tyistd useista ratkaisuista on paras tai huonoin. Asi-
aa voi kuitenkin pohtia ldhestymall& sitd monipuolises-
ti useasta eri ndkokulmasta. Kaikki esitetyt ratkaisut
ovat varmasti jollakin koulutasolla ja jossakin opetus-
tilanteessa parhaita.

Jos kriteerinid kéytetddn ratkaisun yksinkertaisuutta,
niin yli muiden nousee téssé kirjoituksessa esitetty Pic-
kin lauseeseen perustuva ratkaisu. Onhan jo tullut to-
dettua, ettd tilla tavalla tehtdvan voi ratkaista kuka
tahansa alakoululaisista ldhtien.

Samoin perustein yhté selvai lienee, etté tehtédvan huo-
noin ratkaisu on toisessa kirjoituksessa esitetty Greenin
lauseesta johdettuun kaavaan perustuva ratkaisu. Sen
ymméartdminen vaatii yliopistomatematiikan opintoja
esitiedoikseen. Tosin kirjoituksessa johdetun kaavan so-
veltaminen onnistuu paljon vihemmilla tiedoilla jo yla-
koululaisilta. Kaavan etuna verrattuna Pickin lauseen
kaavaan on, ettd monikulmion kérjet voivat sijaita mis-
sé tahansa. Niiden ei tarvitse olla hilapisteissé.

Pickin lauseen tai Greenin lauseesta johdetun kaavan
kéytto monikulmion pinta-alan laskemisessa on varsin
suoraviivaista, mikd on néiden ratkaisutapojen vahvuus
mutta matematiikan opetuksen kannalta myo6s heik-
kous. Hannu Korhosen kirjoituksessaan esittdmissa rat-
kaisuissa tarvitaan paljon enemmén luovuutta, mika on
tarkedd oppilaiden matemaattisten taitojen kehittymi-
sessé.

Pickin lauseen tai Greenin lauseesta johdetun kaavan
kédytto koulumatematiikassa yldluokilla ja lukiossa ei
olekaan ongelmatonta. Jos kyseiset tulokset kuuluisivat
opetussuunnitelmiin, niin luultavasti tarvittavat kaavat
loytyisivit taulukko- ja kaavakokoelmista. Télloin nii-
ta kidytettaisiin surutta ymmartamatta lainkaan, miksi
pinta-ala saadaan laskettua melko yksinkertaisiin kaa-
voihin hilapisteiden lukuméaérié tai kérkien koordinaat-
teja sijoittamalla.

Ylempien luokkien opetuksessa tulisikin ensin varmis-
taa, ettd oppilaat todella ymmértavit suorakulmion
kannan ja korkeuden tuloon perustuvan pinta-alan ké-
sitteen. Vasta sen jélkeen voidaan pohtia Pickin lauseen
tai Greenin lauseesta johdetun kaavan yhteyttd pinta-
alaan, joiden ymmértdminen ei edistyneille oppilaille
ole lainkaan vaikeaa. Mainittuja ja muitakin samankal-
taisia tuloksia voikin mielestdni hyvin kayttaa opetuk-
sen eriyttdmisessd. Jo yldkoulun oppilaat osaavat itse-
kin konstruoida Pickin lauseen todistuksen ainakin eri-
koistapauksissa (suorakulmio, suorakulmainen kolmio)
esimerkiksi geolautojen avulla. Yleisen tuloksen todis-
tus sopii opetukseen mainiosti harjoiteltaessa induktio-
todistuksia.
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Tehtavia

Tehtéava 1. Laske Pickin lauseen todistuksessa esiinty-
vien esimerkkihilamonikulmioiden S, L, T ja W pinta-
alat Pickin lausetta kéiyttaen.

Tehtdva 2. Osoita, etté reiédllisen hilamonikulmion N
pinta-ala on

B
ala(N) :I—i—;—l—kn,
missé n on reikien lukumé&ira.

Tehtdva 3. Laske seuraavien reiéllisten hilamoni-
kulmioiden N; ja N, pinta-alat kayttamalld Pickin
lauseen yleistystd. Tarkista tuloksesi hilamonikulmioi-
hin siséltyvien yksikkonelididen ja suorakulmaisten 1-
kateettisten kolmioiden lukuméérien perusteella.

Tehtiva 4. Laske seuraavien kuvioiden L, Lo ja Lg
pinta-alat.

Tehtdva 5. Laske seuraavan hilamonikulmion pinta-
ala. Laske pinta-ala myo6s kiyttdméitta Pickin lausettal

Tehtiva 6. Osoita Pickin lausetta kayttden, ettd
suorakulmaisen tasakylkisen hilakolmion pinta-ala on
k2 /2, missi k on kyljen pituus.

Tehtava 7. Tutkitaan hilasuunnikasta @, jonka vierek-
kaiset kulmat ovat 45° ja 135°. Osoita Pickin lausetta
kédyttden, ettd ala(Q) = kanta - korkeus.

Tehtava 8. Laske seuraavien hilamonikulmioiden

pinta-alat.

Tehtéava 9. Laske seuraavan tahtikuvion pinta-ala.

Tehtava 10. Laske seuraavan 10-kulmion pinta-ala.
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