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Syksyn 2009 Lukion matematiikkakilpailun ensimmaéi-
sen kierroksen avoimen sarjan tehtévé 2 oli seuraava:

"Kolmion sivujen pituudet muodostavat geometrisen jo-
non, jonka suhde on q. Osoita, etti /5 —1 < 2q <

V5+1.7

Osallistuin kilpailuvastausten arviointiin, ja seuraavat
sindnsd triviaalit havainnot kuvaavat mielesténi jon-
kin verran matematiikan kulmakiven, loogisen péaét-
telyn, osaamisen ongelmallisuutta ja sitd, ettd pitkén-
kin "matematiikan” laskentopainotteisesta opetuksesta
se paljolti loistaa poissaolollaan. Kilpailun osallistujien
voi arvella edustavan yleensa lukiolaisten matematiikan
osaamisen karkipd#ta.

Tehtévé oli ajateltu ratkaistavaksi suunnilleen néin: jos
kolmion sivut ovat a, ga ja ¢?a ja jos ¢ > 1, niin ¢%a kol-
mion pisimpénd sivuna on lyhempi kuin kahden muun
sivun yhteispituus. ¢ toteuttaa siis epdyhtilon ¢? <
1 + ¢q. Tamé epayhtalo ratkaistaan totutulla tavalla;
epdyhtélon ratkaisu on ylospédin aukeavan paraabelin

1+
q*> — ¢ — 1 nollakohtien

rajaama vili, mutta ole-

1
tus ¢ > 1 rajaa ratkaisujoukoksi vilin [1, 5(1 + \/5)] .

Jos taas ¢ < 1, niin kolmion pisin sivu on a ja kol-
mioepiyhtild johtaa epiyhtiloon 1 < ¢ + ¢%. Taméin
yhtdlon ratkaisuja ovat ylospédin aukeavan paraabelin
-1+5

¢*> + ¢ — 1 nollakohtien ¢ = 5

rajaaman sulje-

tun vélin komplementin luvut. Lisdehdon 0 < ¢ < 1
1
mukaisesti ratkaisuja ovat viliin (5(\/5 - 1), 1) kuu-

luvat luvut g. Todistus on valmis. Jakoa ¢ > 1, ¢ < 1
ei tietenkd#in tarvitse tehdd. Molempien kolmioepéyh-
taloiden ¢> < 14 ¢ ja 1 < ¢+ ¢* on joka tapauksessa
toteuduttava ja ¢:n on kuuluttava yhtéléiden ratkaisu-
joukkojen leikkaukseen, joka juuri on tehtdvéssa todis-
tettavaksi vaadittu ehto.

Melko useat kilpailijat vastasivat suunnilleen néin: ”Jos

V541
4=

, niin

5 64+2V6 3+6

1+¢

Mutta "kolmiossa”, jonka sivut ovat a, ga ja ¢?a, pisin

sivu on yhté pitkd kuin lyhempien sivujen summa, eli

kolmio onkin janaksi surkastunut eiké siis ole kolmio.

V5 —1
2

23—V
2

Samoin, jos g = , niin

=1—q.

Kolmiossa, jonka sivut ovat a, ga ja ¢2a pisin sivu a
on yhté pitks kuin sivujen ga ja ¢?a summa, joten t-
mékin kolmio surkastuu epékolmioksi. Koska véiitetyn
q:ta koskevan epédyhtdlon adédripdissé ei saada kolmiota,
on viitos todistettu!”
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Mutta mité tdssd onkaan todistettu? Etté tehtiavian kol-
NGE! T
. Téa-

mé on tosin askel oikeaan suuntaan: viitteenhin todis-
VE-1 V5 +1
Jaq 2 5

mioita médrittava parametri ei saa arvoja

taisi se, ettd epdyhtdlit q <

ovat asetetussa tilanteessa mahdottomia.

Muutamat kilpailijat esittivat huomattavasti sofistikoi-
tuneemman ratkaisuehdotuksen. "Voimme olettaa, etté
kolmiossa ABC on AB = 1, BC = q ja CA = ¢
Jos ZABC = pf, niin kosinilauseen mukaan ¢* =
q¢> +1—2qcosf eli

—¢'+ 7 +1

5 f(q)

cos 3 =

Tarkastellaan funktiota f(q). Kun ¢ =

7+3V5  3+5
_TH3VE 34V

_ 2 2 _
f(q)_ 1_'_\/5 - 1

jakun ¢ = 5 , niin
7T—3V5 3—+5
— 2\/_—1— 2\/—+1
= =1
f(g) Y-
Liséksi
—4¢° +2¢)(29) = 2(—¢* + > + 1
P )22) 2 )
q
B¢t A -1
=g

Etsitddn derivaatan nollakohtia: sijoitus ¢ = t palaut-
taa ongelman toisen asteen yht#loon —3t2 +t —1=0;
tdman yhtdlon diskriminantti on 1 — 12 < 0, joten
nollakohtia ei ole. Derivaatta sdilyttdd merkkinsa ja

3
f(1) = — =, joten derivaatta on kaikkialla negatiivinen.

f on siis aidosti viheneva funktio, joten

1= f(ﬁ;l) < f@) < f<ﬁ2_ 1) -1,

V5 —1 V541
<4< —

arvoilla —1 < cos 8 < 1, joten kolmio on olemassa.”

kun . Johtop#atos: nailla ¢:n

Miksi tdmaé ei ole tehtdvin ratkaisu? Tietysti siksi, et-
ta todistettava véite oli muotoa "kun parametrista ¢
riippuva kolmio on olemassa, niin parametri ¢ kuuluu
tiettyyn véliin”. Y1l4 osoitettiin vain, etté jos parametri
kuuluu véliin, kolmio saattaa olla olemassa; ainakaan
kosinilauseen yhden osion kanssa ei jouduta ristiriitaan.
Sen sijaan ylld oleva lasku olisi mainiosti antanut mah-
dollisuuden epésuoraan todistukseen. Jos oletettaisiin,
ettd kolmio olisi olemassa ja parametri ¢ olisi tehtavés-
sé annetun vilin ulkopuolella, funktion f monotonisuus
antaisi seurauksen cos > 1 tai cos 8 < —1, jotka kum-
pikin olisivat ristiriidassa oletuksen kanssa.

Kosinilausetta hyodynsi myos seuraava kaunis ratkaisu.
Siind kolmio ABC on sama kuin edelld, ja ZCAB = «.

"Koska cosa < 1, niin kosinilauseen perusteella ¢ =
¢*+1-2¢%cosa > ¢* +1—2¢>. Siis ¢* —3¢%>+1 < 0. Si-
joitetaan g% = t ja ratkaistaan epayht#lo t2—3t+1 < 0.
Vasemman puolen nollakohdat ovat

3+6
S

Epéayhtilo toteutuu siis, kun

3—5 3+V5
5 <t < 5 .

Mutta

3-v6 6-26 [v5-1Y
2 4 2

ja

2
3+\/5_6+2\/5_<\/5+1>
2 4 2 ’

joten ¢ on vaaditussa vélissa.”

Téassd on kaikki kohdallaan, vaikka ensin voi epdilyt-
tad se, ettd eri relevanttien kolmioepayhtéldiden tar-
kastelua vaativia tilanteita ¢ < 1 ja ¢ > 1 ei késitel-
14 erikseen. Onnellinen valinta on ollut tarkastella kes-
kimmaéisen sivun vastaista kulmaa. Se ldhestyy nollaa
kummassakin surkastumispééssé, ja johtaa molempien
reunojen loytymiseen samasta epayhtalosta.
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