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2009 ei ole tylsa vuosi

Matti Lehtinen

Helsingin yliopisto

Maailmassa pidetééin joka vuosi satoja matematiikka- | C = A - B. Mééritd luvun C numeroiden summa.

kilpailuja ja niissa esitettdvien tehtdvien lukumééra lie-
nee tuhansissa. Kun kilpailutehtévit saisivat mielelldan
olla jotenkin uusia ja ennen ndkemattomia, ei ole ihme,
ettd laatijoille tulee aika usein mieleen istuttaa tehté-
védn vuosiluku, pdiviméaars tai kilpailun jarjestysluku.
Istutus on joskus hiukan keinotekoista: vuosiluvun tilal-
la saattaisi olla vaikkapa "mielivaltainen, aika suuri ko-
konaisluku n”. Toisinaan tehtévissi tulee aidosti kiyt-
t66n jokin luvun matemaattinen ominaisuus. Kilpailu-
matematiikan harrastaja katsookin jo valmiiksi esimer-
kiksi vuosiluvun jaollisuusominaisuudet.

Seuraavassa esitetdin pieni valikoima tdman vuoden
tehtavid eri maista. Yhden tehtdvén muotoilusta ei 16y-
dy lukua 2009, mutta vihjeeksi voi sanoa, ettd 2009
on tehtdvissd mukana kuitenkin. Kun seuraavan ker-
ran vapaa-ajan ongelmat kidyvét padllesi ja viihde-
teollisuus on valmiina niitd omalla tavallaan lievit-
tdmadn, niin kokeilepa ratkaista n&itd. Lahetd rat-
kaisujasi (yhteen tai useampaan tehtéiviin) vuoden
2009 aikana esimerkiksi suoraan Solmun péaitoimitta-
jalle, postissa osoitteeseen Matti Lehtinen, Taskilan-
tie 30 A, 90580 Oulu, tai siéhkopostilla osoitteeseen
matti.lehtinen@helsinki.fi. Solmu julkaisee par-
haat ratkaisut, joten palkintona on ainakin mainetta
ja kunniaa. — Ratkaisuja saavat ldhettdé kaikenikdiset.

Ja sitten tehtaviin:

1. Olkoon A = 999...9 ja B = 444...4 ja olkoon
—_— ———
2009 kpl 2009 kpl

(Kolumbian matematiikkaolympialaiset, 6. ja 7. luokan
tehtivi.)

2. M#irité kaikki positiiviset kokonaislukuparit (m, n),
jotka toteuttavat yhtélon

mn? = 2009(n + 1).

(Ukrainan matematiikkaolympialaiset, 7. luokan tehté-
VA.)

3. a) Lukujen 1, 2, ..., 2009 nelist kirjoitetaan perik-
kéin satunnaisessa jarjestyksesséd yhdeksi luvuksi. Voi-
ko syntynyt luku olla nelisluku? b) Luvut 1, 2, ..., 2009
kirjoitetaan peridkkiin satunnaisessa jarjestyksessd yh-
deksi luvuksi. Voiko tdmé luku olla nelisluku? (Ukrai-
nan matematiikkaolympialaiset, 8. luokan tehtévi.)

4. Tarkastellaan 2009 x 2009:sta yksikkoneliostéd koos-
tuvaa nelioruudukkoa. A ja B pelaavat seuraavaa peli:
kumpikin véarittdd vuorollaan yhden yksikkonelion yh-
den sivun keltaiseksi. Pelaaja, joka ensimmaéiseksi on-
nistuu vérittdmadn jonkin nelion viimeisen varittamét-
toméan sivun keltaiseksi, voittaa pelin. A aloittaa. Onko
jommallakummalla pelaajalla voittostrategia, ts. voiko
hén valita véritettdvit sivunsa niin, ettd voittaa pe-
lin riippumatta siitd, miten toinen pelaaja on valinnut
varitettavit sivut? (Ukrainan matematiikkaolympialai-
set, 8. luokan tehtavi.)

5. Oppilaalla on 7 paperinpalaa. Hén valitsee niisté joi-
takin ja pilkkoo ndmaé seitseméén palaan kunkin. Sitten
hén valitsee taas joitakin paperinpaloistaan ja pilkkoo
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jokaisen niistd seitseméén osaan. Voiko hén tétd jat-
kaen pé#dstéd tilanteeseen, jossa hénelld on 2009 pape-
rinpalaa? (Kreikan matematiikkakilpailu, juniorisarja.)

6. Maaritd kaikki positiivisista kokonaisluvuista muo-
dostuvat kolmikot (x, y, 2), joille 992z + 100y + 101z =
2009. (Viron matematiikkaolympialaiset, 10. luokan
tehtivi.)

7. Madrita sellaiset kokonaisluvut a ja b, etté

/2010 + 24/2009 on yhtélon z? 4 ax + b = 0 ratkai-
su. Osoita, ettd talloin /2010 — 24/2009 ei ole yhta-

16n ratkaisu. (Slovenian matematiikkaolympialaiset, 10.
luokan tehtévi.)

8. Madritd ne positiiviset kokonaisluvut n, joille —53 <
2009

93 —n
laiset, 10. luokan tehtévé.)

< 53 — n. (Slovenian 53. matematiikkaolympia-

9. Méaritd pienin luonnollinen luku, joka on jaollinen
2009:114 ja jonka numeroiden summa on 2009. (Serbian
matematiikkaolympialaiset.)

10. Tasossa on 2009 pistetté, joista jokainen on véritet-
ty joko punaiseksi tai siniseksi. Jokaisessa 1-séiteisessd
ympyrassé, jonka keskipiste on sininen, on tasan kak-
si punaista pistettd. Maaritd sinisten pisteiden suurin
mahdollinen méérd. (Balkanin matematiikkaolympia-~
laisten juniorisarja.)

11. Kumpi luvuista \/2008 + v2009+ \/2009 + /2008

ja \/2008 + 12008 + \/2009 + /2009 on suurempi?
(Ukrainan matematiikkaolympialaiset, 11. luokan teh-
téavi.)

12. Maaritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joil-
le funktion f(z) = cos(nz) - sin (22%%) jakso on 3.
(Ukrainan matematiikkaolympialaiset, 11. luokan teh-
téavi.)

13. 2009 x 2009 yksikkoneliosta koostuvan ruudukon
jokaiseen neliéon on kirjoitettu jokin luvuista 1, 2, ...,
2009 niin, ettd joka rivilld ja joka sarakkeessa kukin
néistd luvuista esiintyy tédsmélleen kerran. Mikd on
suurin mahdollinen ruudukon keskimméisen ruudun ja
sitd 1ldhinné olevan sellaisen ruudun, jossa on numero
1, etdisyys? Kahden ruudun vélinen etéisyys on sama

kuin sakki-kuninkaan ruutujen viliseen liikkeeseen tar-
vitsema vihimmaéissiirtomééra. (Ukrainan matematiik-
kaolympialaiset, 11. luokan tehtévi.)

14. Onko olemassa polynomia f(z) = 2+ ax?+ bz +c,
joka tdyttdd seuraavat ehdot: |¢| < 2009, |f(34)] on
alkuluku ja f:11& on kolme kokonaislukunollakohtaa?
(Ukrainan matematiikkaolympialaiset, 11. luokan teh-
tévi.)

15. Kertoman! =1-2---(n—1)-n ja "kaksoiskertoma”

il — 1-3---(n—2)-n, kunn on pariton
24 (n—2)-n,

ovat tunnettuja operaatiota. Maéritelliin nyt “k-
kertoma” Fi(n) = n(n — k)(n — 2k)---r, missii 1 <
r < kjan=r mod k. Madritd kaikki positiiviset ko-
konaisluvut, joille Fao(n)+2009 on nelisluku. (Itdvallan
matematiikkaolympialaiset.)

kun n on parillinen,

16. Olkoon a positiivinen luku. Tarkastellaan lukujo-
noa (a,), missi ap = a ja ap, = anp—1 +40™, kun n > 1.
Osoita, ettd jokaisessa téllaisessa jonossa on #dretto-
min monta 2009:114 jaollista lukua. (Itédvallan 40. ma-
tematiikkaolympialaiset.)

17. Sanomme, ettd kaksi aritmeettista jonoa (a,) =
(a+bn) ja (¢,) = (c+ dn) ovat olennaisesti eri jonoja,
jos ei ole niin, ettd a, = cp4p kaikilla tarpeeksi suuril-
la n ja jollain kokonaisluvulla p. Monellako olennaisesti
eri aritmeettisella jonolla on osajonona geometrinen jo-
no, jonka kolmas jéasen on 40 -2009 = 803607 (Itdvallan
40. matematiikkaolympialaiset.)

18. Kéytosséd on mielivaltaisen monta postimerkkia ku-
takin arvoa 134, 135, 136, ..., 142 ja 143 senttia. M&a-
ritd suurin senttiarvo, jota ei voi koostaa n#istd mer-
keistd. (Itdvallan matematiikkaolympialaiset.)

19. Jono (ay,) on ei-vakio aritmeettinen jono ja sen en-
simméinen jésen a; = 1. Jonon jédsenet as, as ja a1y
muodostavat geometrisen jonon. Miiritd jonon (ay)
2009 ensimmiisen jésenen summa. (Slovenian matema-
tiikkaolympialaiset, 12. luokan tehtévi.)

20. Osoita, ettd 1005121 = 11m(+3++2009) "(Slgve-
nian matematiikkaolympialaiset, 12. luokan tehtéva.)
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