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Positiivisestli matematiikasta

Matematiikkakeskustelussa on aika usein moittiva sévy.
Téssékin Solmussa on useita kirjoituksia, joiden vies-
tind on, ettd matematiikan asema ja arvostus eivét oi-
kein ole kohdallaan ja ettd matematiikan opetus tai sen
tulokset jattdvat toivomisen varaa. Usein tdménsuun-
taisia ajatuksia myos itse tuotan ja levitdn. Kun Solmu
kuitenkin haluaa olla syvisti positiivinen julkaisu, on
tarpeen neutraloida monia perustellusti kielteisid mie-
lipiteitd lausumalla myonteisid ajatuksia itse matema-
tiikasta.

Miksi matematiikka on positiivista? Matematiikka on
positiivista, koska se on térkedd. Vain matematiikkaa
osaaville aukeavat hyvit opiskelu- ja tyopaikat. Mate-
matiikka on térked#, koska nykyaikainen tekniikka ei
olisi mahdollista ilman matematiikkaa. Matematiikka
on tarkedé, koska luonnon kirja on matematiikan kielel-
14 kirjoitettu ja matematiikka on tieteellisen maailman-
kuvamme tukiranka. Matematiikka on térke&é, koska
sen kieli on universaalinen, kansalliset rajat ja kulttuu-
rimuurit ylittava.

Tallaisin argumentein matematiikan opiskeluun kan-
nustetaan. Namé argumentit eiviat milladn muotoa ole
virheellisid. Niiden perusteella voi mainiosti pa&dttas,
ettd matematiikka tai sen opettaminen on eldménteh-
téava. Ja varsinkin voi padttad opiskella ja oppia mate-
matiikkaa siind mitassa ja médrissa, mikd on tarpeen
itse kullakin eldmén ja toiminnan alueella.

Matematiikka on siis térkedd, koska se on mahtava tyo-
kalu tai tyokalukokoelma. Mutta siindko kaikki? Kuu-

Matti Lehtinen

luuko matematiikka samaan sarjaan kuin jakoavain,
sahkovatkain, moottorisaha tai tietokone? N&itd miten-
kéddan viheksymattd ajattelen, etti ei oikeastaan kuulu,
sen arvo on syvempi ja universaalimpi.

Matematiikka on positiivista, koska se on kaunista.
Mutta sanonta katsojan silmén keskeisestd merkityk-
sestd kauneuden mieltdmisessé pitee matematiikkaan
enemmén kuin moneen muuhun estetiikan mittapuil-
la arvioitavaan. Pétee siind mielessé, ettd matematii-
kan kauneus ei voi avautua heti samalla valittomyy-
delld kuin kauniin auringonlaskun tai korvaa hivelevan
melodian. Analogiaa kuitenkin on: musiikin lukematto-
missa alalajeissa on monia, joiden kauneus avautuu vas-
ta korvan saatua riittavésti kokemusta, moni runo vaa-
tii avautuakseen lukijalta tietoa ja ymmaéarrysta. Ma-
tematiikan kauneuden ymmaértamiseksi on valttamatta
kéveltdva matematiikan sisdén. Matematiikan abstrak-
tien rakenteiden ja yllattédvien asiakytkentojen kauneus
ei ole kauniisti véritetyissd fraktaaligeometrian kuviois-
sa, niiden kauneus on matematiikalla, silld tyokalulla,
tuotettua visuaalista kauneutta.

Mutta ennen kaikkea: matematiikka on positiivista,
koska se on totta. Tai ainakin mahdollisimman paljon
epéilyksistd vapaata ihmisen hengentoimintaa. Mate-
matiikka médrittelee késitteensd ja puhuu niistd tés-
maéllisesti vain juuri sellaisina kuin ne méériteltiin. Ma-
tematiikka rakentaa koko tietovarastonsa tukevasti pe-
rustoille, joiden olemus on mééritelmin ja aksioomin
kiinnitetty. Matematiikka ei haihattele, romantisoi ei-
k& harjoita mielipidesortoa.

Paikirjoitus
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Monikulmion pinta-ala ylioppilaille

Mika Koskenoja
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Tehtava. Kuusikulmion M kérjet ovat tason pisteissa
(0,0), (3,-1), (2,2), (4,3), (—=2,2) ja (1,1). Laske M:n
pinta-ala.

Esitin Solmun numerossa 1/2009 kirjoituksessa "Mo-
nikulmion pinta-ala koululaisille” tehtévélle kaksi kes-
kendidn samantapaista ratkaisua, jotka vaativat ainoas-
taan jo peruskoulun ylaluokkien oppilaiden hallitsemia
alkeisgeometrian tietoja. Jatkan nyt samasta aihees-
ta esittden tehtdville tyystin erilaisen ratkaisun, joka
perustuu vasta yliopistomatematiikan alussa opittaviin
vektorianalyysin perusteisiin. Pyrin kuitenkin siihen,
ettd tdmankertaisenkin ratkaisun seuraamiseen riittda
lukion pitkén matematiikan derivointi- ja integrointi-
taitojen hyva hallinta.

Vektorianalyysin alkeita

Koulumatematiikan funktio-opissa késitellddn 1ahinné
reaaliarvoisia funktioita, jotka on méaritelty reaaliak-
selin osajoukossa. Kun A C R, niin funktio f: A - R
kuvaa méérittelyjoukon A jokaisen luvun z joksikin re-
aaliluvuksi f(z). Téllaisen funktion kuvaaja on tapa-
na esittéié tason pisteiné (x, f(x)). Alla olevassa kuvas-
sa on esitetty erdén vililld [a,b] méiritellyn jatkuvan
funktion kuvaaja, joka on tasokiyra.

L i 1
T T

Ensimméinen askel varsinaisen vektorianalyysin puolel-
le tehdaén tutkimalla reaaliarvoisia funktioita, jotka on
médritelty tason osajoukossa. Reaalitaso R? koostuu
jérjestetyisté reaalilukupareista (x,y), joita kutsutaan
tason pisteiksi. Nyt funktio f: D — R, missd D C R?2,
kuvaa pisteen (z,y) € D reaaliluvuksi f(x,y). Téllai-
sen funktion kuvaaja voidaan esittdd kolmiulotteisen
avaruuden pisteind (x,y, f(x,y)). Seuraavassa kuvassa
on neligssi N = [—10,10] x [—10, 10] méaéritellyn jat-
kuvan funktion f: N — R, f(x,y) = 22 — %, kuvaaja,
joka on pinta avaruudessa R3.
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Reaaliakselin osajoukon tilalle funktion mé#rittelyjou-
koksi asetettiin edelld tason osajoukko. Toisaalta funk-
tioiden késittelyd voidaan yleistdd niin, ettd arvojou-
koksi asetetaan taso R? reaalilukujoukon R sijasta.
Kun A C R, niin funktio f = (f1, f2): A — R? ku-
vaa médrittelyjoukon A jokaisen luvun x joksikin re-
aalilukupariksi f(z) = (fi(z), f2(x)) € R2. Funktioi-
ta f1, fo: A — R kutsutaan funktion f koordinaat-
tifunktiotksi. Myos nyt funktion f = (f1, f2) kuvaa-
ja voidaan esittdd kolmiulotteisen avaruuden pistein
(z, f1(x), f2(z)). Alla olevassa kuvassa on esitetty eriin
vililld [a,b] médritellyn jatkuvan funktion (eli polun)
kuvaaja, joka on kiyra R3:ssa.

fa(x)

fl(x)/[a 0 0 0 b} ‘

Funktion mééarittely- ja arvojoukkojen laajennukset
tasoon voidaan yhdistdd tutkimalla funktioita f =
(fi,f2): D — R2 missai D C R? Tallsin f ku-
vaa jokaisen reaalilukuparin (z,y) € D reaaliluku-
pariksi f(xvy) = (fl(xvy)7f2(x7y)) € R” Nyt pis-
teistd (xvyvf(xvy)) = (xvyvfl(xvy)7f2(x7y)) € R
koostuvan funktion kuvaajan havainnollistaminen ei
ole mahdollista yhtéd helposti kuin edelld. Sen sijaan
koordinaattifunktioiden f; ja fo kuvaajat voidaan esit-
tdd avaruuden R? pistejoukkoina (z,v, fi(z,y)) ja
(z,y, fo(z,y)), jatkuvassa tapauksessa erityisesti pin-
toina. Funktiota f = (f1, f2): D — R? kutsutaan vek-
torikentdksi.

Koulumatematiikasta tuttujen funktioiden f: A — R,
A C R, analyysissid derivointi ja integrointi ovat kes-
keisid tyokaluja. Nédin on myo6s vektorianalyysissé, jo-
ten késittelemme seuraavaksi vektorifunktioiden deri-
vointia ja integrointia. Tarkastelemme tason avoimissa
tai suljetuissa joukoissa madriteltyja funktioita, joiden
arvot ovat tilanteesta riippuen joko reaalilukuja tai re-
aalilukupareja.

Osittaisderivaatat

Aloitetaan derivaatan kisittely tutkimalla funktioita
f: D — R, missi D C R? on avoin. Olkoon (,%0) €
D. Jos raja-arvo

Oz f(w0,90) = }lLlirB f(@o +h, yO})L — f(x0,%0)

on olemassa, niin se on funktion f osittaisderivaatta
muuttujan x suhteen pisteessi (g, yo). Vastaavasti, jos

f(zo,y0 +h) — f(x0,y0)
h

3yf(3307y0) = }1113})

on olemassa, niin se on funktion f osittaisderivaatta
muuttujan y suhteen pisteessi (xg,yo). Melko helposti
havaitaan, etté osittaisderivaattojen laskeminen palau-
tuu tuttuun yksiulotteiseen derivointiin. Kun nimittain
tarkastellaan avoimella valilla |zg — r, 2o + [ mééritel-
tyd funktiota

9(x) = f(z,y0),
niin
9 f (0, y0) = g’ (w0),
kunhan derivaatta on olemassa. Vastaavasti, kun tar-

kastellaan avoimella valilld |yo — 7, yo + r[ méériteltyd
funktiota

h(y) = f(x()vy)a

niin ollessaan olemassa

ayf(l“o,yo) = h/(yo)-

Esimerkki 1. Olkoon f: R? — R, f(x,y) = 2% —
y?, jonka kuvaaja neliossi N = [—10,10] x [—10, 10]
on esitetty tdmén sivun ensimméisessd kuvassa. Nyt
Oz f(z,y) = 22 ja Oy f(x,y) = —2y. Néin ollen esimer-
kiksi 0, f(1,3) =2-1=2ja 9, f(1,3) = —2-3 = —6.

Tarkastelimme edelld ensimmdisen kertaluvun osittais-
derivaattoja. Voimme jatkaa toisen kertaluvun osittais-
derivaattoihin. Jos ensimmaéisen kertaluvun osittaisde-
rivaatat ovat olemassa jokaisessa D:n pisteesséd, niin
ne méardavit kaksi uutta funktiota d,f: D — R ja
Oyf: D — R, joita voimme yrittdd osittaisderivoida.
Jos kyseiset toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat
olemassa jokaisessa D:n pisteessé, niin merkitsemme
niiden magradmis funktioita Oy f, Oyy f, Ouy f ja Oya f.
Voimme jatkaa edelleen korkeamman kertaluvun osit-
taisderivaattoihin pitden mielessé, ettd ne eivit valtti-
méttd ole olemassa, vaikka alemman kertaluvun osit-
taisderivaatat olisivatkin.

Kun siirrymme vektorikenttddn f = (f1, f2): D —
R?2, niin voimme tarkastella koordinaattifunktioiden
fi:D — R ja fo: D — R osittaisderivaattoja
Oz fi(z,y) ja Oy fi(x,y), i = 1,2. Edelld esitetylld me-
nettelylld voimme laskea néillekin korkeamman kerta-
luvun osittaisderivaattoja, mikéli ne ovat olemassa.
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Esimerkki 2. Tarkastellaan vektorikenttés f: R? —
R?, f(z,y) = (ysinx,rcosy). Nyt fi(z,y) = ysinz,
joten 0, fi(z,y) = ycosz ja Oyfi(x,y) = sinz. Vas-
taavasti fo(z,y) = xcosy, joten 9 fa(x,y) = cosy ja
Oy fa(z,y) = —wsiny. Koordinaattifunktion f; toisen
kertaluvun osittaisderivaatoiksi saadaan Oy, f1(z,y) =
—ysinz, Opyfi(z,y) = cosz, Oy fi(z,y) = 0 ja

Oyzfi1(x,y) = cosz. Vastaavasti fon toisen kerta-
luvun osittaisderivaatoiksi saadaan 0., fa(z,y) = 0,
Opyfolz,y) = —siny, Oyyfolz,y) = —zcosy ja
awag(ﬁ, y) = - Siny'

Sanomme, ettd funktio f: D — R on n kertaa jatku-
vasti deriwoituva D:ssé, jos silla on olemassa n. kerta-
luvun osittaisderivaatat jokaisessa pisteessi (z,y) € D
ja osittaisderivaattojen méadraaméit funktiot ovat jat-
kuvia. Erityisesti f on kerran (kaksi kertaa) jatkuvas-
ti derivoituva D:ssé, jos silld on olemassa ensimmaéi-
sen (ensimmiisen ja toisen) kertaluvun osittaisderivaa-
tat jokaisessa pisteessd (z,y) € D ja osittaisderivaat-
tojen madradmit funktiot ovat jatkuvia. Vektorikentté
f = (f1,f2): D — R? on n kertaa jatkuvasti derivoi-
tuva D:ssé, jos f1 ja fa ovat n kertaa jatkuvasti deri-
voituva D:ssd. Jatkuvan derivoituvuuden mééaritelmét
tehddén vastaavasti myo6s funktioille f: A — R, misséi
A C R on avoin.

Havaitsemme esimerkisté 2, ettd 0,y f1 = cosz = Oyz f1
ja Oy fo = —siny = Oyz fo. Téma ei ole vain sattumaa,
silld kyseiset yhtdlot toteutuvat aina kaksi kertaa jatku-
vasti derivoituville funktioille, jollainen myos esimerkin
vektorikenttid f on.

Pinta- ja kdyridintegraalit

Lukion pitkdssd matematiikassa tulee tutuksi méaritty
integraali ja sille voimassa oleva analyysin peruslause

b
[ o=

missd F on vililld [a,b], a < b, mé&ritellyn rajoitetun
funktion f integraalifunktio. Madrdtyn integraalin geo-
metrinen merkitys on x-akselin, suorien x = a jaxz =b
sekd jatkuvan ja positiivisen funktion f kuvaajan viliin
jédvén alueen A pinta-ala, ks. seuraava kuva. Huomaa,
ettd suljetulla vililld [a, b] médritelty jatkuva funktio
on aina rajoitettu talla valilla.

ala(A)

Pintaintegraali. Joukon, jonka yli integroidaan, ei
tarvitse valttaméttd olla jana z-akselilla. Jos £ C R?
on riittdvin sddnnollinen suljettu ja rajoitettu joukko,
sekid f: E — R on jatkuva ja positiivinen, niin pintain-

tegraalin
é / f(z)dx

arvo on joukon FE, sen reunan OF kautta kulkevan zy-
tasoa vastaan kohtisuoran umpinaisen pinnan ja funk-
tion f kuvaajan z = f(z,y) rajaaman kappaleen ti-
lavuus. Pintaintegraali maégritelladn vastaavasti kuin
reaaliakselin méérétty integraali Riemannin summien
avulla, ks. [Martio, luku 4]. Riittdvin sddnndllinen
merkitsee tédssd yhteydessa sitéd, ettd joukon E reuna
ei ole lilan monimutkainen. Esimerkiksi monikulmiot
ovat aina riittdvan sddnnollisid. Itse asiassa on melko
hankalaa konstruoida joukko, joka ei ole tarpeeksi sdén-
noéllinen pintaintegraalin laskemiseksi.

Kaytdnnossa pintaintegraalin arvo voidaan usein laskea
iteroituna integraalina. Jos suljettu ja rajoitettu joukko
E voidaan lausua muodossa

E={(z,y) € R*: g(z) <y < h(x), = € [a,0]},
missé funktiot g, h: [a,b] — R ovat jatkuvia ja g(z) <
h(z) kaikilla z € [a,b], niin

b h(x)

//f(w,y)dxdy=/( / flz,y dy)dx

a  g(x)
Ensin funktiota f integroidaan vé&lilli [g(z), h(z)]
muuttujan y suhteen niin kuin z olisi vakio, jolloin
integroitavaksi funktioksi saadaan vain xz:std riippu-
va funktio, jota sitten integroidaan x:n suhteen valilld

[a,b].

Esimerkki 3. Olkoon £ C R? kolmio, jonka kirjet
ovat pisteissd (0,0), (2,1) ja (2,2). Lasketaan tasoin-
tegraali yli E:n funktiolle f(z,y) = x. Valitaan nyt
funktioiksi g, h: [0,2] — R, g(z) = 3 ja h(z) = =, ks.

seuraava kuva. Talloin
0 xT

//ﬂx,wm:i</w) /

2
= / (x2 — %332) dx
0

Il
o
\l\? ol
wl»—t
O\M
GAI»—A
|
||
ol
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2.1,2) = (2,1, f(2,1
o B2 = L 1)
T = (2,2, f(2,2))
(0,0, £(0,0))
= (0,0,0)
~ (0,0) : :
Yy

e ST R~ @20

Havaitsemme kuvasta, ettd edelld laskemamme tasoin-
tegraalin arvo % on sellaisen monitahokkaan tilavuus,
jonka kiirjet ovat pisteissd (0,0,0), (2,1,0), (2,2,0),
(2,1,2) ja (2,2,2). Tdssd tason pisteet (0,0), (2,1) ja
(2,2) on samaistettu R3:mn pisteiden (0,0,0), (2,1,0) ja

(2,2,0) kanssa.

Havainto 1. Jos integroidaan vakiofunktiota f =1 yli
riittdvan sddnnollisen joukon E, niin saadaan joukon
E, sen reunan OF kautta kulkevan zy-tasoa vastaan
kohtisuoran umpinaisen pinnan ja vakiofunktion 1 ku-
vaajan rajaaman kappaleen tilavuus. Havaitsemme, et-
td saatu luku on itse asiassa samalla myos joukon F

pinta-ala, eli
ala(E) = // 1dz dy.
E

Vastaavasti yksiulotteisessa tapauksessa vilin [a, b] pi-
tuus saadaan integraalina

b b

/1dm:/x:b—a, a<b,

a a

joka on toisaalta x-akselin, suorien x = a ja x = b seka
vakiofunktion f = 1 kuvaajan véliin jddvéin alueen A
pinta-ala. Havaitsemme lisiksi, ettd A on suorakaide,
jonka kannan pituus on b — a ja korkeus on 1.

fz,y) f(x)
1 A 1
i
(5 Y a b—a x

Polku. Olkoon D C R? avoin ja a < b. Jatku-
vaa kuvausta v = (v1,%2): [a,b] — D sanotaan po-
luksi joukossa D. Kuvauksen ~ jatkuvuus tarkoittaa,
ettd molemmat koordinaattifunktiot ~;: [a,b] — R,
i = 1,2, ovat jatkuvia. Polun v derivaatta ~'(t) pis-
teessd t € [a, b] on vektori

() = (11 (). 5(t)) € R,

mikéli tavalliset derivaatat «y/(t) pisteissd t € ]a,b[ ja
toispuoleiset derivaatat pisteissd a ja b ovat olemassa.
Jos derivaatta 4’ on olemassa koko vililld [a,b], niin
sanomme, ettd v on derivoituva. Jos v on derivoituva
lukuunottamatta dédrellistd madrdd pisteitd ¢ € [a,b],
niin sanomme, ettd v on paloittain derivoituva. Edel-
leen, mikéli (paloittain) derivoituvan polun ~ koordi-
naattifunktiot v, ja v ovat jatkuvasti derivoituvia ja
~'(t) # (0,0) (mahdollisesti lukuunottamatta dérellista
madrad pisteitd ¢ € [a, b]), niin sanomme, ettd polku v
on (paloittain) sddnndllinen.

Esimerkki 4. Merkitiin tason pisteet K1 = (x1,y1)
ja Ko = (z2,y2) yhdistdvééd janaa [Ki, K3], jolloin
siis [K1,Ka] C R2. Janaa [Ki, Kj| esittivid polku
7= (1,72): [0,1] = [K7, K3] on

() = (1 = t)(z1,y1) + t(z2,y2)
(1 =t)x1 + twa, (1 = t)y1 + ty2)
= (71(15)7'72@))7 te [07 1]'

Téllaista polkua on tapana kutsua janapolukst.

v:[0,1] — [Kq, K] Y Ko = (22,92)
/,//’ =(1)
///ﬁT\ )
Ky = (z1,y1) = v(0)
0t 1

T

Polku ~: [a,b] — D on umpinainen, jos y(a) = ~y(b).
Olkoon nyt F C D sellainen suljettu ja rajoitettu jouk-
ko, etté sen reuna OF voidaan esittdé umpinaisella (pa-
loittain) sddnnolliselld polulla v: [a,b] — OE. Esimer-
kiksi kaikkien n-kulmioiden reuna voidaan esittdd um-
pinaisella paloittain sdannélliselld polulla. Joukon E
reunaa esittdvin polun « sanotaan olevan positiivisesti
suunnistettu, jos v kiertdd joukon E ainoastaan kerran
ja E on pisteen 7(t) liheisyydessi vektorin 7/ (t) vasem-
malla puolella kaikissa pisteissé ¢ € [a, b], joissa v/ (¢) on
olemassa.

Kéyriintegraali. Olkoon v: [a,b] — R? (paloittain)
derivoituva polku

Y(t) = (11(t),72(t)), t € [a,b].
Jos v([a,b]) € D C R? ja f: D — R on jatkuva, niin
piddytéin (skalaarikentin) kiyrdintegraaliin

b
/fwzjfwmnhmﬂ+%avw

Tamé on tavallinen 1-ulotteinen mé#arétty integraali.
Sen geometrinen tulkinta on polulle v asetetun "ai-
dan” A pinta-ala, kun aidan korkeus pisteessi (t) on
f(v(¢)), ks. seuraava kuva.
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Jos kayriintegraalissa f = 1, niin saadaan polun v pi-

tuus
b
= [as= [\ 2
’Y a

Esimerkki 5. Yksikkéympyréin kehd {(z,y) € R? :
22 + y? = 1} voidaan esittdi polulla v: [0,27] — R?,

V() = (), 72(t) =

joka on umpinainen, sdénnollinen ja positiivisesti suun-
nistettu. Talléin 1 (t) = —sint ja v4(t) = cost, joten

(cost,sint), ¢ € [0,27],

27 27 o
:/\/sin2t+cos2tdt:/1dt: /t:27r,
0 0 0

joka on tunnetusti yksikk6ympyrén kehén pituus, mut-
ta se on siis my0s yksikkoympyréin kehéé esittdvan po-
lun v (joka on kuvaus) pituus.

[027r]—>R2
7
[—|—1 = ( )
0 ¢ 2 = (1,0)

Olkoon tilanne muuten kuten edelld skalaarikentédn
kéyridintegraalia madriteltdessd, mutta oletetaan, etta
f = (f1, f2): D — R? on jatkuva vektorikentti. Tél-
16in médritellddn (vektorikentin) kdiyrdintegraali

/f-d§= /bf(’y(t)) ' (t) dt

b
=/IMﬂm%@+bwwww»@

a

joka on edelleen tavallinen 1-ulotteinen mé#ratty inte-
graali.

Jos integroidaan yli umpinaisen polun, niin kiyrainte-
graaleille on tapana kayttdd merkintoja

Z{fds ja ffd?

Monet méardtyn integraalin perusominaisuudet ovat
voimassa my0s taso- ja kdyridintegraaleille. Esimerkiksi

lineaarisuus integroitavan funktion suhteen on tasoin-
tegraalille voimassa muodossa

[[@rvepdiy=a [[rivay+e [[gazay,
E E E

kun f,g: E — R ja c¢1,co € R. Vektorikentédn kidyrédin-
tegraalille additiivisuus integroimisjoukon suhteen saa

muodon
/f-dgz/f-d§+/f-d§,
vy Y1 Y2

kun polku v on suunnistuksen siilyttden yhdiste
kahdesta polusta v, ja 2. Kun kddnnetddn polun
v: [a,b] — R™ suunta méirittelemdlld uusi polku
(@) =~ - (t —a)), t € [a,b], niin

/fds- /fds

Mitd méa#ratyn integraalin tuttua kaavaa tdmé vastaa?

Greenin lause ja monikulmion pinta-ala

Greenin lause on yksi analyysin peruslauseen yleistyk-
sisté tasoon, joissa on oleellista, ettd pintaintegraali
yli tason joukon voidaan lausua integraalina yli jou-
kon reunan. Tadmédhén on my6s analyysin peruslauseen
keskeinen ominaisuus: integroimisjoukkona oleva reaa-
liakselin vili [a, b] korvataan siind vilin paétepisteilld,
kun m#aratyn integraalin arvo saadaan integraalifunk-
tion pisteissd b ja a saamien arvojen erotuksena. Seu-
raava Greenin lauseen muotoilu on tarpeisiimme sopiva
ja riittava, mutta tuloksella on useita erilaisia ja ylei-
sempidkin muotoiluja.

Greenin lause. Olkoon D C R? avoin ja rajoitettu,
ja olkoon f = (f1, f2): D — R? kerran jatkuvasti de-
rivoituva vektorikentté. Jos £ C D on suljettu joukko,
jonka reunaa OF esittdéd paloittain sddnnollinen posi-
tiivisesti suunnistettu polku, niin

ffwﬁ=/<mﬁww—@ﬁ@w»m@.
oOF E

Seuraus 1. Olkoon £ C R? suljettu ja rajoitettu jouk-
ko, jonka reunaa OF esittaé paloittain siédnnollinen po-
sitiivisesti suunnistettu polku. Tutkitaan vektorikent-
tad f: R? — R2, f(x,y) = (0,2). Téllsin funktion f
koordinaattifunktiot ovat fi(z,y) = 0 ja fa(z,y) = z,
joten 0y fa(z,y) =1 ja Oy fi(x,y) = 0. Havainnon 1 ja
Greenin lauseen mukaan

)://ldxdy://(l—O)dxdy
E E

~ [[@utatw0) - i) drdy = § 15
E oOF

ala(E
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Seuraus 2. (Monikulmion pinta-ala) Jos n-kulmion
M Kkirjet ovat vastapdivddn kiertden pisteissd K; =
(xi,vi), 1 =1,...,n, niin M:n pinta-ala on

ala(M

n
Z (i1 + arl (Yit1 — vi)
)
=1
Missé Tp+1 = 1 j& Ynt1 = Y1-

Todistus. Esitetdin n-kulmion M reuna OM siten, et-
té ; on polku, joka esittdéd janaa karjestd K; kdrkeen

K1, vi: [0,1] — [Ky, Kiga], 7i(t) = (7,1(), vi,2(t)),
missé

Yi1(t) = (1 = t)z; 4+ triy,

Yi2(t) = (1 = O)yi + tyita,
i=1,...,njate[0,1]. Talldin 7] (t) = zip1 — 2; ja

Vi 2(t) = yit1 — yi. Nyt vektorikentédn kiyrdintegraalin
médritelmén perusteella

/fcr /f% () dt

/ (1 =tz +txit1) - (Tit1 — @i, Yig1 — i) dt
0

(I —=t)z; + twjyq) dt

i1 — x)t?
(miHW)

Tiy1 — T
= (Yit1 —yi) | @i + +T>

(@i + @) (Yir1 — vi)

B 2
Koska polkujen «; yhdiste reunan OF esityksen# on pa-
loittain sddnnollinen ja positiivisesti suunnistettu, niin
seurauksen 1 ja vektorikentédn kdyréintegraalin additii-
visuusominaisuuden perusteella saadaan

%fds- /fds

Tir1 + x4 i+1 —
:Z( + )2(Z/+ Z/). 0

= (Yir1 — Yi)

= (Yit1 — i)

o~ O\H

ala(M

i=1

Seurauksen 2 perusteella saamme tehtdvén ratkaisuksi

ala(M) = 1[(340)(-1—-0)+ (2+3)(2+1)
+(4+2)(3-2)+(-2+4)(2-3)
+(1-2)(1-2)+(0+1)(0—-1)]

=1[-3+1546-24+1-1] =1 =3

Tulos on tietysti sama kuin Solmun 1/2009 artikkelissa
"Monikulmion pinta-ala koululaisille” kahdella eri ta-
valla laskettu M:n pinta-ala.

Monikulmion pinta-alan kaavasta seuraa eréds mielen-
kiintoinen havainto. Jos n-kulmion M (kuinka moni-
mutkaisen tahansa) kérjet ovat kokonaislukupisteissa
(I,m) € Z2, niin ala(M) = k- 1, missé k € Z, sil-
14 monikulmion pinta-alan Summakaavassa osoittajas-
sa oleva termi (z;41 + 2;)(yi+1 — yi) on tilldin aina
kokonaisluku.

Jatkan samasta aiheesta jossakin Solmun tulevassa nu-
merossa vield kolmannella kirjoituksella. Esitédn tehté-
ville kahdessa kirjoituksessani jo esitetyistd tavoista
poikkeavan ratkaisun, joka perustuu Pickin lauseeseen.

Tehtavia lukijalle

Tehtdva 1. Laske alle piirretyn 12-kulmion pinta-ala.

Tehtéiva 2. Johda r-siteisen ympyrin pinta-ala 7r2
Greenin lauseen (seurauksen 1) avulla.

Tehtéava 3. Johda sddnnollisen kuusikulmion, jonka si-
vun pituus on s, pinta-ala 37\/552 Greenin lauseen (seu-
rauksen 2) avulla. Johda sama tulos tasogeometrisesti
kayttden hyviksesi Pythagoraan lausetta.

Tehtdva 4. Kuusikulmion M kérjet ovat vastapdivaan
kiertden pisteissd (1,0), (6,1), (6,2), K = (z,2), (3,4)
a (0, 3). Madrita kirjen K = (z,2) ensimméinen koor-
dinaatti z siten, etti M:n pinta-ala on a) 12, b) 13, ¢)
15. Piirré kuvat!

Tehtava 5. Piirrd kuva itse keksiméstési 10-kulmiosta
ja laske sen pinta-ala.

Kirjallisuutta

Adams, Robert A., Calculus: a complete course, 6th
edition, Addison Wesley, 2006.

Lehto, Olli, Differentiaali- ja integraalilaskenta II, Off-
set Oy, 1982.

Martio, Olli, Vektorianalyysi, Limes ry, 2004.
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Paras kiinalainen muki

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Kauan sitten, 1960-luvun alussa, olin nuori henkild, jol-
la oli harrastus. Olin sattumalta kerran valinnut kotim-
me putkiradiosta lyhyet aallot, vaikka sieltd ei mitdan
kuulukaan, niin kuin minua oli neuvottu. Sieltd kuu-
lui kuitenkin Pakistanin radion englanninkielinen oh-
jelma. Minusta tuli DX-kuuntelija. Kuuntelin silld put-
kiradiolla, hiukan viallisellakin. Elettiin kylmén sodan
aikaa, ja radioaalloilla kulki runsaasti propagandaa yli
rauta- ja bambuesirippujen, molempiin suuntiin. Voi-
makkaimmat ldhettimet sijaitsivat tuohon aikaan Kii-
nassa, eiké Pekingin Radion ldhetysten seuraaminen ol-
lut putkiradiollakaan ongelma.

DX-kuunteluun liittyy paitsi kaukaisten radioasemien
kuuntelu myos tositteiden hankkiminen siitéd, ettd on
jonkin tietyn aseman kuullut. Tamé& tapahtuu niin, et-
té asemalle kirjoitetaan kirje, niin sanottu vastaanotto-
raportti, jossa kerrotaan, mitd on kuullut ja miten hy-
vin ldhetys on tullut vastaanottimeen. Asema, jolle ra-
dioaaltojen vaihtelevien etenemisominaisuuksien vuok-
si on hyotya kuuntelijatiedoista, ldhettda sitten vas-
tavuoroisesti todistuksen, ns. QSL-kortin. Harrastajat
pyrkivit tietysti saamaan mahdollisimman hyvén ko-
koelman néita kortteja.

Miten tamé liittyy matematiikkaan? No, ldhetin ai-
kanaan Pekingin Radioon vastaanottoraportin ja sain
myos asianmukaisen QSL-kortin, sindnsid DX-kuunte-
lijalle varsin vdhdarvoisen. Mutta sen lisdksi p#dsin
tal jouduin ja myos jdin Pekingin Radion postituslis-
talle. Vuosien mittaan postilaatikkoon putoili — &iti-
ni kauhistukseksi — kaikenlaista painotuotetta Kiinasta,

Maon Punaisesta kirjasta alkaen. Viikoittain sain myé6s
lentopostipaperille painetun Peking Review -nimisen
englanninkielisen uutislehden.

1966 alkoi niin sanottu kulttuurivallankumous, Mao
Zedongin masinoima massiivinen ja seurauksiltaan var-
sin traaginen, Kiinan yhteiskuntarakenteita jarkytté-
méin ja murtamaan pyrkivé liike. Siihen liittyvén pie-
nen matematiikkaa sivuavan episodin sain lukea minul-
le edelld kuvatuista syistd postitetusta uutislehdesta.
Niin kertomus etenee.

Kiinassa oli yliopisto, jossa opetettiin matematiikkaa.
Opiskelijat olivat sielldkin passiivisia eikéd luennoitsija
voinut tilanteelle mitddn. Kunnes hén erdind paivi-
né saapui luennolle kidessdéin peltimuki. "Toverit opis-
kelijat, matematiikan avulla voimme tehd& peltimukit
niin, ettd niihin tarvaytyy mahdollisimman v&hén rau-
taa, jota sitten voidaan kiyttdd muihin tarkedmpiin
vallankumouksellisiin tarkoituksiin.”

Todellakin, on yksinkertainen optimointitehtava ra-
kentaa tietynvetoinen kanneton lierionmuotoinen astia
niin, ettd materiaalia tarvitaan mahdollisimman v&-
hén. Oletetaan, etti astian tilavuus on V| sen korkeus
on h ja pohjan sidde r. Peltid kuluu silloin pinta-alan
yksikoissd mitaten (jos saumoihin ehké tarvittavat yli-
tykset ja mukin mahdollinen korva unohdetaan) poh-
jaan 7r? ja vaippaan, joka muodostuu h-korkuisesta
suorakaiteesta, jonka toinen sivu on pohjan ympérys,
27rh, yhteensd siis A = % + 27rh. Mutta r ja h
eivit ole toisistaan riippumattomat, vaan V = wr2h
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eli h = L2 Siten A on esimerkiksi vain r:n funktio,
2V

A= A(r) = 7r? + =——. A:n minimi 16ytyy helposti A:n
r

2V
derivaatan A'(r) = 21r — —

2
nollakohdasta r = ¢/ K
iy

Kiinalaisen yliopiston matematiikanopetuksen kuvaus
jatkui tasta haltioituneesti. Opiskelijat havaitsivat nyt,
ettd matematiikasta on hyotyé vallankumouksessa. Ai-
kaisempi valinpitdméattomyys muuttui palavaksi innos-
tukseksi, joka séilyi ainakin kurssin loppuun asti.

ainoasta positiivisesta

Olen itsekin saanut aika monesti opettaa yksinkertai-
sen ddriarvotehtdvin ratkaisua. Usein olen muistanut
Peking Review’n rohkaisevan kertomuksen ja yrittdnyt
toistaa sen, mitd luin Kiinassa tapahtuneen. Menestyk-
seni ei ole ollut sama. Ehké en ole osannut kertoa tari-
naa oikein, ehk# metallin sdistod mukinrakennuksessa
ei Suomessa koeta kovin ihmeelliseksi asiaksi. Mutta
asialla on toinenkin ulottuvuus. Jos tarkastellaan 14-
hemmin optimaalista mukia ja sen muotoa, niin huo-

mataan, ettd minimipeltimukin korkeus on

h:%:f‘zz’r
7T<3K> ﬂ-
m

Mukin pohjan halkaisija on siis kaksi kertaa mukin kor-
keus, joten muki on varsin laakea, ennemmin vati kuin
muki. Laakeasta astiasta tunnetusti ldikkyy helposti,
joten pahimmillaan Kiina saattol menettdd juomien
laikkymisessé sen, minké pellissé sddsti.

Adiiriarvotehtéviin ratkaisu on laajemmasti ajatellen op-
timointia, parhaan vaihtoehdon etsimistd. Mutta mik&
on paras? Melkein aina jonkin ominaisuuden suhteen
mahdollisimman hyvé asia jattdd jonkin muun suh-
teen toivomisen varaa. Monitavoiteoptimointi on so-
velletun matematiikan tai operaatioanalyysin ala, jo-
ka pyrkii etsiméén hyvid menetelmi tilanteisiin, joissa
ratkaisuun kohdistuu ristiriitaisia vaatimuksia. Mutta
talloin joudutaan vikisin pelkén laskennon ulkopuolel-
le, ottamaan huomioon ihmisen mieltymyksia ja valin-
toja. Ndin on matematiikan ja muiden maailman ilmioi-
den vilinen suhde yleisemminkin: matematiikka ei yk-
sin tuota kdytdnnon ongelmien ratkaisua, mutta se on
tyoviline, jota kayttden ratkaisujen dédrelle padstadn.

Solmun verkkoversiossa on ilmestynyt Markku Halmetojan ja Jorma Merikosken kirja Matemaattista fysiikkaa
lukiolaiselle. Kirja on osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/2009/mfl.pdf

Solmun keskustelupalsta on osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/cgi-bin/yabb2/YaBB.pl
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2009 ei ole tylsa vuosi

Matti Lehtinen

Helsingin yliopisto

Maailmassa pidetééin joka vuosi satoja matematiikka- | C = A - B. Mééritd luvun C numeroiden summa.

kilpailuja ja niissa esitettdvien tehtdvien lukumééra lie-
nee tuhansissa. Kun kilpailutehtévit saisivat mielelldan
olla jotenkin uusia ja ennen ndkemattomia, ei ole ihme,
ettd laatijoille tulee aika usein mieleen istuttaa tehté-
védn vuosiluku, pdiviméaars tai kilpailun jarjestysluku.
Istutus on joskus hiukan keinotekoista: vuosiluvun tilal-
la saattaisi olla vaikkapa "mielivaltainen, aika suuri ko-
konaisluku n”. Toisinaan tehtévissi tulee aidosti kiyt-
t66n jokin luvun matemaattinen ominaisuus. Kilpailu-
matematiikan harrastaja katsookin jo valmiiksi esimer-
kiksi vuosiluvun jaollisuusominaisuudet.

Seuraavassa esitetdin pieni valikoima tdman vuoden
tehtavid eri maista. Yhden tehtdvén muotoilusta ei 16y-
dy lukua 2009, mutta vihjeeksi voi sanoa, ettd 2009
on tehtdvissd mukana kuitenkin. Kun seuraavan ker-
ran vapaa-ajan ongelmat kidyvét padllesi ja viihde-
teollisuus on valmiina niitd omalla tavallaan lievit-
tdmadn, niin kokeilepa ratkaista n&itd. Lahetd rat-
kaisujasi (yhteen tai useampaan tehtéiviin) vuoden
2009 aikana esimerkiksi suoraan Solmun péaitoimitta-
jalle, postissa osoitteeseen Matti Lehtinen, Taskilan-
tie 30 A, 90580 Oulu, tai siéhkopostilla osoitteeseen
matti.lehtinen@helsinki.fi. Solmu julkaisee par-
haat ratkaisut, joten palkintona on ainakin mainetta
ja kunniaa. — Ratkaisuja saavat ldhettdé kaikenikdiset.

Ja sitten tehtaviin:

1. Olkoon A = 999...9 ja B = 444...4 ja olkoon
—_— ———
2009 kpl 2009 kpl

(Kolumbian matematiikkaolympialaiset, 6. ja 7. luokan
tehtivi.)

2. M#irité kaikki positiiviset kokonaislukuparit (m, n),
jotka toteuttavat yhtélon

mn? = 2009(n + 1).

(Ukrainan matematiikkaolympialaiset, 7. luokan tehté-
VA.)

3. a) Lukujen 1, 2, ..., 2009 nelist kirjoitetaan perik-
kéin satunnaisessa jarjestyksesséd yhdeksi luvuksi. Voi-
ko syntynyt luku olla nelisluku? b) Luvut 1, 2, ..., 2009
kirjoitetaan peridkkiin satunnaisessa jarjestyksessd yh-
deksi luvuksi. Voiko tdmé luku olla nelisluku? (Ukrai-
nan matematiikkaolympialaiset, 8. luokan tehtévi.)

4. Tarkastellaan 2009 x 2009:sta yksikkoneliostéd koos-
tuvaa nelioruudukkoa. A ja B pelaavat seuraavaa peli:
kumpikin véarittdd vuorollaan yhden yksikkonelion yh-
den sivun keltaiseksi. Pelaaja, joka ensimmaéiseksi on-
nistuu vérittdmadn jonkin nelion viimeisen varittamét-
toméan sivun keltaiseksi, voittaa pelin. A aloittaa. Onko
jommallakummalla pelaajalla voittostrategia, ts. voiko
hén valita véritettdvit sivunsa niin, ettd voittaa pe-
lin riippumatta siitd, miten toinen pelaaja on valinnut
varitettavit sivut? (Ukrainan matematiikkaolympialai-
set, 8. luokan tehtavi.)

5. Oppilaalla on 7 paperinpalaa. Hén valitsee niisté joi-
takin ja pilkkoo ndmaé seitseméén palaan kunkin. Sitten
hén valitsee taas joitakin paperinpaloistaan ja pilkkoo
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jokaisen niistd seitseméén osaan. Voiko hén tétd jat-
kaen pé#dstéd tilanteeseen, jossa hénelld on 2009 pape-
rinpalaa? (Kreikan matematiikkakilpailu, juniorisarja.)

6. Maaritd kaikki positiivisista kokonaisluvuista muo-
dostuvat kolmikot (x, y, 2), joille 992z + 100y + 101z =
2009. (Viron matematiikkaolympialaiset, 10. luokan
tehtivi.)

7. Madrita sellaiset kokonaisluvut a ja b, etté

/2010 + 24/2009 on yhtélon z? 4 ax + b = 0 ratkai-
su. Osoita, ettd talloin /2010 — 24/2009 ei ole yhta-

16n ratkaisu. (Slovenian matematiikkaolympialaiset, 10.
luokan tehtévi.)

8. Madritd ne positiiviset kokonaisluvut n, joille —53 <
2009

93 —n
laiset, 10. luokan tehtévé.)

< 53 — n. (Slovenian 53. matematiikkaolympia-

9. Méaritd pienin luonnollinen luku, joka on jaollinen
2009:114 ja jonka numeroiden summa on 2009. (Serbian
matematiikkaolympialaiset.)

10. Tasossa on 2009 pistetté, joista jokainen on véritet-
ty joko punaiseksi tai siniseksi. Jokaisessa 1-séiteisessd
ympyrassé, jonka keskipiste on sininen, on tasan kak-
si punaista pistettd. Maaritd sinisten pisteiden suurin
mahdollinen méérd. (Balkanin matematiikkaolympia-~
laisten juniorisarja.)

11. Kumpi luvuista \/2008 + v2009+ \/2009 + /2008

ja \/2008 + 12008 + \/2009 + /2009 on suurempi?
(Ukrainan matematiikkaolympialaiset, 11. luokan teh-
téavi.)

12. Maaritd kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joil-
le funktion f(z) = cos(nz) - sin (22%%) jakso on 3.
(Ukrainan matematiikkaolympialaiset, 11. luokan teh-
téavi.)

13. 2009 x 2009 yksikkoneliosta koostuvan ruudukon
jokaiseen neliéon on kirjoitettu jokin luvuista 1, 2, ...,
2009 niin, ettd joka rivilld ja joka sarakkeessa kukin
néistd luvuista esiintyy tédsmélleen kerran. Mikd on
suurin mahdollinen ruudukon keskimméisen ruudun ja
sitd 1ldhinné olevan sellaisen ruudun, jossa on numero
1, etdisyys? Kahden ruudun vélinen etéisyys on sama

kuin sakki-kuninkaan ruutujen viliseen liikkeeseen tar-
vitsema vihimmaéissiirtomééra. (Ukrainan matematiik-
kaolympialaiset, 11. luokan tehtévi.)

14. Onko olemassa polynomia f(z) = 2+ ax?+ bz +c,
joka tdyttdd seuraavat ehdot: |¢| < 2009, |f(34)] on
alkuluku ja f:11& on kolme kokonaislukunollakohtaa?
(Ukrainan matematiikkaolympialaiset, 11. luokan teh-
tévi.)

15. Kertoman! =1-2---(n—1)-n ja "kaksoiskertoma”

il — 1-3---(n—2)-n, kunn on pariton
24 (n—2)-n,

ovat tunnettuja operaatiota. Maéritelliin nyt “k-
kertoma” Fi(n) = n(n — k)(n — 2k)---r, missii 1 <
r < kjan=r mod k. Madritd kaikki positiiviset ko-
konaisluvut, joille Fao(n)+2009 on nelisluku. (Itdvallan
matematiikkaolympialaiset.)

kun n on parillinen,

16. Olkoon a positiivinen luku. Tarkastellaan lukujo-
noa (a,), missi ap = a ja ap, = anp—1 +40™, kun n > 1.
Osoita, ettd jokaisessa téllaisessa jonossa on #dretto-
min monta 2009:114 jaollista lukua. (Itédvallan 40. ma-
tematiikkaolympialaiset.)

17. Sanomme, ettd kaksi aritmeettista jonoa (a,) =
(a+bn) ja (¢,) = (c+ dn) ovat olennaisesti eri jonoja,
jos ei ole niin, ettd a, = cp4p kaikilla tarpeeksi suuril-
la n ja jollain kokonaisluvulla p. Monellako olennaisesti
eri aritmeettisella jonolla on osajonona geometrinen jo-
no, jonka kolmas jéasen on 40 -2009 = 803607 (Itdvallan
40. matematiikkaolympialaiset.)

18. Kéytosséd on mielivaltaisen monta postimerkkia ku-
takin arvoa 134, 135, 136, ..., 142 ja 143 senttia. M&a-
ritd suurin senttiarvo, jota ei voi koostaa n#istd mer-
keistd. (Itdvallan matematiikkaolympialaiset.)

19. Jono (ay,) on ei-vakio aritmeettinen jono ja sen en-
simméinen jésen a; = 1. Jonon jédsenet as, as ja a1y
muodostavat geometrisen jonon. Miiritd jonon (ay)
2009 ensimmiisen jésenen summa. (Slovenian matema-
tiikkaolympialaiset, 12. luokan tehtévi.)

20. Osoita, ettd 1005121 = 11m(+3++2009) "(Slgve-
nian matematiikkaolympialaiset, 12. luokan tehtéva.)
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Matematiikkaolympialaiset 2009: vaikeatkin tehtavit

ratkeavat

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Vuoden 2009 Kansainviliset matematiikkaolympialai-
set olivat juhlakilpailu: jérjestysnumero oli 50, ja en-
simméisistd Kansainvilisistd matematiikkaolympialai-
sista oli kulunut 50 vuotta (tdméi paradoksaalinen ti-
lanne selittyy silld, ettd olympialaisia on pidetty joka
vuosi lukuun ottamatta vuotta 1980). Juhlaa korosti
tilaisuus, jossa kuusi matematiikan huippuasemiin ko-
honnutta entista kilpailijaa, joukossa kolme matema-
titkan tavoitelluimman kunnianosoituksen eli Fieldsin
mitalin saajaa, kertoi ennétykselliselle kilpailijajoukol-
le — 565 osallistujaa 104 maasta — matematiikastaan
ja sen yhteydesta kilpailumatematiikkaan. Historia oli
esilld 104-jasenisen tuomaristonkin kokouksissa: edus-
tajat oli istutettu siihen jérjestykseen, missd maat oli-
vat tulleet olympiaosanottajiksi. Suomen edustaja istui
siis eturivissd Mongolian ja Ranskan edustajien vélissi.

Olympialaisten ydin on kuitenkin kilpailu: kuusi vai-
keaa tehtéivia, yhdeksédn tuntia ratkaisuaikaa kahdelle
paiville jaettuna. Tuomaristo valitsi tehtdvét eri mais-
ta ldhetetyistd ehdokkaista ja pyrki noudattamaan ta-
sapuolisuutta tehtédvien siséllon suhteen ja samalla saa-
maan eroja vaikeustasoon, jotta kaikki voisivat onnis-
tua, mutta parhaat erottuisivat.

Lukuteoriasta helpoin tehtiava

Valituksi tuli kaksi geometrista, kaksi algebrallista, yksi
lukuteoreettinen ja yksi kombinatorinen tehtdva. Tuo-

maristo arveli lukuteoreettisen tehtdvan helpoimmak-
si ja sijoitti sen numeroksi 1. Tuomaristo arvasikin oi-
kein. Kaikkiaan 324 kilpailijaa sai tehtdvasta taydet
pisteet ja nollille jétettiin vain 83. Kun olympialaisten
tehtévien arvosteluasteikko on 0-7, niin tdmén tehté-
véin keskimédrdinen pistemadré oli 4,8, kaikista anne-
tuista pisteistd melkein 32 % annettiin téstd tehtivista
ja 22 maata sai tehtdvistd 42 pistettéd eli suurimman
mahdollisen méérin (yksi ndistd maista oli Ruotsi).

Tehtava oli seuraavanlainen:

Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot aq, ..., ay,
(k > 2) joukon {1,...,n} eri lukuja niin, ettd
ai(a;+1 — 1) on jaollinen n:lld, kuni =1,..., k—1.

Osoita, etti ax(ar — 1) ei ole jaollinen n:lld.

Téama ei ollut tehtdvan alkuperdinen muotoilu. Tuoma-
risto kasitteli sitd aluksi tallaisena:

Erddssd kerhossa on n jdsentd. Kullakin jdsenelld on
oma jasennumero 1, 2, ..., n. Ajoittain jiasenet lihet-
tavat toisille jasenille lahjoja, ja mdiden joukossa voi
olla jasenten aikaisemmin toisilta jaseniltd saamia esi-
neitd. Jottei jouduttaisi tkdvadn tilanteeseen, jossa jd-
sen saa takaisin aikaisemmin antamansa lahjan, ker-
hon wvuosikokouksessa tehdddn seuraava sddntojen li-
says: “Jasen, jonka numero on a saa ldhettid lahjan
jasenelle b vain, jos n on luvun a(b—1) tekija.” Osoita,
ettd jos kaikki jasenet noudattavat tatd saantod, kukaan
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el saa toiselta jaseneltd lahjaa, jonka itse on antanut
jollekin jasenelle.

Tarinan keinotekoisuus johti valitsemaan abstraktim-
man esitysmuodon; saattaa olla, ettd tehtdvéstd ndin
tuli helpompikin.

Tehtéavin ratkaisemiseksi kannattaa sen oletus kirjoit-
taa kongruenssimuotoon:

a;ai+1 = a; mod n,
kun i = 1,2, ..., k — 1. Siis ajas = a1, azas = as,
joista ajasas = a1 ja niin edelleen, kunnes saadaan

ai---agp—1ar = a1 mod n.

Tehd&dan vastaoletus apa; = ap, mod n. Silloin voidaan
tehtdvén oletusta soveltaa uudestaan pudottamaan ter-
mejd tulon loppupéddsta:

ay =ay - Ag—10f = Qa1 - Gg—1

=agay - Ag—2 =+ = axap = ap  mod n.
Koska ay ja aj ovat eri lukuja, niiden erotuksen on ol-
tava ainakin n. Mutta tdméi ei ole mahdollista, koska
ay, ar € {1,2, ..., n}. Vastaoletus johti ristiriitaan,
joten se on vaari.

Geometria oli helpommasta paiasta

Kaksi geometrian tehtdvaa arvioitiin vaikeudeltaan hel-
poiksi tai keskinkertaisiksi ja helpompi sijoitettiin toi-
sen paivin ykkostehtédviksi. Téssd tuomariston arvio
hiukan petti, silld vaikeammaksi arvioitu tehtdvi nu-
mero 2 tuotti pisteitd enemmén. Téydet pisteet annet-
tiin 214 kilpailijalle, nolla 101:1le; pistekeskiarvo oli 3,7
ja tehtédva tuotti 1ahes 25 % kaikista annetuista pisteis-
td. Joukkueista kymmenen sai tehtévasta tdyden pis-
tepotin. Naistd Iran, Unkari, Romania ja Ukraina ei-
vit kuitenkaan koko kilpailussa mahtuneet parhaaseen
kymmenikkoon.

Tehtéva on varsin perinteinen geometrinen todistusteh-
tédvé, jossa jonkin verran mutkikkaasti kuvaillusta ti-
lanteesta on 16ydettédva olennainen.

Olkoon ABC' kolmio ja O sen ympdri piirretyn ympy-
ran keskipiste. Piste P on sivun C'A sisdpiste ja piste
Q sivun AB sisdpiste. Pisteet K, L ja M ovat janojen
BP, CQ ja PQ keskipisteet, tdssd jarjestyksessd, ja T
on pisteiden K, L ja M kautta kulkeva ympyrd. Olete-
taan, ettd suora PQ on ympyrdin I' tangentti. Osoita,

etti OP = 0Q.

Tehtévéan monista ratkaisutavoista hauskimmalta vai-
kuttaa seuraava, pisteen potenssia ympyrdn suhteen
hyddyntava pédttely. Palautetaan mieleen tarvittavat
asiat pisteen potenssista. Pisteen X potenssi ympyran

C suhteenhan saadaan piirtamalld X :n kautta mielival-
tainen suora, joka kuitenkin leikkaa C:n pisteissd Y ja
Z. Talléin tulo XY - XZ on aina sama riippumatta
siitd, miten suora asetetaan. Jos suora asetetaan C:n
keskipisteen kautta, ja X on C:n sisilld, niin X:n po-
tenssiksi tulee (R+d)(R—d) = R*—d?, missi R on C:n
side ja d on X:n etéisyys C:n keskipisteestéd. Potenssi
riippuu siis vain etdisyydesté, ja pisteet, joilla on sama
potenssi, ovat samalla etédisyydelld keskipisteesta.

Pyritddn nyt osoittamaan, ettd P:14 ja @:lla on sa-
ma potenssi kolmion ABC' ympéri piirretyn ympyran
suhteen. Pyritddn siis todistamaan, etti AP - PC =
AQ - QB. Kuvio tarjoaa eriitd ilmeisié johtolankoja.
Koska M ja L ovat kolmion C'QP sivujen keskipisteet,
PC =2-ML ja ML||PC. Yhdensuuntaisuus antaa heti
seurauksen ZLMP = ZMPA. On my6s hyédynnetti-
vé tietoa, jonka mukaan QP on ympyran I' tangent-
ti. Melkein véistdméattd tulee mieleen kehdkulmalause.
Sen mukaan ZLMP = /ZMKL.Siis ZMKL = ZQPA.
Aivan samalla tavalla osoitetaan, ettd QB = 2- M K ja
/MLK = ZAQP. Nyt onkin riittdvisti tietoa, jotta
voidaan todeta kolmiot AQP ja M LK yhdenmuotoi-
siksi. Siis

AP MK (@B

AQ ML PC’
Mutta tdméhan merkitsee, ettd AP - PC = AQ - @B,
ja vaite on todistettu.

Toinen geometrian tehtava oli siis sarjan numero 4, toi-
sen kilpailupédivin helpoimmaksi arvioitu tehtdvé. Sel-
laiseksi se muodostuikin, ainakin pistekeskiarvolla 2,9
mitattuna. Jaetuista pisteistd 19 % tuli tésti tehtivis-
td. Téysiin pisteisiin padsi vain 100 kilpailijaa ja vain
kaksi joukkuetta, Kiina ja Veniji, saivat puhtaan pis-
tetilin. Tehtava oli siis selvésti edelld kasiteltya toista
sarjan geometrista tehtdvas vaikeampi.

Tehtdvan muotoilu oli kysymys, ei todistus. Ratkaisu
on hiukan yllattava.
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Olkoon ABC' kolmio, jossa AB = AC. Kulmien CAB
ja ABC puolittajat leikkaavat sivut BC ja C' A pisteis-
si D ja E, tdssd jarjestyksessd. Olkoon K kolmion
ADC sisddn piirretyn ympyrdan keskipiste. Oletetaan,
etti /BEK = 45°. Mddritd ZC AB:n kaikki mahdolli-
set arvot.

DG

Tehtdvan kuvioon on helppo sijoittaa tuntemattomak-
si kulmaksi ZC'AB, sen puolikas tai neljannes, ja ru-
veta laskemaan muita kuvion kulmia siiné toivossa,
ettd 16ytyisi yhtalo, josta tuntematon olisi ratkaista-
vissa. Tdmé ei kuitenkaan onnistu, ellei kdytetd hiu-
kan muutakin geometrista pédttelyd. Merkitadn kol-
mion ABC siséén piirretyn ympyréan keskipistetta I:114.
Koska kolmio ABC' on tasakylkinen, kulman puolitta-
ja AD on kohtisuorassa BC':td vastaan. Koska K on
kulman ADC puolittajalla, niin ZIDK = 45°. Peila-
taan nyt C'A yli kulman ACB puolittajan C1I. Silloin
puolisuora C'A peilautuu puolisuoraksi CB ja piste F
peilautuu tdmén puolisuoran pisteeksi G. Nyt saattaa
olla niin, ettd G = D. Talloin jana EI on peilautu-
nut janaksi DI, joten ZIEC = ZIDC = 90°. Mut-
ta silloin kolmion ABC' B:sté piirretyt korkeusjana ja
kulmanpuolittaja yhtyvéit. Téméa on mahdollista vain,
jos kolmio on tasakylkinen eli BC' = BA. Mutta sil-
loin kolmion ABC' kaikki sivut ovat yhté pitkid, joten
/BAC = 60°.

Voi myo6s kdydé niin, ettd G # D ja ettd G on D:n
ja C:n vilissd. Nyt LZIGK = ZIFEK = /ZBFEK. Jos
/BEK = 45° niin ZIGK = ZIDK . Pisteet I, D, G ja
K ovat samalla ympyralla. Téalloin ZETK = ZGIK =
/ZGDK = 45°, /BIC = 180° — LZEIK = 135°,
2-/BCI =45°2-/ZBCA =90° ja ZBAC = 90°.

Kolmas mahdollisuus olisi, ettd G olisi B:n ja D:n vé-
lissé. Silloin olisi samoin /ZEITK = /KIG = ZKDC =
45°, /BIC = 135° ja saataisiin ZBAC = 90°. Itse
asiassa tdmé tilanne on kuitenkin mahdoton, esimer-
kiksi koska olisi ZGIE = /GIK + ZEIK = 90°, jol-
loin kolmiossa BGI olisi suora kulma BIG ja tylppéd
kulma BGI.

Kulman ZBAC ainoat mahdolliset arvot ovat siis 60°
ja 90°. Ratkaisu tulee kuitenkin taydelliseksi vasta, kun
varmistetaan, ettd néilla arvoilla todellakin /BEK =
45°. (Tdmén osion puuttumisesta sakotettiin 2 pistet-
té.) Olkoon siis ZBAC = 60°. Silloin BEL AC ja pei-
laus yli IC':n kuvaa D:n E:lle. Koska ZIDK = 45°, on
ZIEK = 45°, ja asia on kunnossa. Olkoon sitten vie-
14 ZBAC = 90°. Silloin ZAIE = /BID = /BEA =
90°—22,5° ja ZEIK = 180°—2-ZBID = 45°. Kolmio
AIFE on tasakylkinen, joten peilauksessa yli AK:n [ ja
E vastaavat toisiaan. Siis ZIEK = ZEIK = 45°.

Geometrian tehtiviit tuottivat vastaajille noin 44 %
kaikista pisteistd. Suomen kuudelle kilpailijalle geomet-
ria antoi vain 16 % pisteisti. Geometrian osaamisva-
je, jota tdmén kirjoittaja on monesti valitellut, merkit-
see huomattavaa tasoitusta muille joukkueille. Jossitel-
len: pelkéstdadn “keskimédriiselld” geometrian osaami-
sella Suomen sijoitus olisi noussut noin 15 pykalda.

Algebraa kokonaislukujonoilla

Tehtdvésarjaan valikoitui kaksi algebrallista tehtavaa.
Kummassakin oli kyse kokonaislukujonoista, vaikka
toinen tehtévista tuli funktionaaliyhtilotehtédvin kaa-
vussa. Téatd pidettiin etukédteen tehtdvistd helpompa-
na, ja se sijoitettiin numeroksi 5 eli toisen kilpailupii-
van “keskinkertaiseksi” tehtdviksi. Sellaiseksi se muo-
dostuikin. Tehtédvén ratkaisi oikein useampi kilpailija,
nimittdin 153, kuin saman p&ivin ensimméisen tehti-
vén. Toisaalta kokonaan ilman pisteitd tehtdva jatti
270 kilpailijaa ja tehtdvén pistekeskiarvo oli 2,5. Pe-
rati kahdeksalle joukkueelle tehtdvé onnistui téydelli-
sesti. Yksi joukkueista oli Puola, jonka kokonaissijoitus
oli 25.

Tehtévassé on lievd geometrinen sivumaku, kasitelldan-
héan siinéd lukuja, jotka voivat olla kolmion sivujen pi-
tuuksia:

Mddaritd kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen
joukossa mdadritellyt funktiot f, joiden arvot ovat po-
sitiivisia kokonaislukuja ja joilla on seuraava ominai-
suus: kaikilla positiwvisilla kokonaisluvuilla a ja b on
olemassa (ei-surkastunut) kolmio, jonka sivujen pituu-
det ovat

a, [f(b) ja f(b+f(a)—1).

Tehtavén ratkaisu on hiukan mielikuvitukseton: osoit-
tautuu nimittédin, ettd ainoa ratkaisu on identtinen
funktio f(x) = x. Varmistutaan ensin, ettd tdmé funk-
tio kelpaa. Olkoon siis f(z) = x ja olkoot a ja b positii-
visia kokonaislukuja. Kolmion sivujen pituuksiksi ovat
tarjolla a, b ja ¢ = a+ b — 1. Nyt ¢ < a + b, mutta
c>a>1ljac>b>1. Silloin ¢ > |a— b|, joten kolmio,
jonka sivut ovat a, b ja ¢ on olemassa.
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Osoitetaan sitten, ettd f(x) = z on ainoa ratkaisu.
Tahén paastdan soveltamalla toistuvasti kolmioepayh-
télod, jonka mukaan kolmion kahden sivun pituuksien
summa on aidosti suurempi kuin kolmas sivu. Osoite-
taan ensin, ettd f(1) = 1. Jos olisi f(1) =1+m > 1,
muodostaisi kaikilla a kolmikko 1, f(a), f(a + m) kol-
mion sivujen pituudet. Silloin olisi f(a) — 1 < f(a +
f(1)—=1) < f(a) + 1. Koska f:n arvot ovat kokonaislu-
kuja, on valttdmittd f(a+ f(1) — 1) = f(a) kaikilla a.
Josolisi f(1)—1=m > 0, f voisi saada enintddn m eri
arvoa f(1), f(2), ..., f(m), ja jokin niistd olisi suurin;
olkoon tédmé suurin M. Mutta silloin ei olisi kolmiota,
jonka sivut olisivat 2M, f(b) ja f(b+ f(2M)—1). Onkin
oltava m =0 eli f(1) = 1.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on niin sanottu involuu-
tio eli ettd f(f(a)) = a kaikilla a. TAmé& seuraa siité,
ettd a, 1 = f(1) ja f(1 + f(a) — 1) = f(f(a)) ovat
kolmion sivut. Involuutiokuvaukset ovat niin sanottuja
injektioita: ne saavat eri pisteissé eri arvot. Jos nimit-
tédin f(a) = f(b), niin a = f(f(a)) = f(f(b)) = b.

Kéytetddn hyviksi tdtd ominaisuutta.

Koska f on injektio, f(2) # 1, joten f(2) =1+ ¢, mis-
sd ¢ > 1. Jos b on mielivaltainen positiivinen kokonais-
luku, niin 2, f(b) ja f(b+ f(2) = 1) = f(b+ ¢) ovat
kolmion sivut, joten f(b) —2 < f(b+c¢) < f(b) + 2 tai
F(b)— 1< f(b+0) < J(b) + 1. Koska f(b+c) # F(b).
niin f(b+¢) = f(b) £ 1. Koska f(1+4¢) = f(f(2)) = 2,
f(142¢) = f(14¢)+£1 = 241. Injektiivisyyden vuoksi
ei voi olla f(1+2¢) = 1. Siis f(1+ 2¢) = 3. Induktiolla
niahd#dn helposti, ettd f(1 4 kc) = k + 1 kaikilla luon-
nollisilla luvuilla k. Jos olisi ¢ > 1, olisi f(¢) = f(1+kc)
jollain luonnollisella luvulla k. Tdm& on mahdotonta,
joten on oltava ¢ = 1. Tésté seuraa, ettd f(14+k) = 1+k
kaikilla & > 0.

Osoitetaan sitten induktiolla, ettd f(x) = =z kaikil-
la positiivisilla kokonaisluvuilla z. Tieddmme jo, etta
f(1) = 1. Oletamme, ettd f(k) =k, kun 1 < k < n.
Koska 1, n+1ja f(n+ 1+ f(1) = 1) = f(n+ 1) ovat
kolmion sivut, f(n +1) <n+2eli f(n+1) <n+1.
Jos olisi f(n 4+ 1) = k < n, olisi f(n+ 1) = f(k),
mik4 olisi ristiriidassa f:n injektiivisyyden kanssa. Siis
f(n+1) = n+ 1, induktioaskel on otettu ja todistus
on valmis.

Toinen algebrallinen tehtédvi oli ennakkoarvioissa vai-
kea. Se sijoitetiin ensimméisen kilpailupédivin viimei-
seksi tehtdviksi. Ei tehtdvéd helpoksi osoittautunut-
kaan. Sen ratkaisi oikein 51 kilpailijaa, pistekeskiarvo
oli 1,0 ja tehtédvi tuotti alle 7 % jaetuista pisteisti.
Kokonaan pisteittd tehtdva jatti 357 kilpailijaa. Kiina
oli ainoa joukkue, jonka jdsenille my6s tdmé tehtéva
tuotti tdyden potin.

Tehtéava koski kokonaislukujonoa, johon oli ovelasti
upotettu kaksi aritmeettista osajonoa. Tehtavén tulos-
ta voi pitdd yllattavana ja kauniinakin.

Oletetaan, ettd s1, s2, S3, ... on aidosti kasvava posi-
titvisten kokonaislukujen jono ja ettd molemmat osajo-
not

8817 8827 8837 L) ja 881+17 882+17 883+17 L)

ovat aritmeettisia jonoja. Osoita, ettd myds jono

S1, S2, S3, ... on aritmeettinen jono.

Jono (s,) on aritmeettinen jono, jos sen perikkiisten
termien erotus on vakio. Merkitéan siis d,, = sp41 — sn
ja pyritdén osoittamaan (d,,) vakiojonoksi. Ensimmaéi-
nen askel tdhén suuntaan on osoittaa jono rajoitetuksi.
Olkoon aritmeettisen jonon (ss, ) perdkkéisten termien
erotus D. Siis D = sg,,, — s5,. Termien s,, ja s,
vélissd on ainakin d,, askelta, joista jokainen on aina-
kin 1. Siis d,, < D. Rajoitetussa kokonaislukujonossa
on pienin ja suurin termi. Olkoon siis

m=min{d, |n=1,2, ...},
M =max{d, |n=1,2,...}.

Viite tulee todistetuksi, jos osoitetaan, ettd m = M.
Osoitetaan ensin, ettd mM = D. Jollain n on m =
dp = Sp+1 — Sp- Nyt

D= Sspy1 — Ssp = Sspt+m T Ss,

1
:d5n+dsn+1+"'+dsn+m—1 SmM, ( )

koska summassa on m termid ja niistd jokainen on
< M. Toisaalta jollain n’ on d,, = M. Samoin kuin
edelld saadaan

D = Ssn/JrM - Ssn/
= dsn/ + dsn/+1 + -+ dsn/—FM—l 2 Mm

(2)

Siis D = mM. Epédyhtéloistd (1) ja (2) ndhdéén nyt
liséksi, ettd jos d, = m, niin ds, = ds,41 = -+ =
ds, . —1 = M ja vastaavasti jos d, = M, niin d,, =
dsn+1 == dsn+1—1 =m.

Tehdain vastaoletus m < M. Kaikille n pétee s, >
s1+(n—1) > n. Jos d, = m, niin ds, = M. Télloin
on myos oltava s, > n. Jos nimittédin olisi s,, = n, oli-
sim =d, = ds;, = M, miki olisi ristiriidassa ole-
tuksen m < M kanssa. Samoin, jos d, = M, niin
ds, = m ja s, > n. On siis olemassa aidosti kasvava

jono ny, na, ..., jolleds, =M, ds,, =m,ds, =M,
ds,, = m jne. Mutta jono d,, ds,, ... on aritmeettis-
ten jonojen Ss, 41, Ssyy - - J& Ssy4+1, Sso+1, - .. t€rmien

erotusjono ja siis my6s aritmeettinen jono. Silld voi olla
osajono, joka ei ole aidosti kasvava eiké aidosti vihene-
v vain, jos se on vakiojono. Ei siis voi olla m < M, ja
todistus on valmis.

Kombinatorinen tehtavi oli vaikein

Tehtéviksi 6, toisen kilpailupéivén ja koko olympialais-
ten viimeiseksi tehtédviksi on yleensé pyritty saamaan
vaikein tehtédva. Talld kertaa valinta osui tehtdvéén,
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joka luokiteltiin kombinatoriseksi. Kokonaislukujonos-
ta siindkin on kysymys.

Olkoot a1, asa, ..., a, keskendin eri suuria positiivisia
kokonaislukuja ja olkoon M joukko, jonka alkiot ovat
n — 1 positiwvista kokonaislukua, joista mikddn ei ole
s = ai1+as+- - -+a,. Heindsirkka hyppelee reaaliakselil-
la. Se lihtee origosta ja tekee n hyppyd oikealle. Hyppy-
jen pituudet ovat a1, as, ..., a, jossain jarjestyksessd.
Osoita, ettd heindsirkka voi jdrjestdd hyppynsd niin,
ettei se milloinkaan osu pisteeseen, jonka koordinaatti
on joukossa M.

Tehtéva osoittautui vaikeaksi. Vain kolme kilpailijaa,
Saksan Lisa Sauermann, Japanin Makoto Soejima ja
Kiinan Dongyi Wei ansaitsivat tdydet pisteet, tehté-
vén pistekeskiarvo oli 0,17 ja se tuotti noin yhden pro-
sentin jaetuista pisteisté. Tiettdvéasti vain kerran aikai-
semmin matematiikkaolympialaisten tehtdva on nailla
kriteereilld mitaten osoittautunut vaikeammaksi. Yri-
tetddn kuitenkin tehtédvén ratkaisua induktiolla hein&-
sirkan hyppyjen lukuméérén suhteen.

Viite on ilmeisen tosi, kun n = 1. Oletetaan sitten,
ettd n > 1 ja etté viite on tosi kaikilla n:44 pienemmil-
14 kokonaisluvuilla. Voidaan olettaa, ettd annetut hy-
pyn pituudet toteuttavat ehdon a; < as < --- < ay.
Lukujen 1, 2, ..., n permutaatio i1, %3, ..., i, yksiloi
silloin hyppysarjan. Olkoon d joukon M pienin luku.
Luonnollisesti vain tapaus M < s on mielenkiintoinen.
Tarkastellaan tilannetta sen mukaan, onko d < a, vai
d> ap,.

Oletetaan ensin, ettd d < a,. Induktio-oletuksen mu-
kaan heinésirkka pystyy hyppiméin n — 1:114 hypyll4,
joiden pituudet ovat aq, ..., a,—1 pisteestd a, pistee-
seen s. Kun sarjaan liitetd&dn hyppy origosta a,:din,
saadaan vaadittu hyppysarja.

Olkoon sitten a,, = d. Tarkastellaan n — 1:t4 joukkoa,
joista jokaisella kahdella on tyhji leikkaus: {a1, a1 +
ant, {ag, az + an}, ..., {an—1, an—1 + an}. Koska
M \ {d}:ssd on n — 2 alkiota, ainakin yksi joukoista
ei sisélld yhtddn M:m alkiota. Olkoon se {a;, a; + a}.
Joukossa M N [a; + an, s] on enintddn n — 3 alkiota,
koska d, a, < a; + a,. Induktio-oletuksen perusteella
hein#sirkka voi hypelld pisteestd a; 4+ a, pisteeseen s
kéyttden kaikkia muita hypyn pituuksia kuin a; ja a,.
Jos nyt ensimméinen hyppy on a; ja toinen a, ja sit-
ten tehdddn mainitut n — 2 hyppyé, saadaan vaadittu
sarja.

On viela késiteltdvd tapaus d > a,. Olkoon
M’ = M \ {d}. Induktio-oletuksen perusteella hei-
nésirkka voi hyppid pisteestd a, pisteeseen s kéy-
méttd joukon M’ pisteissd. Olkoon hyppyjirjestys
(i1, -+, In—1). Jos tdmé reitti ei kiiy pisteessii d, niin
(n, 41, ..., in—1) on kelvollinen hyppyjirjestys. Muus-
sa tapauksessa voidaan olettaa, ettd heinésirkka osuu
d:hen hypylléi ij. Nyt (il, ig, ey ij, n, ij+1, N Z'nfl)
on my6s hyppyjarjestys, joka valttdd muut M:n
pisteet kuin din. Koska aj;+1 < ap, jérjestys
(il, iQ, ey ij, ij+1, Ny, ..., in—l) valttad Inyt')s d:n. To-
distus on valmis.
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Matematiikkadiplomeja Solmun avulla

Marjatta Néédtdnen
Dos., Helsingin yliopisto

Miki on matematiikkadiplomi?

Jyvéskyldn normaalikoulun opettaja KT Pirjo Tikka-
nen sai idean matematiikkadiplomista Kirjan ja Ruu-
sun paivdand 2007, jolloin koulussa jaettiin alakoulu-
laisille diplomeita lukuharrastuksesta. Lukudiplomi on
oppilaiden lukuharrastusta kannustava tunnustus, jo-
ka on ollut tarjolla jo vuosia. Pirjo Tikkanen alkoi
miettié, voitaisiinko tarjota vastaavaa myods matema-
tiikassa. Hén tunsi matematiikkalehti Solmun ja ky-
syl minulta, voisiko Solmu toimia jakelukanavana. Ai-
kani mietittydni lupasin yrittdd. Solmun etusivulta
http://solmu.math.helsinki.fi 16ytyy nyt reitti matema-
tiikkadiplomin sivulle, sielld on ohjeet ja 1., 2. ja 3.
Diplomi tehtédvineen. Kauniit luontoaiheiset ja lapsia
motivoivat diplomit on suunnitellut graafikko Marjaa-
na Beddard. Toimintaa on rahoittanut Jenny ja Antti
Wihurin sdétic.

Lukudiplomin tavoin my6s matematiikkadiplomin on
tarkoitus antaa mahdollisuus hauskalle ja hyoddyllisel-
le harrastukselle, tarjota haasteita ja hauskaa toimin-
taa lapsille. Diplomitehtévid voi tehdd yksin, kaverien
kanssa, perheen yhteisens harrastuksena, oppitunnilla.
Diplomitehtévit sopivat myos kerhotoimintaan ja yksi-
tyiseen kertaukseen. Diplomitoiminta ei ole oppilaiden
vilisté kilpailua, vaan oppilaille tarjotaan hauskoja ja
haastavia tehtévii jo ensi luokasta alkaen. Niilld oppilas
voi ottaa mittaa itsestddn. Jotkut tehtdvéit ovat help-
poja, jotta kaikki pddsevat mukaan, toiset taas haasta-
vat vaativampaan pohdintaan. Ajatteluahan on kehi-

tettdva samoin kuin lihaksia. Ellei harjoittele, ei edis-
tykddn. Tehtdvid ratkaistaessa on toivottavaa keskus-
tella toisten kanssa, jotta matematiikan kielen kaytto
kehittyy ja itse kukin joutuu pukemaan sanoiksi ajatte-
lunsa. Oppilas saa pyytaid neuvoa ja tehdé yhteistyota.
Téarkeintd on, ettéd innostus herédé ja oppilaat huomaa-
vat oppivansa matematiikkaa. Diplomi palkitsee har-
rastuksen ja antaa ponnistelun jilkeisen tuloksen ilon.

Matematiikkadiplomin tehtavit

Tehtévat syventdavit Perusopetuksen opetussuunnitel-
man 2004 matematiikan siséltdalueita. Diplomit eivét
kuitenkaan ole tiukasti sidottuja vuosiluokkiin, vaikka-
kin diplomien numerointi 1., 2., jne. kertoo etenemises-
té suunnilleen vuosiluokkien mukaisesti.

Esimerkiksi ensimmaéiselle luokalle on tehtédvia luvuis-
ta ja laskutoimituksista, algebran alkeista, geometrias-
ta ja mittaamisesta, tietojen késittelysté ja tilastoista,
eri vaihtoehtojen etsimisestd sekd ongelmanratkaisus-
ta. N&itd tehtdvid ratkaistaan tulosteelle kirjoittaen ja
piirtden, jotta erittédin tarked ja nykyisin liian véhille
harjoitukselle jadva hienomotoriikka kehittyy. Tehté-
vét ohjaavat koululaisia kdyttdméan myos toimintavé-
lineitd ongelmien ratkaisemiseksi. Esimerkiksi piirret-
tyd kyn#déd mitataan pienilld ja isoilla paperiliittimill&.
Niiden tarkoituksena on tarjota oivallus mittayksikon
merkityksestd mittaustulokseen. Kuvioiden pinta-alan
mittaamiseksi leikataan pikkuneli6ité, joilla kuvio pei-
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tetddn kertaalleen. Niin oppilas saa konkreettisia ko-
kemuksia ajattelunsa perustaksi.

Tehtévilla pyritddn antamaan lapsille kokemuksia ma-
tematiikan késitteistd, jotka tarkentuvat myShem-
min matkalla konkreettisesta abstraktiin. Matematii-
kan oman rakenteen tuominen mukaan on tirkeas. Esi-
merkiksi lukujen jaollisuutta pohjustetaan alusta al-
kaen, murtolukuja havainnollistetaan piirroksin paljon
ennen itse murtoluvuilla laskemisen aloittamista, sym-
metriaa kaytetdan hyviksi. Arviointia ja tulosten tar-
kistamista tehddéin systemaattisesti, jotta suuruusluo-
kat tulevat havainnollisiksi; tdmé on ilmeisesti tarpeen,
silld viime aikoina on ylioppilaskirjoituksissakin annet-
tu tdysin mielettomid vastauksia arviointia vaativiin
tehtéviin.

Diplomin kiytt6 koulussa

Tehtavit ja diplomit ovat tulostettavissa matematiik-
kalehti Solmun sivulta. Lukuvuoden alussa opettaja voi
kaynnistad diplomitoiminnan. Alussa tehtédviin tutus-
tutaan tunnilla tai parilla koulussa. Kun oppilaat ovat
ymmaéartineet toiminnan idean, tehtavéit voidaan antaa
vapaa-ajan harrastukseksi.

Opettaja voi esitelld diplomitoimintaa vanhempainil-
lassa. On toivottavaa, ettd vanhemmat osallistuvat
lastensa matematiikkaharrastukseen ainakin tukemal-
la sitd. Lukuvuoden lopulla tehtévit tuodaan kouluun
diplomin saamiseksi.

Matematiikkadiplomia voidaan kdyttdd monella taval-
la; vaikka opettaja ei heti ryhtyisikdéan diplomitoimin-
taan, hén voi kertoa siitd niille, jotka haluavat harras-
taa tehtdvien ratkaisua itsenisesti, kotona tai kaverei-
den kanssa.

Myonteiset kokeilukokemukset

1. ja 2. Diplomin teht&vid on kokeiltu mm. Jyvaskyldn
normaalikoulussa. Noin puolet ykkosluokkalaisista on
sielld tehnyt 1. Diplomitehtdvét. Oppilaita ovat innos-
taneet erityisesti haasteelliset padttelytehtavit. Hauki-
putaalla melkein puolet kakkosluokkalaisista teki koko-
naan 2. Diplomitehtédvét. Heistd tehtédvien suorittami-
nen oli mukavaa ja innostavaa, vanhemmatkin saivat
hieman pohdittavaa, silla tehtdvit eivéit suinkaan ole
pelkkia laskutehtévid. Oppilaat ovat innostuneita ja yl-
peitd diplomistaan. Joku oppilas on kehystéanyt diplo-
min huoneensa seinélle. Monet oppilaat ovat tallenta-

neet diplomin muistojen laatikkoon, jossa on merkitté-
vid tapahtumia lapsen elamésta.

Vanhempien mukaan lapset kysyvit usein: "Mitd nyt
tekisin?” Matematiikkadiplomin tehtévét ovat tyydyt-
téneet lasten toiminnan tarvetta. Diplomi on myos mo-
nipuolistanut lasten harrastuksia. Matematiikan talon
rakentamisessa on alkuperustus erittdin téarked. En-
simméisind vuosina syntyvit perustiedot ja asenteet.
Myonteiset kokemukset kannustavat jatkamaan. Diplo-
mitehtdvissd on vaikutteita monelta taholta. Toimin-
nassa on mukana matematiikan opetuksesta kiinnos-
tuneita luokanopettajia kuten Pirjo Tikkanen, joka oli
idean keksija. Suomalaisten oppilaiden kansainvélisis-
sé oppimistulosvertailuissa tulevat sdinnollisesti esille
suomalaisille ominaiset jakaumat, joista huiput puut-
tuvat. Tuskin suomalaiset kuitenkaan eroavat muista
matematiikanoppimiskykyjensd suhteen. Kenties seli-
tys onkin, ettei oppilaille tarjota kylliksi haasteita ja
erityyppisiéd tehtdaviad sekd painoteta keskittynytta itse-
néistéd tyoskentelyd ja ajattelua.

Diplomitoiminnan tulevaisuus

Nyt ovat valmiina 1., 2. ja 3. Diplomin tehtédvéat. Nii-
td voi tarjota oppilaille. Toiminnassa edetéén sitd mu-
kaa, kun tehtdvat saadaan valmiiksi. Kevéalld on aika
jakaa diplomit harrastajille juhlallisessa tilaisuudessa
lukudiplomien jaon yhteydessa.

Opettajien ehdotukset tehtdviksi, muut kom-
mentit, kokemukset diplomien kaytostd ja ky-
symykset ovat tervetulleita. Niitd voi ldhet-

tdd osoitteeseen marjatta.naatanen@helsinki.fi tai
pirjo.tikkanen@hirspek.fi

Mikéli opettaja haluaa diplomitehtdvien vastaukset
kéyttoonsd, voi hidn pyytda niitd koulunsa sdhkopos-
tiin. Julkiseen jakeluun vastauksia ei sijoiteta. Suo-
malaisille oudoimpien tehtévétyyppien johdattelua on
yleisissé ohjeissa Solmun Diplomisivuilla.

Kiitokset

Ideoita ja muuta tyGpanosta ovat antaneet Eszter
Neményi, Heli Hakulinen, Marja Huovila, Alli Huovi-
nen, Anni Lampinen, Anna-Maija Risku, Pirjo Tikka-
nen. Lukuisten yksityiskohtien hiomista vaativan tek-
nisen tyon on suorittanut Juha Ruokolainen, diplomit
suunnitellut Marjaana Beddard ja taloudellisen tuen on
antanut Jenny ja Antti Wihurin sditio.
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Mitoista on moneksi

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Jarmo Groénros, Arja Hyvdnen, Petteri Jarvi,
Juhani Kostet ja Seija Vaara: Tiima, tiu, tynny-
ri. Miten ennen mitattiin. Suomalainen mittasa-
nakirja. Turun maakuntamuseon julkaisuja 9. Viides
uudistettu painos. 112 sivua.

Kun matematiikkaa sovelletaan kaytdntoon, on mel-
kein aina kysymys jonkinlaisten mittausten tuloksena
syntyneiden lukujen kisittelystd. Mittaaminen ja las-
kento liittyvéit erottamattomasti toisiinsa.

Turun maakuntamuseoon kulkeutui 1980-luvulla Tu-
run kaupungin vakaajan mallimittakokoelma. Tamaén
ja muun museon kokoelmiin kuuluneen aineiston ym-
pérille museo rakensi mittaamista ja mittavélineita
esittelevin néyttelyn, joka on vuodesta 2004 kierté-
nyt eri museoissa. Nayttelyn luetteloa, Tiima, tiu,
tynnyri markkinoidaan erillisené kirjana. Sitd voi os-
taa esimerkiksi Matemaattisten aineiden opettajien
liiton MFKA-Kustannuksen verkkokaupasta hintaan
10,70 €. Kirjan viidennestéd painoksesta, jota katselin,
en l6ytényt tietoa painopaikasta enké -vuodesta.

Esipuheensa mukaan kirja kohdentuu erityisesti nuoril-
le, joille — varmaan perustellusti — arvellaan niin vaak-
san, virstan, tiun kuin tikkurinkin olevan outoja. Van-
hemman sukupolven laskennon oppiméériin toki vie-
14 kuuluivat esimerkiksi lukuméédrinimitykset tikku-
ri, tusina, tiu, kirja ja riisi ja massan yksikot leivis-
k& ja sentteri, mutta ne ovat viistyneet rationaalisem-
man kymmenjéirjestelmén ja SI-yksikoiden tieltd. Kou-
lumatematiikan raamattu, MAOL-taulukkokirja ei niis-

ta hiiskahdakaan.

Tiima, tiu, tynnyri jakautuu kuuteen teemalukuun ja
sanasto-osaan. Se keskittyy kolmeen suureeseen, pituu-
teen ja sen johdannaisiin alaan ja tilavuuteen eli ve-
toisuuteen, aikaan ja painoon eli massaan. Kirja alkaa
johdantoluvun lyhyellé esittelylld muinaisen maailman,
Egyptin ja Mesopotamian ensimméisistd mittayksikois-
td, ihmisen mukana kulkevista kyynérastd, jalasta ja
tuumasta sekd punnituksen yksikoistd kuten talentis-
ta ja miinasta. Katsaus hyppéé sitten suoraan pohjois-
maiseen keskiaikaan ja Ruotsiin, jonka kaytdnnot tie-
tysti ovat olleet my6s Suomessa kiytettyjen mittojen
perusteina.

Toinen teemaluku esittelee perusteellisemmin ja taulu-
koin Suomessa ennen metrijirjestelméd kaytossa olleita
mittoja. Kirjoittaja(t) eiviit ole olleet aivan huolellisia,
kun esimerkiksi sivulta 17 voi lukea allekkaisilta riveil-
ta tiedot ”venildinen linja oli 1/280 tuumaa” ja "ve-
néldinen tuuma [oli] 2,54 cm eli 10 linjaa” ja vield sa-
man sivun taulukosta tiedon, jonka mukaan tuuma oli-
si 12 linjaa. Pintamittojen ldhtokohta ei alkuaan ollut
pituus kertaa pituus, vaan pellon kylvdmiseen tarvit-
tavaan siemenmaéérdan perustuvat tynnyrinalat ja ka-
panalat. Luku esittelee laajasti erilaisten tuotteiden ja
tavaroiden punnituksessa kéytettyjd kirjavia yksikkojéi
ja valineitéd. Ei ihme, ettd kaupankéynti on ollut moni-
mutkaista.

Kirjan kolmas luku esittelee ajan mittausta. Se al-
kaa filosofisilla ja runollisilla ajan olemusta koskevil-
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la pohdinnoilla ja siirtyy sitten esitteleméén kalen-
terin ja kellojen historiaa. Mielenkiintoiseen vuosisa-
dan tai -tuhannen tdyttymistd koskevaan erimielisyy-
teen (jonka pohjana on vuosiluvun jirjestyslukuomi-
naisuuden vadrin ymmiértiminen) kirja ei kajoa, ei juu-
ri myoskddn ajanmédrityksen tahtitieteellisiin perus-
teisiin seurauksineen kuten kevitpéivintasaukseen ja
padsiéiseen. Hiukan epéillen lienee suhtauduttava kir-
jan ilmoitukseen, jonka mukaan "Suomen térkein kan-
sallinen symboli on Turun tuomiokirkon tornikello” ja
sen puolenpéivan lyénnit. Onhan meilld sentdén lippu,
vaakuna ja Maamme-laulu. Turkulaisnikoékulma tulee
esiin myd6s sanasto-osassa, jossa Turun aika on omana
hakusananaan.

Lukuméaérin ilmauksia eli kappalemittoja kéasitelladn
muutaman sivun verran. Niissikin on vallinnut suuri
kirjavuus: tietynlaisia tuotteita on mahtunut sopivaan
kuljetus- tai myyntierddn méaria, jotka ovat synnyt-
tdneet lukuméaran nimityksid. Luvun aines koskee oi-
keastaan yhtd paljon painon tai tilavuuden mittaamis-
ta, siind kun esitelladn esimerkiksi heinén tai puutava-
ran mittaamisen menetelmié ja yksikkojé. Hiukan kum-
malliselta tuntuu toteamus, etta perinteiset kappalemi-
tat ovat kaytossid edelleen, koska kenkid ja hansikkai-
ta ostetaan pareittain. Eikohén pari néissa tapauksissa
viittaa ennemmin vastaavuuteen ja yhteensopivuuteen
kuin lukum#araén.

Kirjan viides teemaluku késittelee rahaa, ennen muu-
ta Ruotsin ja Suomen rahajérjestelmén historiaa. Ra-
han mittaaminen on alkuaan ollut metallin painon (tai
pedantin kiisityksen mukaan massan) mittaamista ja
mittauksen oikeellisuuden takaamista kolikkoon lyédyn
leiman avulla. Eri metallien kdytté on tehnyt rahojen
arvon vertailun monimutkaiseksi. Seteliraha on ruotsa-
lainen 1600-luvun innovaatio.

Kirjan viimeinen teemaluku esittelee vakausjérjestel-
mi#, joilla on pyritty ja tietysti yha pyritddn pitimé&in
kéytossé olevat mittalaitteet samoja ja oikeita tuloksia
antavina. Ndkckulma on puhtaasti Ruotsin ja Suomen.

Muitakin kuin kirjan kéasittelemid suureita mitataan ja
mittaukset ovat arjessakin ldsnd. Esimerkiksi 1ampoti-
lan, paineen, kulman, voiman, energian ja tehon mit-
taamiseen liittyy erilaisia yksikkojé ja mittakojeita, jot-
ka ansaitsisivat varmaan paikkansa mittausta esittele-
véssé teoksessa.

Kirjan laajin osa on 39-sivuinen aakkosellinen sanasto,
jossa on 587 hakusanaa (useissa tietysti samankuuloisia
rinnakkaisasuja). Sanojen selitykset vaihtelevat yhden
rivin pituisesta koko sivun mittaiseen palstaan. Sana-
valinnan perusteet eivit lukijalle aivan kirkkaasti au-

kea. Mukana ovat esimerkiksi kuukaudet ja viikonpéi-
vét, loppiainen, kiirastorstai ja tuhkakeskiviikko, mut-
tei joulua, juhannusta tai padsiaista, karkauspéiva mut-
tei karkausvuotta, sotilasyksikkojé ryhméstéa divisioo-
naan ja armeijakuntaan, esiintyjien lukuméaraé osoit-
tavia musiikkitermeja kuten duo ja duetto, muttei tert-
settid (ja intervallin nimi kvintti on virheellisesti kvin-
teton merkityksessi!) sekéi erindiisiéi paikallisia ja kan-
sanomaisia termejé kuten képéldjuhla (nimen sanotaan
tarkoittavan helatorstaita, koska silloin oli tapa men-
né kévellen virsut jalassa Ruokolahdelta Rautjérvelle).
Uudempaa sanastoa edustavat sikspakki ja méayrikoira
(muttei transistori, jota nimitystd kuuden olutpullon
pakkauksesta omassa nuoruudessani kiiytettiin). Raho-
jen slanginimityksistd mukaan on otettu femma, mutta
hunttia, satkua tai kybéda ei 16ydy. Sanaston hakusa-
noista useat on varustettu ruotsinkieliselld kdannoksel-
l4. Lukija ja& tdtd monessa kohdin ihmetteleméén. On
toki ymmérrystd lisddviad, kun kippunnan ruotsalai-
nen vastine skepppund kerrotaan, mutta miksi hakusa-
nan keskiviikko vastine on ilmoitettava. Ja kun tormaa
sanoin "Karoliini (Karolin ursprungligen Carolin)” tai
"Denga eli denezka (Denga elle deneschka)” otsikoitui-
hin hakusanoihin, alkaa epiilld jonkinlaista huolimat-
tomuutta ruotsinkielisen alkuperéisldhteen hyodynta-
misessé.

Kriittisistd huomautuksista huolimatta on selvai, etta
hakusanoissa on erittdin paljon hyodyllistd tietoa eri-
laisten entisajan mittojen vilisistd suhteista ja niiden
koosta nykyddn ymmaérretyin termein. Hauskaa olisi
epailemétta ollut myos anglosaksisten mittojen esittely.
Niihinhéin itse asiassa térmééd yhd useammin. (Kirjas-
ta 16ytyy kyllda hakusanan jalka kohdalta virheellinen
tieto "Englannissa nykyisinkin kiytossi oleva jalka on
1/2 yardia”.) Tiima, tiu, tynnyri tuntuu monin osin jii-
neen ruotsalaisen esikuvansa vangiksi. Tété esikuvaa ei
teoksessa suoraan mainita, mutta se lienee yksi lahde-
luettelon 20:std ruotsinkielisestd teoksesta. Luettelossa
on kaikkiaan 46 nimikettd, niistd yksi (sekin Ruotsia
koskeva) englanninkielinen, yksi venijinkielinen ja lo-
put suomea.

Tiima, tiu, tynnyri on kaunis ja kauniisti kuvitettu teos.
Vanhat mittayksikot ja niiden vaihtelevan kokoiset osat
antavat loputtomasti mahdollisuuksia murtolukulasku-
tehtaviin. Tatd voisi MFKA kéyttdd yhtend mainos-
valttina kirjaa markkinoidessaan. Kirja antaa aiheen
toivoa hiukan paremman, kattavamman, huolellisem-
min ja yhtendisemmin kriteerein toimitetun mittasa-
nakirjan julkaisemista. Olisi mukavaa, jos kirjoittaja-
kunnassa olisi myos luonnontieteen, matematiikan ja
tieteenhistorian asiantuntemusta.
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Matematiikan ldhtotasotestaus Turun
ammattikorkeakoulussa tekniikan ja liikenteen alalla

vuosina 1999-2004 ja 2008

Raija Tuohi
Matematiikan yliopettaja
Turun ammattikorkeakoulu

Lahtokohdat

Runsaat kymmenen vuotta sitten tekniikan ja liiken-
teen alan matematiikan opettajat kummastelivat Tu-
run ammattikorkeakoulussa, kuinka uudet opiskelijat
sieventdvat lausekkeita. Esimerkiksi lukion pitkdn ma-
tematiikan suorittanut opiskelija laski v/20 = /16 + 4
ja sai tulokseksi 442 = 6. Opettajista tuntui silté, ettéd
aloittavien opiskelijoiden matemaattinen ldhtétaso on
vuosi vuodelta heikompi. Vuonna 1998 Turun ammat-
tikorkeakoulun matematiikan opettajat tekniikan ja lii-
kenteen alalta paéttivit ldhted tutkimaan asiaa ja teh-
d& usean vuoden ajan saman testin aloittaville teknii-
kan opiskelijoille. Tutkimukseen osallistui vuosien ku-
luessa noin 20 matematiikan opettajaa.

Tutkimuksessa testattiin opintonsa aloittavien insin6o-
riopiskelijoiden matematiikan taitoja vuosina 1999-
2004. Testaukseen osallistui 2816 opiskelijaa, jokseen-
kin kaikki téné aikavélind Turun ammattikorkeakoulus-
sa insindoriopintonsa aloittaneet opiskelijat. Opiskelijat
suorittivat saman testin opintojensa alussa, matema-
titkkan ensimméiselld oppitunnilla, ilman apuvilineitéi
(laskimia ja taulukoita). Testilomake on liitteend. Vuo-
sia 1999-2003 koskevat tulokset julkaistiin v. 2004 Tu-
run ammattikorkeakoulun Raportteja -sarjassa nimelld
Tietoa vai luuloa — insinooriopiskelijan matemaattiset

lahtovalmiudet. Testaus uusittiin vield syksyllda 2008 ja
talloin Turun ammattikorkeakoulussa oli 234 vastaajaa.

Tehtévien tarkastuksessa on annettu kustakin tehté-
véisté 1 piste vain tédysin oikeasta vastauksesta. Esimer-
kiksi tehtéivistd 12 (Ratkaise z yhtéilostd #2 — 2 = 0)
on vastaus V2 tuottanut nolla pistettd ja vasta +2
on tuottanut yhden pisteen. Samoin tehtéivin 13 (Rat-
kaise o yht#lostd 22 — 2z = 0) oikeaan suoritukseen on
vaadittu yhtélon molemmat ratkaisut. Puolikaspisteita
ei ole annettu. Alkutestin maksimitulos on 20.

Testitulosten keskiarvot

Pitkalld aikavililld alkutestien tulokset ovat heiken-
tyneet. Esimerkiksi syksyn 1999 keskiméérdinen tulos
6,99 poikkeaa tilastollisesti merkitsevésti (5 %:n mer-
kitsevyystasolla) syksyn 2001 ja sitd myohempien syk-
syjen tuloksista. Syksylla 2008 alkutestien keskiarvo oli
5,68.

Koulutaustan vaikutus testituloksiin

Peruskoulupohjaisen 3-vuotisen ammatillisen tutkin-
non on suorittanut suunnilleen kolmannes testatuista.
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Tamén koulutaustan omaavien opiskelijoiden alkutes-
tien keskiarvot ovat vaihdelleet vuosittain pisteméérin
3 kummallakin puolella.

Testin suorittaneista opiskelijoista noin kaksi kolman-
nesta on suorittanut lukion. Huomiota herattad lu-
kion suorittaneiden opiskelijoiden tulosten keskiarvojen
muuttuminen vuoden 1999 arvosta 8,98 vuoden 2008
arvoon 6,56.

Taulukossa 1 on lukion suorittaneiden opiskelijoiden tu-
losten keskiarvot lukion matematiikan laajuuden mu-
kaan eriteltyiné.

Lukion matematiikan laajuus
Testausaika Lyhyt - Pitica -
... .. | Alkutestin ... .. | Alkutestin
Lukumaéiri . Lukumaéiri .
keskiarvo keskiarvo
Syksy 1999 126 4,93 197 11,43
Syksy 2000 133 4,57 170 10,98
Syksy 2001 115 4,04 157 927
Syksy 2002 155 3,45 236 9,73
Syksy 2003 136 3,61 209 937
Syksy 2004 149 3,95 219 923
Syksy 2008 68 2,99 102 8,95

Taulukko 1. Alkutestin keskiarvot koulutaustan ja vas-
tausajankohdan mukaan eriteltyind.

Taulukkoa 1 tarkastellessa herdd kysymys: ”Onko lu-
kion suorittaneiden joukosta tullut opiskelemaan sellai-
sia henkil6itéd, joiden matematiikan arvosanat lukiosta
ovat vuosittain heikompia ja heikompia?” Vastausta on
haettu tutkimalla opiskelijoiden ilmoittamia viimeisia
matematiikan arvosanoja. Taulukko 2 osoittaa pitkéan
matematiikan lukijoitten arvosanojen keskiarvon aset-
tuvan vélille 6,91-7,13. Vaihtelu on siis todella pien-
té. Lyhyen matematiikan lukeneitten matematiikan vii-
meisten arvosanojen keskiarvot ovat valilla 7,49-7,93.
Ei siis ole suurta vaihtelua tdssdk#dédn. Tamén tutki-
muksen valossa tuntuu silté, ettd lukiosta saa matema-
tiikassa hyvié arvosanoja helpommin kuin ennen tai sit-
ten on tapahtunut muutoksia opetettavissa/opittavissa
asiasisélloissa.

Lukion matematiikan laajuus

Lyhyt Pitkd
Vastaus- Matematiikan Matematiikan
ajankohta | Luku- | viimeisten | Luku-| viimeisten

mifrd | arvosanojen | miird | arvosanojen
keskiarvo keskiarvo

Syksy 99 [ 126 7,81 197 13
Syksy 00 | 133 7,80 170 7.13
Syksy 01 | 115 7.70 157 6,91
Syksy 02 | 155 7,70 236 6,99
Syksy 03 [ 136 7.93 209 6,95
Syksy 04 [ 149 7,90 219 7,12
Syksy 08 [ 68 7.49 102 7,00

Taulukko 2. Alkutestiin osallistuneiden matematiikan
vitmeisten arvosanojen keskiarvot.

Tietotekniikan ja elektroniikan koulutus-
ohjelmien alkutestitulosten tarkastelu

Vuosien kuluessa koulutusohjelmien vetovoima vaih-
telee. Se saattaa vaikuttaa alkutestien tuloksiin.
Vuosikymmen sitten tietotekniikan/tietoliikenneteknii-
kan/elektroniikan koulutusohjelmien aloituspaikkojen
madrit olivat nousussa ja tietoliikennetekniikan koulu-
tusohjelmassa aloittaneiden opiskelijoiden alkutestien
keskiarvot olivat parhaimmistoa vertailtuna Turun am-
mattikorkeakoulun muissa koulutusohjelmissa aloitta-
neiden opiskelijoiden tuloksiin. Syksylld 2002 yhdes-
ta alun perin tietoliikennetekniikan koulutusohjelmasta
tehtiin kaksi koulutusohjelmaa: tietotekniikan ja elek-
troniikan koulutusohjelmat. Seuraavassa on tarkasteltu
néiden kahden koulutusohjelman alkutestituloksia yh-
desséd mainitusta historiallisesta syysta.

Taulukossa 3 on tietotekniikan ja elektroniikan koulu-
tusohjelmissa aloittaneiden opiskelijoiden alkutestikes-
kiarvoja niin, ettd mukana ovat vain lukion suorittaneet
opiskelijat. Tuloksissa on joka vuosi selked ero pitkédn
ja lyhyen matematiikan suorittaneiden vélilld niin, etta
pitkdn matematiikan suorittaneiden tulokset ovat noin
5-7 pistettd parempia kuin lyhyen matematiikan suo-
rittaneiden tulokset. Lisidksi havaitaan, ettd alkutestin
keskiarvo on heikentynyt kummassakin ryhméssé vuo-
sien kuluessa huomattavassa méérin, lyhyen matema-
tiikkan puolella arvosta 5,2 arvoon 2,6 ja pitkdn mate-
matiikan puolella arvosta 12,2 arvoon 8,2.

Lukion matematiikan laajuus
Lyhyt Pitki
Vastaus- Alku- Alku-
ajankohta| Luku- | testin Alku- Alku- Luku-| testin Alky- | Alkg-
e .| testin | testin | .. .| testin | testin
médrd|keski- | |madrd|keski- A
maksimi|minimi maksimi| minimi
arvo arvo
Syksy 99| 58 | 5,19 10 0 112 12,15 19 3
Syksy 00 29 | 5,10 12 1 81 [11,04 19 2
Syksy 01| 53 | 4,47 12 0 96 |10,16 19 2
Syksy 02| 70 | 3,73 15 0 102 | 9,23 19 1
Syksy 03| 68 | 3,94 12 1 90 | 9,01 20 0
Syksy 04| 69 | 3,58 12 0 90 |[8.32 20 2
Syksy 08| 41 |261 8 1 45 | 8,20 16 3

Taulukko 3. Alkutestin keskiarvot tietotekniikan ja elek-
tronitkan koulutusohjelmien osalta niin, ettd mukana
ovat vain lukion matematitkan suorittaneet opiskelijat.

Taulukossa 4 on esitetty tietotekniikan ja elektronii-
kan opiskelijoiden viimeisten matematiikan arvosano-
jen keskiarvot. Taulukko osoittaa, ettd vuonna 2008
aloittaneiden opiskelijoiden lukiosta saamien matema-
tiikkan arvosanojen keskiarvot ovat hieman heikompia
kuin 1999 aloittaneiden. Ehké tietotekniikan ja elek-
troniikan koulutusohjelmien vetovoima on hieman las-
kenut vuosien kuluessa, mutta voidaanko heikommilla
matematiikan arvosanoilla selittdd myos alkutestin tu-
losten huima heikentyminen?



26

Solmu 3/2009

Koulutusohjelmien opetusjérjestelyissd on syytéd ottaa
huomioon ldhtétason muuttuminen ja erityisesti huo-
mattavaa on, ettd lukion lyhyen matematiikan suorit-
taneet opiskelijat ovat alkutestin perusteella heikom-
malla matemaattisella tasolla kuin ammatillisen tut-
kinnon suorittaneet. Ammatillisen tutkinnon suoritta-
neiden opiskelijoiden alkutestikeskiarvo oli 3,66 elek-
troniikan ja tietotekniikan koulutusohjelmissa vuonna
2008.

Lukion matematiikan laajuus
Lyhyt Pitkd
Vz;;il_“ Matematiikan Matematiikan
kohta Luku-| viimeinen arvosana |Luku-| viimeinen arvosana
madrd| Keski-| ) 1o gimilMinimi| 72 44 KK\ ok gimi{Minimi
arvo arvo
S1999 | 58 | 8,12 10 5 112 | 7.20 10 5
S2000 | 29 | 8,11 10 6 81 | 7.22 10 5
S2001 | 53 | 7.80 10 5 96 | 7,10 10 5
S2002 | 70 | 7,60 9 5 102 | 6,96 9 5
S0003 | 68 | 7,66 10 5 90 | 7,00 10 5
S2004 | 69 | 7,82 10 5 90 | 6,91 9 5
S2008 | 41 | 7,70 10 6 45 | 6,83 9 5
Taulukko 4. Matematitkan viimeisen arvosanan kes-

kiarvot tietoteknitkan ja elektroniikan koulutusohjel-
man osalta niin, ettd mukana ovat vain lukion mate-
matitkan suorittaneet opiskelijat.

Teknillisen korkeakoulun alkutestitulok-
set

Teknillisessé korkeakoulussa on tehty syksylld 2002 ja
syksylld 2008 sama lihtotasotestaus kuin Turun am-
mattikorkeakoulussa. Taulukossa 5 on esitetty teknilli-
sen korkeakoulun alkutestikeskiarvot ja opiskelijoiden
ilmoittamien viimeisten matematiikan kouluarvosano-
jen keskiarvot. Niisséd ei ole sanottavaa muutosta ta-
pahtunut.

| o | Alkutesti |, Viimeinen
Vastausajankohta | Lukumiira kouluarvosana
Keskiarvo| Keskiarvo
Syksy 02 218 16,29 9,19
Syksy 08 168 16,15 8,84

Taulukko 5. Teknillisen korkeakoulun alkutestitulokset
ja opiskelijoiden viimeisten kouluarvosanojen keskiar-
vot.

Johtopéaitoksia

Lahtotasotestaus on osoittanut ainakin, ettd Turun am-
mattikorkeakoulussa tekniikan ja liikenteen alalla ma-
tematiikan opetuksessa on otettava huomioon opiske-
lijoiden entistd heikompi l&htotaso. Tavallisen murto-
lukulaskun suorittaminen tuottaa aloittaville opiskeli-
joille ongelmia. Alkutestin tehtévissd 2 piti sieventdi

1_ . o
ST Tamén tehtidvdn on suorittanut oikein

lauseke

noin kolmannes kaikista vastaajista. Voisi kuvitella jo-
kaisen peruskoulun suorittaneen selviytyvén tehtéavistéa
varsinkin, jos on hakeutunut opiskelemaan tekniikkaa.
Téamén tutkimuksen tulos on hyvin samansuuntainen
kuin Sirpa ja Reijo Ernvallin julkaisema tulos. Sen mu-
kaan Hameen ammattikorkeakoulussa tekniikan koulu-
tusalalla vain 28 % testatuista osasi jakaa oikein mur-
5

toluvun 3 murtoluvulla 1—75 ilman laskinta (Ernvall &

Ernvall 2003).

Tutkimus tukee my0s sitd ajatusta, ettd lukion mate-
matiikan suorittaneiden taso on laskenut. Asiasta ovat
kirjoittaneet esimerkiksi Matti Lehtinen ja Hannu Kor-
honen.

Ammattikorkeakouluun tekniikan ja liikenteen alalle
hakeutuvien opiskelijoiden opetusjarjestelyissd on syy-
td ottaa huomioon matematiikan entistd heikompi ldh-
totaso. Kaikkein heikoimmassa asemassa ovat lukion
lyhyen matematiikan suorittaneet.

Nyt tarvitsevat matematiikan opettajat hyvia neuvoja
opetuksensa kehittdmiseksi. Miten matematiikkaa voisi
opettaa niin, etté saisi opiskelijat innostumaan ja teke-
méan itseniisti ajatustyota?

Viitteet

Ernvall Reijo & Ernvall Sirpa. 2003. Opiskelijoiden it-
searvio — haaste opetukselle. Dimensio 2/2003.

Lehtinen Matti. 2008. Matematiikkaolympialaiset
Madridin helteesséi. Dimensio 4/2008.

Korhonen Hannu. Opitaanko suomalaisessa koulussa
matematiikkaa. Dimensio 5/2008.

Tuohi Raija, Helenius Juha & Hyvonen Raimo. 2004.
Tietoa vai luuloa — insindoriopiskelijan matemaattiset
lahtovalmiudet. Turun ammattikorkeakoulun raportte-
ja 29.

Liite:

MATEMATIIKAN ALKUTESTI

TURUN AMMATTIKORKEAKOULU
TEKNIIKAN JA LIIKENTEEN
KOULUTUSALA

Kirjoita testitehtdvien ratkaisut tehtavépaperille kun-
kin tehtdvian kohdalle. Testissd ei saa kayttasd laskinta
eikd kaavastoja. Testiin saa kayttda korkeintaan 45 mi-
nuuttia.

Kirjoita nimesi tikkukirjaimin:
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Mlssa“k(.).ul.utusolpelmassa opiskelet? Vastaa mer- 9 37 _ [ [ |

kitsemilld oikea vaihtoehto. 4

Millainen on koulutaustasi? Vastaa merkitsemalla
oikeat vaihtoehdot.

Olen suorittanut lukion oppiméirin

Olen suorittanut lukion pitkdin matematiikan
Olen suorittanut lukion lyhyen matematiikan
Olen suorittanut peruskoulupohjaisen 3-vuotisen
ammatillisen tutkinnon

Olen suorittanut muun ammatillisen tutkinnon

Miki on viimeisen tutkintosi matematiikan ar-
vosana? Esitd saamasi arvosana ja kdytetty asteikko,
esim. 5 asteikolla 0 ...5 tai 7 asteikolla 4 ...10. Al
anna téssa ylioppilaskirjoitusten arvosanaa.

Arvosana __ asteikolla ..

Kokeen tarkastaja tayttidd seuraavat kohdat.

Ratkaisut oikein tehtévissé:

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20

Oikeita ratkaisuja yhteenséd ____ kappaletta.

Nimi:

Merkitse nimesi paperin oikeaan yldkulmaan. Kirjoita
saamasi tulos télle paperille kunkin tehtdvin kohdalle.
Lisdé rasti tuloksen perddn ruudukkoon ilmaisemaan,
miten varma olet vastauksesi oikeellisuudesta (varmas-
ti oikein = 3, epdvarma = 2, hyvin epédvarma, arvaus
= 1). Tehtéivien suorituksen aikana saa esilli olla vain
kirjoitusvélineet.

Sievenni seuraavat lausekkeet 1-9:

L|=6l+[+5=

Auto- ja kuljetustekniikka 3./32+ 42 = I
Bio- ja elintarviketekniikka
Elektroniikka 4 20 + 2 ozt 1 T T
Kone- ja tuotantotekniikka "5 5
Rakennustekniikka

Rakennusalan tydnjohto 5.0°— (a+1)* +2a =
Tietotekniikka (Salo)

Tietotekniikka (Turku) 6 a?—b
Tuotantotalous " a-1b

8. sin’x + cos? x =

9. lnz2 —2lnx =

10. Jérjestd pienimméistd suurimpaan

2 2 1 1 T T |
murtoluvut e TG

11. Ratkaise R kaavasta U = E — IR.

12. Ratkaise z yht#losti 22 — 2 = 0.

13. Ratkaise = yhtalostd x2 — 2z = 0.

14. Alla on esitetty yhtialot A, B, ..., L.

Minké yhtdlon kuvaaja on

a) nouseva suora, joka leikkaa y-akselin kohdassa 5
b) alaspiin aukeava paraabeli

¢) origokeskinen ympyri, jonka séide on 5

A y=2x+5 B.y=—2+5

C.y=5—-2z D.y=2+452

E.y=222+5 F.y=-222+5 T [ ]
Gy=2z>-2r+5 Hy=2%2-5
La?2+9424+25=0 J. 224+¢y>-5=0
K.z?—-324+5=0 L.22+92-25=0

15. Mééaritéa vektorin 67— 87 pituus.

6. Laske @ — b, kun @ = 27— 37 ja

1
b= —57—27

17. Derivoi z:n suhteen z° + 2z — 1.
A%

18. Midritd —, kun V = 2773,
dr 3

19. M&éritd [ 2zda.

20. Miiriti [ e“dz.
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Kaunis kirja numeroista vai

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Peter J. Bentley: Numerot. Kuinka matematiik-
ka muutti maailmaa. Suomentanut Tommi Uscha-
nov. Ajatus Kirjat 2009. 271 sivua.

On aina oltava iloinen, kun matematiikka saa julkisuut-
ta. Gummerus-kustannuksen Ajatus-kirjat on julkais-
sut suomeksi englantilaisen tietojenkésittelytieteilijan
ja tietokirjailijan Peter J. Bentleyn kirjan The Book
of Numbers. Kirja on kaunis ja loistavasti kuvitettu:
jo kanteen on punaisen satunnaislukumaton péélle pai-
nettu kuvat galaksista, mehildiskennosta, dollarin sete-
listé, valoa taittavasta prismasta, keskiaikaisesta mitta-
laitteen tekijéistd ja Alan M. Turingista. (Kirjapainoa
ei oikein pysty suoraan nimelta kiittdméan, koska ainoa
tieto siitd on sijainti: Kiina.) Mutta kirjathan on tehty
myos luettaviksi eikd vain selailtaviksi ja katsottavik-
si. Lukukokemuksena Bentleyn kirja oli ainakin minulle
pettymys. Téllainen véiite on perusteltava.

Tlked véitoskirjan tarkastaja aloittaa huomautuksen-
sa teoksen nimestd. Pakko on tehdd samoin. Suomen
kielessé numero tarkoittaa merkkeja, joilla lukuja il-
maistaan, sellaisia kuin 1, 4, 9. Bentleyn ja yleensékin
englannin number on suomeksi luku, ja luvuista Bent-
ley kirjoittaa. Kirjan avattuaan lukija saakin eteensa
siséllysluettelon, josta ilmenee, ettd kirjan 15 lukua on
nokkelasti nimetty lukujen avulla. "Luku —1”, "Luku
07, "Luku 17, "Luku v/2” jne., ja koko kirjan sisilts kier-
téd késitteen luku ympérilld. Tekstissa sanaa luku kéy-
tetddn muutenkin oikein. Misté siis kirjalle omituinen
nimi, eiké esimerkiksi alkuteoksen nimen k#dnnds olisi
kelvannut, tai Lukukirja?

lukufloppi?

Mutta unohdetaan nimi ja avataan kirja kunnolla.
Bentleyn lennokkaasta tyylistd saadaan maku jo kirjan
luvun —1 ensimmaéisista virkkeista "Missd péin planeet-
taa sitten olemmekin, luvut viilettdvit ohitsemme kuin
lumimyrsky. Ajamme pitkin lukujen jokia. Kuuntelem-
me lukuja kuulokkeilla. Ranteessamme on vaihtuva lu-
ku.” Makuasiat ovat makuasioita, mutta kyll4 téallainen
lennokkuus sy6 jo alkuun teoksen uskottavuutta.

Kirjan toinen luku on nimetty nollan mukaan ja sii-
né esitellddn eri tapoja kirjoittaa lukuja. Ennen pit-
ki tullaan paikkajirjestelmiin (kuten kymmenjirjes-
telmééin) ja niihin liittyvéidn tarpeeseen ilmaista tilan-
ne, jossa jotain kantaluvun potenssia ei luvussa ole, siis
tarpeeseen keksid nolla. Intiassahan tdméa kadnteente-
kevé oivallus varsinaisesti tapahtui. Asiaa esitellessdin
Bentley johtuu késitteleméin nollalla jakamisen ongel-
maa, joka tietysti alkuun oli problemaattinen. Bent-
leyn esitys on aika omituinen. Han on kylla sitd mielta,
ettd 7/0 on médritteleméton ja hén tuomitsee anka-
rin sanoin ne, joiden mielestd 7/0 olisi ddreton. Sitten
hiin kuitenkin perustelee, etti 0/0 ei ole samalla tavalla
kelvoton, ettd 0/0 voi olla miké luku tahansa! Perus-
telussa vedotaan markiisi I'Hopitaliin ja h&nen sdén-
t6onsi (jota ei kuitenkaan esitetd). Minusta aika har-
haanjohtavaa — kylla 7/0:1le voi samalla tavalla kehit-
tdd raja-arvotulkintoja, joiden mukaan osamééra olisi
esimerkiksi déireton! Nolla-lukuun siséltyy vield lausun-
toja kalenterista ja vuodesta 0. Gregoriaanisessa jirjes-
telméssé ei Bentleyn mukaan ole nollaa, koska "vuonna
1582 [nykyisen kalenterin kiyttéénottovuonnal nolla ei
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ollut luku”. Tekstistd voi toisaalta padtelld, ettd Bent-
ley ymmértédéd vuosilukujen olevan jarjestyslukuja.

Kolmas luku, 70,000000001” ké&sittelee murtolukuja ja
pienid lukuja. Liekd suomentajan syytd omituisuus,
teksti “tieddmme, ettd koostumme triljoonista soluis-
ta, joista kukin on noin 100000 kertaa pienempi kuin
pituutemme”. Vaikka unohdamme ilmaukseen "n ker-
taa pienempi kuin” liittyvét mielipide-erot, niin mitta-
suhteiden antama karkea arvio olisi, ettd ihmisessé olisi
noin (10%)? eli vain tuhannesosa triljoonaa solua. Tité
jalkimmaéistd arviota tukevat muut lihteet. Pienid lu-
kuja koskevaan lukuun on Bentley vield saanut maus-
teeksi ikivanhan intialaisen tekstin, joka alkaa "On ole-
massa 7 ’ensimmiisti atomia’ (paramanu raja) 1 pik-
kuruisessa polyhiukkasessa (renu), 7 viimeksi mainit-
tussa 1 pienessé polyssi (truti) ...” Seitsemiin kerran-
naisia sisdltdava ketju padttyy sormiluuhun. Bentley las-
kee tésti, ettd muinaisintialaisen ensimméisen atomin
koko on sama kuin hiiliatomin unohtaen kuitenkin, etta
atomit ym. hiukkaset ovat kolmiulotteisia.

Bentleyn kirjan neljds luku, Luku 1, on omistettu yk-
koselle ja luonnollisille luvuille. Esittelyssa ovat tdydel-
liset luvut, ystavialliset lukuparit ja alkuluvut. Bentley
esittdd myos omituisenoloisen kysymyksen "Kuinka voi
tietdd, ettd lisddmaélla luonnolliseen lukuun 1 sen ar-
vo lisdéntyy luvulla 1?” Bentleyn mukaan tdmé voi-
daan todistaa, ja todistuskin on kirjassa: méaritellaan
luonnolliset luvut seuraajarelaation S avulla ja todis-
tetaan, ettd a + 1 on aina S(a). Oireellista on, etti
Bentley maéirittelee seuraajarelaation yhdeksi ominai-
suudeksi a + S(b) = S(a + b) ikdén kuin S(a + b) olisi
se tunnettu, jota S(b):n méarittelemiseksi tarvittaisiin.

Kirjan viidennen luvun numero on V2. Siin kisitelldan
irrationaalilukuja. Téasté luvusta saamme mm. sellaisen
yllattavin tiedon, ettd "Irrationaalilukujen 16ytémisen
my6té sellaiset muodot kuin kolmiot, neliét ja ympyrét
oli mahdollista maé#ritelld.” Tamé& aasinsilta johtaakin
Bentleyn esitteleméén Platonin Akatemiaa, Eukleideen
Alkeita ja Arkhimedesta. Paddytédn algebraan, joka
“oli todella tarked keksinto, koska sen avulla pystymme
kirjoittamaan lukuja, joita emme voi kirjoittaa”. Epéi-
leméttéd hieno keksintd tuollainen! (Samalta aukeamal-
ta saamme myos tietdd, ettd "Descartes selitti myés,
miten voimme kirjoittaa suoran muotoon y = kx + b’
ja ettd tuossa k on suoran kaltevuuskulma eli kulma-
kerroin.)

Kirjan seitsemés luku on omistettu kakkoselle ja bi-
néadriluvuille. Babbagen kautta Bentley johtuu logiik-
kaan, Booleen, Russelliin ja Godeliin seké viimein Alan
Turingiin ja tdmén teoreettiseen laskulaitteeseen. Suo-
mennoksen helmid on Turingin koneen luonnehdinta:
”Se oli kisitteellinen kone, joka kykeni suorittamaan
laskettavia toimituksia.”

Kahdeksas luku on saanut nimensi e:std. Siind kéy-
ddén lapi logaritmit, Newton seké differentiaali- ja in-

tegraalilaskenta. Kummallisuuksia on téssékin, nayt-
teend seuraava valaiseva katkelma: "Integroiminen toi-
mii toiseen suuntaan [kuin derivoiminen]. Jos tieddm-
me kukkulan jyrkkyyden, voimme siité laskea sen muo-
don. (Toisin sanottuna integroiminen tekee mahdolli-
seksi laskea kdyrin alla olevan pinta-alan koon).”

Kirjan yhdeksés luku ottaa teemakseen luvun 3. Lu-
ku alkaa, samoin kuin kirjan useat muutkin luvut,
uskomusten ja sanomusten esittelylld. Metsddn Bent-
ley kylld taitaa menné selittdessdéin englannin sanan
eternity, ’ikuisuus’, olevan johdos sanasta trinity, ’kol-
minaisuus’. (Aternitas on jo latinassa ja palautuu
'ikdd’ tarkoittavaan etas-sanaan.) Kolme johtaa sitten
kolmioon, tietokonegrafiikankin hyodyntdmaéain pinnan
kolmiointiin ja topologiaan. Topologiaa havainnolliste-
taan Konigsbergin siltaongelmalla; Topologia oli Eule-
rin innovaatio, silld "Ennen Euleria sellaiset matemaati-
kot kuin Pythagoras ja Descartes olivat viettdneet kai-
ken aikansa kappaleiden mittojen ja kulmien parissa”.
Eulerin kuuluisa ratkaisu perustui siithen, etti ”jos graa-
fissa on solmu, jolla on pariton méaéra kaaria, graafin
toisesta p#dstd toiseen ja takaisin ei ole mahdollista
kulkea kayttden kutakin kaarta vain kerran”. Niinhan
se on. — Eulerista Bentley sanoo my0és, ettd "Han myos
popularisoi tiedettéi (varsin samaan tapaan kuin tdméi
kirja).” Ei kai kukaan kéiéntynyt haudassaan?

Kolmosta seuraa luku m. Se ottaa ensin teemakseen
Arkhimedeen, sitten erilaiset tavat méaérittdd m:n li-
kiarvoja. Téasté siirrytdédn kulmiin — ja kytkennén edel-
liseen, kolmoslukuun tuo toteamus "kolmion kussakin
kulmassa on kolme kulmaa”. Samalta sivulta 16ytyy
mesopotamialaiseen 60-jarjestelmééan pohjautuva pe-
rustelu kulma-asteen koolle: "He [babylonialaiset] to-
dennékoisesti jakoivat ympyrin 60 osaan ja kunkin
osan edelleen 60 osaan, jolloin tuloksena oli 360 as-
tetta.” Luku etenee sitten Ptolemaioksen, trigonomet-
rian, aaltoliikkeen ja heilurin kautta Galilein inkvisitio-
oikeudenkéayntiin. Bentley osaa todella yhdistella.

Bentley tekee m:n jédlkeen harppauksen suoraan lu-
kuun 10. Paitsi lukujirjestelmén kantalukuna 10 on
tietysti merkittdva mittajérjestelmistéd, joiden kehitys-
td Bentley seuraa. Ensimmaisid pituuden mittayksikko-
jen maapallon kokoon sitomista ehdottaneita oli 1600-
luvulla eldnyt ranskalaine Gabriel Mouton. Ei hin kui-
tenkaan ehdottanut pituusmitan mille eli maili mitaksi
maapallon pituusastetta, niin kuin kirjassa kerrotaan,
vaan pituusminuuttia. TAm& mittahan eldd edelleen
meripeninkulman muodossa. Epédtarkkuus jatkuu, kun
Bentley pédsee metrijarjestelméin. Metri ole miljoo-
nasosa pohjoisnavan ja péividntasaajan vélisestd etéi-
syydesté, kuten kirjassa todetaan, vaan kymmenesmil-
joonasosa. Kymmenen sattuu olemaan kolmioluku (En-
simmaéinen kolmioluku on 77 = 1 ja jos T, on n:s kol-
mioluku, niin T}, = Ty_1 + k kaikilla k). Téstd Bentley
saa aiheen loikata esittelem#dn Blaise Pascalia — on-
han Pascalin mukaan nimetty tunnettu kolmio (ja siind
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esiintyviit myos kolmioluvut). Pascalin kolmion avulla
“voimme myo0s laajentaa erikoisia yhtéloitd, jotka tun-
netaan binomeina”.

Kirjan luvuista minua miellyttdd eniten 12. luku. Se
on otsikoitu 12a:ksi ja se késittelee — luvun 13 kautta
— taikauskoa ja todennéakdisyytta.

Kirjan 13. luku hyppdé matematiikan ulkopuolelle. Ni-
mikkoluku on nyt ¢, valon nopeus. Késittelysséd on va-
lon nopeuden mééiritys, suhteellisuusteoria ja Albert
Einstein. Valon nopeuden térkeys perustellaan kylld
vithin kyseenalaisesti kaavalla E = mc?.

Kirjan viimeiset kaksi lukua on nimetty dédrettomyy-
den ja imaginaariyksikén mukaan. Asretontd lihesty-
tddn sekd matematiikan ettd tdhtitieteen suunnasta.
Viimeiseen lukuun on saatu sijoitettua Tartaglian, Car-
danon ja kolmannen asteen yhtdlon ratkaisun tarina.
Mukaan on pujahtanut sellainenkin nikemys, ettéd kol-
mannen asteen polynomin kuvaaja saattaisi olla koko-
naan x-akselin yla- tai alapuolella. Yhtélonratkaisu joh-
taa algebran peruslauseeseen ja Gaussiin, jonka "todis-
tus osoitti, ettd jokaiselle polynomiyhtélolle n:nnen as-
teen kompleksilukujen kentéissi (jossa n on suurempi
kuin 1) on n kompleksista ratkaisua”. Kompleksiluku-
jen kautta tullaan vield polynomi-iteraatioihin, jotka
ovat monien kauniiden fraktaalikuvioiden ldhtckohta-
na. Liekd suomentaja herpaantunut lopun hadmottaes-
sé, kun viimeistéa edelliselld tekstisivulla on seuraavaa:
”Jos i on esimerkiksi imaginaarinen kiertoliike, siitd pa-
tee seuraava trigonometrinen suhde:

3 .. 1
e'™ = cosf +isinf.

Kirjan lopussa luetellaan 194 kirjallisuusviitettd. Nii-
den joukossa ei ole yhtd#n varsinaista tunnustettua
matematiikan yleishistoriaa. Asiahakemiston ja mate-
matiikan historian spiraalille taivutetun aikasuoran jal-
keen tulee vield — ikdén kuin anteeksipyyntond — kom-
mentti siitd, ettd kirjassa ei ole késitelty yhtdén naista,
ja kehotus naispuolisille lukijoille pyrkia korjaamaan ti-
lanne.

Monenmoista puutetta kirjan lukeminen ndyttda pal-
jastavan, edelld oleva luettelo on vain nédyte. On kysyt-
tédvé, suhtaudunko teokseen fakki-idiootin pedanttisuu-
della. Matematiikan lapikédyvid ominaisuuksia ovat to-
tuus ja tdsméllisyys. Niitd odottaisi matematiikkaa po-

pularisoivankin teoksen kunnioittavan. Tasapuolisuu-
den nimissé on sanottava, ettd kirjaa on — ainakin te-
kijan kotisivuilta luettavissa kommenteissa — kiitetty
kiehtovaksi, helppotajuiseksi ja ihmisldheiseksi. Viime
mainittu piirre tulee lapi kirjan esille siind, ettd ké-
siteltyjen henkildiden kohdalla otetaan melkein poik-
keuksetta esiin jokin asianomaisen inhimillinen heik-
kous. Saamme tietdé, ettd Johann Bernoulli oli kelju ja
kademielinen, von Neumann pelkési kuolemaa, Claude
Shannon sairasti Alzheimerin tautia, Einsteinin ja Mi-
leva Mariéin ensimméinen lapsi syntyi ennen kuin pa-
ri avioitui, Georg Cantorin mielisairaus ilmeni Shakes-
pearea koskeneina pakkomielteind jne. Asioita yhdis-
telem#dn ja yksityiskohdasta toiseen siirtymé&én Bent-
ley on ilmeisen taitava. Mikddn matematiikan historian
esitys ei varmastikaan esitd asioitaan Bentleyn jérjes-
tyksessa.

Osa Numerot-teoksen kompelyydesta selittynee silld,
ettd sen suomentaja ei selvistikddn ole hallinnut asi-
aa ja suomenkielistd terminologiaa. Hén puhuu kuvios-
ta, kun tarkoitetaan rakennetta, viivasta, kun tarkoite-
taan janaa, uskomuksesta késityksen sijasta, kalkyylis-
té differentiaali- ja integraalilaskennan tilalla ja surdus-
luvuista juurilausekkeen sijasta. Itse riemastuin eni-
ten siité, ettd ensimmaéiset tietokoneet kayttivit “elekt-
ronisia venttiileitd”. Transistorit ja integroidut piirit
ovat todella painaneet elektroniputket unohduksiin sii-
né kuin putkiradionkin!

Ja ne kauniit ja kehutut kuvat: osa maailman vanhim-
piin matemaattisiin muistomerkkeihin kuuluvaa Rhin-
din papyrusta on kuvattu sivulle 31. Kuva vain sattuu
olemaan yltsalaisin.

Jollain tavalla Numerot kolkuttaa matemaatikon
omaatuntoa. Miksi tédllaisen kirjan kirjoittaa matemaa-
tikon sijasta hyvai tarkoittava ja aika paljon matema-
tiikasta tietdva henkild, mutta selvésti henkilo, joka ei
ole ihan sisélld asioissa, joista hén kirjoittaa. Ja miksi
matemaatikot pitdvét niin matalaa profiilia, ettd kirjan
kustantajalle ei tule mieleen edes tarkastuttaa suomen-
nosta jollain asioita paremmin tuntevalla?

Muuten, huomattavasti parempi matematiikan yleista-
juinen esittely- ja katselukirja on Ursan Tiedettd kai-
kille -sarjassaan vuonna 2006 julkaisema Hannu Kart-
tusen — téhtitieteilijin — kirjoittama Matematiikka.
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Matematiikkaa ulkona luonnossa

Aulikki Laine

Innoitus aiheeseen Ruotsista

Suomalaiset luontokoulunopettajat kiinnostuivat ulko-
na pidettéaviastd matematiikan opetuksesta ruotsalais-
ten kollegoidensa aloitteesta. Ruotsin luontokouluissa
matematiikkaa on opetettu ulkona jo vuosia ja ruotsa-
lainen Mats Wejdmark on kidynyt pitdméssé opettajille
aiheesta koulutuksia Suomessakin.

Ulkona tapahtuvassa opetuksessa on omat haasteensa.
Oppikirjoihin tukeutuvan opetuksen sijaan on 16ydetté-
vé uudenlaisia toimintamuotoja opetuksen onnistumi-
seksi. Luontokoulun opettajat ovat tottuneet suunnit-
telemaan opetuksen ulos, minké takia on hyvin luonte-
vaa, ettd juuri heidédn aloitteestaan matematiikan ope-
tuksesta ulkona innostuttiin laajemminkin.

Ruotsalaiset luontokoulunopettajat ovat koonneet
kiyttaméinsd matemaattiset harjoitteet kirjaan ”Att 14-
rd in matematik ute”, joka on suomennettu Hyvink&an
luontokoulun BSR, Eagle -hankkeessa ”"Ulkona luonnos-
sa -matematiikka” -nimiseksi kirjaksi. Kirjan harjoit-
teita on kidytetty pohjana Hyvink#ddn ja Hameenlin-
nan kaupunkien yhteisessid oppimisympéristojen kehit-
tdmisprojektissa, joka on ollut kdynnissd Hyvinkail-
14 kevadlld 2009 ja aloitetaan Hameenlinnassa vuoden
2009 syyslukukaudella.

Matikkapolkuja koulujen ldhimetsissa

Hyvinkd#in kaupungissa Opetushallituksen rahoittama
Matematiikkaa ulkona luonnossa -hanke sai hyvan vas-

taanoton. Kevain 2009 aikana hankesuunnittelija teki
yvhdessé luokanopettajien kanssa neljé erilaista 1,5 tun-
nin mittaista opetuskokonaisuutta luokkien 1-4 mate-
matiikan opetukseen. Suunnittelun alkuvaiheissa asian-
tuntijoina olivat mukana my6s Hémeenlinnan opetta-
jankoulutuslaitoksen ja normaalikoulun opettajat Jor-
ma Joutsenlahti ja Risto Ilmavirta.

Koulujen ldhiluonnossa toteutettavista opetuskokonai-
suuksista kidytetddn nimeid matikkapolku. Matikkapol-
kuja testattiin Hyvink&4n koulujen lahimetsissa 18 ope-
tusryhmén kanssa ja tulokset olivat hyvid. Oppilaat ja
opettajat innostuivat aiheesta ja matematiikan opetus
sujui kirjaimellisesti leikkien. Tehtévien aiheita oli 1-2 -
luokkalaisille mittaaminen, arviointi, lukusuora, kymp-
piparit ja késitteet. Luokkien 3-4 oppilaat harjoitteli-
vat my0s arviointia ja mittaamista, vanhojen mittayk-
sikoiden kayttod seké kertolaskuja. Englanninkielistéa-
kin matematiikan opetusta kokeiltiin neljin ryhmén
kanssa ja hyvien kokemusten myota yksi matikkapol-
ku kddnnettiin englanniksi kaikkien kéiyttoon.

Matikkapolkujen kytkeytyminen opetus-
suunnitelmaan

Matikkapolkujen tarkoituksena oli alusta ldhtien tiu-
kan matematiikan oppisisélloissé pysyttelyn sijaan luo-
da oppiaineiden vélisté integraatiota ja eheyttdd ope-
tusta. Ulkona opetettaessa tdmé toteutuu ldhes itses-
tadn. Esimerkiksi kertolaskuleikissd oppilaat laskevat
kertolaskuja kuten matematiikan tunnilla ja juoksevat
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metsédssd kuten liikuntatunnilla. Salaisen pussin tehté-
vid suorittaessaan opettaja voi helposti opettaa oppi-
laille kasvilajeja matemaattisten késitteiden opettelun
lisdksi. Kertolaskusatu-tehtdvadn yhdistyy biologian,
kuvaamataidon, matematiikan ja didinkielen oppisisél-
tojé.

Oppiaineiden vilinen integraatio on matikkapolkujen
vahvuus verrattuna luokkatilassa tapahtuvaan kirja-
tyoskentelyyn. Harjoitteiden opetussisédlté on kuiten-
kin suunniteltu puhtaasti matematiikan opetussuunni-
telmasta lahtien. Vuosiluokkien 1-2 matematiikan ope-
tuksen tavoitteissa painotetaan kisitteiden tuntemus-
ta, keskittymisen, kuuntelun ja ajattelun kehittdmi-
sen opetusta, luonnollisen luvun késitteen oppimista,
ilmididen yhtéldisyyksien ja erojen 16ytéamistéd ja syy-
ja seuraussuhteiden oppimista. Tehtdvand mainitaan
myos arkipdivéan tilanteissa eteen tulevien ongelmien
ratkaisujen tehokas hyodyntadminen. Matikkapolun har-
joitteet tukevat hyvin kaikkia mainittuja tavoitteita.

Luokkien 1-2 matikkapolun harjoitteiden késitteet on
valittu opetussuunnitelman 2. luokan pé#ttyesséd osat-
tavien késitteiden joukosta. Késitteiden opiskelu on
mielekéstd konkreettisia harjoitteita tekemélld. Tahén
tahtddvat muun muassa matikkapolun valkoinen liina-
seké salainen pussi -harjoitteet.

Geometrian osalta vuosiluokkien 3—-5 oppisiséllissd on
mainittu mittayksikdiden kaytto, vertailu ja muun-
taminen sekd piirin ja pinta-alan késitteet. Arviointi
on todettu Hadmeenlinnan opettajankoulutuslaitoksel-
la yhdeksi aihealueeksi, jonka osaaminen on oppilailla
puutteellista. Tdméan vuoksi hankkeessa on seké luok-
kien 1-2 ettd luokkien 3-4 matikkapolkuihin siséllytet-
ty arviointi mittaamisharjoituksien yhteyteen.

Vuosiluokkien 3-5 matematiikan opetussuunnitelman
ensimméisend tavoitteena mainitaan oppilaan onnis-
tumisen kokemukset matematiikan opetuksen parissa
ja toisena késitteiden oppiminen tutkien ja havainnoi-
den. Osa opettajista piti matikkapolkujen leikinomai-
sia harjoitteita turhan helppoina oppilailleen. Oppilaat
kuitenkin tekivét harjoituksia innolla ja tédrkednd op-
pina olivat onnistumisen kokemukset késitteiden kon-
kreettisen ja tutkivan oppimisen keinoin. Keskittyneen
tyoskentelyn sekd ryhmésséd toimimisen oppiminen on
my6s OPS:n tavoitteita. Ryhmétyon merkitys koros-
tuu monissa matikkapolkujen harjoitteissa. Testiryh-
mien matikkapoluilla ryhmétéiden tekoon tottumatto-
mien luokkien vaikeudet tulivat selvésti esille. Ryhmés-
sd toimimaan tottuneiden luokkien oppilaat pystyivét
keskittymé&dn harjoitteiden tekoon ja oppimiseen huo-
mattavasti paremmin kuin siihen tottumattomat oppi-
laat.

Luokasta ulos luontoon

Opettajan voi olla haasteellista 1dhted yksin luokkansa
kanssa ulos pitdmé&dan oppituntia. Luokkatilassa tyos-
kentelyyn tottuneiden oppilaiden kanssa saattaa ulos
mentdessid syntyd tilanteita, jolloin ryhméé on vaikea
hallita. Suuret ryhmékoot ja luokkiin sijoitetut erityis-
lapset lisddviat haasteita. Luontokoulun opettajan ko-
kemuksella voi kuitenkin sanoa, ettd opetus ryhmén
kuin ryhmén kanssa sujuu ulkona, kunhan pelisdéannot
tehdaén selvéksi ennen opetuksen alkua ja sen aikana.

Vilkkaat ja energiset lapset saattavat hyotyd ulkona
opetuksesta temperamentiltaan rauhallisimpia lapsia
enemmaén. Pé#stessddn purkamaan energiaansa lasku-
toimitusten valilla juosten, oppiminen on heille yleensa
mielekkdampéad ja helpompaa kuin luokkatilassa pul-
petissa istuen. Toki on myodnnettivi, ettd hyvin ener-
gisisté lapsista koostuvan ryhmén kanssa opettajan on
usein kdytettivd enemmén aikaa kurinpitoon kuin itse
opetukseen, jos lapset eivét ole ulko-opetukseen tottu-
neet. Kérsivillisyys ja vaivanndko kannattavat kuiten-
kin véhitellen. Tehdessdédn toiminnallisia harjoitteita
ulkona lapsi kéyttdid kaikkia aistejaan kokonaisvaltai-
sesti. Vaikka olisi mahdollista tehd& opettajan kannalta
helpommalla saman oppisiséllon opetus luokkatiloissa,
saattaa oppilaalle olla tiarke#dd ulkona tehtyjen tehté-
vien synnyttdmé& innostuneisuus ja positiivinen asenne,
mikd mahdollisesti helpottaa oppimista myos jatkos-
sa luokkatiloissa. Oppilaat, jotka eivit luokassa malta
rauhoittua abstraktien tehtdvien tekemiseen, saattavat
ulkona olla luokkatovereitaan etevampid konkreettisten
tehtdvien suorittamisessa, miké varmasti kohottaa tél-
laisten oppilaiden matemaattista itsetuntoa.

Hyvinkd#n projektissa suunniteltujen matikkapolkujen
harjoitteet on tehty sellaisiksi, ettd niitd voi kuka ta-
hansa opettaja toteuttaa koulunsa ldahimetséssa. Ma-
tikkapolkujen harjoitteita voi kdyttda kokonaisuutena
tai tehdd yhden harjoitteen oppitunnin aluksi tai lo-
puksi. Oppimateriaalina ovat sdinkestdviksi laminoi-
dut tehtdvéakortit, huovutetut villanarut metrin mittoi-
na, valkoinen vahakangas ja luonnosta l6ytyvat kivet,
kepit, kidvyt ja lehdet.

Matikkapolkujen harjoitteiden kuvaukset se-
kéd  harjoitteissa  tarvittavat tehtavikortit  voi
tulostaa internetista Hyvinkaén kaupungin
Luontokoulu Pikkutikan sivuilta osoitteesta
www.hyvinkaa.fi/matematiikkaaluonnossa

Luokanopettajien kommentteja matikka-
poluilta:

e ”Oli hienoa huomata, ettd matematiikkaa voi tehda’
monella eri tavalla. Sitd 16ytyy kaikkialta ympéarilti,
ei vain kirjan kautta sisélla istumalla.”
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e "Lapset olivat innostuneita kaikista tehtévista.”

e "Mittakaavaharjoitus oli mieleinen. Siiné yhdistyi ra-
kentaminen matemaattiseen ajatteluun. Rakentami-
nen luonnonmateriaaleista on aina mieluista.”

e "Mukavaa vaihtelua normaaleihin oppitunteihin.”

Kaksi esimerkkitehtavai
Tulot piilossa

Ohjaaja jakaa oppilaille lukukortit 1-36, jotka he kiin-
nittdvat pyykkipojilla ldhella oleviin puihin tai pensai-
siin. Ensin tulee sopia rajat, joiden sisélle numerot saa
piilottaa. Oppilaille kannattaa korostaa, ettd numerot
tulee olla helposti leikin yhteydessé 16ydettavissa.

Varsinaisen tehtdvédn oppilaat suorittavat neljin hen-
gen ryhmissd. Ohjaajalla on muovilaatikossa kaksi nop-
paa, joita ryhmét saavat heittdd, kukin ryhmén jase-
nistd vuorotellen. Noppien tulo ilmoittaa luvun, joka
heidén tulee etsié ldhelle piilotetuista lapuista. Loydet-
tyédén lapun he ottavat sen mukaansa ja ldhtevit heit-
tdméadn noppaa uudestaan. Jos lappu on jo haettu, me-
nee ryhma heittdmé&én uudestaan. Jos he tietédvét, ettei
saatujen nopanlukujen tuloa en#é ole piilotetuissa la-
puissa, saavat he heittdd uudestaan, jotta sopiva luku
tulee, kuitenkin korkeintaan kolme kertaa ennen kuin
siirtyvét heittdmistd odottavan jonon perélle.

Kun sopivia lappuja ei en#dd tahdo l6yty&d, muute-
taan laskusdantod: kaksi ensimmaistd nopanlukua ker-

rotaan, niiden tulosta vihennetédn kolmanneksi hei-
tetty noppa. Jos tuloksesta tulee miinusmerkkinen, hei-
tetdan uudestaan. Ohjaaja voi paattad leikin sopivak-
si katsomansa ajan kuluttua, jos viimeisten lappujen
tuloja ei millddan tahdo noppien luvuista tulla. Leikin
voittaa ryhmaé, jolla on eniten lappuja kerédttyna.

Laskusatu

Oppilaat muodostavat neljan hengen ryhmia. Kaikille
ryhmille annetaan lapulla oma kertolasku, esimerkiksi
3 - 4. Ryhmien tehtdvénid on muodostaa kertolaskusta
satu tai kertomus. Sadusta tai kertomuksesta tehddian
kuvitus luonnonmateriaaleja hyviksi kdyttéden valkoi-
selle liinalle. Lopuksi kierretédn katsomassa ja kuunte-
lemassa kaikkien ryhmien tarinat.

Esimerkkitarina kertolaskusta 3 - 4: Orava istui oksalla
vanhan variksen kanssa. Ne seurasivat elaméd puiden
alapuolella ja juttelivat siitd keskendéin. OO, katso ora-
val” varis sanoi. "Karhut ovat herdnneet talviuniltaan!”
”No, niinpé ovatkin”, totesi orava. "Ja niitdhén kulkee
tuossa kolme kappaletta!” ”Niin, niin. Kolme karhua ja
kaikilla niilld on neljé jalkaa. Niiden tulohan on kaksi-
toista jalkaa yhteens#, vai mitd oravaiseni?” totesi va-
ris. ”Juu, ndinh&n se on. Niinh&n se pollo meitd opetti
laskemaan”, vastasi orava varikselle.

Sadusta voi tehd4 kuvituksen laittamalla tikun tai ison
lehden liinalle puuksi, ruskean kaarnanpalan varikseksi,
kiven oravaksi, kivista tai kdvyistd kolme karhua, joille
jokaiselle tikuista nelja jalkaa.



34

Solmu 3/2009

Lue matematiikasta suomeksi

Matematiikkaa voi lukea muualtakin kuin oppikirjois-
ta. Tédssd muutama Solmun toimituksen vinkki.

Hannu Karttunen: Matematiikka (Ursa). Tiedetté
kaikille -sarjan pétevénoloinen johdatus matematiikan
eri alueille.

Ian Stewart: Kirjeitd nuorelle matemaatikolle
(Terra Cognita). Viehéttdvd kokoelma kokeneen ma-
temaatikon opastuksia matematiikan polun alkutaipa-
leen kulkijalle.

Mario Livio: Yhtils, jota ei voinut ratkaista
(Terra Cognita). Viidennen asteen yhtdlén ongelman
selvittéjit, ja aika paljon muutakin.

John Derbyshire: Alkulukujen lumoissa (Terra
Cognita). Riemannin hypoteesi on témin hetken kuu-
luisin matemaattinen haaste. Kirja kertoo, misté on ky-
Symys.

Simon Singh: Fermat’n viimeinen teoreema
(Tammi). Haaste, jonka matematiikka viimein voitti.
Carl Boyer: Tieteiden kuningatar (Art House).
Matematiikan pitkd historia kattavasti ja mielenkiin-
toisesti.

Graham Flegg: Lukujen historia (Art House). Mo-
nilla tavoin on lukuméérista puhuttu eri kulttuureissa,
ja monia laitteita on keksitty.

Peter J. Bentley: Numerot (Ajatus Kirjat),
Andrew Robinson: Mittaamisen historia (Multi-
kustannus). Kauniisti kuvitettuja katselukirjoja, joiden
tekstipuoli jattda vahan toivomisen varaa.

Ja jos haluaa romaaneja lukea, niin tarjolla on esimer-
kiksi:

Daniel Kehlmann: Maailman mittaajat (Perhe-
mediat). Matemaatikkojen kuningas Gauss toisessa
padosassa.

Jukka M. Heikkild: Tyranni (WSOY) ja Arkhi-
medes Syrakusalainen (Karisto). Arkhimedes histo-

riallisten romaanien henkilona.
Fredrik Lang: Elimini Pythagoraana (Tammi).
Oppinut fiktio matematiikan varhaisesta suurmiehesté.

Solmun uusitun etusivun kohdasta Ma-
tematiikan opetus loytyy téillaisia otsi-
koita

Ylaaste ja lukio
e Unkarilaisvaikutteinen matematiikan opetus: ylé-
aste ja lukio
Tehtéavia
Linkkejé yldasteen matematiikan opetukseen
Linkkejé lukion matematiikan opetukseen
K. Viisild: Algebra
Ylioppilaskirjoitukset

Esiopetus ja ala-aste
e Unkarilaisvaikutteinen matematiikan alkuopetus
Varga-Neményi -menetelmallé
e Montessorin opetustapa

Lahjoitus matematiikan olympiavalmen-
nukselle

Kustannusosakeyhtio Otava on lahjoittanut Suomen
matemaattisen yhdistyksen Valmennusjaostolle 40 kap-
paletta Kalle Viisdldn kauan sitten myynnistd poistu-
neen ja hankalasti saatavissa olevan kirjan Lukuteorian
ja korkeamman algebran alkeet nékoispainosta. Nakois-
painos on erikoiseré, joka on valmistettu digipainotek-
niikkaa hyvaksi kiyttden. Kalle Viiséldn kirja siséltda
— paljon muun ohessa — suomen Kkielelld ja helposti 14-
hestyttdvassd muodossa sen lukuteoreettisen aineksen,
jonka hallinta on tarpeen matematiikkakilpailujen teh-
tédvien ratkaisemisessa.
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