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Matematiikanopetuksen unta ja todellisuutta

Suomi on matematiikanopetuksen mallimaa. Ns. Pisa-
tutkimuksen tulosten kérjessd olevaan valtakuntaan
virtaa valtuuskuntia OECD:n kaikilta kolkilta, opetus-
hallinto ja matematiikan opettajien jarjestotkin pais-
tattelevat erinomaisuudessaan. Miképéa sen parempaa?

Mutta onko valtakunnassa kaikki hyvin, kun ylioppi-
laskirjoituksen matematiikan kokeen voi suorittaa hy-
viksytysti lahes nollaosaamisella, kun lukion jélkeis-
ten oppilaitosten opettajilta kuuluu jatkuvaa valitus-
ta opiskelijoiden perustaitojen ja -ymmaérryksen puut-
teellisuudesta, kun valtakunnan parhaat jaavat kan-
sainviélisissa kilpailuissa systemaattisesti hantapéaahan,
kun internetin keskustelupalstat ovat tdynndén sellai-
sia opiskelijoiden kysymyksié, joiden pelkkd esittdmi-
nen osoittaa ammottavia puutteita matematiikan pe-
rusymmarryksessé, kun heterogeeniset opetusryhmaét
pakottavat kaikki opiskelemaan heikoimpien ehdoin,
kun televisio-ohjelman apujuontaja-abiturientti kysyy,
oliko ylioppilastehtédvissi esiintyvdn pyramidin tila-
vuus sama kuin taulukkokirjan kertoma sirmiocn ti-
lavuus, kun opettajille tarjottavan runsaan jatkokou-
lutustarjonnan joukosta ei suurennuslasillakaan 16yda
matematiikan aineenhallinnan kehittdmiseen tarkoitet-
tuja kursseja? Matematiikan loisteliaan ja surkean ti-
lan skitsofrenia tuovat ainakin minulle mieleen nyt uu-
delleen virinneen keskustelun "suomettumisen” ajasta,
jolloin "puhuttiin yhté, tarkoitettiin toista ja ehké aja-
teltiin kolmatta”.

Matematiikan opettajat tuntuvat tyytyvédn tilantee-
seen. Lukioon tulee peruskoulusta oppilaita, hyvin ar-
vosanoin mutta ilman valmiuksia. Peruskoulu on ai-

ka, jonka nuori tarvitsee kasvamiseensa, ja tdhdn kas-
vamiseen ei ndytd kuuluvan sddnndélliseen tyontekoon
opettelu esimerkiksi séddnnollisen kotitehtdvien suorit-
tamisen kautta. Niinpd matematiikan opettajien, ai-
nakin heidén jirjestonséd piirissid melko yleisesti tode-
taan, ettd lukion oppimééara on liian vaativa, joten sité
kevennettikoon. Turhat erotusosamédriat ja muu yli-
opistomatematiikka joutakoot komeroon. Opettajan-
kin tyon élyllinen kuormitus siitd vain helpottuisi —
vaikka kirjankustantajien auliisti jakamat harjoitusteh-
tdvien piirtoheitinvalmiit ratkaisut tekevit sen muka-
vaksi nytkin.

Matematiikkaan perustuva laskento on maailmassa hy-
vin térkedd ja se toki toimii, ja on aina toiminut, vaik-
kei laskija tai laskimen kdyttdja ymmértidisi matema-
tiikkaa ollenkaan. Mitdpa nyt siitd, jos jokin suuruus-
luokkaerhe joskus sattuu. Kaikki muutkin vempeleem-
me toimivat suunnilleen oikein, jos niitd kayttcohjeen
mukaan késitellisin. Matematiikan opetusta ei tarvita
siksi, ettd suomalaiset osaisivat kiyttdd nappaimisto-
ja. Eivatka kaikki suomalaiset oikeastaan todellakaan
tarvitse matematiikan opetusta. "En koskaan ole tar-
vinnut matematiikkaa” on usein kuultu lausahdus, ja
se voi monen kohdalla olla ihan totta. Mutta Suomi
tarvitsee aika paljon semmoisiakin ihmisié, jotka sitten
opinnoissaan ja eldméssdén tarvitsevat matematiikkaa.

Mutta itse matematiikka on oppi, jonka ydintd on olla
deduktiivinen. Matematiikka, johon ei sisélly kaiken ai-
neksen perustelu, myos oppijan eteen asetettu tehtivé,
?osoita, ettéd...”, ei ole oikeasti matematiikkaa. Téssé
mielessé ei voi sanoa, ettd Suomen kouluissa opetettai-
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siin matematiikkaa.

Voimassa olevat lukion opetussuunnitelman perus-
teet (Opetushallituksen médrdys 33/011/2003) kerto-
vat kuitenkin toista. Niissd sanotaan kauniisti "Mate-
matiikan opetuksen tehtdvéané on tutustuttaa opiskelija
matemaattisen ajattelun malleihin sekd matematiikan
perusideoihin ja rakenteisiin, opettaa kidyttdméaan pu-
huttua ja kirjoitettua matematiikan kieltd seké kehit-
téda laskemisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja.” ja
"Pitkdn matematiikan opinnoissa opiskelijalla on tilai-
suus omaksua matemaattisia késitteitd ja menetelmia
sekéd oppia ymmaértdméain matemaattisen tiedon luon-
netta.”

Jotta tdmé sana tulisi lihaksi, olisi jotain tapahduttava.
Radikaalisti voisi ajatella, ettd matematiikka erotettai-
siin oppiaineesta nimeltd laskento (tai laskenta, jos se
kuulostaisi filnimméltéd). Laskemisen perustaidot ovat
vastaansanomattomasti jokaiselle tarpeen. Peruskou-
lussa ei sanaa matematiikka tarvitsisi mainitakaan. Lu-
kiossa laskento korvaisi nykyisen matematiikan lyhyen
oppiméiran. Aineessa opetettaisiin laskemaan niill ta-
voin kuin laskemista lukemattomissa tosimaailman ti-
lanteissa tapahtuu, niilld apuvilineilld, joilla laskentoa
harjoitetaan. Tilastotieteilijédt ovat hiljattain herédnneet
esittdmédn oman tieteenalansa selvempéé profilointia
myds koulussa. Tilasto-opilliset peruslaskutavat olisi-
vat luonnollista laskento-oppiaineen sisaltod. Toisaalta
lukioon perustettaisiin erityinen oppiaine matematiik-
ka, joka sitten olisikin matematiikkaa. Se olisi se "hieno’
aine, joka avaisi portit niihinkin jatko-opintoihin, joissa

Matti Lehtinen

matematiikalla todella on merkitysté. Sitd opetettaisiin
ja opiskeltaisiin nykyistd suuremmalla tinkim&ttomyy-
dellé ja kunnianhimolla. Vaatimustason nostaminen on
yksinkertainen keppi mutta myos porkkana.

Realisti toteaa heti, ettd néin pitkille ei voida men-
nd. Matematiikka on jo vakiintunut sanastoomme laa-
jassa, laskennonkin kattavassa merkityksessi. Ja onhan
valoisiakin signaaleja, vaikkapa matemaattisen ajatte-
lun elementtien tuominen jo varhaisessa vaiheessa ope-
tukseen esimerkiksi unkarilaisldhtoisissd opetusmene-
telmissé.

Suomen Kuvalehden numerossa 11/2009 on artikkeli
junnujiikiekosta. Artikkelissa tuodaan julki aivan va-
kavassa hengessd syvd huolestus siitd, ettd tasapuo-
lisuussdadnnot, joiden mukaan my6s viahemmaén lois-
tavin jadkiekollisin avuin varustetut pikkukiekkoili-
jat saavat jadaikaa, hidastavat todellisten kykyjen ke-
hitystd ja néin jopa saattavat tuhota menestyksel-
lisen uran Pohjois-Amerikan ammattilaisotteluissa jo
vuosia ennen kuin pelaaja ensi kerran voisi luistel-
la kykyjenetsijin ndkokenttdéin. Emmehéin syyllisty
jotenkin samaan virheeseen matematiikanopetuksen
tasa-arvoistamisessa heikoimman kolmanneksen kyky-
jen mukaan? Ei kai hyvin matematiikan osaajien kaa-
derin kouluttaminen ole mitenké#n arvossa verrattavis-
sa etevien urheilusirkusesiintyjien kouluttamiseen? Ma-
tematiikan opetussuunnitelmien uudistajat, jotka liene-
vit taas kerran alkamassa tyotédn, ovat vakavan teh-
tavan edessé.

Paiskirjoitus
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Derivaatan esittimisesti muutosnopeutena

Kydsti Tarvainen
Matematiikan yliopettaja
Metropolia Ammattikorkeakoulu

Tekniikan ja muiden alojen sovellutuksissa derivaat-
ta esiintyy yleensé suureen muutosnopeutena (ajan tai
jonkin toisen suureen suhteen). Yliopistojen matematii-
kan opinnoissa tdmé derivaattojen kdytdnnon sovellu-
tuksiin liittyva puoli ei juuri tule esille, miké sitten hei-
jastuu myos lukion matematiikan opetukseen. Joissain
lukion oppikirjoissa on hyvilla tavalla pyritty tuomaan
esiin derivaatta muutosnopeutena, mutta joissain kir-
joissa asia sanotaan ikd&dn kuin ilmoitusasiana, jota ei
havainnollisesti perustella. Olen monta kertaa kysynyt
uusilta opiskelijoilta, mitd derivaatta kertoo funktios-
ta. Vain muutama on osannut vastata, ja vastaus on
yleensé se, ettd derivaatta on tangentin kulmakerroin.
Jatkokysymykseen, mitd se kulmakerroin sitten kertoo
funktiosta, ei osata vastata. Vain harva on tiennyt de-
rivaatan muutosnopeudeksi.

Lukion jilkeisten jatko-opintojen kannalta olisi térke-
48, ettd niin lukion pitkéssd kuin lyhyessd matematii-
kassa opittaisiin derivaatan merkitys muutosnopeute-
na. Tekniikan opinnoissa tdmé asia tulee esiin muun
muassa seuraavissa yhteyksissé:

e Monet suureet ovat suoraan toisen suureen derivaat-
toja (esimerkiksi kiihtyvyys on nopeuden muutosno-
peus).

e Differentiaaliyhtdlot ovat erittédin térkeitd tekniikas-
sa. Ne ovat usein sellaista muotoa, jossa jonkin suu-
reen muutosnopeus riippuu muiden suureiden ar-
voista (yksinkertaisessa esimerkissé veden korkeuden

muutosnopeus [m/s] séiliossé, jossa on reikd pohjas-
sa, riippuu séiliossd olevan veden korkeudesta).

e Yhd useammin kéiytdnnon jirjestelmid kuvataan
osittaisdifferentiaaliyhtélsilld, jolloin suureet voivat
riippua esimerkiksi kolmesta paikkakoordinaatista ja
ajasta. Talloin osittaisderivaatan havainnollistami-
nen tangentin kulmakertoimena on mahdotonta; sen
sijasta on yksinkertaisesti tiedettava, etta osittaisde-
rivaatta jonkin muuttujan suhteen on muutosnopeus
tuon muuttujan suhteen, kun muiden muuttujien ar-
voja ei muuteta.

e Usean muuttujan funktion maksimointi tehdéén
usein numeerisesti, jolloin voidaan méaérittda funk-
tion muutosnopeudet kunkin muuttujan suhteen ja
niistd muodostaa gradientti, joka ndyttd suunnan, jo-
hon funktio kasvaa nopeimmin.

e Optimoinnissa on usein hyddyllistd madrittdaa, milla
nopeudella maksimiarvo kasvaa, kun resursseja lisé-
taan.

e Tekniikassa tarkastellaan laskutulosten sensitiivi-
syyttd mittausvirheiden suhteen. T&ll6in on kyse sii-
té, miten laskutulos muuttuu, kun jokin mittausar-
vo muuttuu. Naissé laskuissa kaytetdan hyvéaksi de-
rivaattoja ja osittaisderivaattoja.

Derivaatan esittdminen lukiossa tai yliopistossa muu-
tosnopeutena ei ole helppo asia (tangentin kulmaker-
roin-juttu on paljon helpompi). Seuraavassa kerron,
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miten olen ammattikorkeakoulussa liéhtenyt késittele-
m#dn derivointia, jotta tdm#i muutosnopeus-merkitys
tulisi heti selviksi. Asian esittdmiselle on monta tapaa,
mutta koska kyse on derivaatan soveltamiseen liittyvés-
té ndkokohdasta, se varmaankin tdytyy kertoa epamuo-
dollisemmin kuin yliopistojen matematiikan kurssien
formaaleissa esityksissd derivaattoja késitellddn. Jois-
sain lukion kirjoissa onkin hyvilld tavalla johdateltu
derivaattaan epdmuodollisella tavalla, ennen tasmalli-
sen madritelmén esittdmisté.

Seuraavassa tekstissé, jonka toivotaan antavan virikkei-
té asian esittdmiselle lukiossa, on hieman sekaisin asiaa
opettajille ja kopioita opiskelijoille kirjoitetusta esityk-
sestd. Lahtokohtina ovat seuraavat seikat:

e Aluksi tehdiddn selviksi, ettd funktion muutosno-
peus, kun funktion lauseke tunnetaan, on yllattavin
vaikea asia médritelld matemaattisesti. (Vastaavan-
laiset vaikeudet johtivat Zenonin nuoli-paradoksissa
sithen, etti liike sinéinsi on mahdotonta.) Siksi muu-
tosnopeus on esityksessd médritelty kolmessa vai-
heessa: 1) kun funktion kuvaaja suora, 2) derivaatan
likiarvo kun funktiosta tunnetaan erillisif arvoja, 3)
yleinen tapaus.

e Tissd toisessa vaiheessa esitetddn, miten médrite-
tddn derivaatan approksimaatio, kun funktiosta tun-
netaan vain erillisid arvoja. Téllaisia tarkasteluja ei
ole ollut tapana tehd& lukiossa. Mutta ne ovat help-
poja ja antavat konkreettista kuvaa derivaatan késit-
teestd. Nykyisin kdytdnnon sovellutuksissa ei usein-
kaan ole funktion lausekkeita, joita derivoidaan, vaan
meilld on tietokoneohjelma, joka laskee funktion ar-
voja, tai meilld on digitaalisesti saatuja néaytteitd
funktiosta. Useat differentiaaliyhtéldiden, osittaisdif-
ferentiaaliyhtéloiden ja optimointitehtévien ratkaisu-
menetelmét perustuvat sille, ettd derivaattoja ap-
proksimoidaan erotusosaméérilld tai vastaavanlaisil-
la tarkemmilla numeerisilla lausekkeilla.

e Liikkeelle lahdetéén siitéd intuitiivisesta ndkemykses-
té, ettéd jokaisessa kohdassa (eriité erikoispisteité lu-
kuun ottamatta) funktiolla on muutosnopeus ja siitd
lopulta paddytain derivaatan yleiseen méérittelyyn,
eiké edeté piainvastoin. Nojaudutaan opiskelijan fysi-
kaalisiin ja geometrisiin ndkemyksiin (funktion muu-
tosnopeus on sitd suurempi, mitd jyrkemmin funk-
tion kuvaaja nousee; jos kuvaaja on suora, funktion
muutosnopeus on vakio).

Seuraavanlainen johdatus derivaattoihin on esitetty
niin lukion pitkén ja lyhyen matematiikan suorittaneil-
le kuin my6s ammattikoulusta valmistuneille. Sitd en-
nen on lyhyesti esitetty raja-arvon késite ja merkin-
td. Derivaatan algebrallinen mééritelma on tekniikas-
sa térked, koska esimerkiksi monen differentiaaliyhté-
16n johtaminen tapahtuu algebrallisesti. Olen samaa

mieltd Matti Lehtisen [1] kanssa, ettéd derivaatan esitté-
minen graafisesti sekantti-tangenttitarkasteluilla ei ole
hyvé ndkokulma.

Muutosnopeuden matemaattisen maéai-
rittelyn vaikeus

Jokainen varmaan toteaa kuvasta 1, ettd muuttujan x
arvon kasvaessa funktio f(z) kasvaa nopeammin koh-
dassa z = 0.9 kuin kohdassa z = 0.1. Kun kerran t&s-
sé vaiheessa kysyin ammattikoulupohjaisella luokalla
(jonka oppilaat eiviit koskaan olleet kuulleet derivaatas-
ta mitéién), miten kasvunopeuden voisi mééritelld, yksi
opiskelija antoi hyvédn ehdotuksen: mitataan se kulma,
jossa funktio nousee.

15

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 1

Kuva 1. Funktion muutosnopeutta tarkastellaan intui-
tivvisestt kahdessa kohdassa.

Kun pyritaan vielda kayttokelpoisempaan ja itse asiassa
luonnollisempaan méarittelyyn, vaikeutena on se, etta
kun halutaan mééritelld funktion muutosnopeus tietys-
sé pisteessé x, funktiolla on tietty arvo téssé pisteessi,
eiké se ehdi siind muuttua.

Vanha vitsi johdattaa tdmén vaikeuden ratkaisuun. Po-
liisi pyséytti naisen, joka ajoi ylinopeutta kaupunkialu-
eella: "Te ajoitte 60 kilometrid tunnissa.” Nainen vas-
tasi: ”Se on tdysin mahdotonta, minulla ei ole edes ai-
kaa ajaa yhtd tuntia, silld tadytyy ehtid 10 minuutissa
kampaajalle.”

Auton yhteydessid kohtaamme saman vaikeuden kun
edelld: kuinka voimme puhua auton nopeudesta tietyl-
14 hetkelld, kun silld hetkelld auto on tietyssé paikassa
eiké silloin ehdi liikkua ollenkaan. Ratkaisu tdhén on
se, ettd kun puhumme auton nopeudesta jollain het-
kelld, esimerkiksi poliisin mittaamasta nopeudesta 60
km/h, niin timi tarkoittaa sitd, ettd jos auto litkkkuisi
samalla nopeudella yhden tunnin, matkaa taittuisi 60
kilometrié.
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Vastaavasti kun pyrimme mééarittelemééin matemaatti-
sesti funktion muutosnopeuden jossain pisteessd, mei-
didn on aloitettava tarkastelu siitd, kuinka funktio
muuttuu pisteen z ympéristossi. Silloin helpoin tapaus
on se, ettd funktion kuvaaja on suora eiki kayristy ku-
ten kuvassa 1.

Muutosnopeus eli derivaatta, kun funk-
tion kuvaaja on suora

Johdatteleva esimerkki. Kuva 2 esittdd, miten lam-
potila nousee aamulla. T'(t) on lampétila hetkelld ¢ tun-
tia vuorokauden alusta. Kuvaaja on suora, joten ar-
kikielelld sanoisimme, ettd lampoétila kasvaa samalla
vauhdilla koko ajan.

Lampétila T ajan t funktiona
32

N N w
(=] © o

N
N

Lampétila T (yksikké °C)
N

20

Aika t (yksikké h)

Kuva 2. Lampétila T ajan t funktiona. Funktion F(t)
on toinen tapaus, jossa limpdotila kasvaa nopeammin.

On térked huomata, ettd voimme puhua kolmesta eri
asiasta:

1) Lampétila tietylld hetkelld. Esimerkiksi kello 1
lampotila T on 22°C eli T(1) = 22°C.

2) Lampotilan muutos tietylld aikavililla. Esi-
merkiksi kahden tunnin aikana kello 1:sté kello 3:een
lampotila nousee 4 °C, kun taasen esimerkiksi kello
1:sté kello 4:een ldmpotila nousee 6 °C.

3) Lampdétilan muutosnopeus. Edellisen kohdan
mukaan lampotila T nousee kahden tunnin aika-
na 4 °C. Siten yhdesséd tunnissa lampétila nousee
2 °C. Koska lampotila kuvan mukaisesti kasvaa sa-
malla nopeudella koko ajan, sanomme, ettd lampoti-
lan muutosnopeus on 2 °C/h jokaisella ajanhetkelld
t.

Merkintd. Yleisesti funktion f(z) muutosnopeus eli
derivaatta on erilainen muuttujan z eri arvoilla eli muu-
tosnopeuskin on z:n funktio, jolle kiytetdéin esimerkik-
si merkintsja f'(z) tai %(x) tai Df(z).

Lampoesimerkin tapauksessa derivaatta on kuitenkin
sama kaikilla ¢:n arvoilla:

T'(t) = 2°C/h

tal toisin merkiten

T .
= (1) =2°C/h.

On hyva merkité yksikot, koska nekin muistuttavat sii-
td, ettd kyse on muutosnopeudesta.

Siirtydksemme késittelemédn yleisempédéd tapausta ja
yleisia merkintojé, todetaan kuvassa 1, ettd kolmioi-
den yhdenmuotoisuuden perusteella sama muutosno-
peus 2 °C/h saadaan my6s tarkastelemalla mielivaltai-
sen suuruista aikavilid At ja sen aikana tapahtuvaa
lampotilan muutosta AT (katso kuva 1): muutosnopeus
saadaan erotusosamdéérind AT/ At.

Yleinen tapaus, jossa kuvaaja on suora

Muissakin tapauksissa [katso kotitehtdvit jiljempéni]
funktiolle f(x), jonka kuvaaja on suora, on luonnollis-
ta mééritelld muutosnopeus eli derivaatta f'(z) seuraa-
vasti erotusosaméérané, jolloin lasketaan kuinka paljon
funktio f(x) muuttuu yhtd z:n yksikkod kohti:

A
fa) =52

(huom. kuvaaja suora)

jossa Af on funktion arvon muutos, kun muuttujassa
x tapahtuu muutos Az, eli matemaattisesti:
Af = f(xo+ Az) — f(xo) (uusi funktion arvo
miinus aiempi arvo),

jossa g on jokin x:n arvo. Téssé, kuten lampoesimer-
kissd, kaikilla kohdan z¢ ja z:n muutoksen Az valin-
noilla saadaan sama derivaatan arvo. Kuva 3 havain-
nollistaa merkintojé.

Téassd on kiytetty sanontaa, ettd erotusosamadri %
ilmaisee funktion f(z) muutoksen muuttujan x "yhta
yvksikkod kohti”: esimerkiksi lampoesimerkissa 1&mpo-
tilan muutos on 2 °C tuntia kohti ja autoesimerkissé
matkamittarin lukeman muutos on 60 kilometrid tun-
tia kohti (vaikka tunnin verran ei ajettaisikaan).

Yleensi ajatellaan ja kiytetddn positiivista Az:n ar-
voa, mutta sama derivaatan arvo saadaan negatiivisel-
lakin Ax:lla, silld silloin myos funktion muutoksen A f
merkki muuttuu.
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Kuva 3. Funktion f(x) kuvaaja on suora. Kohdassa xg
muuttujaan x on tehty muutos Ax, josta asheutuu funk-
tion arvoon muutos Af.

Derivaatan likiarvo, kun funktiosta tun-
netaan tai lasketaan vain erillisii arvoja

Nykyédéan lampoétila ja muut suureet mitataan yleen-
sé digitaalisesti ottamalla suureesta ndytteitd erillisi-
ni (diskreetteind) ajankohtina, jolloin funktiosta tun-
netaan vain joukko arvoja. Talloin meilld ei ole edel-
listen kuvien mukaista kuvaajaa funktiolle eikd mitdan
algebrallista lauseketta funktiolle.

My6s monissa tietokonesovellutuksissa funktiolle ei ole
kéaytossd kuvaajaa tai algebrallista lauseketta, vaan ti-
lanne on se, etté tietokoneohjelmalla voidaan laskea ku-
takin muuttujan x arvoa kohti funktion f(x) arvo. Jos
olemme téllaisessa tapauksessa laskeneet funktion f(x)
arvoja joillain x:n arvoilla, tilanne on oleellisesti sama
kuin kuvassa 4, jossa on erillisind ajankohtina mitattu-
ja lampotilan T arvoja.

AT

. At

t

Kuva 4. Funktiosta T(t) on ndytteitid. Kun siirrytidin
ajankohdasta t seuraavaan ajankohtaan, aikavili on At
ja lampdétilan muutos on AT .

Lampotila T on téssé ajan ¢ funktio T'(¢), mutta meil-
14 on tiedossa siitd vain erillisid arvoja. Lampotiloissa
ei yleensé tapahdu &killisid muutoksia, vaan lampdétila

muuttuu lyhyelld aikavélilla 1dhes suoraviivaisesti — si-
té tarkemmin mité lyhyempi aikavili on. Oletetaan, et-
td lampotilaa on mitattu lyhyin aikavélein ja ettd siten
lampotilafunktion T'(¢) kuvaaja on lihes suoraviivainen
mittausarvojen valilla.

Jos kuvaaja olisi tdysin suoraviivainen aikapisteen t
ympéristossi ja koko aikavililld [t,t + At], edellisen
kohdan mukaisesti lampétilan derivaatta ajanhetkelld
t olisi AT/At, jossa AT on limpétilan muutos kysei-
selld aikavililli (katso kuva 4). Todennékoisempéé on,
ettd lampotila ei ole muuttunut aivan suoraviivaisesti,
tasaisella nopeudella. Yleisesti erotusosaméird AT /At
antaa siten likiarvon derivaatalle ajanhetkelld t eli

AT
T(t) ~ =—,
®) At
jossa AT on siis lampotilan muutos ajanhetkesti ¢
ajanhetkeen t + At.

Kuva 5 havainnollistaa tété likiarvon laskentaa. Jatku-
va kédyra on lampotilan kuvaaja; pallot ovat mittausar-
voja, jotka ovat kdytettavissid. Edelld oleva derivaatan
likiarvo on saatu ajattelemalla, ettd lampotila muut-
tuisi tasaisella nopeudella mittausarvojen viililla (kat-
koviivat). Kuvasta nihdéiéin, ettéd ajanhetkelld ¢ = 1 oi-
kea lampdotila nousee hieman jyrkemmin kuin katkovii-
va, joten likiarvolasku antaa oikeaa arvoa hieman pie-
nemmaén derivaatan arvon téssd esimerkissd. Kuvasta
voi hahmottaa, ettd jyrkkyysero pienenee ja likiarvo
paranee, jos seuraava t:n arvo (joka kuvassa on 2), on
ldhempéné pistettd ¢ = 1, jossa derivaattaa madritaédn.

4
3.5 T
af ,
251 T
2 oikea ]
lampétilafunktio T(t)
151 1
| derivaatan |
1 likiarvolaskussa
ajateltu lampatilan
kulku
0.5 T
t
0 " " " " " " "
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

Kuva 5. Limpdtilafunktio T(t) ja derivaatan likiarvon
laskemisessa ajateltu limpdtilan kulku (katkoviiva).

Derivaatan yleinen matemaattinen méaa-
ritelméa

Matematiikassa voidaan maéaritellda hyvinkin erikoisia
funktioita, mutta kiytdnnossi esiintyvit funktiot ovat
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kahta tapausta lukuun ottamatta sellaisia, etté ne pie-
nelld muuttujan valilla muuttuvat ldhes suoraviivaises-
ti — sitd tarkemmin mitd pienempédd muuttujan valid
tarkastellaan, jolloin lyhyesti voi sanoa, ettd funktio
muuttuu paikallisesti suoraviivaisesti. Kuvassa 6 néky-
vét esimerkit néistd poikkeustapauksista.

Kuva 6. Kohdat a ja b, joissa funktio ei muutu paikal-
lisesti suoraviivaisesti.

Pisteesséd a funktion kuvaajassa on kulma. Esimerkik-
si jos kyseessé on vesiséilion vedenkorkeus, vedenpinta
on noussut hetkeen a mennessi, mutta hetkelld a vet-
téd on alettu poistaa séiliostd ja vedenpinta on alkanut
laskea.

Pisteessd b taasen funktiossa on hyppéyksellinen epé-
jatkuvuus. Téllaista epadjatkuvuutta ei voi tapahtua ve-
denpinnan korkeudessa, mutta esimerkiksi jos kyseessé
on ldmmonjohtavuus paikan funktiona, epéjatkuvuus
laimmonjohtavuuteen tulee materiaalin vaihtuessa toi-
seen.

Lukuun ottamatta tidméntapaisia kulmatapauksia
ja epédjatkuvuustapauksia, kdytdnnon sovellutuksissa
esiintyvit funktiot ovat sellaisia, ettd paikallisesti ne
muuttuvat suoraviivaisesti (vertaa siihen, ettd maapal-
lo néiyttdd paikallisesti pannukakulta). Seuraava esi-
merkki havainnollistaa asiaa.

Esimerkki. Tarkastellaan funktiota f(r) = 23 — 10z.
Tehtévéind on madrittaéd sen derivaatta kohdassa v = 4
eli f/(4). Oheisen kuvasarjan ylimmésséi kuvassa funk-
tion kuvaaja on piirretty vililli [2, 5]. Kuvaan on piir-
retty myos tangentti, kun z = 4. Ndemme funktion
kuvaajan kaartumisesta ylospéin, ettd funktion muu-
tosnopeus kasvaa kuvan alueella.

Seuraavassa osakuvassa funktion kuvaaja on piirretty
pisteen x = 4 pienemmésséd ympéristossi [3.5,4.5]. Ku-
vassa on myGs sama tangentti. Talld vélilla funktion
muutosnopeuden lisdys on varsin vih&istd, muutosno-
peus on ldhes vakio.

Alimmassa osakuvassa funktio ja tangentti on piir-
retty vield pienemméssé pisteen x = 4 ympéristossa
[3.99,4.01]: nyt funktion kuvaaja on niin suora, ettd

téssd kuvassa sité ei voi erottaa tangentista. Funktion
muutosnopeus kasvaa talld valilld niin vihan, etté piir-
tdmistarkkuuden rajoissa se ei tule esiin. Toisin sa-
noen tilld pienelld valilld funktion muutosnopeus on
lahes sama joka pisteessd, ja tapaus on melkein sama
kuin aluksi tarkasteltu tapaus, jossa funktion kuvaaja
on suora. Siten hyvén likiarvon muutosnopeudelle vi-
lin joka pisteessd, ja erityisesti kohdassa x = 4, saa
kun laskee suoran tapauksen mukaisesti, kuinka paljon
funktio muuttuu yhtd x:n yksikkoa kohti, kun siirry-
tadn esimerkiksi pisteestd x = 4 esimerkiksi pisteeseen
x = 4.001, jolloin x:n muutos Az = 0.001. Siis

__ f(4.001) — f(4)

!
F)~ 0.001
~(4.001% — 10 - 4.001) — (43 — 10 - 4)
B 0.001
= 38.012

Tatd sanotaan keskimééaraiseksi muutosnopeudeksi vi-
lill& [4,4.001].

100 T T T T T
0 7/
-100 ‘ : ‘ ‘ ‘
2

60 T T T T T T T T
401 1
201 1

24.5

241 T

23.5
3.99 3.992 3.994 3.996 3.998 4  4.002 4.004 4.006 4.008 4.01

Kuva 7. Funktion f(z) = 2° — 10z kuvaajan zoomauk-
sia kohdan x = 4 ympdristossa.

Kun tarkasteluvilid vield pienennetéén, funktion muu-
tosnopeus ehtii muuttua vield vihemmén, jolloin &s-
keisen kaltainen lasku antaa vield tarkemman likiarvon
funktion muutosnopeudelle vilin jokaisessa pisteessé ja
erityisesti pisteessd x = 4.

Jos esimerkiksi tarkastelemme funktion muutosta, kun
2 muuttuu arvosta 4 arvoon 4.0000001, jolloin x:n muu-
tos Az = 0.0000001, saamme samanlaisella laskulla
kuin edelld derivaatan f/(4) likiarvoksi:

£/(4) ~ 38.0000012

Edelleen vield tarkemmin muutosnopeuden pisteessé
r = 4 saamme, kun tarkastelemme vield pienempié
x:n muutoksia Az. Derivaatta méiritelliinkin mate-
maattisesti sind keskimééréisen muutosnopeuden raja-
arvona, jota ldhestytddn, kun z:n muutos Az lihestyy
0:aa.
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Derivaatan matemaattiseen maéritelmédn siséltyy se,
ettd tAmi raja-arvo on sama muutoksen Az sekid po-
sitiivisilla ettd negatiivisilla arvoilla. Tdmé& vaatimus
on fysikaalisestikin ajatellen selvi: esimerkiksi edelld
kuvassa 6, jossa kohdassa a kuvaajassa on kulma, on
sen vasemmalla puolella eri muutosnopeus kuin oikeal-
la puolella eiki fysikaalisesti sen takia ole mielekésta
puhua muutosnopeudesta pisteessd a. Samanlainen ti-
lanne on kuvan 6 erikoispisteessi b.

N&in on havainnollisesti perusteltu derivaatan méaari-
telméd, joka matematiikassa on otettu kayttoon:

Misaritelmi. Jos funktio f(x) on mééritelty pisteen
o ympdaristossd, derivaatta pisteessd xg médritelladin
raja-arvona:

Af

y .

= 1 _
fwo) = i, Ry
jossa Af = f(zo + Ax) — f(xo), edellyttéen ettéd raja-
arvo on olemassa ja direllinen (raja-arvo voi olla #é-
reton, mutta sitd ei hyviksytd derivaataksi, koska se

sotkisi derivointisa#annot).

Kun tiatd masritelmés sovelletaan edellisen esimerkki-
tapauksen funktioon f(x) = 2® — 10z, saadaan suo-
raviivaisilla laskuilla: f/(4) = 38. Kuten edelld néhtiin,
erotusosaméiran avulla saadut likiarvot lahestyivét téa-
téd tarkkaa arvoa.

Derivaatan geometrinen tulkinta

Derivaatan tulkinta tangentin kulmakertoimena on jos-
kus hyodyllinen. Témé tulkinnan ndemme kuvasta 7
(etenkin alin osakuva): funktio jossain pisteessi ja pis-
teeseen piirretty tangentti kasvavat samalla vauhdilla.
Tangentin kulmakerroin on itse asiassa médritelty sa-
malla tavalla kuin derivaatta (tai timé ominaisuus voi-
daan johtaa), joten piitee, ettd funktion derivaatta jos-
sain pisteessé on yhtd suuri kuin vastaavaan kuvaajan
pisteeseen piirretyn tangentin kulmakerroin. Kuvan 6
erikoispisteissé a ja b, joissa ei ole derivaattaa, ei my0s-
ka#n ole yksikésitteisid tangentteja.

Fysikaalinen perustelu derivaatan mééari-
telmaille

Edelld derivaatan yleinen mééritelmé raja-arvona pe-
rusteltiin geometrisesti. Asiaan voidaan liittad myos fy-
sikaalisia perusteluita, jotka on havainnollisinta esittda
nopeuden avulla. Olkoon f(z) matka, jonka auto on
kulkenut jostain alkuajasta ajanhetkeen x. T&ll6in ero-
tusosaméiri (f (zo + Az) — f(x0))/Ax on auton keski-
nopeus aikavélilld [zg, zo + Ax]. Ajatellaan esimerkik-
si tapausta, jossa aikavilin pituus Az on 100 sekun-
tia ja auton nopeus kasvaa tilloin arvosta 50 km/h ar-
voon 52 km/h. Keskinopeus on silloin ndiden nopeuk-

sien vilill4, suuruusluokkaa 51 km/h. Pidetéin ajan-
hetked xg, jolla hetkelld auton nopeus on siis 50 km/h,
koko ajan samana, mutta ajatellaan pienempié aikava-
leja Ax. Esimerkiksi, jos se on 1 sekunti, auton nopeus
on ehtinyt kasvaa arvosta 50 km/h esimerkiksi vain ar-
voon 50.02 km/h, jolloin keskinopeus on suuruusluok-
kaa 50.01 km/h. Edelleen jos tarkastellaan 0.001 se-
kunnin pituista aikavilid Az, auton nopeus on ehtinyt
kasvaa vield vihemmén, ehkd arvoon 50.00002 km/h,
jolloin keskinopeus télld aikavililla on suuruusluokkaa
50.00001 km/h. Néin ndemme fysikaalisesti, ettd kun
aikavilin pituus Az lihenee nollaa, keskinopeus tilla
vélilld ldhenee auton nopeutta hetkelld xg. Siten jos
tunnemme auton ajaman matkan f(z), auton nopeus
eli ajetun matkan muutosnopeus saadaan samanlaise-
na keskiméaraisen muutosnopeuden raja-arvona kuin
edelld geometrisin perusteluin.

Kotitehtavia

Edelld kisiteltyihin kohtiin voidaan liittd& esimerkiksi
seuraavantapaisia kotitehtavié.

Kuvaaja suora. Voidaan antaa kuvan 2 mukaisia ta-
pauksia:

1) Auton matkamittarin lukema [km| ajan [h] funk-
tiona. Pyydetddn médrittdmasan derivaatta ja ky-
sytddn, miksi sitd arkieliméssd sanotaan (nopeus;

v(t) = $'(t)).

2) Auton nopeus [m/s] ajan [s] funktiona. Pyydetéén
midrittaméan derivaatta ja kysytdan, miksi sitd ar-
kieldmiissd sanotaan (kithtyvyys; a(t) = v'(¢)).

3) Verojen miéird [euroja] tulojen [euroja] funktiona
(kuvaaja voi olla paloittain suoraviivainen, kuten
muissakin esimerkeissi). Pyydetdin méédrittamadn
derivaatta suurimmilla tuloilla ja kysytdan, miksi
sitd 100:1la kerrottuna arkieldméssi sanotaan (mar-
ginaaliveroprosentti).

4) Talon energiamittarin lukema [kWh] ajan funktio-
na [h]. Pyydetdin madrittdmédn derivaatta ja kysy-
tddn, miksi sitd arkieldméssd sanotaan (teho [W]).

5) Siiliossd on vettd ja sitd tulee lisdd putkesta. An-
netaan s#ilissi olevan veden midird [m®] ajan [h]
funktiona. Pyydetddn méaédrittdméain derivaatta ja
kysytédn, miksi sitd arkielimiissi sanotaan (virtaa-
ma [m3/h]).

Derivaatan likiarvo. Voidaan antaa kuvan 4 mukaisia
tapauksia, jotka voivat olla samanlaisia sovellutuksia
kuin suoran tapauksessa, nyt vain funktion arvot on an-
nettu erillisilld argumentin arvoilla. Toinen térkeé teh-
tavatyyppi on sellainen, jossa annetaan funktion lause-
ke, joka voi olla varsin monimutkainenkin useita alkeis-
funktioita siséltdvi, ja pyydetdin laskemaan jossain



12

Solmu 2/2009

pisteessé derivaatan likiarvo, kuten edellé laskettiin li-
kimé#éirin funktion f(x) = 2% — 10z derivaattaa f’(4).
Télloin voidaan tehdé kokeiluja, miké vaikutus kayte-
tylld Az:n suuruudella on. Periaatteessa on sitd parem-
pi, mité pienempi Az on. Mutta sen takia, ettd laskimet
ja tietokoneet esittavat luvut vain tietylla tarkkuudel-
la, lilan pieni Ax:n arvo heikentéé laskentatarkkuutta
pyoristysvirheiden takia. Lopulta jos esimerkiksi zg = 1
ja Az = 10716, niin zg + Az = 1.0000000000000001.
Jos laskimen tai tietokoneen muistipaikkoihin mahtu-
vat vain 16 ensimmaéistd numeroa, niin viimeinen ykko-
nen ei sovi muistiin, ja tdméa luku pyoristyy 1:ksi, jolloin
derivaatan approksimaatioksi tulee 0. Nyrkkisdannon
mukaan tietokoneohjelmissa yleenséd tarkimman deri-
vaatan arvon saa, kun kiyttii Azm arvoa 1078 . Las-
kimissa, joissa lasketaan noin 12 numerolla, vastaava
optimaalinen arvo on luokkaa 107%. Laskimissa, joissa

on numeerinen derivointi, voi saada valita Az:n arvon,
mutta laskimet kiyttavit erotusosaméiriaé tarkempaa
menetelméid (esim. ns. keskeisdifferenssiii), jolloin paras
Az:n arvo on yleensi paljon suurempi (esim. 107%).

Derivaatan geometrinen tulkinta. Tdhén kohtaan
voi liittdd samanlaisia kéytdnnon sovellutuksia kuin
edelld on mainittu, nyt vain kuvaajat eivét ole suoria.
Tehtédvand on madrita derivaatan likiarvo jossain pis-
teessd piirtamalla tangentti ja méaarittamélla sen muu-
tosnopeus, kulmakerroin.

Viitteet

M. Lehtinen: Nelji tietd derivaattaan. Solmu 1/20009.
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Derivaatta — turhakkeesta sanataiteeksi

Maisa Spangar
Kiimingin lukio

Silloin talloin kuulee jonkun jo koulunsa lopettaneen
ihmisen muistelevan, etté olihan sitd matikkaakin ai-
ka paljon. Jos tarina jatkuu tyyliin "En miné siitd mi-
tddn ymmaértanyt”’, seuraavat sanat ovat todennakoi-
sesti "enké ole tydssdni mihinkédan tarvinnutkaan”. Ker-
ronnassa saattaa joskus aistia jopa suoranaista ylpeyt-
té. Kertojalta voisi tietenkin myotétuntoisesti kyséisté,
oppiko hén kuitenkin lukemaan ja/tai kirjoittamaan,
mutta se taas kuulostaisi jostain syysté suorastaan sol-
vaukselta.

Miksi néin? Lukemista, laskemista ja kirjoittamista
on aina pidetty perustaitoina, joita myos harjoitellaan
koulun alusta alkaen. Niistd taidoista kuitenkin vain
matematiikan tarve saatetaan myohemmin kyseenalais-
taa ja silloinkin usein sellaisten ihmisten toimesta, jot-
ka eivét varsinaista matematiikkaa ole koskaan opis-
kelleetkaan, vaan laskentoa, josta on turhan aikaises-
sa vaiheessa ruvettu kidyttdméin sanaa matematiikka.
Laskento olisi ihan kunniallinen termi, ja laskento eh-
k& enemmén miellettéisiin myos elaméssé tarpeelliseksi
taidoksi.

Kun sitten hivuttaudutaan enemmsén matematiikkaan,
tuntuu, etta kéasitys derivaatasta ja sen tarpeellisuudes-
ta on aika hatara kohtuullisen suuresta asiaan kiytetys-
ta tuntimédridstd huolimatta. Yhteys tangentin kulma-
kertoimeen nédyttiisi pysyvan mielessé, mutta kun pu-
huu jonkin asian muutosnopeudesta ilman tarkastelta-
vaa funktiota, silld ei ymmaérretd olevan tekemisté de-
rivaatan kanssa. Keskitymmeko ehké liiaksikin tutki-
maan méiritelmén nojalla erilaisten patologisten funk-

tioiden jatkuvuutta ja derivoituvuutta annetussa pis-
teessd? Taito tietysti sekin, mutta kokonaisuus ei saisi
hamaértyé yksityiskohtien tankkauksessa.

Hatkdhdyttavimman derivaattalausunnon kuulin yli
kymmenen vuotta sitten erdissd koulumme juhlassa,
jossa juhlapuhuja, silloinen kansanedustaja Niilo Ke-
rdnen listasi, mitd hyodyllistd koulussa oppii. Sen jil-
keen hén totesi, ettd turhaakin sielld opiskellaan ku-
ten jotakin derivaattaa, jota ei kukaan maailmassa tar-
vitse mihink&dn. Téallainen lausunto humanistin suusta
kirvonneena ei ole mitenk#dén epédtavallinen, mutta nyt
oli kyseessa ladkarikoulutuksen saanut henkils, joka to-
dennékoisesti oli aikanaan saanut pitkdn matematiikan
suorittamisesta tukun pisteité ladkikseen sisddnpéadsya
avittamaan.

Juhlapuheen sekaan ei voi kommentteja heittda. Sil-
td istumalta pédtin kuitenkin tehdéd omalta osaltani
jotain ylimadriistakin asian hyvéksi: oppilaani saavat
joka vuosi kirjoittaa aineen derivaatasta ja sen mer-
kityksesté, eikd kirjoituksessa saa olla yhtdin kaavaa.
Niin on tapahtunutkin ja olen lukenut monia ansiok-
kaita kirjoituksia aiheesta. Pari vuotta sitten ehdotin,
ettd asian voi aineen sijasta kiteyttdd myos japanilai-
seen haiku- tai tankamuottiin. Haiku on kolmirivinen
runo, jossa saa riveittdin olla tavuja viisi, seitsemén ja
viisi. Tankassa puolestaan on viidelld rivilld tavuja vii-
si, seitsemén, viisi, seitsemén ja viisi. En viita, ettd
derivaatan merkitys olisi tamén jélkeen kultakirjaimin
mieleen painunut. Uskon kuitenkin tietoisuuden siité,
ettd derivaatalla ylipdénsd on maailmassa jokin merki-
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tys, pysyvéan oppilaiden mielessi. Eivat ainakaan my6-
hemmaéssé eldméssi padstelisi suistaan sammakoita.

Vuoden 2008 haiku- ja tankasatoa:

Derivaatalla
esitetdéin funktion
muutosnopeutta.

Mikko Mourujarvi

Derivaatalla
on moniakin kivoja
sovelluksia.

Tapio Viisdnen

Derivaatta on
matikan hyodyllisin
osa-alue.

Tuomas Kosola

Funktion arvo
taloudellisimmillaan
voidaan laskea
derivaatan avulla.
Fiksu kauppias!

Taija Ylitolva

Kéyran pisteeseen,

vallan mielivaltaiseen
tehdyn tangentin

jyrkkyys voidaan méérittaa
derivaatan avulla.

Samuli Honkaniemi

Derivaatalla

tutkitaan myos funktion
kasvutahtia
kayttamalla hyviksi
kulmakerrointa.

Susanna Kynsilehto
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Matematiikasta, mallittamisesta - ja taloustieteesti, osa 2

Mai Allo
VTL, ekonomisti, mai.allo@helsinki.fi

Globalisaation ongelmista suoran yhtéa-
166n

”Kansainviliselld kaupalla maailma vaurastuu. — Miksi
sitten osa kansakunnista on edelleen koyhia?”

"Globalisaatio tuo mukanaan paljon hyvia kaikille.
— Mutta entd ympéristétuhot?”

"Siirtyyko kaikki tuotanto Kaukoitdan?”

Jokainen meistd pohtii joskus kansainvilisen kaupan
kiemuroita. Y1la esitetyn kaltaisia véittamia ja kysy-
myksid tulee mieleen esimerkiksi ldhimarketin hedel-
maétiskilla. Sielld kun pitdd paattai, nosteleeko pussiin-
sa Chiquitaa, reilun kaupan banaaneja vai kotimaista
lanttua.

Ja matematiikkako siis auttaisi ratkomaan globalisaa-
tion ongelmia? — Kylld vain! Kansainvilisen kaupan
teoria ja tutkimus kuuluu kansantaloustieteen alaan ja
ekonomistien tyokenttdéin, johon tutustuimme Solmun
edellisessé numerossa 1/2009. Samassa yhteydessi kii-
vimme ldpi mallittamisen perusteita ja taloustieteen
matemaattisia sovelluksia. Jatkamme nyt samasta ai-
heesta.

Kansantaloustiede tarjoaa useita ldhestymistapoja
kansainvilisen kaupan ja valuuttaliikkeiden seké niiden
seurausten analysoimiseen.

Yksi niistd on suhteellisen edun teoria, jota alkoi kehit-
téa David Ricardo -niminen ekonomisti kolmatta sataa

vuotta sitten. Sen paikkansa pitdvyyttd on testattu ko-
keellisesti, ja se selittda vield tédndkin paivand huomat-
tavan osan kansainvélisen kaupan tapahtumista.

Kasittelemme suhteellisen edun teoriaa useasta syysta.
Ensinnékin, se on yksi kansantaloustieteen vahvimmis-
ta teorioista, jonka pelkistetyinkin muoto johtaa sel-
keisiin tuloksiin ja tarjoaa mielenkiintoisia tulkinnan
mahdollisuuksia. Toiseksi, arkikeskustelussa ja medias-
sa kyseinen teoria esitetddn usein viirin. Kolmanneksi,
yldasteen matematiikka riittda suhteellisen edun teo-
rian perusteiden ymmartdmiseen. Matemaattisen mal-
lin kun ei tarvitse olla pelottavan nikoistd salakirjoi-
tusta, vaan jo hyvin yksinkertaisin keinoin péastain
kiehtoviin sovelluksiin. Neljanneksi, suhteellisen edun
teorian sovellukset eivét rajoitu valtioiden vélisen kau-
pan analyysiin. Samaa teoriaa voi kdyttdd my6s yh-
den maan sisédisten tai vaikka perheenjisenten vilisten
tyonjakokysymysten ratkaisemiseen.

Tutustutaan aluksi kyseisen teorian paavaittamasn, jo-
ka kuuluu karkeasti ottaen néin:

Maat erikoistuvat tuottamaan ja viemé#dn niitd hyo-
dykkeitéd, joissa niilld on vaihtoehtoiskustannuksien
eroavuuteen perustuva suhteellinen etu.

Néin toimien kaikki osapuolet hyotyvét, koska vauraus
kasvaa — keskim&drin. Koska vauraus kasvaa keskiméé-
rin, tarkoittaa se, ettd vaihdannassa (kaupassa) voi olla
voittajia ja hévidjia. Mutta vaihdannasta saatava hyo-
ty (vaurauden lisdys) on niin suuri, ettd jos "voittajat”
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kompensoisivat “hévigjille”, saisivat kaikki ainakin va-
hén enemmén kuin ennen vaihdantaa.

Melkoinen vaittdmaé, vai mita? Siitd voisi vetédd sen joh-
topéditoksen, ettd joidenkin kansakuntien koyhyys ei
johdukaan kauppasuhteista tai suhteellisen edun mu-
kaisesta toiminnasta sinénsé, vaan siité, ettd me ihmi-
set olemme jakaneet kaupankédynnin tarjoamat hycdyt
epdtasaisesti.

Suhteellisen edun teoria kertoo, miké olisi paras tapa
"kasvattaa yhteistd kakkua”. Se ei kerro, miten kakku
tulisi jakaa, vaan auttaa ainoastaan padtteleméén, mil-
14 tavoin potentiaalista jaettavaa saadaan eniten.

Tama4 el tietenkéddn tarkoita sitd, ettd kysymykset tu-
lonjaosta tai oikeudenmukaisuudesta olisivat vihem-
maén téarkeitd. Mutta ne ovat arvovalintoja, jotka luul-
tavasti eivit ratkea yksiselitteiselld tavalla minkaén tie-
teenalan keinoin.

Néin ollen tyydymme etsiméén vastausta siithen, miten
saadaan suurin mahdollinen ja jollakin tavalla mitat-
tava tuotos, kun voimavarat ovat rajalliset. Kyse on
siis pohjimmiltaan optimoinnista, jota késittelin Sol-
mun edellisessd numerossa.

Rakennamme nyt yhdessi mallin suhteellisen edun mu-
kaisesta tyonjaosta.

Kun malli on valmis, koetamme sen avulla vastata
esittdmiimme kysymyksiin — kuten siihen, tuotetaanko
kohta jokainen tavara tai palvelu Kiinassa tai Pakis-
tanissa. Ja ennakkovastauksena kirsimattomimmille ja
kiireisimmille lukijoille paljastan jo téssé, ettd vastaus
on suhteellisen edun teorian mukaan: ei.

Mallittaminen alkaa oletuksista

Lahdemme liikkeelle seuraavista oletuksista:
I) maailmassa on vain kaksi ihmisté, ja

IT) he tarvitsevat eldiikseen tarkalleen kahta asiaa eli
hyodyketta

IIT) kumpikin ihmisistdmme — eli taloudellisesta toimi-
jastamme — osaa tuottaa niitd kahta hyodyketta

IV) mallimme kahden ihmisen — toimijan — aika ja ky-
vyt ovat rajalliset

Oletukset I), IT) ja III) on tehty siksi, ettd malliamme
on helpompi kisitelld kaksi- kuin moniulotteisena. Ole-
tus IV) tuntunee lukijastakin aivan todellisuutta vas-
taavalta: ovathan aikamme ja kykymme rajatut myos
oikeassa maailmassal

Tarkennamme nyt oletuksiamme ja nimedmme mallim-
me toimijat ja hyodykkeet. Néin tyoskentely on muka-
vampaa. Mallihenkilomme olkoot Maija ja Matti. Ol-
koon toinen hyddyke kalaa ja toinen marjoja. Laskies-
samme kdytdmme niistéd kirjainlyhenteitd K ja M.

Oletamme Maijan tyokyvyn seuraavanlaiseksi:

V) jos Maija kéyttda koko tybaikansa ja tarmonsa ka-
lastamiseen, saa hdn maksimissaan kolme (3) kiloa ka-
laa. T4lloin héneltd ei tietenkédn riitd enédéd aikaa eiké
voimia marjojen etsimiseen. Mutta jos hén keskittyy
pelkkéin poimimiseen, pystyy hén kerdédmiiéin kaksi (2)
litraa marjoja. Silloin héin ei ehdi kalastaa lainkaan.

Entéd mita oletamme Matista?
Kuulukoon oletus nain:

VI) jos Matti keskittyy vain kalastamaan, nousee me-
restd kaksi (2) kiloa saalista, mutta jos hiin kyykkii ko-
ko tyoaikansa marjametséssé, hidn saa tdyteen kolmen
(3) litran kopan.

Taulukoidaan Maijan ja Matin voimavaroista ja kyvyis-
téd tekemémme oletukset V) ja VI).

Hyodyke | max M max K
Maija 2 3
Matti 3 2

Taulukko I.

Maija ja Matti voivat tuottaa myos seké kalaa ettd mar-
joja eli jonkin kombinaation kalasta ja marjoista. Mut-
ta koska tyGaika ja -kyvyt on jo oletettu rajallisiksi,
seuraa siitd, ettd jos kumpi tahansa toimijamme halu-
aa kalaa enemmén, tdytyy hédnen tyytyd pienempédn
marjamidrain, ja painvastoin.

Luokaamme nyt kahden hyddykkeen, marjojen ja ka-
lan, (M, K)-koordinaatisto, jossa tutkimme Maijan ja
Matin talouksia.

Aloitamme Maijasta. Seuraavassa (M, K)-koordinaa-
tistossa pisteet (0,3) ja (2,0) kuvaavat niité tilanteita,
jossa, Maija tuottaa vain jompaa kumpaa hyodykettd
(vertaa taulukkoon I).

K
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Kun yhdistimme nuo pisteet, saamme suoran!, jonka
yhtélo on

3
K =-ZM+3, (1)
graafisesti esitettyna
K
(0,3)
(2,0)
' M
Kuva 1.

Jos yhtilo (1) symboleineen tuntuu hankalalta, kuvit-
tele mieleesi matematiikankirjasi standardikoordinaa-
tisto, jossa K:n paikalla on y ja M:n paikalla x.

Yhtilo (1) on nimeltdin Maijan talouden tuotantomah-
dollisuuksien kédyri. Se kertoo, millaiset ovat Maijan
tuotantomahdollisuudet, jos hin toimii yksin. Kaikki
pisteet, jotka sijaitsevat suoralla, kuvaavat tehokasta
toimintaa. Tehokas kuuluu kansantaloustieteen termei-
hin ja se tarkoittaa tésséa sitd, ettd Maija kayttaa tyo-
aikanaan kaikki voimavaransa ja saa néin olemassa ole-
villa voimavaroillaan niin paljon kalaa ja marjoja kuin
mahdollista. Pisteet, jotka sijaitsevat suoran oikealla
puolella, siis joille péatee

K>—2M—|—3

eiviit ole Maijan resursseilla saavutettavissa lainkaan
(oletus V). Jos taas

K<—;M+3,

kuvataan tehotonta toimintaa. Suoran ja koordinaat-
tiakselien rajaaman kolmion sisdpuolelle jaavia pistei-
td nimitdmme tehottomiksi siksi, ettd Maija voisi saa-
da kéytettavissa olevilla kyvyilliin enemmén jompaa
kumpaa hyddykettd luopumatta silti toisesta.

Ja nyt Matin talouteen. Oletuksen VI) ja taulukon I
perusteella Matin kalastusmaksimia kuvaa (M, K)-ava-
ruuden piste (0, 2) ja suurinta mahdollista marjastuska-
pasiteettia piste (3,0). Matin omavaraistaloutta kuvaa
néin ollen yhtalo

2

joka graafisesti esitettynéd néyttiad téllaiselta

(3,0)

M

Se toimii samoin periaattein kuin Maijankin: tehokkaat
pisteet sijaitsevat suoralla, tehottomille pétee

2
K < —gM + 2,
kun taas pisteité, joille pétee
2
K> —gM + 2,

Matti ei omin voimin endé saa. Ei, vaikka kuinka yrit-
téisi — mehén olemme sen estineet oletuksessa VI). Ja
jotta malli toimisi, taytyy oletuksista pitdd kiinni.

Kulmakerroin ilmaisee vaihtoehtoiskus-
tannukset

Jatkamme vield mallin perustusten luomista. Tutkim-
me, mité oletuksistamme seuraa.

Keskitymme hetkeksi vain Maijan talouteen. Jokaisessa
suoran (1) pisteessd pitee seuraava saanto:

Jos Maija haluaa lisdd marjoja ja ryhtyy siis poimi-
maan niitd ahkerammin, on hénen jokaista tuotettua
lisimarjalitraa kohti luovuttava % kalakilon tuotannos-
ta. Tata kuvaa suoran kulmakerroin —g. Jos hén taas
haluaisikin yhden lisékalakilon, on silloin luovuttava %
marjalitran noukkimisesta (ja syomisesté!). Kulmaker-
toimen negatiivinen etumerkki symbolisoi valintaa: jos
jotain halutaan lisd&, on jostain muusta silloin luovut-
tava.

Pysédhdy tdhan ja varmistu siité, ettd olet ymmaértanyt
edelld olevan sdannon. Jos se on vaikeaa, tee néin: ota
kyni ja katso Maijan talouden kuvaa (kuva 1). Pistd
kynénkérki johonkin Maijan tuotantomahdollisuuksia
kuvaavan suoran kohtaan ja siirrd sitten kynéé pienen
patkédn verran suoran suuntaisesti kohti vaaka-akselia.
Huomaat, ettd kohdassa, mihin olet siirtynyt, on pysty-
akselin koordinaattiarvo nyt alempana kuin ennen ky-
nénkérjen siirtymisté. Ja se on alentunut — siis vihenty-
nyt! — tarkalleen %—kertaisesti verrattuna vaaka-akselin
koordinaattiarvon kasvuun.

LOlemme olettaneet vakioiset skaalatuotot. Yksinkertaisuuden vuoksi oletamme, ettei taloudessamme toteudu ns. vihenevien
tuottojen sddnto, joka tekisi kuvaajastamme suoran sijasta kaartuvan kdyrdn. Yksinkertaistuksemme ei muuta analyysin perustaa

eikd lopputulosta.
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Léhestymme juuri nyt yhtd kansantaloustieteen tér-

keimmisté késitteistd, vaihtoehtoiskustannusta. Edell

tulimme sen juuri laskeneeksi! Maijan taloudessa yh-

den kalakilon vaihtoehtoiskustannus marjalitroissa las-
2

kettuna on 3

Yleisemmin ilmaisemme, ettd minka tahansa hyodyk-
keen vaihtoehtoiskustannus on se méara muita hyodyk-
keitd, joista tédytyy luopua tuon yhden hyddykkeen li-
sdyksikon saamiseksi.

Pian ndemme, miten suhteellisen edun teoria rakentuu
vaihtoehtoiskustannuksen késitteen varaan. Mutta ver-
rataksemme Maijaa ja Mattia tulee meiddn selvittda
Matin vaihtoehtoiskustannukset.

K

Kuva 2.

Katso nyt kuvaa 2. Jos Matti aluksi tuottaisi pelkkaa
kalaa, kuvaisi hdnen tuotanto- ja kulutusmahdollisuuk-
siaan piste (0, 2). Mutta vain kalaa siséltdva ruokavalio
alkaisi ehké kylldstyttdd, ja vitamiininpuute vaivaisi.
Talloin Matti paéttiisi poimia hiukan marjoja, esimer-
kiksi yhden litran. Se onnistuu kylld, mutta silloin hé-
nen taloudelleen jaa kéytettaviksi % kalakiloa vahem-
mén! Matti tuottaisi ja kuluttaisi pisteessi (1, 1%), jo-
ka kertoo, ettd kaytossa olisi litra marjoja ja 1% kiloa
kalaa.

Niin ollen Matin taloudessa yhden marjalitran vaih-

toehtoiskustannus kalakiloissa laskettuna on % Voim-

me ilmaista asian my6s niin, ettd yhden marjalitran

tuottaminen "maksaa” Matille % kiloa kalaa. Lyhim-

min tdmaé ilmenee Matin tuotantomahdollisuuksia ku-
2

vaavan suoran kulmakertoimesta, joka on juuri —3.
Piirramme t&dhén vield kerran rinnakkain Maijan ja Ma-
tin taloudet. Niissd he nyt elelevét yksindén, kumpikin
tuottaen joko kalaa tai marjoja tai molempia, ja tyy-
tyen sithen kulutustasoon, jonka yksin saavat aikaisek-
si.

K K

Maija Matti

N

Y hteisvoimin enemméin

Mutta enté jos Matti tai Maija jostakin syysté tarvitsi-
sikin enemmén hyodykkeitéd kuin mité itse pystyy tuot-
tamaan? Vastaisit ehké, ettd no, tehkoon pitempéd tyo-
péivaal Mutta katsopa oletuksiamme: tydaika on jokin
kiinted tuntimaird. Maija ja Matti eivit jaksa tehda
enempéd. On siis 16ydettava jokin muu keino hyodyke-
méaran lisddmiseksi.

Se muu keino on tyonjako suhteellisen edun periaatteen
mukaisesti. Huomaamme, ettd sen avulla kummallakin
on mahdollisuus saada lisdéd hyodykkeitd tyopanostaan
muuttamatta.

Ajatellaan ensin, ettd Maija ja Matti padttavit ryhtyé
kalastamaan yhdessa. Silloin he saavat yhteensd 243 eli
5 kiloa kalaa. Ja jos he kumpikin kayttavat kaiken ai-
kansa marjastukseen, saisivat he syodédkseen niin ikdan
3+ 2 eli b litraa marjoja. Tadma4 ei vield sindnsd muuta
tilannetta suuntaan tai toiseen, koska henked kohden
laskettuna syotévad ei olisi aiempaa enempéé.

Tarvitsemme kuitenkin jatkoa varten nuo yhden hyo-
dykkeen yhteistuotantomaksimit, koska ne kertovat re-
surssien kdyton ddripdét, jota ei voida ylittas.

max M max K
Maija 2 3
Matti 3 2
Yhdessi 5 5
Taulukko 1I.

Selvitdmme nyt, mita pitdisi tehdé, jos Matti ja Maija
haluaisivat jonkin kombinaation hyédykkeisté, ja aina-
kin toista enemmén kuin yksindén voivat tuottaa.

Hahmotamme pulmaa ensin visuaalisesti. Piirretdén
(M, K)-avaruuteen koordinaatisto, johon on valmiik-
si merkitty yhteistuotannon maksimipisteet (0,5) ja
(5,0). Kysymys kuuluu nyt, miten yksindistalouksien
koordinaatistoissa ndkyvat suorat tulisi yhdistéda, jot-
ta niiden muodostaman kéyrén ja koordinaattiakselien
véliin jiava tila maksimoituisi?

K1(0,5) K
(3,3)
(2,2)
(5,0)
Nainko... M ...val ndin?
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Nyt on aika ottaa kayttoon edelld méarittelemémme
vaihtoehtoiskustannus!

Osoitimme aiemmin, ettéd jos Maija haluaa yhden mar-
jalitran liséd, joutuu hén luopumaan g kalakilon pyy-
dystdmisesté, eli Maijan vaihtoehtoiskustannus yhden
marjalitran tuottamiseksi on % kalakiloa. Matin oletim-
me taidoiltaan toisenlaiseksi, hénelle yhden kalakilon
vaihtoehtoiskustannus vastaavasti laskien on % marja-
litraa.

Kuvitelkaamme itsemme Maijan ja Matin yhteistalou-
den pisteeseen (0,5), jossa he tuottavat ja kuluttavat
viittéd kalakiloa, mutta eivit yhtddn marjaa. Jos he ha-
luaisivat yhden marjalitran, mutta silti mahdollisim-
man paljon kalaa, kannattaisi yhden marjalitran poimi-
miseen siirtdd se henkild, joka taitojensa ja kykyjensa
perusteella luopuu pienemmésti méadrastid kalaa yhden
marjalitran vuoksi. Graafisesti:

K

Ndin péadtellen kannattaa kalastuspuuhista irrottaa
poimijaksi Matti. Matilla on marjan tuotannossa suh-
teellinen etu, koska

Toisin sanoen hin luopuu yhden marjalitran tdhden
pienemmasta madrasta kalantuotantoa kuin Maija.

Pisteessd (1, 1—??) Matti kiyttdéd kiintedstd tyoajastaan
osan siihen, ettd poimii marjoja. Litran poimittuaan
héin alkaa kalastaa. Samaan aikaan Maija istuu koko
tydaikansa rannassa kalastaen.

Koska Maija joutuu yhden lisimarjalitran poimimisek-
si luopumaan suuremmasta médriastd kalaa kuin Mat-
ti, maksimoituu yhteistalouden kokonaistuotanto siten,
ettd vililla M € )0, 3] Maija tuottaa pelkkdd kalaa ja
Matti seké kalaa ettd marjoja.

Siten talld wvalilld yhteistalouden tuotantomahdolli-
suuksien kuvaajan kulmakerroin méardytyy Matin
vaihtoehtoiskustannusten perusteella.

Pisteessd (3,3) Matti kéyttdd koko kapasiteettinsa
marjastamiseen, koska oletimme h&nen marjastusmak-
simikseen 3 litraa (taulukko IT). Niinpd Maija pyydys-
té8 kaikki kalat. Piste (3,3) on téydellisen erikoistu-
misen piste: jos taloudessa eldvit henkilot haluaisivat

jostakin syystéd kaytettidvikseen tarkalleen kolme litraa
marjoja ja kolme kiloa kalaa, kannattaisi Maijan eri-
koistua pelkkédn kalastukseen ja Matin pelkkiin mar-
joihin.

Analyysin voi tehdd toisin pédin aloittaen pisteesté
(M, K) = (5,0). Siiné yhteistaloudella on kdytettavis-
sddn 5 marjalitraa, mutta ei yhtddn kalaa. Jos talouden
toimijat, Maija ja Matti, nyt haluaisivat mahdollisim-
man paljon marjoja, mutta ainakin yhden kalakilon nii-
den lisiiksi, (alla kuva 3, piste A), kannattaisi tuotanto
jirjestad siten, ettd kalastamaan ryhtyy se, joka "mak-
saa” kalasta marjalitroina mitattuna véhiten. Siis Maija
ryhtykoon kalastamaan, koska hénelld on kalan tuot-
tamisessa suhteellinen etu. Kun M € ]3,5[, mééréy-
tyy yhteistalouden tuotantomahdollisuuksien kuvaajan
kulmakerroin Maijan vaihtoehtoiskustannusten perus-
teella.

K

Kuva 3.

Tehkdamme vield yhteenveto tdhédnastisesta.

K 4, Disteessé (0,5) molemmat tuottavat kalaa
vélilli M € )0, 3] Maija kalaa, Matti
kalaa+marjaa

pisteessé (3,3) Maija kalaa,
~~ Matti marjaa
vililli M € )3,5] Matti
marjaa+kalaa, Maija

marjoja

pisteessé (5,0)
/mo]emmat marjastavat

M

Kuva 4.

Nayttaisi siltéd, ettd jos Maija ja Matti yhdistavéat voi-
mansa suhteellisen edun periaatteen mukaan, saa kum-
pikin kayttoonsd enemmén kalaa tai marjoja kuin yk-
sindén saisi, vaikka yhden henkilon tyoponnistusta ei
omavaraistalouteen verrattuna lainkaan lisité.

Kun talous perustuu suhteellisen edun mukaiseen yh-
teistuotantoon ja vaihdantaan, saavat osapuolet enem-
mén hyodykkeitd samalla tyoméaaralla kuin yksindista-
loudessa.

Kahden hyodykkeen ja kahden henkilén maailmassa yl-
14 oleva sdanto on vadjaamaton.
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Vai onko? Sitd tutkimme tarkastelemalla ldhemmin joi-
takin yksittdisid koordinaatistojemme pisteitd ja teke-
malld muutaman laskutoimituksen. Numeeriset kokei-
lut eivét sindnsd matematiikassa kelpaa minkéén asian
todistamiseen, mutta ne auttavat mallin toiminnan ja

tulosten ymmértfimisessfiQ.

1. asteen yhtialo tehokiytossa

Valitkaamme yhteistaloutta kuvaavalta tuotantomah-
dollisuuksien kiyriltd (kuva 4) jokin piste, kun M €
10,5[.

Selvitetdin, paljonko kyseisessé pisteessé on saatavissa
kalaa ja marjoja. Lasketaan, paljonko kalaa ja marjoja
taloudenpitdjamme saisivat, jos hyodykepotti jaettai-
siin kahdelle. Kysymme siis, saavatko Maija ja Matti
jompaa kumpaa tai molempia hyodykkeitd enemmén
kuin yksinéistaloudessaan.

Valitaan helppouden vuoksi kuvan 4 piste (M, K) =
(3, 3). Siis kolme marjalitraa ja kolme kiloa kalaa. Mut-
ta muistetaanpa, ettd syojidkin on nyt kaksi.

Yksinkertaisinta lienee olettaa tasajako. Siis henked
kohden 2 litraa marjoja ja 2 kiloa kalaa.

Entd miten asiat olisivat Maijan yksinaistaloudessa?
Jos hén sielldkin haluaisi tuon yhteistalouden tarjoa-
man puolitoista litraa marjoja, saisi han yksin puur-
taen yhtélon (1) perusteella

3 3 3

_2.243=_2

2 2 + 4
kiloa kalaa. Tamé&n voit péételld paitsi laskemalla,
myds visuaalisesti katsomalla Maijan yksinédistalouden
kuvaajaa (kuva 1).

Annettuna puolentoista litran marjaméird on yhteis-
tuotannon tarjoama "voitto” Maijan kohdalta kalaki-
loissa laskettuna 5 3

2 4 4
Ja jos Mattikin haluaisi % litraa marjoja yksin tuot-
taen, saisi hiin yhtilén (2) mukaan kalaa yhden kilon.
Yhteistaloudessa Matti sai puolentoista marjalitran li-
séksi kalaa enemmén kuin kilon!

Kumpikin osapuoli néytti voittavan yhteistuotantota-
loudessa. Mutta nyt pitéisi mieleesi nousta epéily: jos-
pa vain valitsimme esimerkin lukuarvot tai tarkastel-
tavan pisteen niin ovelasti, ettd saimme sen tuloksen,
jota halusimme?

Kokeillaan toistakin pistettd — vaikka kuvan 4 piste
(1,12). Tamé tarkoittaa, etté henked kohden pistees-
sé on tasajako-oletuksella % litraa marjoja ja 13 kiloa

6
kalaa.

Aiemman esimerkkimme logiikalla Maija saisi yksindén
puolen marjalitran liséksi

kalakiloa. Ja yhdessé... mutta hetkinen, seis! Maija
nayttaisi siis havidvan tdssd savotassa — hénhédn sai-
si 1—12 kalakiloa vihemmén kuin yhteistaloudessal

Nyt nayttdd huonolta. Nainko helposti teoriamme ro-
mahti?

Maltetaanpa vield hetki, ja tutkitaan Matin tilanne.
Yksinddn hén saisi puolen marjalitran lisdksi yhtdlon
(2) mukaan

kalakiloa.

Nyt tehtdvdmme juoni alkaa ehké paljastua lukijalle.
Vaikka yksi osapuoli ndyttéisi ensin hividvin, kdy kui-
tenkin ilmi, ettd onnekkaamman ”voitto” on aina suu-
rempi kuin havidjan tappio. Esimerkissdmme:

1 1

2 - ‘ 12]°

Jatketaan nyt laskemista niin, ettd siirretddan Matin
“voitosta” Maijalle viimeksimainitun menettdma % ki-
loa. Nyt Maija ei ole yhteistaloudessa ainakaan hévin-
nyt, ja Matti on edelleen voitolla. Ja jos Matin "voitto”

1 1 5

2712 12

jaettaisiin viel& kahtia, olisi kumpikin saanut kdyttoon-
sé enemmaén kuin yksinédén voisi edes haaveilla. Néin:

kéytettavissd on
M K
Maija yksin 1 9
Matti yksin 1 2
. . 1 3
Maija yhteistalous 3 2
Matti yhteistalous 1 1
Maija yhteistaloudessa 1 ByL+2
kompensaation jélkeen 2 = %
Matti yhteistaloudessa 1 16—3 — % T 25_4
- 5 e
kompensaation jélkeen =35
Taulukko III.

2Mallin tulosten yleisesti todistamisesta kiinnostuneet voivat ottaa halutessaan yhteytti.
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Saman numeerisen kokeilun voi tehdé mille tahansa pis-
teelle M € ]0,5[ yhteistalouden kéyrilld, lopputulos
on aina sama. Kun talouden toimijat jérjestdvét tuo-
tannon suhteellisen edun periaatteen mukaan, saadaan
hyddykkeitd enemmén kuin osapuolten tuottaessa yk-
sin. Téarked tulos on myos se, ettd hyodykkeitd pystyt-
tiin tuottamaan niin paljon enemmén, ettd kummalle-
kin osapuolelle riittéisi lisihyotya tai ylimadria, vaikka
se jaettaisiin.

Mallistamme ei kuitenkaan voinut johtaa mitdan kvan-
titatiivista informaatiota siitd, miten lisahyoty pitéai-
si jakaa. Me teimme esimerkissdmme tasajaon — mut-
ta mallimme puitteissa olisi voinut kdyda niinkin, etta
Matti ottaa kaiken, eikd Maijalle jad mitaén. Tai pain-
vastoin. Tai Maija ottaisi suurimman osan ja Matti lo-
put. Tai...

Jos siné luokkatovereinesi olisit onnistunut leipomaan
mahdollisimman suuren kakun, miten ja milld perus-
teella jakaisitte sen?

Kaukoidasta kaikki halvemmalla?

Taas lukija alkaa epéilld — niin kuin pitddkin. Meiddn
tulee kysyé, kannattaako suhteellisen edun mukainen
vhteistyo silloinkin, jos toinen osapuoli on kyvykk&dam-
pi eli absoluuttisesti parempi kummankin hyédykkeen
tuottamisessa.

Ryhtykddmme nyt yhdessd muuttamaan mallille anta-
miamme lukuarvoja ja kokeilemaan, mité sitten tapah-
tuu.

Osan vilivaiheista ja kuvista olen seuraavassa jittanyt
pois, mutta jos harjoitus tuottaa ongelmia, voit ottaa
allekirjoittaneeseen yhteyttd vaikka sdhkopostitse. Au-
tan mielellani.

Oletetaan nyt Maijan tuotantomaksimin &déripéaiksi kol-
me (3) kiloa kalaa ja viisi (5) litraa marjoja. Matti-
ressukalle vastaavat luvut olkoot vain kaksi (2) kalaki-
loa ja kaksi (2) marjalitraa.

Tee ensin Maijalle ja Matille yksindisen taloudenpité-
jidn koordinaatistot ja tuotantomahdollisuuksien k&y-
riat. Jos laskit ja piirsit ne oikein, néet, ettd Maijalle
péatee

K:—gM—FB.

Matille puolestaan pétee
2
K:—§M+2:—M+2.

Suhteellinen etu marjojen tuottamisessa on Maijalla,

koska
3
——l<|=1
-3|<1-u

eli hén luopuu yhden marjalitran tdhden pienemmaésta
médrastd kalaa kuin Matti. Matille siis ja& suhteelli-
nen etu kalastuksessa, vaikka juuri médrittelimme ha-
net molemmissa toissé Maijaa heikommaksi!

Piirrdmme nyt yhteistalouden kéyrdn aloittamalla
koordinaattiakseleille sijoittuvista tuotantomaksimeis-
ta.

Huomaamme, etté suorat, joiden kulmakertoimet ovat
—% ja —% = —1, saadaan yhdistettyé vain yhdelld ta-
valla niin, ettd koordinaattiakselien tuotantomaksimi-
pisteiden, origon ja kyseisten suorien viliin jadvé tila
on mahdollisimman suuri. Se kdy néin:

K1(0,5)

Sanoilla tulkittuna: pisteessd (0,5) kumpikin tuottaa
vain kalaa, pisteiden (0,5) ja (5,2) vililld Matti vain
kalastaa, mutta Maija sekéd kalastaa ettd marjastaa, ja
pisteiden (5, 2) ja (7,0) vélilld Matti seké kalastaa ettéd
marjastaa, mutta Maija vain marjastaa — kunnes pis-
teessd (7,0) kumpikin vain marjastaa.

Nyt meidéan tdytyisi vield ndyttdd, ettd vaikka Maija
sekd kalastaa ettd marjastaa Mattia paremmin, pysyy
yhteistyo silti kannattavana.

Otettakoon nyt yhteistalouden kayrélté piste (M, K) =
(5,2) (voit valita my6s minké tahansa muun pisteen vi-
liltd M €]0,7[). Jos tuo marja- ja kalasaalis jaettaisiin
tasan, kumpikin saisi % litraa marjoja ja kilon kalaa.

Verrataanpa nyt yksinéistalouksiin. Maija — jos haluaisi
kaksi ja puoli litraa marjoja — saisi yksindén
3 5 3
— -+ 3=—
5 2 2
kiloa kalaa, joten Maijan kannalta yhdessd tuottami-
nen nayttiisi taas tappiolliselta. Mutta koska Matti ei
yksindén saisi kahta ja puolta marjalitraa mitenkdan —
saati kalaa sen lisdksi — on Matin "voitto” yhteistalou-
dessa kokonainen kilo kalaa. Matin voitto = 1 kilo >
1

Maijan hévio = 5 kiloa.

Johtopéitos pysyy samana kuin kahden ensimméisen-
kin esimerkkimme kohdalla. Kokeile itse: kompensoi
Maijalle taméan havidmé puoli kiloa kalaa, ja katso, pal-
jonko Matille jaa. Jaa vield kahdelle tuo hyvityksen jal-
keinen “ylijadma” — etko paadykin siihen, ettd kumpi-
kin saisi enemmén kuin yksindin?
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Vaikka toinen osapuoli olisi kaikessa absoluuttisesti pa-
rempi, ei siitd seuraa, ettd absoluuttisesti paremman
kannattaisi tehdé kaikki yksin.

Suhteellisen edun teorian mukaan kaikkea ei voida ei-
k& pida tuottaa Kaukoidéssi, vaikka sielld osattaisiin
tehd4 joka ikinen asia halvemmalla, tehokkaammin tai
paremmin kuin meilla.

Niin siksi, ettd absoluuttinen etu ja suhteellinen etu
ovat eri asioita. Suhteellinen etu perustuu vaihtoeh-
toiskustannusten eroavuuteen, joten osapuolella, jolla
ei ole absoluuttista etua misséén, voi silti olla suhteel-
linen etu jossakin.

Kokeilepa, onko johtop#dtoksesi sama, jos aivan mie-
livaltaisesti vaihtelet Matin ja Maijan tuotantoluku-
ja. Tai kaytédt esimerkin tuotantolukuja, mutta valit-
set yksindis- ja yhteistuotannon vertailemiseksi jotkin
muut pisteet kuin ylla kdytetyt. — Luultavasti paadyt
samaan lopputulokseen. Ja jos niin ei kéy, otathan yh-
teyttd. IThmetelldan sitd sitten yhdessa.

Vield mallista — ja tosielamaéastikin

Kéayttamamme kaksiulotteinen malli on kovin pelkis-
tetty, onhan oikeassa maailmassa kuusi miljardia ihmis-
td lukemattomine hyodykkeineen — ja haitakkeineen.
Mallia voi laajentaa moniulotteiseksi, mutta analyysi
on teknisesti hankalampaa, eikd perustulos muutu. Ja
mehdn nimenomaan pyrimme — kuten aina mallitet-
taessa — mahdollisimman yleispétevain tulokseen niin
vksinkertaisin vélinein kuin mahdollista.

Olemme néyttéineet, ettd suhteellisen edun periaattein
toimien kaikilla olisi ainakin periaatteessa mahdollisuus
“voittaa”. Mutta mitd tuo voitto on — kysyt ehké, voi-
daanko tété teoriaa soveltaa maailmassa, jossa tuotta-
minen ja kuljettaminen aiheuttaa mittavia ympéaristo-
tuhoja?

Vastaus on, ettd suhteellinen etu ilmenee ja sitd voi-
daan kayttad silloinkin, kun todellisuuden ikédvia puo-
lia — kuten saastumisen aiheuttamia vahinkoja ja kus-
tannuksia — otetaan huomioon. Esimerkiksi ympéristo-
verot eivit sindnsé estéd suhteellisen edun esiintymisen
mahdollisuutta. Mutta se, milld maalla on suhteellinen
etu jonkin tavaran tai palvelun tekemisessé, voisi kylla
muuttua.

Suhteellinen etu voi muuttua myos siksi, ettd jossa-
kin maassa vaikkapa koulutuksen ansiosta opitaan ajan
my6td tekemédn jotain tuotetta suhteellisesti tehok-
kaammin kuin muualla. Suhteellinen etu ei reaalimaa-
ilmassa ole staattinen, vaan dynaaminen (ajassa muut-
tuva) késite.

Kaikki kauppa maailmassa ei tapahdu suhteellisen
edun mukaisesti. Syynd saattaa olla tullikdytdntdjen

erot maitten valilld tai muu sellainen seikka. Siksi kan-
sainvilistd kauppaa selitettiessid ja ennakoitaessa tar-
vitaan muitakin teorioita kuin yll4 esittdmémme.

Ehké joku lukijoistamme joskus tulee yliopiston kan-
santaloustieteen laitokselle kuulemaan ja kysymaén li-
SA4?

Harjoitustehtava

Oletetaan, ettd Maija ja Matti pystyvit maksimissaan
tuottamaan oheisen taulukon mukaisesti marjoja tai
kalaa, tai jotakin niiden yhdistelm#a samoin periaat-
tein kuin esimerkeissdmme.

max M max K
Maija yksin 10 5
Matti yksin 8 4
Yhdessi (yhteistalous) 18 9

Tutki Maijan ja Matin yksindis- ja yhteistalouksien
kuvaajia joko graafisesti tai laskemalla. Hyo6tyisivatko
Maija ja Matti suhteellisen edun periaatteen mukaises-
ta yhteistuotannosta/taloudesta?

Oikea vastaus: Eivit hyotyisi. Suhteellisen edun peri-
aatteen mukaisen tyonjaon hytty perustuu vaihtoeh-
toiskustannusten eroavuuteen.
_ |1
10/ |8

K
M 8 2|
Siis sekd Matti ettd Maija joutuvat luopumaan puoles-

ta kalakilosta yhden lisimarjalitran saamiseksi. Yhtéa
hyvin voit laskea:

M| |10] [8] |2
K| |5] 1)

Téassé

) ‘ 4

4

Sekd Maija ettd Matti joutuvat luopumaan kahdesta
marjalitrasta yhden kalakilon saamiseksi. Vaihtoehtois-
kustannus on sama Matilla ja Maijalla. Tarjolla ei ole
suhteellisen edun tuomaa hyotyé téasséa tapauksessa.

Lahteet

D. Begg — S. Fischer — R. Dornbusch: Economics, 2005

P. Sorensen — H.J. Whitta-Jacobsen: Introducing Ad-
vanced Macroeconomics, 2005

A.C. Chiang: Fundamental Methods of Mathematical
Economics, 1984

Mai Allon omat luennot Helsingin yliopistossa ja avoi-
messa yliopistossa
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Sturmin lause

Antti Rasila
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Sturmin ongelma

Aina joskus matematiikassa torm#d ongelmaan, joka
nayttaa vaikealta, mutta kuitenkin ratkeaa suhteellisen
vksinkertaisella padttelylld. Téssd esitettdvd Sturmin
lause on téallainen tulos. Se liittyy ldheisesti Algebran
peruslauseeseen ja Descartesin merkinvaihtosdantoon.

Tulos kuuluu ranskalaiselle matemaatikolle Jacques
Sturmille (1803-1855), joskin Joseph Fourier oli tietté-
vésti ratkaissut ongelman jo aiemmin. Fourierin paperi
kuitenkin ilmeisesti katosi ja unohdettiin Ranskan val-
lankumouksen melskeisséd. Tuloksen mielenkiintoisuu-
desta huolimatta se ei ole kisitykseni mukaan kovin
laajasti tunnettu edes matemaatikkojen keskuudessa.
Syyné tdhin lienee se, ettd ratkaisun l6ytymisen jialkeen
matemaatikot menettivit kiinnostuksensa ongelmaan,
eiké ratkaisulla pitkdéan aikaan ollut erityisté teoreettis-
ta tai kdytdannollistd merkitystd. Tietokoneiden my6ta
tilanne on muuttunut, itse tormésin tulokseen ensim-
méisen kerran symbolisen laskennan kurssilla.

Ongelma: Etsittivé reaalikertoimisen polynomiyhté-
16n

P(z)=0

reaalisten ratkaisujen lukumdéirsd vililld (o, ), missd
a < f.

Sturmin ongelman ratkaisu

Seuraavaksi paneudutaan Sturmin ongelmaan vuonna
1829 esittdmédn yksinkertaiseen ja eleganttiin ratkai-
suun. Tarkastellaan kahta erillistd tapausta:

1. Kaikki annetun yhtélon reaaliset juuret ovat yksin-
kertaisia vililla (a, 3).

2. Annetulla yhtélolld on kyseiselld vililla my6s mo-
ninkertaisia juuria.

Tarkastellaan aluksi tapauksista jalkimmaéistd. Olete-
taan siis, ettd yhtélolla P(xz) = 0 on erilliset juuret
T1,72,73,..., ja merkitddn juuren r; kertalukua k;, kun
7 =1,2,.... Voidaan kirjoittaa

P(x) = a(x — 1) (x — ra)*2 (x —r3)" ...
Polynomin P(z) derivaatalle P’(x) saadaan esitys

P'(m) kl kQ k3

r—T1

r—T2 T —7T3

_ ki(x —ro)(x—r3) ...t ka(x —r1)(x —73) ...+ ...
(z—r1)(x—ro)(z—73) ...

(z

xT

~

i

Q
—

~

Merkitéén lisiksi G(x) = P(x)/q(x). Saadaan yhtilst
P(z) = G(z)q(z) ja P'(z) = G(x)p(z).
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Voidaan olettaa, etté lausekkeilla p(z) ja g(x) ei ole yh-
teisid tekijoitd, joten G(x) on P(x):in ja P’(z):4n suu-
rin yhteinen tekijé. Siten yht#lo P(x) = 0 on hajotettu
tapauksiin ¢(z) = 0 ja G(z) = 0. Néistd ensimmaéiselld
on vain yksinkertaisia juuria, ja jalkimmaéiseen voidaan
iteratiivisesti soveltaa samaa menettelya.

Seuraus: Riittdd ratkaista ongelma ensimméisessé ta-
pauksessa.

Tarkastellaan seuraavaksi tapauksista ensimméista.
Oletetaan siis, ettd yhtélon P(x) = 0 kaikki juuret
ovat yksinkertaisia. Tlloin derivaatta P'(z) ei saa ar-
voa nolla yhdessiikdin néisté juurista. Lisiksi P(x):n ja
P’(z):4n suurin yhteinen tekijd on nollasta poikkeava
vakio C.

Merkitddn fo(z) = P(z), f1(z) = P’(x). Méiritelldin
rekursiivisesti f;(z) ja g;(x) seuraavan skeeman mukai-
sesti:

(0) fo=qof1 — f2
(1) h=aqaf—f3
(2) fo=qf3— fa

Toisin sanoen, kukin g; on perékkaisissd jakolaskuissa
osamédréd ja — fj4o vastaavasti jakojaénnos.

Lopulta skeemassa esiintyy nollasta poikkeava vakio C,
jolla erityisesti on sama merkki koko vélillid («, 3). Mer-
kitagn f, = C. Télloin sanotaan, ettd konstruoidut
Sturmin funktiot

f: f07f17f27"'7f8
muodostavat Sturmin ketjun.
Aputulos. Sturmin funktioilla on seuraavat ominai-
suudet:
1. Kaksi perdkkéistd Sturmin funktiota eiviit katoa sa-

manaikaisesti yhdessiikédédn vilin («, 3) pisteessi.

2. Kunkin Sturmin funktion f; nollakohdassa viereiset
funktiot f;_1, fj+1 ovat erimerkkisia.

3. Funktion fj nollakohdan riittdvén pienen ympéris-
ton sisélld funktio fi on joko aidosti positiivinen tai
aidosti negatiivinen.

Todistus. (1) Jos esimerkiksi fo(o) = 0 ja f3(o) = 0
jossakin vilin (o, 8) pisteessi o, niin télloin

fa(o) = q2(0) f3(0) — f2(0) =0,

eli ¢ on my6s funktion f; nollakohta. Siten myos
fs(o) = 0, jne. ja edelleen fs(o) = 0. TAmé& on ris-
tiriita, koska fs; on vakio C' # 0.

(2) Jos funktiolla f3 on nollakohta o, niin mééritelmén
nojalla

fa(o) = = fa(o),

jne.

(3) Seuraa siité, ettd f1 on jatkuva funktio, eikd fo:n
nollakohta ole f;:n nollakohta. O

Olkoon nyt z € (a, 3). Sturmin funktioiden f; pisteessi
2 saavuttamien arvojen fo(x), f1(z),..., fs(x) etumer-
kit muodostavat Sturmin merkkiketjun.

Merkitdin Varg(xr) Sturmin ketjussa f tapahtuvien
etumerkin vaihtojen (+— tai —+) lukumé&érd pistees-
s x. Madritellddn edelleen polynomijonon etumerkin
vaihtojen erotus

Vars[a, §] = Varp(a) — Varz(3).

Tutkitaan funktion Varf(z) arvon muuttumista, kun
z on vililld («, 8). Havaitaan, ettd funktion arvo voi
muuttua pisteessi x vain, jos yksi tai useampi Sturmin
funktio vaihtaa etumerkkifin kyseisessé pisteessé.

Olkoon ¢ € («, 3) Sturmin funktion f, nollakohta. Va-
litaan § > O siten, ettd vililld A = (¢ — J,0 + ) seu-
raavat ehdot ovat voimassa:

1. Funktio f,(z) #0, kun z € A ja x # 0.

2. Funktion f,:n viereiset funktiot (f,_1, fu+1) eivét
vaihda merkkisin valilla A.

Tutkitaan erikseen tapauksia v > 0 ja v = 0.
Ensimmaéisessé tapauksessa tarkastellaan kolmikkoa

fvfla fva f’u+17 toisessa paria an f1~

Kolmikon tapauksessa havaitaan, ettd f,_1,f,+1 ovat
erimerkkiset (Aputulos/kohta 2.), joten riippumatta
fv:n etumerkistd valilld A on aina tdsmélleen yksi mer-
kinvaihto. T#ten f,:n nollakohdan ohittaminen ei muu-
ta Varg(z)m arvoa.

Parin tapauksessa havaitaan, ettd f;:114 on tarkastelu-
vililla vakio etumerkki 4 tai —. Ensimmaéisessi tapauk-
sessa fo on kasvava ja fo(o—0) <0, fo(o+38) > 0. Toi-
sessa tapauksessa fy vihenevi ja etumerkit muuttuvat
péinvastaisesti. Molemmissa tapauksissa nollakohdan o
jilkeen funtioilla fy, f1 on sama etumerkki.

Havaitaan, ettd funktion Vary(r) arvossa tapahtuu
muutos tdsmaélleen silloin, kun ohitetaan funktion
fo nollakohta. Edelleen, funktion fy nollakohdassa
Varg(z)m arvo véhenee yhdelld.

Olemme siis osoittaneet seuraavan tuloksen:

Lause. (Sturmin lause) Olkoot P(x) reaalikertoiminen
polynomi ja o < 3 pisteiti, jotka eiviit ole P(z):an nol-
lakohtia. Téll6in funktio Var ¢la, ], missid fon P(x):#n
Sturmin ketju, antaa P(x):4n nollakohtien méérén vé-
lilld (e, B).
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Sovelluksia

Esimerkki 1. M#ritd yhtilon 2° + 3z — 1 = 0 ratkai-
sujen lukumé&érs ja sijainti.

Ratkaisu. Sturmin ketjuksi saadaan

fo = x%—3z—1,
fi = b5zt -3,

fo = 12245,

fs = L

Polynomin f etumerkit vastaten muuttujan z arvoja
r=—-2,—-1,0,41,+2 ovat:

z fo fi fo fs
2 - 4+ - ¥
-1+ o+ - 4
0 - - + +
+1 - o+ o+ o+
42+ o+ o+ o+

Solmun keskustelupalsta

Taten yhtdlollda on kolme reaaliratkaisua, yksi vélil-
14 (—2,—-1), toinen vililld (—1,0) ja kolmas vélilld
(+1,+2). Loput ratkaisut ovat kompleksisia. O

Esimerkki 2. Madritd yhtdlon 2° — ax — b = 0 reaa-
listen juurten lukumééré, kun a ja b ovat positiivisia ja

4%a® > 55p4.

Ratkaisu. Sturmin ketjuksi saadaan

fo = 2°—ax—b,
fl = 5x4 —a,

fo = dax+ 5D,

fs = 4%a° - 5%

Kun z — —o0, saadaan raja-arvona ketjun etumerkeik-
si —+ —+. Vastaavasti, kun x — +00, saadaan etumer-
kit + + ++4. Siten yhtalolld on kolme reaalista ja kaksi
kompleksista ratkaisua. O

Solmun keskustelupalsta on osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/cgi-bin/yabb2/YaBB.pl
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Emmy Noether mursi sukupuolirajan

Matti Lehtinen ja Vadim Kulikov
Helsingin yliopisto

Matematiikka leimautuu miespuoliseksi alaksi, halu-
taan tai ei. Suomessa on noin 70 virassa toimivaa ma-
tematiikan professoria, ja heiddn sukupuolijakauman-
sa on aika epétasainen: naispuolisia on tulkintatavasta
riippuen yksi tai kaksi. Kansainvélisten matematiikka-
olympialaisten yli viidestésadasta kilpailijasta on vuo-
sittain sddnnonmukaisesti tyttojd vain noin 40. Emme
ota kantaa siihen, miksi ndin on. Mutta sen, ettd yk-
si tekija kaiken takana on historian painolasti, voi lu-
kea my6s monien mielestd kaikkien aikojen merkitté-
vimmén naispuolisen matemaatikon, Emmy Noetherin
elaméntarinasta.

Amalie Emmy Noether syntyi 23.3.1882 Erlangenissa,
Niirnbergin ldhelld olevassa baijerilaisessa yliopistokau-
pungissa. Emmyn ldhtokohta matemaatikon uralle oli
sindnsd paras mahdollinen. Hénen isdnsd Maz Noet-
her (1844-1921) oli etevé ja kuuluisa matemaatikko,
algebrallisen geometrian uranuurtajia ja matematiikan
professori Erlangenin yliopistossa — yliopistossa, jonka
matematiikka muistaa ennen muuta sielld jo ennen Em-
my Noetherin syntyméé jonkin aikaa vaikuttaneen ma-
tematiikan voimamiehen Feliz Kleinin (1849-1925) Er-
langenin ohjelmasta, virkaanastujaisesitelméssé osoite-
tusta geometrian ja tuolloin voimakkaasti kehittymassa
olleen ryhmaéteorian yhteydestd. Emmy oli Max Noet-
herin neljdsté lapsesta vanhin. Hdnen nuorempi veljen-
sii Fritz Noether (1884-1941) oli myds matemaatikko,
Fritzin poika Gottfried Noether (1915-1991) puolestaan
merkittdva tilastotieteiliji. Sekd Emmyn ettd Fritzin
eldimain tuli aikanaan merkittdvéasti vaikuttamaan se,

ettd Noetherin perhe oli juutalainen.

Emmy kévi koulunsa Erlangenin Hohere Téchter Schu-
le ("Korkeampi tytirkoulu”) -nimisessi tyttokoulussa.
Koulun opetusohjelma painottui nykykieliin, ja lasken-
toakin toki oli mukana. Emmy otti myo6s pianotunte-
ja, muttei juuri edistynyt. Myoskadn kotitalous ei ollut
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hénen alaansa. Tanssi Emmya viehétti — seuraeléiméaéin
kuuluivat yliopiston professoreiden kodeissaan jérjesté-
mét tanssiaiset, ja niistd Emmy piti. Koulun paétyttyé,
18-vuotiaana, Emmy otti aika luonnollisen odotettavis-
sa olevaan eldméntyohon johtavan askeleen. Héan sai
valtiollisessa tutkinnossa pétevyyden opettaa ranskaa
ja englantia tyttooppilaitoksissa. Tdhédn ei yliopisto-
opintoja tarvittu. Emmy Noetherin arvosanat olivat
parhaat mahdolliset, paitsi kdytdnnon opetustaidossa.

Emmy ei kuitenkaan hakeutunut kielid opettamaan,
vaan padtti jatkaa opintojaan Erlangenin yliopistossa.
Pa&atos oli rohkea. Erlangenin yliopiston asiakirjoista
kdy ilmi, ettéd talvilukukautena 1900-01 yliopistossa oli
kirjoilla 984 miespuolista ja kaksi naispuolista opiskeli-
jaa, toinen néistd Emmy Noether. Itse asiassa Noet-
her ei voinut sukupuolensa vuoksi kirjoittautua var-
sinaiseksi opiskelijaksi, vaan vain “kuuntelijaksi”. Em-
my Noether opiskelikin samanaikaisesti Reifepriifungia
eli ylioppilastutkintoa varten, jonka suoritettuaan han
siirtyi maineikkaaseen Gottingenin yliopistoon, edel-
leen kuuntelijaksi. Gottingenissi Emmy seurasi mm.
Felix Kleinin ja Kleiniakin kuuluisamman David Hil-
bertin (1862-1943) luentoja.

Ajat olivat muuttumassa. Vuonna 1904 Saksassa tuli
voimaan uusi laki, jonka mukaan naisetkin saattoivat
opiskella yliopistossa oikeina opiskelijoina. Emmy pa-
lasi kotikaupunkinsa Erlangenin yliopistoon ja ilmoit-
ti oppiaineeksensa matematiikan. Erlangenin yliopis-
ton matematiikan professorit olivat Emmyn isd Max ja
Paul Gordan (1837-1912). Gordan oli merkittavé tut-
kija, johtohahmo 1800-luvun lopulla muodikkaalla in-
varianttiteorian alalla. Invariantit ovat esimerkiksi tie-
tynlaisten polynomien kertoimien lausekkeita, jotka ei-
vat muutu, kun polynomin muuttujille tehdédan tiet-
tyj&d muunnoksia. Esimerkiksi toisen asteen polynomin
ax? + 2bry + cy? erds invariantti tason kiertoa vas-
taavien muuttujanvaihtojen suhteen on diskriminant-
ti b2 — ac. Emmy Noetheristé tuli Paul Gordanin toh-
torioppilas. Viitoskirja, joka kasitteli kolmen muuttu-
jan neljinnen asteen polynomin invariantteja, valmis-
tui 1907. Gordanin ja siten hidnen oppilaansakin ldhes-
tymistapa oli periaatteessa ankara muodollinen laske-
minen. Noetherin véitoskirjan liitteend on luettelo yli
300 16ytyneesté invariantista.

Emmy Noether oli nyt matemaatikko. Hén saattoi
liittyd matemaattisiin yhdistyksiin ja osallistua nii-
den kokouksiin. Noether liittyi ensimmdéiseksi italia-
laiseen Clircolo matematico di Palermoon ja vuon-
na 1909 Saksan matemaatikkoyhdistykseen Deutsche
Mathematiker- Vereinigungiin. Jo vuonna 1909 Noet-
her piti ensimmaéisen esitelmédnsd DMV:n kokouksessa.
Myo6hemmin, vuosina 1913-1929 néité esitelmid kertyi
kahdeksan lisd4.

Gordan eldkoityi vuonna 1910. Héntd seurasi Ernst
Fischer (1875-1954). Fischerin ja Noetherin mate-
maattinen ajatustenvaihto oli vilkasta ja jatkui senkin

jilkeen, kun he suuntautuivat eri yliopistoihin. Fischer
oli hankin osallistunut invarianttiteorian tutkimukseen,
mutta hén oli sisdistdnyt Hilbertin siihen tuoman uu-
den, Gordanin suosimia muodollisia laskuja abstrak-
timman ajatusmaailman ja johdatti Noetherinkin télle
tielle. Mitddn muodollista tehtdvaa tai virkaa Noethe-
rilld ei ollut. Han auttoi kuitenkin idkéstd ja sairasta
isdédnsd tamén virkatehtdvien hoidossa.

Vuonna 1915 Einsteinin yleinen suhteellisuusteoria oli
muotoutumassa. Hilbert ja Klein kévivit vilkasta kir-
jeenvaihtoa tuolloin Berliinissi vaikuttaneen Einsteinin
kanssa suhteellisuusteorian matematiikasta, joka myos
monella tapaa sivusi invarianttiteoriaa. Luultavasti té-
hén liittyen Hilbert ja Klein kutsuivat Emmy Noetherin
Gottingeniin, tuon ajan merkittdvimpéddn matemaat-
tiseen keskukseen, pari sataa kilometrii Erlangenista
pohjoiseen. Tarkoitus oli, ettd Noether suorittaisi ha-
bilitaation, joka oikeuttaisi hénet yliopiston dosentik-
si. (Saksassa tohtori, joka pyrki yliopiston opettajak-
si, joutui kirjoittamaan toisen véiitoskirjan, habilitaa-
tiokirjoituksen, ja puolustamaan sité.) Noetherin suku-
puoli nousi kuitenkin taas esteeksi. Habilitaation hy-
viksymisestd paitti koko filosofisen tiedekunnan pro-
fessoreista koostuva neuvosto, ja sielld syntyi vastarin-
taa. ”Jos myonnémme naiselle dosentin arvon, hénesti
voi tulla professorikin ja sitd myoten jopa yliopiston se-
naatin jésen. Ki kai senaatissa voi naisia olla?” Hilbert
kehotti professoreita muistamaan, etté senaatti ei ole
kylpylaitos, mutta tdma ei auttanut. Noether jii ilman
dosentuuria.

Neuvokas Hilbert ei kuitenkaan lannistunut. Emmy
Noether sai pitdd luentojaan, mutta niiden pitajaksi
ilmoitettiin virallisesti professori Hilbert, "neiti tohto-
ri Noetherin avustamana”. Ensimméisen maailmanso-
dan padtyttyd, 1919, Noetherille viimein sallittiin ha-
bilitaatio, ja hédn saattoi ryhtyd luennoimaan omissa
nimissdén. Palkkaa hénelle ei maksettu: saksalaisessa
yliopistojarjestelméssa Privatdosentin oikeus oli luen-
noida ja saada ottaa palkkionsa suoraan opiskelijoil-
ta. Vuonna 1922 Noetherin akateeminen status kohosi
jalleen. Hanesta tuli nicht beamteter ausserordentlicher
Professor, palkaton ylimé#riinen professori.

Noetherin eldméssé ei padosaa ndytellyt raha vaan ma-
tematiikka. Hanen kehittymisensd suureksi matemaa-
tikoksi ei ollut salamannopeaa. Vasta Gottingenissd
1920-luvun alussa hén alkoi olla omimmalla alallaan,
puhtaassa abstraktissa algebrassa ja sen aksiomaatti-
sissa rakenteissa. Erityisen merkittdva hénen panok-
sensa on ns. ideaalien teoriassa; ideaalit ovat tietyssé
mielessd lukujen yleistyksid. Ideaaliteorian alkuunpa-
nijoita oli esittdméstddn reaalilukujen méa#ritelmasta
tunnetuin saksalainen matemaatikko Richard Dedekind
(1831-1916), ja merkittivin Emmy Noetheria edelté-
neen panoksen sille oli antanut saksalainen Emanuel
Lasker (1868-1941), mies, joka parhaiten tunnetaan sii-
td, ettd han piti hallussaan Sakin maailmanmestaruutta
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27 vuotta, 1894-1921.

Noetherin metodit ja tulokset, joihin téissd emme voi
kdyda ldhemmin, olivat ehdottoman abstrakteja, ai-
van erilaisia kuin hdnen nuoruudentyonséi invarianttien
parissa. Noetherin ympérille Gottingeniin syntyi elin-
voimainen algebrallinen koulukunta, jonka yksi merkit-
tdvd edustaja, hollantilainen Bertel van der Waerden
(1903-1996) kirjoitti vuonna 1930 abstraktin algebran
kannalta keskeisen oppikirjan Moderne Algebra. Kir-
ja ilmestyi lukuisina painoksina ja vuonna 1955 se oli
muodostunut jo niin klassikoksi, ettd nimeksi jai pelk-
ki Algebra. Van der Waerden tunnustaa jo kirjansa ni-
misivulla velkansa Emmy Noetherille: vield seitsemén-
nessékin painoksessa (jonka toinen tdmén kirjoittajis-
ta omistaa), tekijin nimen alla lukee Unter Benutzung
von Vorlesungen von E. Noether (E. Noetherin luento-
ja hyviiksi kiyttiden). Noetherin perinté ja henki eldvét
yhé niin algebrassa kuin muillakin abstraktin matema-
tiikan alueilla.

Vuosi 1932 oli Emmy Noetherille hyva. Hén taytti 50
vuotta ja sai ainoan taloudellistakin arvoa siséltdneen
julkisen tunnustuksen tyostiin, Albert Ackermannin
muistopalkinnon matemaattisten tieteiden hyvdksi teh-
dystd tyostd, palkinnon arvo oli nykyrahassa pari sataa
euroa. Samana vuonna Noetherilld oli kunnia pitdd yk-
si Kansainviélisen Matemaatikkokonferenssin paéesitel-
mistd Ziirichissd. Mutta ajat olivat jalleen muuttumas-
sa, eikd muutos nyt ollut Noetherille eduksi.

Saksan poliittisen historian tapahtumat mullistivat
my6s matematiikan aseman Saksassa. Kansallissosia-
listien valtaannousua seurasi nopeasti yliopistojen puh-
distus juutalaistaustaisista opettajista. Ehké tuhoisim-
min tdmén padtoksen seuraukset koki Gottingen. Em-
my Noether sai 2. huhtikuuta 1933 kiellon opettaa yli-
opistossa. Sama kohtalo koski suurta osaa Gottingenin
matemaatikoista. Noether yritti ensin jatkaa seminaa-
rejaan asunnossaan, mutta hyvéiksyi pian tosiasiat, joi-
den valossa Saksasta poistuminen oli jarkevinta.

Saksasta ja Saksan vaikutuksen alle jadvistd maista
joutui 1930-luvulla poistumaan suuri mééaré rodullisis-
ta tai poliittisista syisté epékelvoiksi tulleita ja hengen-
vaaraan joutuneita tiedemiehifd ja -naisia. Useimpien
méadranpadksi muodostui Yhdysvallat. Vaikka amerik-
kalaiset pyrkivéit ottamaan tulijat vastaan, ei sopivia
ja tulijoiden kykyja vastaavia paikkoja tietenkéén voi-
nut olla tarpeeksi. Emmy Noetherille jarjestyi opetta-
jan paikka Bryn Mawr Collegesta Pennsylvaniasta, 14~
helta Philadelphiaa. Bryn Mawr College on naisopiske-
lijoille tarkoitettu tasokas oppilaitos, mutta ei tieten-

kédn paikka, joka olisi voinut tdysipainoisesti hyodyn-
td4 maailman johtavan algebran tutkijan panosta tai
tarjota hénelle oikeantasoisia oppilaita. Bryn Mawr oli
onneksi melko ldhelld Princetonia, jonne oli muodostu-
massa merkittdvé tieteellinen keskus, Princetonin yli-
opiston ja vuonna 1930 perustetun yksityisen Institute
for Advanced Study -tutkimuslaitoksen ansiosta. Viime
mainitun laitoksen henkilokuntaan kuuluivat mm. tie-
teen suurmiehet Albert Finstein, John von Neumann ja
Kurt Gédel, monen muun ohella. Emmy Noether luen-
noi Bryn Mawrin ohella Princetonissa ja saattoi siella
tavata tasoisiaan matemaatikkoja.

Emmy Noetherin Amerikan-kausi jii lyhyeksi. Huhti-
kuussa 1935 Noether hakeutui ladkarinhoitoon lantio-
kipujen vuoksi. Hanelle tehtiin leikkaus, joka naytti, et-
td vaivat eivit johtuneet pahanlaatuisesta kasvaimesta.
Leikkaus aiheutti kuitenkin komplikaation, joka johti
nopeasti kuolemaan 15. huhtikuuta 1935.

Emmy Noetherin veli Fritz joutui tietysti myo6s ero-
tetuksi professuuristaan. Hén 10ysi uuden tyopaikan
Neuvostoliitosta, Tomskista. Fritz Noetherin kohtalok-
si koituivat Stalinin vainot; hdnet ammuttiin epéiltyni
vakoilusta Hitlerin Saksan hyviksi. Noetherit eivét ol-
leet poliittisesti aktiivisia, mutta kuitenkin vasemmis-
tosuuntautuneita. Emmy Noether oli jopa vieraillut lu-
kuvuonna 1929-30 Moskovan yliopistossa.

Emmy Noether julkaisi 43 tieteellistd artikkelia ja oh-
jasi noin 15 tohtorinviitoskirjaa. Han oli yksi arvoste-
tun Mathematische Annalen -aikakauskirjan merkitti-
vimpié toimittajia. Opettajana hénté ei aina kiitetty.
Hénen luentonsa saattoivat olla tilanteita, joissa uudet
matemaattiset ideat pyrkivéit esiin, eiviatkd ne silloin
olleet pedagogisesti kiillotetussa muodossa.

Kuuluisa matemaatikko Hermann Weyl (1885-1955),
joka mm. oli G6ttingenin matematiikan laitoksen joh-
dossa myrskyisend kesédnd 1933, kuvaa kauniisti Em-
my Noetherin ulkoista olemusta (”ei voida sanoa, et-
té Sulottaret olisivat seisseet hiinen kehtonsa direlld”)
ja luonnetta ("avoin ja suorapuheinen, muttei milloin-
kaan hyokkadavi; elaméssédéan vaatimaton ja darimmaéi-
sen epéitsekés... huumorintajuinen ja seurallinen... val-
tavat matemaattiset kyvyt aiheuttivat jonkinlaisen elé-
mén epitasapainon...”). Gottingenissd Noetheriin jos-
kus leikillisesti viitattiin sanoilla "Der Noether”. Tamén
maskuliinisen ilmauksen keksijdn sanotaan olleen mer-
kittévi venéldinen topologi Pavel Alexandroff (1896—
1982), Noetherin hyvé ystdvid, ja Weyl viittaa silld
Noetherin mahtaviin hengenvoimiin, joilla td&m& mur-
si sukupuolesta johtuneet rajoitteet.
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Yhtilo, jota ei voinut ratkaista

Ari Koistinen
Metropolia Ammattikorkeakoulu

Mario Livio: Yhtilo jota ei voinut ratkaista. Suo-
mentanut Kimmo Pietildinen. Terra Cognita 2008. 376
sivua. Ohjehinta 40 e.

Katsoessamme ympérillemme ndemme monenlaisia
symmetrioita. Thmiset ja eldimet ovat edestdpéin kat-
sottuna symmetrisia tai ainakin likimain symmetrisia
keskilinjansa suhteen. My6s hyvin monet ihmisen val-
mistamat kohteet, kuten useimmat rakennukset, autot,
astiat ja huonekalut, voitaisiin jakaa kahteen osaan, jot-
ka ovat toistensa peilikuvia (tosin autot vain ulkopuo-
lelta tarkasteltuina). Téllaista symmetriaa kutsutaan
heijastussymmetriaksi.

Symmetrian lajeja on muitakin: symmetrisyys kierron
suhteen tarkoittaa sité, ettd kuvio ndyttdd samalta, jos
sitéd kierretddn tietyn kulman verran. Esimerkiksi ym-
pyrd on symmetrinen minké hyvansa suuruisen kierron
suhteen mutta neli6 vain sellaisen kierron suhteen, jon-
ka suuruus on 90, 180 tai 270 astetta - tai mika hyvénsa
muu 90 asteen suuruisen kierron monikerta. Siirtosym-
metriasta on kyse silloin, kun hahmo néyttad samalta
tiettyyn suuntaan tehdyn tietyn mittaisen siirron j&l-
keen. Esimerkiksi toistuvat ornamenttikuviot ovat siir-
tosymmetrisia.

Symmetriat eivit rajoitu vain visuaalisesti havaittaviin
muotoihin, vaan niitd voidaan 16yta4 esimerkiksi musii-
kista, monilta matematiikan osa-alueilta, luonnonlaeis-
ta, kielitieteestd, evoluutiobiologiasta ja jopa antropo-
logiasta. Kehitettdessd maailmankaikkeuden rakennet-
ta kuvaavaa mahdollisimman yleispétevaé teoriaa, "kai-

ken teoriaa”, symmetriat ovat keskeisessé roolissa.

Mario Livion kirjoittama ja Kimmo Pietildisen suomen-
tama kirja Yhtélo, jota ei voinut ratkaista kuvaa erilai-
sissa yhteyksissé esiintyvid symmetrioita sekd symmet-
rioihin ldheisesti liittyvdd matematiikan osa-aluetta,
ryhméteoriaa. Kirjan nimen alaotsikko kuuluukin "Mi-
ten matematiikka paljasti symmetrian kielen”. Kirjan
varsinainen nimi taas viittaa viidennen asteen yht&loon
- yrityksiin 16ytaé sille samantapainen ratkaisukaava
kuin aiemmin oli 16ydetty toisen, kolmannen ja neljan-
nen asteen yhtéloille, ja viimein norjalaisen Niels Hen-
rik Abelin todistukseen tulokseen, jonka mukaan tél-
laista kaavaa ei ole olemassa (jos kaavaan sallitaan vain
nelja peruslaskutoimitusta ja juuren otto, eikd myo-
hemmin kehiteltyja ns. erikoisfunktioita).

Livio kertoo mielenkiintoisella tavalla Abelin seké toi-
sen samantyyppisid asioita tutkineen ja Abelin tavoin
nuorena kuolleen matemaatikon, ranskalaisen Evariste
Galois’'n eldmésté ja tyostd. Galois'n merkittavin saa-
vutus oli kokonaan uuden matematiikan alan, ryhmé-
teorian, luominen. Hén tarvitsi uutta teoriaa algebral-
listen yhtéaloiden ratkeavuutta koskevien vaittdmien to-
distamiseen, mutta ryhméteorialla on mythemmin ol-
lut valtavasti kaytt6d muun muassa kemiassa ja teo-
reettisessa fysiikassa.

Kirja on hyvin monipuolinen. Se kertoo matematiikan
historiasta, matemaatikkojen eliméstd, symmetrioista
erilaisissa yhteyksissd sekd ryhméteoriasta ja sen so-
velluksista, paikoin hyvin polveilevaan tyyliin ja pai-
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tyen usein erilaisille sivupoluille. Monipuolisuus on kir-
jan vahvuus mutta myo6s osittain sen heikkous. Koko-
naisvaikutelma ja&i hieman jasentymaéttomiéksi eivatka
yhteydet viidennen asteen yhtélon ratkeavuuden, sym-
metrian ja ryhméteorian vélilla ehka sittenkdian tule
esille niin selkeéisti kuin ne voisivat tulla — eivétké ku-
ten kirjan nimi ja alaotsikko antaisivat odottaa. Ma-
tematiikkaa popularisoivassa kirjassa joudutaan tosin
aina tekem#dn kompromissi yleistajuisuuden seké yk-
sityiskohtaisuuden ja matemaattisen tarkkuuden vélil-
14.

Yhtélo jota ei voinut ratkaista todella on yleistajuinen
teos mutta tarjonnee paljon uutta myos sellaisille luki-
joille, jotka ovat perehtyneet ryhméteoriaan ja muuhun
kirjassa késiteltdvadn matematiikkaan. Yleistajuisuus
saa tosin joissakin kohdissa rasittavia piirteiti. Paikoin
asioita selitetdén “kédestd pitden” tavalla, joka antaa
vaikutelman lukijan aliarvioimisesta. Koska useimmilla
tamantyyppisten kirjojen lukijoilla uskoakseni on koh-
talainen matemaattis-luonnontieteellinen yleissivistys,
el valttaméatta ole tarpeen selittdi, mité tarkoittaa kuu-
tiojuuri (s.118) tai ettd maailmankaikkeuden syntymés-
td kdytetddn nimed “suuri pamaus”. Rasittavalta tun-
tuu myos todella usein toistuva maneerinomainen virk-

keen aloitus "muistanet, etté...”; jota kirjoittaja kayt-
td4 viitatessaan johonkin aiemmin mainitsemaansa yk-
sityiskohtaan.

Vaikka Livio nostaa symmetrian korkeaan arvoon ja
tietyssd mielessé jopa koko maailmankaikkeuden perus-
taksi, han ei ole kritiikiton symmetrian merkitysté koh-
taan. Kirjan loppupuolella on kiintoisaa pohdintaa sii-
td, johtuuko luonnonlaeissa havaitsemamme symmet-
risyys siitd, ettd symmetrisyys todella on niiden kes-
keinen ominaisuus, vai pikemminkin siitd, ettd evolu-
tiivisen taustamme takia olemme harjaantuneet néke-
méén erityisen hyvin juuri symmetrioita - saalistavien
petojen symmetristen piirteiden havainnoiminen on ol-
lut tarkedd henkiinjddmisen kannalta ja niin ik&ddn sym-
metristen ihmiskasvojen tunnistaminen mm. parinva-
linnan ja yleensikin sosiaalisessa yhteistssd toimimi-
sen kannalta. Samaa kuin symmetriasta, voidaan ky-
syd myOs matematiikasta, ja Livion filosofi Bertrand
Russellilta lainaama ajatus kiteyttdd asian loistavas-
ti: "Fysiikka ei ole matemaattista niinkdén siitd syys-
td, ettd tieddmme niin paljon fysikaalista maailmasta,
vaan koska tieddmme niin vihén; voimme keksid vain
sen matemaattiset ominaisuudet.” Itse olisin taipuvai-
nen lisddméédn lainauksen alkuun sanan “ehka”.
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