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Matematiikka ja kauneus

Me matematiikkaa tyoksemme tehneet olemme usein ja
eri tavoin kohdanneet ajatuksen matematiikan kauneu-
desta. Lauseke sievennetéén, matemaattinen tulos tai
todistus voi olla kaunis. Joku omistaa Lionel ja Cora-
lie Salemin seké Frederic Testardin kirjan Kauneimmat
matemaattiset kaavat, toinen lukenut G. Hardyn Mate-
maatikon apologian tai Pal Erdosin insproiman, Martin
Aignerin ja Giinter Zieglerin kirjoittaman kirjan Proofs
from the Book.

Mutta hiljattain tapaamani ylioppilaskirjoituksen pit-
kidn matematiikan aikoinaan loistavasti suorittanut ja
sittemmin matematiikkaa vahvasti soveltavalta alalta
maisteriksi valmistunut nuori nainen kertoi hiukan kat-
keranakin, ettd hénen vasta aikuisena mieltdménsé aja-
tus siitd, ettd matematiikka saattaisi olla kaunista, ei
ollut kohdannut hanté ollenkaan 12-vuotisten kouluo-
pintojen aikana: hdnen mielestddn asia oli yllattava ja
jos se oli yleisemmin tiedetty, siitd olisi voitu hénelle
kertoa vaikkapa lukiossa.

Todellakin — nuorta ihmistd kannustetaan matematii-
kanopintoihin monesta suunnasta, mutta aina samalla
jossain méarin lattein perusteluin. Matematiikka on ko-
vin tarkedd ja hyodyllistéd, pitkdd matematiikkaa opis-
keleva voi pitédd useampia tulevaisuuteen johtavia ovia
avoimina kuin humanistisesti suuntautuva toverinsa ja
numeroiden késittelystd maksetaan parempia korvauk-
sia kuin sanojen kisittelystd. Suomeksi: matematiikka
on tylsdd teknologiaa, insinoorioppia, se palvelee talou-
dellisen hyodyn tavoittelua, on siis ehké viime kidessi
tuhon voimien apuneuvo.

Toki matematiikkaa markkinoidaan sen esteettiseen

viehétykseen vedoten. Solmunkin kansissa on kuvioi-
ta, joiden saddnnollisyys on tulkittavissa matemaatti-
seksi. Fraktaaligeometrian kuviot, mielellaén véiritetyt,
M.C. Escherin usein hyperbolisen geometrian inspi-
roimat teokset tai Alhambran linnan ihmeellinen sei-
ndlaattaornamentiikka saattaa kuvittaa matematiikan
oppikirjoja.

Mutta mitd pohjimmiltaan on matematiikan kauneus?
Kauneus on joka tapauksessa subjektiivista. Se on kat-
sojan silméssé, kertoo universaali viisaus. Voin siis esit-
td4 vain mielipiteeni. Mielesténi matematiikan kauneus
on sen yksinkertaisessa, pelkistetyssa totuudessa ja var-
muudessa. Runo, kertomus tai romaani on kaunis, jos
se on jossain yleisessd mielessé totta ja yleispatevia, ja
ollakseen tdtd sen on myos oltava yksinkertaista, hei-
jastettava jotain monen ihmisen kokemuksen yhteista
osaa. Maalaus, veistos, kuva on (monen mielesté) kau-
nis, jos se pelkistdéd kohdettaan, muttei aivan liikaa.

Kaunis matemaattinen tulos — sanokaamme Pythago-
raan lause — pelkistédé, kokoaa yhteen yksinkertaiseen
rakenteeseen darettémén monta yksittéistapausta. Ja
matemaattinen tulos on tosi, varmemmin kuin mikaan
aistihavaintoihin tai mielipiteisiin perustuva tietomme
tai uskomusperdinen mielipiteemme. Naméa kaksi pe-
rusndkokohtaa muodostavat matematiikan kauneuden
todellisen perustan.

Miksi sitten matematiikan kauneus saattaa jadada pii-
loon hyvaltdkin koulun matematiikan osaajalta? Yksi
Syy on varmaan tavassa, jolla matematiikka tuodaan
nuorison tietoisuuteen opetussuunnitelmien rajaamis-

Paakirjoitus
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sa paketeissa. Ne ovat tdynné laskennon ohjeita, oli las-
kento sitten peruslaskutoimituksia, todennakdisyyslas-
kentaa tai differentiaali- ja integraalilaskentaa. Ne eivét
anna huomata matematiikan sisdistd totuusrakennet-
ta, jossa ldhes kaikki osat, joitakin perusolettamuksia
lukuun ottamatta, rakennetaan matematiikan olennai-
simman perustyokalun, todistamisen avulla. Matema-
tiikka ei ole uskomuskokoelma, sité ei kenenkéén tarvit-

Matti Lehtinen

se ottaa vastaan valmiiksi pureskeltuna ilmoituksena.

Opetussuunnitelmat ja niiden mukaan kirjoitetut oppi-
materiaalit eivit vilitd matematiikan totuuskauneutta.
Pallo on opettajilla. Heidédn, voisi sanoa yleva tehta-
vansé olisi johdattaa oppilaat my6s matematiikan kau-
neuden luo. Ja osoittaa, ettd matematiikan allistyttava
kayttokelpoisuus ei ole ollenkaan ristiriidassa sen syvan
esteettisyyden kanssa.

Paakirjoitus

Matematiikkadiplomitoiminta alkaa Solmun sivuilla

Marjatta Nadidtidnen
Dos., Helsingin yliopisto

Kirjan ja Ruusun paivana 2007 jaettiin Jyvéskyléan nor-
maalikoulussa alakoululaisille diplomeita lukuharras-
tuksesta. Opettaja Pirjo Tikkanen alkoi miettid, voisi-
ko Solmun avulla aloittaa matematiikkadiplomitoimin-
nan. Nyt 16ytyvit 1. ja 2. vuoden diplomit, ohjeet ja
tehtaviat Solmusta. Etusivulta on reitti matematiikka-
diplomin sivulle. Toimintaa rahoittaa Wihurin sa&tio.

Diplomitehtavét syventéviat Perusopetuksen opetus-
suunnitelman 2004 matematiikan siséltéalueita ja oh-
jaavat koululaisia kdyttdmaadn myds toimintavalineita
ongelmien ratkaisemiseksi. Lukuvuoden alussa opetta-
ja voi kiynnistaéd diplomitoiminnan. Tehtavét ja diplo-
mit voi tulostaa matematiikkalehti Solmusta. Tehté-
viin tutustutaan tunnilla tai parilla. Kun oppilaat ovat
ymmartaneet toiminnan idean, tehtévit voidaan antaa
vapaa-ajan harrastukseksi. Diplomitoiminta ei ole kil-
pailua. Jotkut tehtéavit ovat helppoja, jotkut haastavat
vaativampaan pohdintaan. Oppilaille tarjotaan haus-
koja ja haastavia tehtdvid ensi luokasta alkaen — ajat-
telua on kehitettdva harjoituksella. Tehtdvia ratkais-
taessa voi keskustella toisten kanssa, pyytda neuvoa ja

tehdé yhteistyota. Téarkeinté on, ettéd innostus heraé ja
oppilaat huomaavat oppivansa.

Matematiikkadiplomia voidaan kiyttda monella taval-
la. Tehtéavit sopivat myoOs kerhotoimintaan. Opettaja
voi esitelld diplomitoimintaa vanhempainillassa. Van-
hemmat voivat osallistua lastensa matematiikkaharras-
tukseen. Lukuvuoden lopulla tehtavit tuodaan kouluun
diplomin saamiseksi.

Ensimmaisen luokan tehtédvid on kokeiltu Jyvéskyldn
normaalikoulussa. Noin puolet ekaluokkalaisista on teh-
nyt matematiikkadiplomitehtdvat. Oppilaita ovat in-
nostaneet erityisesti haasteelliset paattelytehtavit.

Oppilaat ovat innostuneita ja ylpeitd diplomis-

taan. Diplomi on monipuolistanut lasten har-
rastuksia. Myonteiset kokeilukokemukset kannus-
tavat jatkamaan. Opettajien ehdotukset tehta-
viksi, kommentit ja kysymykset ovat tervetullei-

ta osoitteeseen marjatta.naatanen@helsinki.fi tai
pirjo.tikkanen@hirspek.fi


mailto:marjatta.naatanen@helsinki.fi
file:pirjo.tikkanen@hirspek.fi
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Monikulmion pinta-ala koululaisille

Mika Koskenoja
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Tehtava. Kuusikulmion M kirjet ovat tason pisteissa
(0,0), (3,-1), (2,2), (4,3), (—2,2) ja (1,1). Laske M:n
pinta-ala.

Esitan téssa kirjoituksessa tehtéville kaksi keskenddn
samantapaista ratkaisua, jotka vaativat ainoastaan jo
peruskoulun ylaluokkien oppilaiden hallitsemia alkeis-
geometrian tietoja. Jatkan samasta aiheesta Solmun
jossakin tulevassa numerossa kirjoituksella "Monikul-
mion pinta-ala ylioppilaille”, jossa esitdn tehtéville
tyystin erilaisen ratkaisun. Tuo ratkaisu edellyttas vek-
torianalyysin perusteita, jotka opitaan vasta yliopisto-
matematiikan alussa.

Monikulmion ositus

Osituksella tarkoitetaan monikulmion jakoa dérelliseen
maaraian uusia monikulmioita, jotka sisaltyvét alkupe-

raiseen monikulmioon peittden sen kokonaan ja jotka
kohtaavat toisiaan vain reunoiltaan. Vaatimuksista seu-
raa, ettd alkuperdisen monikulmion pinta-ala on sama
kuin osituksen monikulmioiden yhteenlaskettu pinta-
ala. Osituksen monikulmioiden lukumé&éré voidaan tar-
vittaessa ilmaista sanomalla, ettd osituksessa on k mo-
nikulmiota.

Pinta-alatehtévissd monikulmion osituksen tavoittee-
na on aikaansaada monikulmioita, joiden pinta-alan
osaamme laskea. Téllaisia tuttuja monikulmioita ovat
ainakin kolmiot, suorakulmiot ja (puoli)suunnikkaat.
Koska muut monikulmiot voidaan osittaa kolmioiksi,
niin ositus voidaan aina tehd& niin, etté se koostuu ai-
noastaan kolmioista. Kéytdmme osituksissa piddasiassa
kolmioita, mutta sopivissa tilanteissa myds suorakul-
mioita ja puolisuunnikkaita.

Osituksessa muodostettujen monikulmioiden pinta-
alojen laskeminen edellyttaé niiden sivujen pituuksien
madrdamisté, joka yleensd vaatii kédrkipisteiden tunte-
misen. Kun sivun (siis tason janan) paitepisteet ovat
A = (a1,a2) ja B = (b1, bg), niin sivun pituus on Pyt-
hagoraan lauseen mukaan (katso seuraava kuva)

|AB| = /(b1 — a1)? + (by — a2)?.
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Toisinaan jonkin sivun pituuden saattaa saada helpoi-
ten selville yhdenmuotoisuustarkastelulla, jolloin kaik-
kia kirkipisteité ei edes tarvitse tuntea. Nain kiy teh-
tdvidmme molemmissa ratkaisuissa. Osituksen monikul-
mioiden sivujen pituuksien ja kérkipisteiden selvittami-
nen voi joskus olla ty6ldsta, jos alkuperdinen monikul-
mio on monimutkainen tai ositus monikulmioihin on
tehty ajattelemattomasti.

Monikulmion erilaisia osituksia kolmioiksi ja suorakul-
mioiksi on olemassa lukemattomasti, silld kolmiot ja
suorakulmiot voidaan aina osittaa pienemmiksi kol-
mioiksi ja suorakulmioiksi. Yleensd pinta-alatehtévissa
kannattaa osituksissa pitdytyd pienessd méarassd mo-
nikulmioita. Vahimp&aan mahdolliseen suorakulmioiden
ja kolmioiden méaaraén pyrkiminen ei kuitenkaan aina
ole laskujen kannalta suotuisaa.

Kerrataan vield joidenkin tuttujen monikulmioiden
pinta-alojen laskukaavat. Suorakulmion S pinta-ala on

ala(S) = kanta - korkeus.

korkeus S

kanta,

Kolmion K pinta-ala on

_ kanta - korkeus

ala(K) 5

korkeus

Puolisuunnikkaan P pinta-ala on

kanta; + kantas) - korkeus
5 )

kantas

ala(P) = (

Suunnikkaan @, joka on suorakulmion yleistys ja puo-
lisuunnikkaan erikoistapaus, pinta-ala on

ala(Q) = kanta - korkeus.

Q

korkeus

kanta

Suorakulmioille ja suorakulmaisille kolmioille kanta ja
korkeus saadaan suoraan sivujen pituuksista. My0s vi-
nokulmaisten kolmioiden seké puolisuunnikkaiden kan-
tojen ja korkeuden méaédréddminen on yleenséd melko vai-
vatonta, silld jotkin néistd ovat suoraan sivujen pituuk-
sia ja muut saadaan usein helposti selville kuvan avulla
paattelemalla.

Ensimmainen ratkaisu

Tehtavamme kuusikulmion M ositus kuuteen kolmioon
Ky, ..., Kg ja yhteen suorakulmioon S; voidaan tehda
seuraavassa kuvassa esitetylla tavalla.

Osituksen suorakulmion S; pinta-ala on
ala(S1) =1-2=2.

Kolmiot K;, K3, K5 ja Kg ovat suorakulmaisia. Niista
kolmioiden K7 ja Kg kateettien piduudet ovat selvia,
ja saadaan

ala(K1)=3-1-1=1
ja

ala(Kg) =3 -1-3=3.

Molempien suorakulmaisten kolmioiden K3 ja Ky pi-
demmén kateetin pituus on selvé, mutta lyhemmén ka-
teetin pituuden médrdadminen vaatii pohdintaa kuvan
avulla. Merkitdén kolmion K3 kulmia kirjaimilla A, B
ja C, ja lisétdédn kuvaan apupisteet D ja E.
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Kolmioiden ABC ja DEC yhdenmuotoisuuden perus-
teella
|AC| |DC| i 2 3
= 1 - =
|AB| ~ |DE| 5

[AB| 1
joten |AB| = 2. Niin ollen

1.2 2
Havaitsemme liséiksi, ettd B = (2+2,0) = (3,0), mut-
ta emme tarvitse tata tietoa kolmion K3 vaan vasta
my6hemmin kolmion Ky pinta-alan laskemisessa.

Selvitamme kolmion K5 korkeuden vastaavalla yhden-
muotoisuustarkastelulla. Merkitd&n kolmion K5 kulmia
kirjaimilla ', G ja H, ja lisdtdan kuvaan apupisteet I
ja J.

Kolmioiden FGH ja FI.J yhdenmuotoisuuden perus-
teella

PGl _FI 4 6
|GH|  |IJ] IGH| 1

:6’

joten |GH| = 2 = 2. Niin ollen

ala(Ks) =4-2-4=13.

Havaitsemme lisiiksi, ettd H = (2,2+2) = (2, §), mut-
ta tassdkidn tapauksessa tietoa ei tarvita vield kolmion
K5 vaan vasta kolmion K4 pinta-alan madrdamisessa.

Maarataan sitten kolmion Ko pinta-ala piirtamalla
avuksi kuva, jossa ovat samat pisteet B ja E kuin kol-
mion K3 pinta-alan laskemisen yhteydessa. Lisatdan
kuvaan vield piste O.

O B

Kolmion K5 kannaksi kannattaa valita kolmion péél-
14 oleva sivu OB. Koska aikaisemman laskun mukaan
B =(%,0) ja O = (0,0), niin kanta on . Kolmion K>
korkeus on 1, joten

ala(Kg):%-%J:%:%.

Lasketaan viela kolmion K4 pinta-ala. Piirretdan avuk-
si kuva, jossa ovat samat pisteet GG, H ja J kuin kolmion
K5 pinta-alan laskemisen yhteydessa.

¥

Kolmion K4 kannaksi valitaan sen vasen, pystysuora si-
vu GH. Koska aikaisemman laskun mukaan H = (2, §)
ja G = (2,2), niin kanta on 2. Kolmion K korkeus
(kuvassa pikemminkin leveys) on 2, joten

ala(Ky) =3 -3-2= 2.

Nyt kaikkien osituksen monikulmioiden pinta-alat ovat
selvilla. Laskemalla ndmé yhteen saadaan kuusikul-
mion M pinta-alaksi

ala(M) = ala(S1) + ala(K1) + ala(K>) + ala(K3)
+ ala(K4) + ala(K5) + ala(Ks)
=2+3+5+3+3+5+3
— 12434844444840 _ 48 _ g
6 6 .

Toinen ratkaisu

Pinta-alatehtévissd monikulmion osittamista voi sovel-
taa myos niin, ettd peittdd monikulmion ensin yhdel-
14 (tai useammalla) tutulla monikulmiolla ja muodos-
taa peitetyn monikulmion poistamalla peittavista mo-
nikulmiosta tuttuja monikulmioita. Toisin sanoen peit-
tévin ja peitetyn monikulmion viliin jaéavd alue (joka
voi koostua yhdestd tai useammasta monikulmiosta)
ositetaan monikulmioiksi, joiden pinta-alan osaamme
laskea.

Peitetdéan kuusikulmio M suorakulmiolla Sy, jonka kér-
jet ovat pisteissé (-2, —1), (4,—1), (4,3) ja (—2,3). T&-
man pinta-ala on

ala(Sp) =6-4 =24

Suorakulmion Sy ja kuusikulmion M viliin ja& kolme
monikulmiota: kolmio, nelikulmio ja viisikulmio. Muo-
dostetaan peitetty kuusikulmio M poistamalla suora-
kulmiosta Sy kolmiot L1, ..., L4 sekd puolisuunnikkaat
P ja P, seuraavassa kuvassa esitetylla tavalla.
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3
Ly
2 — B |
Ls
1 MA™ ]
I 2
-1 L2 :
2 1 0 1 2 3 4

Kuvaan on merkitty pisteet @) ja R, jotka on tun-
nettava kolmioiden L; ja L3 sekd puolisuunnikkaiden
P, ja P, pinta-aloja laskettaessa. Helpohkoilla yhden-
muotoisuuspédttelyilli néihdéén, ettd Q = (—1,3) ja
R = (3,2). Jaskoon niiden tismillinen perustelu har-
joitustehtavaksi lukijalle.

Kolmio L4 on suorakulmainen ja sen pinta-alaksi saa-
daan

ala(Lg) = % -6-

l.g.1=3.

Piirretddn muista kolmioista L1, Lo ja L3 kuva, johon
lisdtadn pisteiden @ ja R lisdksi apupisteet T ja E.

-1 : E
T 3

Koska @ = (—1,2) ja T = (—1,—1), niin kolmion L;
8

kanta QT on 5. Kolmion L; korkeus on 2, joten sen
pinta-alaksi saadaan

ala(Ly) =3-8-2=

wloo

Kolmion L, kanta T'E on 4 ja korkeus on 1, joten
ala(Ly) =1 -4-1=2.
Koska R = (3, 3) ja E = (3, —1), niin kolmion L3 kanta

RE on %. Kolmion Lj korkeus on 1, joten sen pinta-
alaksi saadaan

ala(Ly) =3-2.1=1.
Vield pitad laskea puolisuunnikkaiden P; ja P pinta-

alat. Piirretdéan kuva, johon lisdtaén edellisessékin ku-
vassa olevat apupisteet T ja F.

Py Py

Tarkastellaan molempia puolisuunnikkaita niin, ettd
niiden kannat ovat pystyssé olevia sivuja, jolloin kum-
mankin korkeus on kuvassamme niiden leveys. Puoli-
suunnikkaan P; korkeus on 1 ja pidempi kanta on 3.
Lyhempi kanta on sama kuin kolmion L) kanta QT
edelld eli §. Niin ollen

ala(P)) =43+ 8).1=15. 4 =11,

Puolisuunnikkaan P, korkeus on vastaavasti 1 ja pi-

dempi kanta on 4. Lyhempi kanta on sama kuin kol-
mion L3 kanta RE edelld eli % Nain ollen

APy = A+ D)1=} B =18
Lopulta saamme kuusikulmion M pinta-alaksi
ala(M) = ala(Sy) — [ala(Ly) + ala(L2) + ala(L3)
+ala(Ly) + ala(Py) + ala(P,)]
=24-(§4+2+7+3+5+5)
= 04 — 32420421436+34+45 _ 94 _ 192

12
=24 16 =8,

kuten tuloksen tietysti pitddkin olla ensimmaéisen rat-
kaisun perusteella.

Tehtévia lukijalle

Tehtiva 1. Keksi kuusikulmion M ositus, jossa on kah-
deksan monikulmiota.

Tehtiva 2. Keksi kuusikulmion M ositus, jossa on 2
erikokoista neliota ja muut ovat kolmioita.

Tehtidva 3. Etsi kuusikulmiolle M ositus, joka koos-
tuu kolmioista, suorakulmioista ja puolisuunnikkaista,
ja jossa on mahdollisimman véhdn kolmioita.

Tehtéva 4. Etsi kuusikulmiolle M ositus, jossa on vain
kolmioita, mutta niitd on mahdollisimman vah&n.

Tehtiava 5. Laske M:n pinta-ala tehtéavissd 1-4 keksi-
miesi ositusten perusteella.

Tehtava 6. Peitd M kolmiolla ja osita peittéavin kol-
mion ja M:n viliin jaava alue kolmioiksi ja suorakul-
mioiksi. Laske lopuksi M:n pinta-ala muodostamiesi
monikulmioiden avulla.

Tehtava 7. Keksi 10-kulmio ja laske sen pinta-ala.
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Geometriaa Eukleidesta modernisoiden

Simo K. Kivela

Matti Lehtinen, Jorma Merikoski, Timo Tossa-
vainen, Johdatus tasogeometriaan, WSOY Oppimate-
riaalit, 2007, 163 sivua.

Geometriasta voi kirjoittaa hyvin monenlaisia kirjoja.
Asriesimerkkejd voisivat olla esillé oleva teos ja Erk-
ki Rosenbergin 25 vuotta sitten ilmestynyt Geometria,
joiden leikkaus on hyvin pieni, vaikka kumpikin on tar-
koitettu yliopistollisen geometrian kurssin oppimateri-
aaliksi. Rosenbergin kirja keskittyy deskriptiiviseen ja
projektiiviseen geometriaan, kun taas Lehtinen, Meri-
koski ja Tossavainen rakentavat euklidisen geometrian
yksityiskohtaisesti modernista aksioomajarjestelméasta
lahtien. Jalkimmaé&inen vastaakin suuressa méirin sa-
maan tarpeeseen kuin Rolf Nevanlinnan 70-luvun alus-
sa ilmestynyt Geometrian perusteet.

Lehtisen, Merikosken ja Tossavaisen kirja on suunnattu
ladhinnd matematiikan opettajiksi opiskeleville, minka
lisdksi silld ainakin paikoin on kayttod varmasti myos
geometrian harrastajille ja lukion lisdmateriaalina.

Kahdessa ensimméisessé luvussa rakennetaan euklidi-
sen geometrian jarjestelmé aksioomista ldhtien. Téay-
dennysta aksiomatiikkaan saadaan luvussa 5. Esitys on
Nevanlinnan kirjaa huomattavasti yksityiskohtaisem-
paa, jolloin tietyltd puuduttavuudelta on vaikeata valt-
tyé. Geometrian késitteiden yksityiskohtainen maérit-
tely ei ole aivan lyhyt prosessi eikd ilmi selviltd tuntu-
vien asioiden todistaminen aksioomista ldhtien ldhes-
kdan aina helppoa.

Luvut 3 ja 4 ovat kevyempaé luettavaa: klassisia, osit-
tain koulukurssin ulkopuolisia tasogeometrian lausei-
ta ja konstruktiotehtédvid sekd tdrkeimmét geometriset
kuvaukset. Luvussa 6 kisitellddn tunnetut mahdotto-
muudet: kuution kahdentaminen, kulman kolmijako ja
ympyran nelidinti. Lisdksi pohditaan, mitd tapahtuu,
jos luovutaan joko harpista tai viivoittimesta tai jos
otetaan kiytt6on muitakin vélineita.

Viimeinen luku 7 poikkeaa muusta esityksestd. Kyse ei
endd ole geometriasta sindnsd, vaan sen opettamises-
ta koulussa: millaista opetus on ollut, miten voitaisiin
tehda. Kyseessd on didaktikon ndkokulma.

Tasogeometrian aksiomaattista rakentamista ei késit-
téddkseni ole yhtd huolellisesti suomenkielisessd kirjal-
lisuudessa tehty. Téatd on pidettédva merkittdvana an-
siona. Paikoin hiiritsee matemaattisille teksteille usein
tyypillinen asennoituminen: riittaa, ettd asia on kun-
nossa, mutta perustavat ideat ja vaihtoehtoiset ajatte-
lutavat voivat jadada piiloon. Lukija ehkd itse 10ytad ne
asioita monipuolisesti pohdittuaan, mutta hénta voisi
toki hieman auttaa.

Esimerkkeind voisi mainita janojen yhtenevyyden
(kongruenssin, samapituisuuden) méérittelyn, jossa re-
laatiolta vaaditaan kolme ominaisuutta, mutta poh-
timatta jaa, millaiset mallit toteuttavat vaatimukset.
Onko harpilla piirrettdvid ympyra ainoa mahdollisuus
tietystd pisteestd ldhtevien samapituisten janojen p&aa-
tepisteiksi (Nevanlinnan terminologialla mittaviivaksi)

Simo Kiveld on Teknillisen korkeakoulun elidkkeelld oleva matematiikan lehtori. Hinen sdhkopostiosoitteensa on simo.kivela@tkk.fi.
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vai voisiko jokin muukin kiyrd tulla kyseeseen? Ky-
symys on sikéli mielenkiintoinen, etté se valottaa myos
konkreettisen vélineen, harpin, merkitysta geometrikon
tyokaluna.

Samassa yhteydessi (s. 22) on myos kuva, joka saattaa
johtaa harhaan. Puolisuora CE on kuvassa janan AB
suuntainen, vaikka néin ei tarvitse olla. Virheellinen-
hén kuva ei ole, mutta lukijalle saattaa syntya kéasitys,
ettd yhdensuuntaisuus on oleellista, ja vidristd mieli-
kuvista voi olla vaikeata pédsta eroon.

Eukleideen Pons asinorum -todistus (s. 27) tasakylki-
sen kolmion kantakulmien yhtésuuruudelle puoltaa var-
masti paikkaansa klassisen asemansa takia. Lauseen
lahes yhtéd klassinen Pappuksen (vai pitdisikd sanoa
kreikkalaisittain Pappos?) todistus esiintyy vain har-
joitustehtévéssid. Se olisi voinut ansaita varsinaisenkin
kisittelyn sisdltdménsd uuden nékokulman takia (kol-
mio todistetaan yhtenevéaksi itsenséd kanssa, tosin pei-
lattuna).

Kirjan 400 harjoitustehtévid auttavatkin lukijaa syven-
tdmadn tietojaan ja pohtimaan itsenéisesti asioita —
edellyttien, ettd ne saavat ansaitsemansa huomion.

Kirja on kirjoitettu ldhinnd matematiikan opettajaksi
opiskelevien kurssikirjaksi. Téalloin viimeinen didakti-
nen luku puoltaa paikkaansa. Geometria on kuitenkin
ala, jolla pitkdn historiansa ja ajattelutapojensa takia
on melkoinen rooli kulttuurissamme. Se ansaitsisi pel-
kistddn omilla ehdoillaankin eldvéin tietokirjan. Tasta

ei itse asiassa jad paljon puuttumaan: hieman véljem-
pi taustoja ja ajattelutapoja avaava teksti, pelkkid ni-
mié laajempi historiallinen nédkékulma. Erillinen luet-
telo aksioomista olisi my0s hyodyksi: koska teksti nail-
ta osin on vaistamatta raskaanpuoleista luettavaa, voisi
aksioomat aluksi silmaéilld kevyesti ja vasta vahitellen
syventdd nakemystdin niiden merkityksesté.

Geometrian opetus koulussa ja sen didaktiik-
ka kuuluisi t&lléin luontevimmin kokonaan eri
kirjaan.  Ulottuvuuksiahan on paljon lisdakin:
erilaiset  aksioomista  riippumattomat  ldhesty-
mistavat  (yhtend esimerkkind opettajakoulutuk-
seen tarkoitettu ruotsalaisen Torbjéorn Tambou-
rin esitys http://www.matematik.su.se/"torbjorn
/Undervisn/Geometri.pdf), vaikkapa peilauskuvauk-
set geometrian perustana, dynaamisen geometrian tie-
tokoneohjelmistot jne.

Jokaisessa inhimillisen tyon tuotoksessa on myos vir-
heenséd. Tekijat ovat olleet realisteja ja julkaisevat
verkkosivullahttp://mtl.uta.fi/geometria/ luette-
lon 16ydetyista virheistd. Tama on hyvé kiytanto.

Kaikkiaan Lehtisen, Merikosken ja Tossavaisen kirja on
hyvé lisd geometriaa késittelevidn suomenkieliseen kir-
jallisuuteen. Téllaisia voisi toivoa olevan enemmaénkin
ja niiden saavan paremmin niakyvyyttd. Omaan tietoi-
suuteeni kirja tuli sattumalta toista vuotta sen ilmes-
tymisen jalkeen.


http://www.matematik.su.se/~torbjorn
http://www.matematik.su.se/~torbjorn/Undervisn/Geometri.pdf
/Undervisn/Geometri.pdf
http://www.matematik.su.se/~torbjorn/Undervisn/Geometri.pdf
http://mtl.uta.fi/geometria/
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Potenssisummia numeerisella integroinnilla

Jorma Merikoski
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Tampereen yliopisto

Johdanto

Olkoon f valilla [a, b] jatkuva reaalifunktio. Lukion pit-
kidn matematiikan kurssiin 12 kuuluu integraalin

I:/bf(x)dx

likim&&rédinen laskeminen puolisuunnikassdannolla

h
—(yo +2y1 +2y2 + ...

=2

+ 2yn71 + yn)

ja Simpsonin sa&nnolla

h
S = g(yo+4y1+2y2+4y3+-..+2yn72+4yn71+yn)-

Téassé n on positiivinen kokonaisluku,

b—a
n

h:

ja
Lis&ksi Simpsonin sdannéssé n on parillinen. Tulosten

tarkkuutta selvittédvit virhekaavat. Jos f on kahdesti
derivoituva, niin

1=0,1,...,n

h2
I-T=-—

(O - a), 1)

missd a < £ < b (mutta £:std el yleensd tiedetd sen
enempéd). Jos f on neljisti derivoituva, niin

h4
]—S§ = _—_ (4) _ 2
5=~ TOE0b —a), &)
missd a < £ < b. Niiden kaavojen johto (ks. esim. [2],
[5]) ei kuulu lukion kurssiin.

Toisaalta, jos f:n integraalifunktio F' tunnetaan, niin
I = F(b) — F(a) saadaan tarkasti, jolloin syntyy kiin-
nostava kddnteisprobleema: esitettdvi tietylle summa-
lausekkeelle likiméa#rédiskaava I:n avulla. Jos a = 0,
b=mn,h=1ja f(z) = 2F, missi k = 1,2,3,4, niin
tulemme huomaamaan, ettd saamme 7':n tai S:n avul-
la tarkan kaavan, jossa summa

I S
esitetdéan n:n (k + 1)-asteisena polynomina. Tapauk-
set k = 2 ja k = 3 ovat kirjan [1] harjoitustehtévina
(teht. 138), mutta me kisittelemme tétd aihetta laa-
jemmin.

Eulerin-McLaurinin summakaava on, kuten Lindeldf
([5], s. 377) sanoo, analyysin kaikkein mielenkiintoi-
simpia kaavoja. Emme esité sitd yleisessd muodossaan
(ks. esim. [5], s. 389) vaan tyydymme kahteen erikois-
tapaukseen. Jos f on neljésti derivoituva, niin

f()%+——ﬂ4@X —a), (3)

L) - o

12
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missd a < £ < b. Jos f on kuudesti derivoituva, niin

h? / / ht " "
[=T == (f'(0) = ['(@) + g (f"'(b) = £ (a))
hﬁ
~ 309107 V@b~ a), 4)

missd a < £ < b.

Triviaali tapaus £ =1

Tieddmme aritmeettisen summan kaavan perusteella,
etta
nn+1)

5

Siksi tapaus & = 1 ei ole kiinnostava, mutta téydel-
lisyyden vuoksi késittelemme senkin. Koska funktiolle
f(z) = x on f"(x) = 0, on virhekaavan (1) mukaan
T =1. Siis

1+2+...+n=

1 r 2
5[0+2-1+2-2+...+2(n—1)+n} :/xdx:%,
0

joten
1+24+...+(n—1)+n
non
:1—|—2+...—|—(n—1)+§—|—§
n? 1
_nn_nr+l)
2 2 2
Tapaus k = 2

Tapa 1. Kéytetddn puolisuunnikassaéntod. Vaikka se ei
laske tarkasti integraalia

n

I = /x2dx,

0

saamme virhekaavalla (1) lausekkeen 12 +22 + ...+ n?
tarkasti, koska funktion f(z) = 22 toinen derivaatta
1" (x) = 2 on vakio. Virhekaavan perusteella

1 n
T=14+—-2(n—-0)=1+—
—|—12 (n—0) +6

eli

1
5[0+2-12+2-22+...+2(n—1)2’+nﬂ

n

13
joten
P2+224 ...+ (n—1)72+n?
2 2
:12—|—22—|—...+(n—1)2—|—%+%
:n_3+ﬁ+n_2:2n3+3n2+n
3 6 2 6
_n(n+1)2n+1)
= 5 .

Tapa 2. Kaytetddn Simpsonin sddntod. Mutta kannat-
taako se, koska laskut tulevat pitemmiksi kuin tavas-
sa 17 Voimme vastata myonteisesti, jos kuvittelemme,
ettd tunnemme vain puolisuunnikassddnnon ja Simpso-
nin sddnnon johtoineen mutta emme virhekaavoja (1)
ja (2). Silloin emme voi kiyttas tapaa 1, mutta tieddm-
me, ettd funktiolle f(z) = 2% on S = I.

Jos n on parillinen, niin

1
§[0+4-12—|—2-22—|—4-32—|—...—|—2(n—2)2

n
3

+4(n—1)* +n’] :/xde:%

0
ja
1
g[12+4-22+2-32+4-42+...+2(n—1)2
n+1 13 1
+47’L2+(TL+1)2}: /dexzi(n+ ) — .
3 3
1
Yhteenlaskemalla saamme
2-12—1—2[22—1—32—1-...—1-(71—1)2]
5 4, 1 , n® (n+1)3® 1
e Z 2= T -
et gt 1) = o4 g 1
josta

224324+, .+ (n—1)>
:é[n3+(n+1)3—5n2—(n+1)2} —1
ja edelleen
24224 ...+ (n—1)72+n?

1
:E[n3+(n+l)3—5n2—(n+1)2]—1+1+n2

1
:E(2n3+3n2+3n+1—5n2—n2—2n—1+6n2)

1 1 1
= 6(2713 +3n? +n) = 6n-2(n+ (n+ 5)

1
= En(n +1)(2n+1).
Jos n on pariton, niin voimme tarkastella vastaavasti

integraaleja

n—1 n

/xgdx ja /xgdx.

0 1
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Kuitenkin on mukavampi todeta, ettd n — 1 on talléin
parillinen, joten

124224 . .+ (n—-1>2+n2
1

= (= Dnf2(n— 1) + 1] +n?
1

= gn(n —1)(2n—1)+n?

= é[n(2n2 —3n+ 1) + 6n?

1
= 6n(2n2 —3n+1+6n)

1 1
= 6n(2n2 +3n+1)= En(n +1)(2n+1).

Tapa 3. Kaytetddn Eulerin-McLaurinin summakaa-
vaa (3). Jitdmme sen lukijan tehtévéksi.

Tapaus k = 3

Tapa 1. Kaytetddn Simpsonin sddntod. Koska Simpso-
nin s&dnnodssi integroitava korvataan paloittain poly-
nomeilla, joiden aste on enintéddn kaksi, on selvai, et-
td tamé saanto laskee tarkasti kaikkien téllaisten poly-
nomien integraalit. Mutta on yllattavaa, ettd se las-
kee tarkasti my6s kolmannen asteen polynomien in-
tegraalit. Jos nimittdin f on téllainen polynomi, niin
f®(x) =0, joten virhekaavan (2) mukaan S = I.

Voimme olettaa, ettd n on parillinen. (Jos n on pariton,
niin menettelemme kuten tapauksessa k = 2.) Télloin

1
§[0+4-13+2-23+4.33+...+2(n—2)3

n
4

+4(n —1)° +n?] :/xgdx:%
0

ja
1
5[13+4~23+2~33—|—4-43—|—...—|—2(n—1)3
n+1 4
+4n3+(n—|—1)3] = /mgdxzw—i

1

Jatkamme kuten tapauksessa k = 2. Saamme

5
5-13+2[23+33+...+(n—1)3}
4

5 4 1 s nt (n+1)* 1
e Z 1) = — i
t3n +3(n+ ) TR 7
josta
B 4+33 4+ +(n-1)7°
1., a 1o 4 23
=§[n +(n+1)}—6[5n +(n+1)]—ﬂ,

ja siis
P4+22 4+ +(n—1)>%+n

E [n* + (n+1)*] — é[5n3 + (n+1)°]

8
—§+1+n3
:%(2n4+4n3—|—6n2+4n+1)
—é(6n3+3n2+3n+1)+i+n3
:%n4+%n3+%n2+%n+%
- 3—%n2—%n—é+i+n3

1 1 1 1
Zn‘l + 5113 + an = Zn2(n +1)%

Tapa 2. Kaytetddn FEulerin-McLaurinin summakaa-
vaa (3). Jos f(x) = 2%, a = 0, b = n ja h = 1, niin
f'(z) =322 ja fW(z) =0, joten

1 2

T=I+(3n%-0)—0=1T+"

4
eli
1
5[0+2~13+2-23+...+2(n—1)3+n3]

= 2 4 2
3 n n n
= d _ = — —_
/x T+ 1 1 + 1
0
Saamme siis

P22+ 4+ (n—-17+n

3 3
:13+23+...+(n—1)3+%+%
_n4—|—n2+n3 _nt42n+n? nP(n+1)2
N 4 2 4 N 4 '

Tapaus k=4

Tapa 1. Kaytetddn Simpsonin sdéntod. Se ei laske tar-
kasti funktion f(z) = 2 integraalia, mutta koska
f@(z) = 24 on vakio, saamme tehtéivin ratkaistuksi
virhekaavan (2) avulla (vrt. puolisuunnikassiénto ta-
pauksessa k = 2).

Voimme olettaa, ettd n on parillinen. Tall6in

1
§[0+4-14—|—2-24—|—4~34+...+2(n—2)4

f 24 n®  2n
A(n —1)% 4 _/ 44 2 n—0)= — 4+ =&
+4(n—1) —|—n] T x+180(n 0) 5 + 5

0
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ja f!(x) = 42® ja fP(z) = 24, joten
ey 4 4 4 4 1 3 1
5[1 +4.28+2.30+4.4% 4 42n—1) T=1I+y5(n"—0) - —5-24(n—0)
4 4 "+14 24 = 44 +n_3_£_n_5+n_3_£
+4n —|—(n—|—1)]:/xdm+l—80(n+1—1) - T azr 3 30 5 3 30
0
1
_(n+1)° 1 2n eli
5 5 15 . B n
—[0+2-1* 4224+ 42(n—-1)*4nt] = —+ = ——.
Jatkamme kuten tapauksissa k = 2 ja k = 3. Saamme 2[ + + +F2n )—i—n] 5 + 3 30
5 5 1 Siis
122043+ (n— D)+ ont+ o (n+1)?
3 2[435+ (n )]+3n +3(n+) 24+ (n—1D)*4nt
n® (n+1° 1 4n 4 4
=—+— -+ I TN A B L
5 3 4
josta :n_+n__£+n_
5 3 30 2
1
2243+ (n 1) = 35(6n° + 150" + 100" — n),
_ 15 5
—10[n +(n+1)°—1]
+i_§ B é[5n4+ (n+1)* +35] Tapaukset £ =5 ja k=6

Téaten

P2t (-1t 40t

1 2
z—[n5+(n+1)5—1]—|—1—5n

10
1
—E[5n4 +n+D*+5]+1+n?
1 2
= 1—0(2n5 + 5n* + 10n® 4+ 10n? + 5n) + ="

1
—E(6n4—|—4n3+6n2—|—4n—|—6)+1—|—n4

1 1 1 2
=4+ -nt+nd+ni+-n+ —n—nt

5 2 2 15
2
—§n3—n2—§n—1+1+n4
1 1 1
=_n’+-nt+-nP— —n

1
= —n(6n* + 15n° + 10n* — 1).
30

Huomaamme kokeilemalla, ettd polynomilla p(n) =
6n* + 15n2 + 10n? — 1 on rationaaliset nollakohdat
n=—-1jan= —%, joten se on jaollinen polynomilla
q(n) = (n+1)(n+ 3). Suorittamalla jakolaskun saam-
me p(n)/q(n) = 6n°+6n — 2, joten p(n) = (n+1)(n+
1)(6n? +6n—2) = (n+1)(2n+1)(3n?+ 3n — 1). Niin
saamme tuloksen muotoon

1
42t 40t = %n(n+l)(2n+l)(3n2+3n— 1).

Tapa 2. Kaytetddn Eulerin-McLaurinin summakaa-
vaa (3). Jos f(z) = 2%, a=0,b=mnjah =1, niin

Puolisuunnikassédanndssé integroitava korvataan pa-
loittain polynomeilla, joiden aste on enintddn yksi.
Simpsonin sddnndssa kiytetddn vastaavasti polynome-
ja, joiden aste on enintddn kaksi. Periaatteessa voidaan
myo6s kiyttdad polynomeja, joiden aste on enintdén kol-
me, enintdan neljd jne. Esimerkiksi kdyttamalla enin-
tddan kolmannen asteen polynomeja saadaan

b
3h
/f(x)dx ~ g(yo + 3y1 + 3y2 + 2y3 + 3ys + 3ys

a

—|—2y6 +...4+ 2yn_3 + 3yn—2 + 3yn—1 =+ yﬂ)?

missd n on jaollinen 3:lla. (Ks. esim. [2], s. 316, missd
integraali on laskettu yhden osavélikolmikon yli.) Kui-
tenkaan timé& sd&nto el ole Simpsonin sddntoa parempi,
silld nytkin virhe on muotoa vakio kertaa h*f®(¢) eli
likimé#rin verrannollinen potenssiin h*. ("Likimé#rin”
siksi, etté jos esimerkiksi h puolitetaan, niin & yleensa
muuttuu, jolloin uusi virhe ei ole tdsmalleen % van-
hasta vaan voi erota siité paljonkin.) Siis t&lla sdannol-
14 saadaan lasketuksi summa 1% + 2% + ... 4+ n* vain
tapauksessa k < 4, kuten saadaan Simpsonin s&&nndl-
lakin, ja laskut ovat pitemmat. Toisaalta nama laskut
ovat hyodyllistd "kaavamanipuloinnin” harjoittelua, jo-
ten summan 1% 4+ 24 + ... 4+ n* laskeminen tills tavalla
on hyva harjoitustehtava.

Korkeammankaan asteen polynomeja ei kannata kéyt-
tdd. Tosin virhe yleensd pienenee, jos derivaatat pysy-
vat kohtuullisissa rajoissa, silld polynomin asteen olles-
sa k se on muotoa vakio kertaa f*2)(£)h*+2 kun k on
parillinen, ja vakio kertaa f®*+1(&)h**! kun k on pa-
riton. Mutta saadut kaavat tulevat kovin mutkikkaiksi:
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kerrointen suuruusluokka kasvaa ja jotkin niistd saat-
tavat olla negatiivisia. Siksi on parempi soveltaa joko
Simpsonin sdantod pienemmalld h:lla tai jotakin aivan
muuta menetelmas.

Korkeamman asteen polynomeilla saatuja integrointi-
kaavoja ei myoskidn kannata kiyttdd summan 1F +
2F + ...+ n* laskemiseksi. Periaatteessa niin voitaisiin
tehdd, mutta kiytdnnossa laskut tulevat varsin tyolaik-
si. Sen sijaan naitdkin summia voidaan laskea helposti
Eulerin-McLaurinin summakaavan avulla. Késittelem-
me tapaukset k = 5 ja k = 6 soveltamalla kaavaa (4).

Funktiolle f(z) = 2° on f'(x) = 5z*, f"”'(x) = 6022 ja
f©(x) =0, joten

1
5[0+2-15+2-25+...+2(n—1)5+n5]

1 1
_ [ .5 L 5nt —0) — — (60n2 —
—/xdx+12(5n 0) 720(60n 0)+0
0
_nt ot m?

6 12 12

Nain ollen

P4+25 4+ .4+ (n—1)°+n°
5 5
=1P+2°+ . +(n—1°+ =+ —

1
= En2(2n4 +6n® + 5n* — 1).

Tapaukset £k = 1 ja k = 3 houkuttelevat otaksumaan,
ettd polynomi p(n) = 2n* + 6n® + 5n% — 1 on jaollinen
polynomilla g(n) = (n+1)2. Niin todellakin on, ja suo-
rittamalla jakolaskun saamme p(n)/q(n) = 2n2+2n—1.
Siis

1
PP+2°4+ ... +n° = En?(nJr 1)%(2n® +2n —1).

Siirrymme tapaukseen k = 6. Jos f(x) = 2%, niin

f'(x) = 62, " (x) = 1202° ja f(©)(z) = 720, joten

1
§[O+2-16+2~26—|—...—|—2(n—1)6—|—n6]

n

1
_ [ .6 5_
_/xdx—|—12(6n 0)

0
1 n
——(120n% -0 720
7301207 = 0) + 35075
o nton
7 2 6 @ 42

Saamme siis

4204 .+ (n—1)°%4nS

n® nS

:16+26+...+(n—1)6+7—|—7
_n7+n5 n3+n+n6
7 2 6 42 2

= 41—2n(6nﬁ +21n° 4 21n* — Tn? 4+ 1).
Otaksumme nyt tapausten k = 2 ja k = 4 perusteella,
ettii polynomi p(n) = 6n° + 21n° + 21n* — T2 + 1 on
jaollinen polynomilla ¢(n) = (n+1)(2n +1). Osoittau-
tuu, ettd ndin on. Jakolaskulla saamme p(n)/q(n) =
3n* +6n3 — 3n + 1, joten

1
164264, 4nb = En(n+1)(2n+l)(3n4+6n3—3n+1).

Eulerin-McLaurinin summakaavan yleisessd muodossa
tarvitaan Bernoullin lukuja (ks. esim. [5], s. 383), joten
ne nikyvit myos kertoimissa, kun summa 1% 4+ 2% +
... + nF esitetdifin n:n (k + 1)-asteisena polynomina.
Kirjansa esipuheessa ([5], s. IV) Lindelof kutsuu Ber-
noullin lukuja "merkillisiksi”. N&diden lukujen mééritel-
mé (palautuskaavalla tai tietyn sarjan kerrointen avul-
la) néyttad kovin mutkikkaalta ja keinotekoiselta (seit-
semiin ensimméistd Bernoullin lukua ovat &, 35, 75,
%, 65—6, % ja %), joten on todellakin merkillistd, etta
niill& on keskeinen rooli mm. eréissé sarjakehitelmissé
(esimerkiksi tan z:n, ks. [5], s. 387).

Puolisuunnikassaadnnon parantaminen

Eulerin-McLaurinin summakaavasta (3) saamme "pa-
remman puolisuunnikassdannén”

hQ

=T - (f'0) — /'(a),
jonka virhekaava on
B
[=Ti == fPEb-a)

Jos siis f on neljésti derivoituva ja f* pysyy kohtuul-
lisissa rajoissa, niin tdmén sadnnon virhe on likiméaarin
verrannollinen potenssiin h* eli samaa suuruusluokkaa
kuin Simpsonin sd&nnoén virhe.

Vastaavasti saamme FEulerin-McLaurinin summakaa-
vasta (4) "vield paremman puolisuunnikassdiannon”

h? n
Ty =T — () = f'(@) + =5 (") = f"(a)),

jonka virhekaava on

hﬁ

I—Ty)=—
2 30240

FOE) D - a).
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Jos siis f on kuudesti derivoituva ja f(©) pysyy kohtuul-
lisissa rajoissa, niin virhe on likim&&rin verrannollinen
potenssiin hS.

Téten on odotettavissa, ettd "parempi puolisuunnikas-
sdant6” on suunnilleen yhté hyvé kuin Simpsonin séén-
0, ja ettd "vield parempi puolisuunnikassaéantd” on néi-
té parempi. Jatdmme lukijan tehtdviksi tutkia kokeel-
lisesti, onko asia todella néin.

On mielenkiintoista, ettd pelkki tieto derivaatoista vé-
lin pédtepisteissé saa aikaan téllaiset parannukset. Kui-
tenkin, jos funktiota ei ole annettu lausekkeena vaan
taulukkona, niin derivaatat taytyy laskea numeerises-
ti likim&aaraismenetelmilld, jolloin tehdyt virheet saat-
tavat kumota ndmaéa parannukset. Erityisen painavasti
tdma huomautus koskee "vield parempaa puolisuunni-
kassa&ntod”, jossa tarvitaan kolmatta derivaattaa.

Muita menetelmia

Summan s, (n) = 1¥4+2% 4. . . +n* kaava voidaan johtaa
monella muullakin tavalla.

Helpoin menetelmé keksid lienee seuraava. Aritmeet-
tisen summan kaavan perusteella s;(n) on toisen as-
teen polynomi, joten otaksutaan, ettd sg(n) on (k +
1)-asteinen polynomi. Tarkastellaan siis polynomia
pr(n) = apn® 1t +a1n® + ...+ agn + apy1. Vaaditaan,
etta

pr(1) = sk(1), pr(2) = sk (2),
ek 2) = su(k+2). ()

Ratkaistaan tédstd lineaarisesta yhtaloryhmésta tunte-
mattomat ag, a1, .. ., art+1. (Voidaan todistaa, ks. esim.
[5], s. 16, ettd silld on yksikisitteinen ratkaisu.) Lopuk-
si osoitetaan induktiolla, ettd py(n) = sk(n) kaikilla
muillakin n:n arvoilla.

Yhtaloryhmé (5) voidaan suurillakin k:n arvoilla rat-
kaista helposti kiyttamalla jotakin matemaattista tie-
tokoneohjelmistoa. Kuitenkin taytyy varautua seuraa-
vaan. Jos tietokone soveltaa liukulukuaritmetiikkaa,
niin tulokset ovat desimaalimuotoisina likiarvoina, jol-
loin niiden muuttaminen tarkoiksi arvoiksi voi suuril-
la k:n arvoilla olla vaikeaa, koska pyoOristysvirheiden
kasautuminen saattaa sotkea desimaaliluvun jaksolli-
suutta. Jos taas kone soveltaa tarkkaa aritmetiikkaa,
niin suurilla k£:n arvoilla ehkd joudutaan operoimaan
niin hankalilla murtoluvuilla, ettd muisti loppuu tai ai-
kaa kuluu kohtuuttomasti taikka ohjelman suoritus ju-
miutuu muuten. Pienilld k:n arvoilla ongelmia ei synny

kummassakaan tapauksessa. Lukija voi kokeilla, mil-
laisista k:n arvoista hénen tietokoneensa ja sen mate-
maattinen ohjelmisto selviytyy.

Edella Kkisittelemiemme menetelmien erédédnlaisena
puutteena on, ettei niilld saada tietoja kmn eri arvo-
ja vastaavien si(n):ien vilisistd yhteyksista. Tavallisin
sellainen menetelma, jolla néitd yhteyksid saadaan, on
Pascalin menetelmd (ks. esim. [3], luku 2.1, [6], s. 359
ja tapauksessa m = 3 myos [4], s. 335-336). Se perustuu
kaavaan

(Tl + 1)m —1=msy_1+ <m) Sm—2 + (m> Sm—3
2 3
+...+msy +n.

Aluksi sijoitetaan m = 2, jolloin saadaan s;. Seuraa-
vaksi sijoitetaan m = 3, jolloin saadaan sq, koska s;
tunnetaan. Sitten sijoitetaan m = 4, jolloin saadaan
s3, koska s; ja sg tunnetaan. Jatkamalla vastaavasti
saadaan jokainen potenssisumma s esitetyksi potens-
sisummien Si, Sa, ..., Sk_1 avulla.

Muita menetelmii 18ytyy Kotiahin artikkelista [3].
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Nelja tieta derivaattaan

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Tarmo Hautajarvi, Jukka Ottelin ja Leena
Wallin-Jaakkola: Laudatur 7. Derivaatta. Otava
2006. 195 s. 15,80 euroa.

Markku Halmetoja, Kaija Hikkinen, Jorma
Merikoski, Lauri Pippola, Harry Silfverberg, Ti-
mo Tossavainen, Teuvo Laurinolli ja Timo Sanki-
lampi: Matematiikan taito 7. Derivaatta. WSOY Op-
pimateriaalit 2006. 182 s. 12,90 euroa.

Jukka Kangasaho, Jukka Makinen, Juha Oikko-
nen, Johannes Paasonen, Maija Salmela ja Jor-
ma Tahvanainen: Pitkd matematiikka 7. Derivaatta.
WSOY Oppimateriaalit 2006. 209 s. 12,80 euroa.

Pekka Kontkanen, Jukka Lehtonen, Riitta Lii-
ra, Kerkko Luosto ja Anja Ronkainen: Pyramidi
7. Deriwaatta. Tammi 2006. 248 s. 12,80 euroa.

Aluksi

Lukion matematiikan pitkdn oppiméaran keskeisena
teemana voi pitdéd differentiaali- ja integraalilaskentaa.
Differentiaalilaskennan keskeinen késite on derivaatta.

Derivaatta lienee tullut matematiikan sanastoon 1700-
luvun lopulla, kun Lagrange rupesi kidyttdmé&an mer-
kintdd f’(x) ja nimitystd fonction dérivée, johdettu
funktio. Niinpé derivaatta saksassa on Ableitung ja suo-
meenkin oli 1900-luvun alussa tarjolla sana johdos. La-
grangen teko ei ehké kasvata hdnen muuten pitkda an-

siolistaansa: derivaatta-sana ja derivaatan laskennol-
liseen méaérittdmiseen viittaava merkintd ovat luulta-
vasti haivytténeet derivaatan, differentiaaliosamé&éran,
varsinaista merkitysté hetkellisen muutosnopeuden il-
maisijana.

Solmuissa 2/2006 ja 2/2007 esiteltiin rinnakkain lu-
kion oppikirjasarjojen tekijoiden ldahestymistapoja lu-
kion pitkdn matematiikan kursseihin 1 (funktiot ja yh-
talot) ja 3 (geometria). T&lla kertaa tarkastelun koh-
teena on kurssi 7, derivaatta, ja neljd tapaa muuntaa
opetussuunnitelman keskeiset sisillét, "rationaaliyhté-
16 ja -epayhtils; funktion raja-arvo, jatkuvuus ja deri-
vaatta; polynomifunktion, funktioiden tulon ja osamé&a-
rdn derivoiminen; polynomifunktion kulun tutkiminen
ja dariarvojen méarittdminen”, oppimateriaaliksi.

Kaytéan kirjoista alempana lyhenteitda LA, MT, PM ja
PY. Kerron vain itse kirjoista. Niihin liittyvid salasa-
nan takaa kustantajien nettisivuilta 16ytyvid oheisma-
teriaaleja ja tehtévien ratkaisuja ja mahdollisia virhei-
den oikaisuja en ole ndhnyt, en myo6skéén voi ottaa huo-
mioon sité, etté eri kirjasarjat jakavat aineistoa osin eri
kursseihin.

Kirjojen sisallon tarkastelua

Muut kuin PY kiyvét suoraan asiaan, opetussuunnitel-
man ensimmaéiseen siséltéon, rationaalifunktioon. PY
aloittaa lyhyella historiallisella katsauksella, sitten lu-
vulla, jossa ldhdetddn liikkeelle abstraktista funktion
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tai kuvauksen méaaritelméasta ja kisitellian seikkape-
rdisesti funktion monotonisuutta.

Rationaalifunktion kaikki kirjat kertovat olevan kah-
den yhden muuttujan polynomin osamaarda. MT sallii
useamman kuin yhden muuttujan, muttei juuri nayta
tatéd laajennusta kiyttéavan. Yksikddn ei mainitse, etta
rationaalifunktioita voisivat olla esimerkiksi

2 3
f(x)—p p
tai
2 3
23
r—1 332—\/§

siis funktiot, joiden lausekkeessa muuttujaan ja vakioi-
hin on sovellettu vain enintdén neljaéd peruslaskutoimi-
tusta. PM kuitenkin ilmoittaa, ettd kun murtolausek-
keisiin sovelletaan niitd laskutoimituksia, paadytdéan
sievennysten jilkeen kahden polynomin osaméaéréédn eli
rationaalifunktioon.

Seuraavan oppisisallon osion kisittelyn kaikki kirjat al-
kavat raja-arvosta. MT on laittanut osin alkuun muuta-
man viittauksen siihen, ettd 1600-luvulla alettiin tar-
kastaa muutosta matemaattisesti, ja téssd on keskei-
sessé, asemassa raja-arvo. Huomautusta voi pitaé hiu-
kan harhaanjohtavana sikéli, ettd raja-arvo tuli ndiden
muutostarkastelujen tueksi matematiikkaan oikeastaan
vasta 200 vuotta myShemmin. PY alkaa koko raja-
arvotarkastelun toispuolisista raja-arvoista. Kaikki kir-
jat kayttavat jonkinlaisena johdantoperusteluna tyyp-

pia
z? — a?

T—a
olevan funktion kdyttdytymistd arvon a ldhelld. Funk-
tion arvoja lasketetaan laskimella ja havaitaan niiden
osuvan 2a:n ldhelle. Vain MT sanoo rehellisesti heti, et-
té tarkasteltava lauseke on sama kuin = + a aina, kun
x # a. Minusta tdmén ilmeisen tiedon panttaaminen
siksi, kunnes laskinty6td on tarpeeksi tehty, on erdin-
laista oppilaan ja matematiikan ylenkatsomista.

Raja-arvon maéaritelmiksi kaikki kirjat wvalitsevat
erddnlaisen dynaamisen version: lim,_,, f(z) = b tar-
koittaa sitd, ettd f:n arvot saadaan mielivaltaisen 14-
helle arvoa b, kun x lahestyy a:ta. Raja-arvossa ei kui-
tenkaan oikeastaan ole kyse siitéd, mitd saadaan aikaan
kun muuttuja kuljeskelee rajakohdan lahelld, vaan yk-
sinkertaisesti funktion arvojen sijainnista, aivan staat-
tisesti. MT ja PY esittdvit myos tésmaéllisen raja-
arvon maéadaritelmén, edellinen kurssin ulkopuolista ai-
nesta osoittavan merkin jilkeen, jalkimmaéinen kirjan
lopussa olevassa syventédvissa aineksessa. Muut kirjat
kuin PM esittévit raja-arvojen rationaaliset laskusdan-
not — ilmoitusasioina, ilman viitettdkdan sithen suun-
taan, ettd sddnndt olisivat méaritelmén nojalla todis-
tettavaa ainesta. Vain MT maéérittelee raja-arvon aa-
rettomassé ja myoskin "raja-arvon co”.

Erityisesti PM esittaé raja-arvo-osiossa useita esimerk-
kejd rationaalifunktion raja-arvon laskemisesta nimit-
tdjan nollakohdassa, pisteessé, jossa funktio ei ole méa-
ritelty. Esimerkit alkavat aina niin, ettd funktion argu-
mentiksi sijoitetaan tdméa nimittdjéin nollakohta ja to-
detaan ongelma. Kun juuri edelld on opeteltu sité, etta
rationaalifunktion nimittdjan nollakohdat eivit kuulu
funktion méirittelyjoukkoon, menetelmé — vaikka to-
ki harmiton — on hiukan kyseenalainen. PY on téssa
kohden huolellinen.

Funktion raja-arvo liittyy funktion jatkuvuuteen. Jat-
kuvuutta kasittelee laajimmin PY, suppeimmin MT.
LA esittdd hiukan omituisen mééritelmén kisitteelle
funktion f jatkuvuus kohdassa a: "Funktio on jatku-
va médrittelyjoukkonsa kohdassa (sen ldheisessd ym-
péristossi), jos tdssd kohdassa funktiolla on raja-arvo
ja se on yhté suuri kuin funktion arvo.” Mit4 téssa tar-
koittaa laheinen ympéristé ja miksi sitd tarvittaisiin?
Samalla aukeamalla LA:n kirjoittajille ndyttaéd tulleen
toinenkin oikosulku: he tarkastelevat funktiota f(x), jo-
ka madritellaén eri lausekkeilla, kun x # —2 ja x = —2;
kysymys on tietysti jatkuvuudesta kohdassa —2. Tal-
16in ei ole mielekdstad ruveta kyseleméén sen edellisen
arvoa kohdassa —2, kuten kirjassa tehdaan, vaan raja-
arvoa. PY ja PM esittavit jatkuvien funktioiden vi-
liarvolauseen eli Bolzanon lauseen, PY lisdksi lauseen,
joka takaa jatkuvan funktion saavan suljetulla vélilla
suurimman ja pienimmaén arvonsa. Bolzanon lause kuu-
luu my6s MT:n ainekseen, mutta kirja esittaé sen vasta
loppupuolella funktion kulun tutkimista kisittelevissa
luvussa.

Kaikki kirjat siirtyvét funktion jatkuvuudesta deri-
vaattaan. Jokainen méiérittelee derivaatan graafises-
ti, sekantti-tangenttitarkastelulla. Implisiittisesti olete-
taan, ettd tangentti on ymmaérrettdva ja realisoitavis-
sa oleva kasite. Mutta mitd tarkkaan ottaen merkit-
see esimerkiksi se, ettd “sekantti rajatta lahenee tiettya
suoraa”? Vaihtoehtoista (ja tdmén kirjoittajan mieles-
té huomattavasti konkreettisempaa) tarkastelukulmaa,
keskinopeuden ja hetkellisen nopeuden myota suoraan
saatavaa erotusosaméarad ja sen raja-arvoa, joka myos
historiallisesti perustelee koko raja-arvokésitteen tar-
peellisuuden, ei derivaatan méarittelyyn kiyteta, vaik-
ka toki kaikki kirjat kertovat derivaatan ja muutosno-
peuden yhteyden, ja LA alkaa koko derivaattaluvun
asian pohdiskelulla. Kirjat ovat juuri saaneet késiteltya
enemman tai vihemman kattavasti raja-arvokasitetté.
Miksei siihen luoteta, miksi tarvitaan kiertotie funktion
kuvaajan ja vaikeasti méariteltdvin tangenttikésitteen
kautta. Kun derivaatta on — raja-arvona — kiytetta-
vissd, el ole ongelma padtyd tangentin méaritelmadn
suorana, jonka kulmakerroin on derivaatta.

Derivaatan merkinténa kaikki kirjat kiyttéavat Lagran-
gen pilkkumerkintaa f/(z). LA, MT ja PY listaavat
my0s operaattorimerkinndn D f(x) ja Leibnizin havain-
nollisen ja derivoinnin kohteena olevan muuttujan il-
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d
maisevan d—f:n, PM:lle riittda vain operaattorimerkki.
x

Newtonin derivaattamerkkia f , joka on kovin tavallinen
erilaisissa aikaderivaatoissa, eivat kirjat ota esiin. — De-
rivaattafunktiolla saattaa olla derivaatta jne. Toinen ja
n:s derivaatta mainitaan tekstiosastossa vain MT:ssa
ja PY:ssa. Niitd ei kirjoissa sen tarkemmin kuitenkaan
analysoida tai hyodynnetd. PM:ssa on harjoitustehté-
vé, jossa tulee vastaan toinen derivaatta ja sen yhteys
kiyran kuperuussuuntaan, MT:ssa useitakin tehtévia,
joissa toisella derivaatalla on rooli.

Derivaatan kayttokelpoisuus perustuu luonnollisesti sii-
hen, ettd derivaatan muodostaminen voidaan usein teh-
dé helposti muutamien derivointisdéntojen perusteel-
la. PY listaa heti kaikki derivaatan ja rationaalisten
laskutoimitusten yhteydet, MT alkaa kahden funktion
summalla ja tulolla, PM rajoittuu aluksi vain kaavoihin
(kf)'(a) = kf'(a) ja (f+g)'(a) = f'(a)+¢'(a). LAm en-
simméinen derivointikaava on potenssin derivointikaa-
va, joka johdetaan, kun eksponentti on 1, 2 tai 3 ja tésta
paatellaan kaavan yleinen muoto. Jotenkin tasapainot-
tomalta vaikuttaa se, ettd tdmén jilkeen kahden funk-
tion summan ja vakiolla kerrotun funktion derivaat-
tojen muoto esitellidn derivaatan méaritelmén nojalla
perusteltuina. — Muutkin kirjat perustelevat ndma kaa-
vat, tietenkin nojautuen vastaavaan raja-arvojen las-
kusaddntoon, joka on joka kirjassa annettu puhtaana il-
moitusasiana.

Potenssin derivaatan kaava on kirjoissa tédrked, onhan
kiytossd olevien funktioiden valikoima melkein rajoi-
tettu polynomifunktioihin. LA:n kevyt suhtautuminen
tdhdn kaavaan on jo ylld mainittu. Toista &arilaitaa
edustaa MT, joka késittelee asiaa jo esipuheessa. MT
ottaa potenssin derivoinnin yhteydessé esiin matemaat-
tisen induktion ja saa perusteltua potenssin derivoinnin
tulon derivointikaavan avulla. LA on lykénnyt todis-
tuksen kirjan lopun erikoisainekseen ja suoriutuu siella
tehtavésta olennaisesti laskemalla jakolaskua

" — xg
T —x0
tosin ilman jakokulmaa. PM ottaa suoraan kiyttoon

Olisikohan potenssin derivaattaa téssd kurssissa mah-
dollista lahestyéd katselemalla potenssia (a + h)™
(a+h)(a+h)--- (a+h)? Ei ole vaikeaa hahmottaa sité,
ettd lauseke saa sulkujen poistamisen jalkeen muodon
a"™ +na™"th + h:n korkeampia potensseja (ja jos halu-
taan, induktiota voi kiyttdd). Erotusosamiirin raja-
arvon oikea muoto on téstd heti ndhtavissa.

Kaikki kirjat perustelevat tulon derivointikaavan de-
rivaatan mééaritelmén ja raja-arvojen laskusdintojen
avulla. Yleensd suoraviivainen PM ei tyydy téassa yh-
teydessd tavalliseen temppuun f(xz + h)g(z + h) —

f(x)g(x) = f(z +h)g(x + h) — f(z+ h)g(x) + f(z +
h)g(x) — f(x)g(x), vaan keksii eksoottisennikéisen ha-
jotelman

Kyseessé on — niin kuin kirjassa todetaankin — pinta-
alojen vilinen relaatio, kun suorakaide jaetaan neljaksi
osasuorakaiteeksi.

Osaméiéran derivointikaavan johto 16ytyy téydellisem-
pané vain LA:sta ja MT:std. PM ilmoittaa osam&aran
derivoituvaksi ja méaadrittda derivaatan lausekkeen tu-
lon derivointikaavan avulla. PY esittdd saman asian
harjoitustehtévana, muttei viittaa sithen, etta tdmaé las-
kutapa edellyttda osaméaran olevan derivoituvan.

Derivaatan maérityksen olennaisimpia peruspilareita
on mahdollisuus muodostaa yhdistetyn funktion de-
rivaatta, kun yhdistdmiseen osallistuvien funktioiden
derivaatat ovat hallinnassa. Lukion opetussuunnitel-
man omituisuuksien takia derivaatta-kurssin funktiova-
likoima on suppea, joten yhdistetyn funktion derivoin-
nin lykkdantyminen myShemmaéksi ei liene katastrofi.
MT ja PM ilmoittavat kuitenkin kaavan (f(z)") =

nf(@)" 1 f ().

Derivaattaa sovelletaan joka kirjassa tangentin mé&a-
ritykseen — joka toisaalta on ollut derivaattakisitteen
lahtokohtana. LA ja PY esittévit yhtend sovelluksena
kahden toisiaan leikkaavan kiyréan vilisen kulman maa-
rittdmisen. Téssdhan on kyse leikkauspisteeseen piir-
rettyjen tangenttien vélisestd kulmasta, johon péastadn
késiksi, kun tangenttien kulmakertoimet tunnetaan.
LA esittdd kaavan, joka periytyy tangenttien suuntais-
ten vektorien pistetulosta, PY puolestaan kaavan, joka
lahtee kahden kulman erotuksen tangentista. Kumpikin
kaava esitetadn perusteluitta, deus ex machina. LA an-
taa toiseksi mahdollisuudeksi kiyttda kaavaa tana = k
kertomatta sanallakaan, miké on k.

"Funktion kulun tutkiminen” on kaikissa kirjoissa ké-
sitelty derivaatan sovellus. PM esittdd tdmén kirjoit-
tajalle aikaisemmin tuntemattoman, nédppéardn termin
terassikohta. Sellainen on esimerkiksi funktiolla 3 ori-
gon kohdalla. LA puhuu tasannekohdasta ja kertoo tal-
laisia kohtia nimitettavan "kaannepisteiksi”. Kun kidan-
nepisteen yleisempi merkitys ei tule mainituksi, saattaa
oppilaalle jaada hiukan virheellinen késitys.

Derivaatasta funktion kululle saatava keskeisin tulos on
f(x) > 0 valilld Ja, b] = f(a) < f(b).

Kirjat perustelevat sen yleensé graafisesti, nojautuen
ajatukseen nousevien tangenttien ja kasvavuuden sa-
mansisaltoisyydestd. PY esittdd lisdtieto-osastossaan
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asian tésmaéllisen todistuksen edellyttdmén differen-
tiaalilaskennan viliarvolauseen todistuksineen (tietys-
ti nojautuen Rollen lauseeseen, jonka tésméllinen to-
distus vaatisi Bolzano-Weierstrassin tai Heine-Borelin
lauseen tai vastaavan paattelyn ja viime kddessa reaa-
lilukujen téydellisyysominaisuuden). Myés MT mainit-
see valiarvolauseen lopun tutkimus- ja harrastustehta-
vié -osastossa. Huolestuttava on LA:n esitys: kirja pe-
rustelee (ei kylldkddn ihan korrektisti) sen, ettd kas-
vavan funktion derivaatta on positiivinen ja ilmoittaa
taman jalkeen heti, ettd jos derivaatta on positiivinen,
funktio on kasvava! Matematiikan oppikirjan ei soisi an-
tavan tdménlaisia riittdvian ja vélttamattoméan ehdon
sekoittamisen malleja.

Derivaattakurssin tyokalupakkiin ei kuulu toinen deri-
vaatta. Sille olisi kiyttod funktion kulun tarkastelus-
sa. Esimerkiksi LA:mn sivun 110 esimerkin "Milld va-
kion a # 0 arvoilla funktiolla f(z) = faz? — $22 + 1
on minimikohtia?”’ hankalannidkéinen ratkaisu lyheni-
si kovin, jos saisi kéyttdd hyviksi tietoa funktiosta
f"(z) = 3ax® — 1.

Derivaatan helposti markkinoitava "hyédyllinen” sovel-
lusala on yhden muuttujan funktion optimointi. (Jatan
tasséd kertomatta tosiperdisen kertomuksen matematii-
kan opetuksesta ja Kiinan kulttuurivallankumoukses-
ta.) Kaikki kirjat esittelevit geometrisia optimointiteh-
téavid. Kun funktiovalikoima on pieni, esimerkkivalikoi-
makin ja4 rajalliseksi. Ainakin LA, MT ja PM késittele-
vat tehtdvin, jossa suorakulmaisesta levysté poistetaan
nelja kirkineliota niin, ettd saadaan taiteltua mahdol-
lisimman suuritilavuuksinen uunipelti. PM:n kirjoit-
tajat ovat keksineet hiukan innovatiivisen esimerkkia-
lan: rakennelmat, joiden tilavuutta maksimoidaan nii-
té pystyssd pitdvien terdsputkien pituuden suhteen. —
PY markkinoi dariarvotehtévin ratkaisuksi "Fermat’'n
lausetta”, jonka mukaan "suljetulla valilla jatkuva ja
avoimella valilld derivoituva funktio saa suurimman ja
pienimmén arvonsa valin paatepisteessé tai derivaatan
nollakohdassa”. Vaikka Pierre de Fermat ratkaisikin 4&-
riarvotehtédvia laskutoimituksin, jotka vastaavat deri-
vaatan nollakohdan méaritystd, on hinen nimensé kyt-
keminen asiaan, jossa kaikki késitteet ovat huomatta-
vasti Fermat’'n kuoleman jilkeen syntyneité, aika kei-
notekoista. Itse en ainakaan ole tdhan Fermat'n lausee-
seen muualla torméannyt.

Toista derivaatan vihintdan yhtd hyodyllista sovellus-
ta, "funktion argumentin pientd muutosta h vastaava
funktion arvon pieni muutos on likimain f/(z)h” eli dif-
ferentiaalikehitelmid en kirjoista 16yda. Miksi?

Kirjojen pintavertailua

Kaikissa kirjoissa on kertausosasto, jossa asiat esite-
tdan tiivistetysti. Se saattaisi olla paras opetuksen run-
ko. Kirjoissa on asiahakemisto ja MT:ssd myo6s pieni

suomalais-englantilainen sanasto (joka ndyttaa periy-
tyvén kirjan aiemmasta versiosta, kun myos yhdistetty
funktio on mukana).

Kirjoista ei puutu laskutehtévid. Niiden lukumdéarit
ovat LA 392, MT 420, PM 437 ja PY 466. Tehti-
viin on annettu ratkaisut. Jostain syystd LA ja PY
jattavat ratkaisun tai ratkaisuviitteen antamatta niis-
sé (harvoissa) tapauksissa, jossa tehtévi alkaa sanoin
Yosoita, ettd” tai “todista, ettd”. Tehtédvat ovat ldhes
kautta linjan helppoja. Loistavan singulariteetin muo-
dostaa MT:n tehtdva numero 340, selvasti matematiik-
kakilpailutasoinen tehtavéa, jonka kuulumista kurssiin
sopii epdilld, kun ratkaisu perustuu Vietan kaavan so-
veltamiseen 20. asteen yhtdloon. LA maustaa tehtéavi-
osastoaan muutamalla erikieliselld tehtéavalla — kieliva-
likoimaan on tullut jopa nynorsk. Vieraiden kielten kie-
lentarkistus ei ole ehké aivan loppuunsa hioutunut, kun
tekstit ovat paikoin kompelonoloisia ja ainakin tehta-
véssd 132 englannin sanan parallel paikalle on lipsah-
tanut linear. LA on myos sirotellut kirjaan ongelmia,
vakavia ja vitsikkaita.

LA, MT ja PM esittdvat alussa ehdotuksen kurssin
ajankéytostd, LA erikseen 45 ja 75 minuutin pituisil-
le oppitunneille. Kirjoissa LA ja PY on muutama hu-
vittava kuva. LA, MT ja PM kiyttavit painatuksessa
yhté lisavéria, LA siniharmaata, MT sinertdvia ja PM
punaista. PY on muita varikkdampi.

Siitd huolimatta, ettd aikaisemmissa oppikirjavertai-
luissa jo asiaa kummastelin, en malta olla puuttumatta
LA:n, PM:n ja PY:n omituiseen kieliasuun. Onko jos-
sain todella padtetty ja méaaritty, ettd matematiikan
kirjaa kirjoitettaessa ei toimita niin kuin suomen kie-
lessé yleensé, vaan kiytetdan esim. rakenteita "Derivoi.
a)x? b)z* c¢)a?® d) 2?7  e)2” (ilman loppu-
pistetta tietysti)? Ja miksi malliesimerkit pitaa kirjoit-
taa kirjaan ikéén kuin liitutaululle laskua selitettéessé
syntyvit valimerkinnét? Vain MT on johdonmukaises-
ti normaalikielinen. PM kiyttd4 osin oikeaa kieltd. LA
(josta ylla oleva lainaus oli), kirjoittaa tehtdvien teks-
tit kunnolla silloin, kun tehtéva on lainattu vanhois-
ta ylioppilaskirjoituksista, mutta samalla sivulla oleva
alvan samanrakenteinen "alkuperéistehtévd” on ilman
valimerkkeja.

Lopuksi

Mika olisi "toimituksen suositus” derivaattakurssin kir-
jaksi? Se ei varmaankaan olisi LA. LA:sta véalittyva ku-
va ei ole solidia tietdmystéd henkivd. Komméhdyksié ja
epatarkkuuksia on aika paljon. Kirjalle olisi varmaan
ollut eduksi jonkinasteinen ennakkotarkastus. PY kiyt-
td4 runsaasti tilaa "oikean matematiikan” opettamiseen
mielenkiinnoltaan kyseenalaisessa kehyksessé, funktion
monotonisuuden yhteydesséd, ja on muutenkin kovin
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laaja ja ronsyilevd — onko raja-arvoihin todellakin men-
téva toispuolisten raja-arvojen kautta? Valintani kivisi
MT:n ja PM:n vililld. Jilkimmaéinen on “kansanauto”,
vailla erikoisominaisuuksia, mutta tekee sen, minkéa te-
kee, ihan kunnolla. MT olisi monessa suhteessa mate-
maatikon valinta — ainoa kirja, josta voi ainakin nah-
dé, miten matematiikkaa esitetdén ja kirjoitetaan. Ma-
kuasia, kumman valitsee. Ja makuasioista on parempi
kiistelld kuin puhtaista faktoista.

Mutta kaikkien oppikirjojen poukkoilevat kompromis-

Solmun keskustelupalsta

sit matemaattisen — siis loogis-deduktiivisen — ja
heuristis-kiytdnnollisen esityksen vililld panevat kyl-
18 vakavasti miettimdin matematiikanopetuksen pe-
rimméisid kysymyksid. Onko opetettava matematiik-
kaa vai laskentoa? Jos pditetddn opettaa matematiik-
kaa, niin ainakin nyt esilla oleva kvartetti osoittaa, etta
oppisisdltond analyysi ei tédtd tarkoitusta oikein pysty
palvelemaan. Matematiikan opetukselle ja oppimiselle
saattaisi olla siunauksellista palata lukiossa precalcu-
lus-siséltoihin. Niissd riittdisi matemaattista ainesta,
joka olisi myo6s rehellisesti esitettavissa.

Solmun keskustelupalsta on osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/cgi-bin/yabb2/YaBB.pl
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Matematiikasta, mallittamisesta — ja taloustieteesta, osa 1

Mai Allo
VTL, ekonomisti, mai.allo@helsinki.fi

My6s yhteiskuntatieteilijit ja humanistit kiyttavat
tyOssédn matematiikkaa. Miten?

Ajhetta lahestyttiin kansantaloustieteen nakoékulmasta
marraskuun matematiikkapaivilla Helsingissé.

Perinteiseen tapaan matematiikkapéiva pidettiin Mau-
nulan koululla, jonne lukioikdistd yleis6d saapui Hé-
meenlinnasta ja Turusta asti. Heistd osa jo tiesi, minne
lukion jalkeen aikoo, mutta monelle oma ammatinvalin-
ta oli vield avoin. Eniten kuulijoita yhdistikin kiinnos-
tus matematiikkaan ja siithen, miten moneen eri alaan
sitd voi soveltaa.

Ennen yhtéldiden ja graafien piirtelyé piti tietenkin sel-
vittdd, mitd moinen kansantaloustiede on ja mité se
tutkii.

Kansantaloustiede on yhteiskuntatiede

Kansantaloustiede tutkii ihmisen taloudellista kayttéay-
tymistd ja talousjirjestelmis sekd niiden toimintaa.
Niin se kuuluu yhteiskuntatieteisiin. Kansantaloustie-
teen asiantuntijaa kutsutaan ekonomistiksi.

Kansantaloustiede ei ole sama asia kuin liiketaloustie-
de. Liiketaloustiede késittelee asioita yrityksen ja voi-
ton nédkokulmasta, kansantaloustiede yhteiskunnan ja
sen vuorovaikutusten nakovinkkelisté. Teoriat ja meto-
dit eivit ole yhteneviéd kansantaloustieteessa ja liiketa-
loustieteessa.

Kansantaloustiede
kaan

nojaa matematiik-

Matematiikka on kansantaloustieteilijille tarkea apu-
viline. My6s tilastotiede kuuluu ekonomistin ammat-
titaitovaatimuksiin, ja kiytdnnon tyossa tulee pystya
késitteleméédn erilaisia aineistoja.

Matematiikka pysyy siséllollisesti samana asiana kai-
kille ja kaikkialla sovellusalueesta riippumatta. Ekono-
misti kiyttda sindnsa aivan samoja matemaattisia apu-
valineita kuin fyysikko tai kemisti, mutta ko. metodeil-
la saatujen tulosten tulkinta tietenkin eroaa fysiikan ja
taloustieteen maailmassa. Puhutaanhan toisessa elot-
tomasta luonnosta ja toisessa ihmisen luomasta jarjes-
telmaésta.

Matematiikan opiskelu kuuluu olennaisena osana eko-
nomistin koulutukseen. Helsingin yliopistossa opis-
kelevat kansantaloustieteilijit suorittavat matematii-
kan pakollisina sivuaineopintoina, mutta monet luke-
vat matematiikasta tdyden oppimééran (sivulaudatur).
Useat tunnetut ekonomistit ovatkin opiskelleet alunpe-
rin matemaatikoksi, ja tutustuneet kansantaloustietee-
seen sen jalkeen.

Millaisia asioita kansantaloustiede tut-
kii?

Taloudellisten ilmididen kirjo ymparillimme on suun-
naton. On helppo mieltda taloudelliseksi kysymykseksi
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vaikka se, millainen elvytyspolitiikka parhaiten auttaisi
meité selviytymédn lamasta. Tai miten eldkevarat tuli-
si kerdtd ja sijoittaa, jotta mahdollisimman moni saisi
turvatun vanhuuden.

Kansainvélinen valuuttakauppa tai porssitoiminta niin
hyvine kuin huonoine lieveilmidineen on niin ikdan
helppo tajuta kansantaloustieteilijin tyokentaksi.

Mutta kansantaloustiede tarjoaa paljon, paljon mui-
takin kysymyksid tutkittavaksi. Ala jaetaan karkeas-
ti mikro- ja makrotaloustieteeseen, mutta raja ei ole
ehdoton.

Monet ekonomistit pyorittelevit talla hetkelld esimer-
kiksi kysymysté siitd, miten kuluttajien vaatimukset
eettisistd tuotantotavoista vaikuttavat yrityksen tuo-
tantopadtoksiin. Jotkut selvittévit, miten tulisi sdadel-
14 kulutusta ja tuotantoa niin, ettd ymparistotuhot mi-
nimoituisivat. Enta voitaisiinko isot ympaéristétuhot es-
taa vaikkapa ympéristoveroilla? Tai millainen taloudel-
linen kasvu turvaisi hyvinvoinnin, mutta séistéisi luon-
nonvaroja tulevillekin sukupolville?

Tyollisyys on aika hyva...

Ekonomisteja tyoskentelee tutkijoina yliopistoissa ja
tyomarkkinajarjestojen ekonomisteina. Heitd on pan-
keissa ja vakuutusyhtidissd analyytikkoina. Kansain-
villiset jarjestot (YK, IMF, Valuuttarahasto, World-
watch-instituutti jne.) palkkaavat ekonomisteja.

...mutta harvat rikastuvat

Yksityisissa yrityksissi (pankeissa jne.) ekonomistit an-
saitsevat hyvin, jarjestoissa ja yliopistoissa taas ei huip-
pupalkkoja makseta. Useimmat yliopisto- ja jarjesto-
ekonomistit tosin hakeutuvat alalle tyon kiinnostavuu-
den, ei niinkddn palkan vuoksi.

Etta kyynisia materialistejako?

Joskus kysytadn, kiinnostaako ekonomisteja vain ra-
ha. Tietysti rahatalouden ilmi6t aivan sellaisenaan kiin-
nostavat joitakin alan ihmisid. Mutta kansantaloustie-
teen opiskelijoiksi hakeutuu joka vuosi joukoittain myos
maailmanparantajia. Ja sellaisena he pysyvat valmis-
tumisensa jalkeenkin, kuten jéljempéné kiy ilmi. Osa
taas opiskelee kansantaloustiedetté siksi, ettd on kiin-
nostunut yhteiskunnasta, ja osa siksi, ettd pitdd mate-
maattisista haasteista.

No niin, kylla joukkoon kuuluu pari julkikyynistéd ma-
terialistiakin. Mutta luultavasti he ovat sitd koulutuk-
sestaan huolimatta, eivit sen ansiosta.

Aatteiltaan kirjavaa joukkoa

Osa suomalaisistakin talouseldmén ja -politiikan vai-
kuttajista on alunperin hankkinut ekonomistin kou-
lutuksen. Nakyvimmaéstd péadstd lienee helppo muis-
taa esimerkiksi Jorma Ollila (entinen Nokian p#&joh-
taja, nykyinen Shellin hallituksen jdsen, elinkeinoelé-
mén vaikuttaja) tai Suvi-Anne Siimes (entinen Vasem-
mistoliiton puheenjohtaja, nykyinen ladketeollisuuden
edustaja) tai Osmo Soininvaara, joka on vihredn liik-
keen keulahahmoja. (Hén on varsinaiselta koulutuksel-
taan tilastotieteilija, mutta opiskellut tdyden oppimaé-
rian kansantaloustiedettd.)

Kansantaloustieteilijoilla on hyvin standardi — kaikil-
la samanlainen — koulutus, ja perusteorioista vallitsee
vankka yksimielisyys; mutta yhteiskunnallisilta nike-
myksiltddn ekonomistit siis ovat hyvin kirjavaa jouk-
koal

Valtaosa ekonomisteista tekee tietenkin tyotadn tule-
matta koskaan millddn tavalla tunnetuksi, mutta sehén
ei liene tarkoituskaan — tyo kiittdd tekijadnsa yleensé
muutenkin.

Malli on analyysin véline

Matemaattisia malleja kiytetaéan lahes joka alalla fysii-
kasta biologiaan ja valtio-oppiin.

Mallittamalla saadaan selkeyttd ja uusia ndkokulmia
monimutkaisiin ilmiéihin, tapahtuivat ne sitten elotto-
massa luonnossa, biosfadrissa tai yhteiskunnassa.

Mallit ovat erdénlaisia matematiikan avulla tehtyja ku-
vauksia tai karttoja jostakin ilmidsta. Malli yksinker-
taistaa monimutkaista ilmiota ja helpottaa sen analy-
sointia.

Kansantaloustieteessidkin kiytetdan paljon matemaat-
tisia malleja. Ne perustuvat usein yhtdlomuotoon for-
muloituihin oletuksiin, ja mallin tuloksista (esimerkiksi
usean yhtélon ratkaisusta) voidaan tehdid empiirisesti
testattava hypoteesi.

Testattavuus on tarkeédd, koska tieteen tehtdvahan on
16ytad totuus ja selvittéda, onko jokin véittama totta vai
ei.

Joskus kysytdan, voiko ihmisen toimintaa ylipadtaan
mallittaa, onhan ihminen aikomuksineen ja tunteineen
kovin ailahteleva tutkimuskohde. Ja miten laskea sel-
laista, jota ei voi mitata rahassa?

Onkin totta, ettd useita asioita on vaikea mitata. Fika
kaikkea voi eikd pidé laskea rahassa, ei edes taloustie-
teessd. Mutta yllattdvan suuri osa ihmisen eldmén ja
talouden ilmi6istd on jotenkin kvantifioitavissa eli lu-
kuina ilmaistavissa. Siten ne ovat myo6s mallitettavissa.
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Jos halutaan esimerkiksi kuvata jonkin maan hyvin-
vointia lukuina, pystymme ongelmitta numeroiksi pu-
kemaan muun muassa lukutaitoprosenttia, syntyvyyt-
ta, tyopdivan pituutta, sukupuolten samapalkkaisuutta
jne.

Taloustieteen kiistattomimmat tulokset perustuvat
malleihin. Mutta hyva taloustieteilijé tietdd rajansa.
Vaikka matematiikka itsessddn on eksaktia, ei siitd
seuraa, ettd taloustieteessd saavutettaisiin aivan joka
asiassa yhté varmoja tuloksia kuin vaikkapa fysiikassa.
Thmisté tutkivilla aloilla ei kaikkea voi testata, koska se
olisi joko kallista, epdeettisté tai muuten mahdotonta.

Ja nyt harjoituksiin

Yhden matematiikkapaivin aikana ei tietenkdén voi
kiydéa lapi kansantaloustieteen mikro- ja makroteoriaa
kokonaisuudessaan. Mutta valaisevia esimerkkejé eh-
dittiin kisitelld useampiakin. Osa niistd on matemaat-
tisesti mahdollisimman yksinkertaisia, melkein triviaa-
leja, osa teknisesti vaikeampia. Helpot esimerkit on
otettu mukaan, jotta oppilaat ndkisivit, miten mate-
maattisesti yksinkertainenkin tyokalu voi kertoa pal-
jon ja antaa kayttdjéalleen monipuolisen tulkinnan va-
lineen. Toisin sanoen, tieteessd voidaan tehda hienoja
ja kiinnostavia tuloksia ja vaittamia pelkilla peruskou-
lualgebralla — aina ei tarvita kunnioitusta herattdvin
nakoisid "risuaitoja”. Sitd paitsi: jos kerran kiintoisia
tuloksia saa pelkilld yhteen- ja kertolaskulla, niin mi-
td saammekaan aikaiseksi niilld mutkikkaammilla yh-
taloillal

Edellinen pétee luultavasti kaikilla matematiikkaa
kayttavilla tieteenaloilla.

Optimointia

Suuri osa kaikesta tieteellisestd laskennasta on opti-
mointia. Meilld on siis jokin tavoitefunktio (tavoite,
joka on kirjoitettu funktiomuotoon), jota maksimoi-
daan tai minimoidaan. Siis yritdmme saada jotakin asi-
aa mahdollisimman suureksi tai pieneksi ottaen huo-
mioon, ettd tavoitteemme saavuttamista rajoittaa jo-
kin seikka — se on lyhyesti rajoite. Esimerkiksi: lentoko-
neeseen pitdd mahtua mahdollisimman paljon ihmisié,
mutta koneen pitaé olla aivan tietyn muotoinen ja ko-
koinen, jotta se kuluttaisi mahdollisimman vah&n polt-
toainetta.

My6s kansantaloustieteessé optimoidaan. Konkreetti-
sena esimerkkiné: haluamme ostaa tavaroita ja palve-
luita, mutta rahaa on vain tietty maara. Tai: haluam-
me kiyttda aikaa perheemme parissa mahdollisimman
paljon, mutta tarvitsemme myds ruokaa. Osa ajasta on
siis kéytettava tychon elannon ansaitsemiseksi tai am-
mattitaidon yllapitdmiseksi. Ja kaiken lisdksi aikakin

on rajallinen: vuorokaudessa on vain 24 tuntia — (eiké
yksittdisen ihmisen eldmé jatku loputtomiin!).

Toinen esimerkki: haluamme kiyttasd luonnonvaroja pi-
tadksemme ylld hyvinvointia ja vaurautta (ldmmin-
td asuntoa, kdnnykoitd, hygieenisid leikkaussaleja),
mutta toisaalta luonnonvarojen kayttc tuhoaa tule-
via elinmahdollisuuksiamme. Optimointikysymys: mi-
ten saamme maksimoitua elintasomme siten, ettei tiet-
tyd luonnonvarojen kayttotasoa ylitetd?

Kaikessa optimoinnissa tarvitaan differentiaalilasken-
taa. Téssa naytetddn kuitenkin esimerkkejé, joista sel-
viad ilman differentiaalilaskentaa, joten lukion ykkos-
luokkalaisetkin padsevat mukaan.

Katsokaamme ensin optimointitehtdvia ilman mitdan
erityistd tulkintaa (tehtévi l6ytyy Alpha Chiangin kir-
jasta Fundamental Methods of Mathematical Econo-
mics, 3. painos). Tehtdvin kanssa lammiteltyimme
voimme siirtyéd yhteen mikrotaloustieteen peruspilariin,
kuluttajan valintateoriaan.

Olkoon meilla funktio
f(z1,x2) = 2122 + 221, T1,72 > 0,

jolle haluamme mahdollisimman suuren arvon. Niin f
on tavoitefunktiomme, jota maksimoimme.

Olkoon meill rajoite muotoa
4z1 + 2x9 = 60.

Haluamme siis tietdd, mikd arvo tulisi antaa z;:lle ja
xo:lle, jotta f:n arvo olisi mahdollisimman suuri, kui-
tenkin niin, ettd x; ja xo toteuttavat rajoitteen

4x1 + 229 = 60.
Formaalisti:

max x1xg + 2x1 siten, ettd 4z + 2x9 = 60.

Ratkaisu 1 (ilman differentiaalilaskentaa)

Ratkaistaan rajoitteesta xo ja sijoitetaan se tavoite-
funktioon:
4dx1 4 229 = 60
2{E2 =60 — 4{E1
zo = 30 — 227 = —2x1 + 30.

Sijoittamalla saadaan tavoitefunktio muotoon

[ (x1) = f(x1,—221 + 30)
33‘1(—2331 + 30) + 211

= —296% + 30z + 221 = —QCC% + 32z;.

Niemme, ettd f*(z1) = —222 + 322; on alaspéin au-
keava paraabeli, joten ko. funktion maksimikohta on
paraabelin huipussa.
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Etsitdan paraabelin nollakohdat esim. 2. asteen yhté-
16n ratkaisukaavalla tai ratkaisemalla

—2331(%1 — 16) =0 21 =0 tai =1 = 16.
Néin ollen paraabelin huippu on pisteessd x7 = 8 (ks.

kuva).

8,128
1281 (8,128)

8 16 1

Kun z; = 8, saamme x3:n sijoittamalla x; rajoittee-
seen:
To = —2-8+30=14.

Tavoitefunktiomme saavuttaa maksiminsa pisteesséa
(8,14) ja maksimiarvo on néin ollen

£(8,14) =8-14+2-8 =128.

Ratkaisu 2 (differentiaalilaskentaa kiyttden)

Ratkaisu olisi 16ytynyt ehkéd suoraviivaisemmin diffe-
rentiaalilaskennalla. Kun rajoitteen siséltavia tavoite-
funktiota merkitddn f*, voidaan ratkaisu saada asetta-
malla

df*

dxl o

ja varmistamalla tdmén jélkeen, etta

0

d2f*

<0.
dz?

Tahén esimerkkiin sovellettuna

d *
f =22 +320, =021 =8
dxl
ja
de*
= —4x; < 0.
daz? o

Olemme juuri ratkaisseet erdén tyypillisen, joskin tek-
nisesti helpon, optimointiongelman.

Voimme havainnollistaa rajoitettua optimointia kuval-
la:

I3 A

x3 = g(z1,22)
)

rajoite

T

Kuvassa funktion x3 = g(x1, z2) rajoittamaton maksi-
mi on pisteessid A ja rajoitettu maksimi pisteessd B.

Siirrytddn nyt soveltamaan rajoitettua optimointia jo
mainittuun kuluttajan valintateoriaan. Siind ratkais-
taan kuluttajan ongelma. Haluamme tietds, mi-
ten kuluttaja valitsee hy6dykkeitten vililla, kun
kiytettavissad on rajallinen méira rahaa. Hyodyk-
keet voivat olla tavaroita ja palveluja, vaikka leipéaa
ja sirkushuveja. Kéaytettavissa olevaa rahaa nimitdm-
me budjettirajoitteeksi.

Jotta saisimme esimerkistdimme mahdollisimman hel-
pon, oletamme yksinkertaisuuden vuoksi':

1) kuluttaja kuluttaa vain kahta hyodyketté ja valitsee
siis kahden hyodykkeen valilla,

2) kuluttaja on sitéd tyytyviisempi, mitd enemmén hén
saa hyodykkeitd ja

3) kuluttaja kiyttad kaiken tulonsa néihin hyodykkei-
siin.

Kuluttajan siis oletetaan maksimoivan hyotyaén, ja esi-
merkissimme tdmé hyoty riippuu vain kahdesta hyo-
dykkeesté.

Puemme oletuksemme nyt optimointiongelmaksi néin:

Riippukoon kuluttajan hydty U kahdesta hyodykkees-
td @1 ja xo siten, ettd U(xy,x2) = x1xe. Siis kun z1:n
méarad kasvaa, kasvaa myos kuluttajan hyoty U, ja sa-
ma péatee xo:lle.

Formuloituna:

ou
— >0 ja

ou
021 -— > 0.

8x2

Olkoon edelleen kuluttajan kiytettdvissd oleva tulo
M = 24, ja olkoot hyodykkeiden x; ja xo hinnat
Pay = 4 ja pr, = 8 (Iyhenne ”p” tulee sanasta "price”).

I Tyypillisesti kuluttajan teoriassa oletetaan preferenssit monotonisiksi, transitiivisiksi ja konvekseiksi, ja rajasubstituutioaste
hyodykkeitten valilla vaheneviksi. Esimerkkilaskumme pystyy kilyméaan 1api ilman ko. mééaritteiden yksityiskohtaista hallintaa.
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Kuluttajan ongelmassa kysytédén, kuinka paljon hyo-
dykkeitd x; ja xo kuluttaja valitsee yo. hinnoilla ja
budjettirajoitteella.

Matemaattisesti formuloituna ongelma on
max U(z1,22) = x12o siten, ettd 4x; + 8xo = 24.

Rajoite on nyt budjettirajoite, josta nikyy, ettd kulut-
taja kayttda kaikki tulonsa kahteen hyodykkeeseen.

Ratkaistaan ilman differentiaalilaskentaa, kuten edelli-
nenkin tehtava.

Sijoitetaan rajoite tavoitefunktioon. Rajoitteesta saa-
daan r; = —2x5 + 6, jolloin

U* (CEQ) = U(—ng + 6, xg)
= (=229 + 6)xy = —273 + 622.

Ratkaisemme téstéd alaspédin aukeavasta paraabelista
nollakohdat ja saamme zo = 0 tai zo = 3, jolloin
U*(z2) maksimoituu, kun xzs = 3/2.

U(x1,z2) saavuttaa maksimiarvonsa, kun xo = 3/2 ja
21 =-2-3/246=3

Kuluttaja siis valitsee hyddykettad x1 3 yksikkoa ja hyo-
dykettd xo 3/2 yksikkoa.

Graafisesti ratkaisu nayttda téllaiselta:

€2

x1

Budjettirajoite on (x1,x2)-koordinaatistoon piirretty
suora. Sen leikkauspisteet koordinaattiakselien kanssa
saadaan laskemalla, paljonko hyodyketta z1 kuluttaja
saisi, jos kdyttéisi vain siithen kaikki rahansa. Esimer-
kiksi xo:ta saataisiin 24/8 = 3 kappaletta, jos x1:té
valittaisiin 0 kappaletta.

Kuluttajan hyotyd kuvaava kiyra (sitd nimitetdén in-
differenssikdyriiksi) sivuaa budjettirajoitetta yhdesséa
pisteessi, siind, joka on optimoinnin ratkaisu.

Alla vield indifferenssikdyrid. Palatkaamme tekemiim-
me oletuksiin 1), 2) ja 3) kuluttajan mieltymyksis-
ta. Pitkin yhta kdyrda kuluttajan hyoty on vakio. Jos

x1:std luovutaan, on tilalle saatava xo:ta lisdé, jotta
hyoty pysyisi yhtd suurena. Kuluttaja saisi sitd suu-
remman hyddyn, mitd kauempana origosta sijoittuvalle
kiyrélle han yltaisi (sitd enemmén hyddykkeitil), mut-
ta hén joutuu tyytymaéaan siihen kiyradn, johon padsee
budjettirajoitteen puitteissa.

€2

Z1

Pitkin kutakin kayrda U;, i = 1,2,3, hy6ty on vakio.
Hy6tytaso on Us:ssa suurempi kuin U;:ssé ja Us:ssa.

My0s ensin tekemédmme “lammittelytehtdvan” olisi voi-
nut tulkita kuluttajan ongelmaksi. Siind kuluttajan
hy6ty riippui niin ikéd&n kahdesta hyodykkeestd xp ja
T2, ja kuluttaja maksimoi hy6tyaén, joka oli muotoa

122 + 277.

Hyodykkeiden hinnat kyseisessé esimerkissé olisivat ol-
leet 4 ja 2, ja kiytettadvissé oleva tulo olisi ollut 60.

Y14 olevissa esimerkeissd kuluttajan ongelma oli ko-
vin yksinkertainen. Oletimme muun muassa, ettd ra-
joite on yhtdlo. Se voisi olla my0s epayhtdlé muotoa
axr; + bry < M tai axr; + bxy > M, jolloin voisim-
me kuvata sitd, ettd kuluttaja sddstaa tai eldd velaksi.
Optimointi epayhtélorajoitteella vain on jonkin verran
monivaiheisempaa kuin ylla esitetty.

Taloustieteen arkityosséd kuluttajan hyotyfunktiot ja
niitd koskevat oletukset ovat niin ikd&n vihemmén suo-
raviivaisia kuin tehtéviassidmme. Eihan esimerkiksi ku-
luttaja aina tule sité tyytyviisemmaksi, mitd enemman
hyodykkeité saa, vaan jokin hyédyke voi olla "haitake”.

Ja kuluttajan hydty, tyytyvaisyys ja tarpeentyydytys
voi riippua myo0s taysin aineettomista asioista, vaikka
omien lasten hoitamisesta. Ne voidaan yll4 esitetyin pe-
riaattein mainiosti mallittaa, silld nekin ovat talouteen
kuuluvia ilmigité, vaikka ovatkin arvovalintoja ja "tun-
neasioita’. Niiden formuloiminen tosin saattaa vaatia
paljon tyota.

Seuraavaksi tutustumme peliteoriaan. Se on aivan oma,
kiehtova maailmansa. Jo oppimiamme optimointitek-
niikoita kiytetddn myos peliteoreettisissa yhteyksissa.
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Peliteorian vallankumous

Matemaatikko John Nash kehitti 50-luvulla peliteo-
rian, joka on yksi kiytetyimmistd analyyttisista kehi-
koista niin taloustieteessé kuin biologiassa, evoluutio-
teoriassa ja politiikantutkimuksessa. Kansantaloustie-
teen kehitykseen peliteoria vaikutti suorastaan mullis-
tavasti; ei ihme, ettd Nashille myonnettiin ns. talous-
tieteen Nobel -palkinto hienosta elaméantyosta.

Peliteorian avulla kuvataan tilannetta, jossa osapuol-
ten toimet tai padtokset ovat toisistaan riippuvaisia.
Lienee helppo kuvitella ekonomistien 16ytdmia sovel-
lusmahdollisuuksia — talous muodostuu juuri siité, etta
ihmiset, yritykset ja instituutiot ovat vuorovaikutuk-
sessa keskendén.

Perheenjésenet neuvottelevat siivousvuoroista ja viik-
korahoista. Yritysten tyonantajat ja tyontekijat sopivat
palkoista, valtiot asettavat itselleen ja toisilleen saaste-
padstorajoja Kiotossa, EU-maat kiistelevit keskendén
rahaliiton sddnnéista... Paljon lyhemmén listan saisi
koottua hakemalla esimerkkejé siitd, millainen ihmis-
ten vélinen toiminta ei sopisi peliteorian puitteisiin.

Ohessa n#demme jilleen kerran yksinkertaisimman
mahdollisen pelin: se esitetdan pelkkdnéd numerotauluk-
kona. Sillad havainnollistetaan tilannetta, jossa osapuo-
let tekevat paatoksia sen mukaan, mité olettavat toisen
paattavin tai padttineen (jos sind niin, niin miné niin,
mutta jos sind noin, niin miné noin).

Peliesimerkkimme pohjautuu ns. vangin pulmaan, jo-
ka saattaa joillekin lukijoille olla tuttu yldasteen mate-
matiikan kursseilta. Téssd vangin pulmaksi nimitetty
tilanne on laitettu esittdméan kahden yrityksen pyrki-
mystéd jakaa markkinat keskenddn. Ehkd voisimme pu-
hua vaikkapa 6ljymarkkinoista. Merkitaén naita yrityk-
sid A:lla ja B:lla.

Olettakaamme, ettd kumpikin yritys voi valita joko kor-
kean tuotannon tason (K) tai matalan tuotannon tason
(M). Jos molemmat tuottavat paljon, 6ljyn hinta las-
kee. Olkoot t&lléin voitto yritystd kohti 1 yksikko. Jos
kumpikin tuottaa vahén, 6ljyn tarjonta kokonaisuudes-
saan jaa vahaiseksi ja hinta nousee. Voitto yritysté koh-
ti olkoon silloin 2. Paras tulos yhdelle yritykselle olisi
se, ettd toinen tuottaisi vihéan ja se itse paljon; koko toi-
mialan tuotanto pysyisi silloin riittédvan alhaalla, mika
estéisi hinnan laskun. Mutta se, joka voisi tuottaa hiu-
kan enemmaén tuolla korkealla hinnalla, saisi parhaan
voiton, 3 yksikkod. Oletamme, ettd "lyhemmén korren”
vetdnyt tekisi téssé tilanteessa nollatuloksen.

Taulukossa jokaisen laatikon vasemmanpuoleinen nu-
mero kuvaa A:n ja oikeanpuoleinen B:n voittoa ylla
kuvatuissa eri tilanteissa.

yritys B

K M

yritys A

Miten peli etenee? Katso ensin tilannetta yrityksen A
nikokulmasta. Ensin A harkitsee, mitd tehdé, jos B
paattaisi tuottaa paljon Oljya. Silloin A on jommas-
sa kummassa vasemmanpuoleisessa kuvion laatikossa.
A saa voiton 1, jos se valitsee korkean tuotannon ta-
son, ja jia nollille, jos se valitsee matalan tuotannon
tason. A:n on siis parasta tuottaa itsekin paljon. Enta
jos B paattaakin tuottaa vihan? A valitsee silloin jom-
man kumman oikeanpuoleisista laatikoista. Silloinkin
A:n néyttéisi olevan parasta valita korkea tuotannon
taso (3 > 2).

Sanomme, ettd yrityksen A dominoiva strategia on
tuottaa paljon, koska se on parasta, mitd A voi teh-
da riippumatta siitd, mitd B tekee.

Tee nyt seuraava harjoitus: katso asiaa B:n nakoékul-
masta. Jos teet harjoituksen oikein, huomaat, ettd
my6s B:n dominoiva strategia on tuottaa paljon, te-
ki A sitten miten péin tahansa.

Niinpéa peli paatyy “tasapainoon” vasemmassa ylakul-
massa, jossa kumpikin saa voiton 1 ja kumpikin tuottaa
paljon. Nimitdmme tata tilannetta Nash-tasapainoksi.

Mutta kuinka néin kiykdidn — ndemmehin taulukosta,
ettd kumpikin yritys saisi voiton 2, jos kumpikin tuot-
taisi vahan! Miksi yritykset eivit paady siihen?

Ne eivit paady siihen siksi, ettd kumpikin tietdé toisen
kiusauksen pettéa eli tuottaa sittenkin vihan enemman
toisen tuottaessa vihemman. Elleivat yritykset voi teh-
dé sitovaa sopimusta, joka estdd pettamisen, paatyy té-
maé peli aina kummallekin epdedulliseen lopputulokseen
(emme téssd nyt ota lainkaan huomioon 6ljyn ostajien
etua).

Kumpikin yritys siis voittaisi, jos pelaajat pystyisivéit
sopimaan asioistaan etukdteen — ja sitovasti.

Tamén yksinkertaisenkin pelilaatikon kanssa analyysia
voisi rikastaa vaikka kuinka pitkille — kuin sakkilau-
dalla. Peleja on eri mittaisia, toistuvia tai vain yhden
kerran pelattavia. Ja sopimistapoja niin ikd&dn monen

tyyppisia.

Esimerkissémme kuviteltiin  kahta 6ljyntuottajaa
(OPEC paéseekin usein peliteoreetikkojen papereihin).
Mutta ei ole vaikea rakentaa itse aivan toisenlaisia
asioita esittdvid peleja. Ajatellaanpa vaikka tilannetta,
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jossa yhteiskunnan kannalta olisi toivottavaa, etté jota-
kin tuotetta, joka saastuttaa, tehtéisiin ja kiytettaisiin
vahemmaén.

Taloustieteilijin arkityossd peliteoreettiset tutkimuk-
set eivdt ndytd nelikulmioon kootuilta numeroilta,
vaan joukolta tavoitefunktioita, joille haetaan ratkai-
sua. Edelld kisittelimme optimointia. Peliteoreettinen
malli voi olla esimerkiksi sellainen, jossa yksi tilanteen
osapuoli ensin maksimoi tavoitettaan jollakin rajoit-
teella, ja tdmédn maksimoinnin tulos sitten asetetaan
toisen osapuolen tavoitefunktion rajoitteeksi.

Optimoinnin ja peliteorian alkeitten jalkeen matema-
tiikkapédivien yleiso siirtyi miettimidén muun muassa

keynesilaista talouspolitiikkaa ja kansainvélisen kaupan
kiemuroita. Niihin palataan osassa 2, joka julkaistaan
Solmun seuraavassa numerossa 2,/2009.
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Kirkosta Koreaan ja kristilliselle opistolle

Anne-Maria Ernvall-Hyténen
Matematiikan laitos
Turun yliopisto

Olin kirkossa kuullessani ensimméisen kerran kan-
sainvélisistd matematiikkaolympialaisista. Informoija
ei suinkaan ollut pappi saarnastuolissa, vaan vieressi-
ni istuva ystavini. (Hénestd ei kuitenkaan tullut ma-
temaatikkoa myShemmin.) Hén kertoi, ettd maailman
parhaat matemaatikot kilpailevat matematiikkaolym-
pialaisissa. Tamé& ehké on hieman liioittelua — tarkem-
pi muotoilu olisi ollut, ettd kunkin maan parhaat kou-
lulaismatemaatikot edustavat maataan kilpailuissa. Sil-
loin mietin, etté olisi todella hienoa, jos matematiikkao-
lympialaisiin joskus pédsisi. Ajattelin myos, etté kiy-
tdnnossa se kuitenkin on aivan mahdotonta.

Ehka viitisen vuotta kului. Noiden vuosien aikana olin
ryhtynyt kilpailemaan kansallisella tasolla. Joulukuun
28. paiviana vuonna 1997 sain dosentti Matti Lehtiselta
kirjeen, jossa kerrottiin, ettd olin pddssyt matematiikan
olympiavalmennukseen ja etté olin ehdolla edustamaan
Suomea matematiikkaolympialaisissa 1998 Taiwanissa.
Olin tuolloin yhdeksésluokkalainen ja aivan késitté-
mattoméan riemuissani siitd, ettd padsin mukaan lukio-
laisten valmennusrinkiin. Mahdolliset vapaa-ajan on-
gelmatkin ratkesivat kirjeen mukana tulleen tehtavéi-
sarjan avulla... Sarjassa oli 16 tehtévia, néistd 15 alkoi
sanalla "osoita” tai "todista”. Kaikki olivat geometriaa.
Répistelin tehtavien kanssa lopun joululomaa, uuden-
vuoden yon, lukuisat koulutunnit ja vélitunnit. Lopulta
sain ehkd 2/3 omasta mielesténi ratkaistua.

Maaliskuussa péadsin ensimmaisen kerran P&ivoléan kan-
sanopistolle viikonloppuvalmennukseen. Pédadyin joten-

kin yldastelaisten (eli Paivoladn tutustujien) puolel-
le. Omaa tasoani tdmé& ehki vastasi paremmin kuin
olympiavalmennus. Tutustuin lukuteoriaan ensimmai-
sen kerran tuon viikonlopun aikana. Soitin lauantai-
illalla &didille kertoakseni olevani yha hengissi, ja mai-
nitsin muiden asioiden seassa, ettd meille oli opetettu
lukuteoriaa, ja ettd se oli ollut tosi kivaa. Aidiltd tu-
li tdhdn hieman hdmméstyttava vastaus: "Isd varmaan
innostuu. Hanhén on lukuteoreetikko.” En ollut tien-
nyt tuota aiemmin. Kotiin palattuani isd ojensi minulle
Viisédldn Lukuteorian ja korkeamman algebran alkeet
ja kehui kirjaa todella hyviksi. Seuraavat kolme vuotta
tuo kirja matkustikin yleensa laukussani.

Ensimmaéinen puoli vuotta valmennuksessa oli osaltani
pitkalti rapistelyé. Seuraavana syksyné aloitin lukion.
Monet olympiavalmennettavat olivat kirjoittaneet ke-
vailla ylioppilaiksi, joten yhtakkia kuuluinkin mystises-
ti konkarien joukkoon. Baltian Tiehen (Itdmeren alueen
joukkuematematiikkakilpailu) olin ensimméinen varal-
la. Padsin my6s kansalliseen finaaliin. Lopulta kevaal-
14 pédsin pohjoismaiseen matematiikkakilpailuun, sen
jalkeen sain kutsun olympiajoukkueen valintaleirille ja
lopulta tulin valituksi joukkueeseen. En ollut miten-
kddn uskonut valintaani — matematiikkaolympialaisten
aikaan minulla olisi itse asiassa ollut lippu Savonlinnan
oopperajuhlille. Olin tosin tehnyt epatoivoisen ahkeras-
ti t6itd joukkueen valintaan asti. Ikdvand seurauksena
oli lievasti psykedeelinen uni, jossa kolmio pyori ympé-
ri koko yon ajan. Tarpeetonta lienee kertoakaan, etta
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olin geometrian tehtdvin kanssa takonut pa&ta seindén
aika pitkdan.

Olympialaiset menivét hyvinkin siedettévéisti. Sain yh-
deksén pistettd (42 oli maksimi). Tuolla ei parempaan
puoliskoon sijoittunut, mutta monia jai vield oman suo-
ritukseni alle. Matematiikkaolympialaisten kummalli-
suus on hyvin pienet pisteméaérit suhteessa maksimi-
pisteisiin. Tama tietysti johtuu tehtdvien vaikeudesta,
joka on taas valttdmatonta, jotta lapsesta saakka val-
mennetut kiinalaiset ja venéldiset saadaan paremmuus-
jarjestykseen. Opin liséksi pelaamaan backgammonia
ja ratkaisemaan tilapéaisesti majoituksen torakkaongel-
man (kannattaa kiyttd4 muovisia juomapulloja pyynti-
vélineind). N&istd ensimméisestd on myShemmin ollut
enemman hyotyé. Jalkimmaéinen on ladhinna luonut tur-
vallisuuden tunnetta epadmééaraisiin oloihin joutuessa.

Seuraavan syksyn Baltian Tie -joukkueemme oli histo-
riallinen: joukkueen viidestd jasenestd neljé oli tyttoja.
(Joukkueessa olivat lisikseni Mikko Harju, Laura Ko-
ponen, Riikka Korte ja Johanna Tikanméiki.) Meilt4 jo-
pa kyseltiin hieman hammastyneesti, olemmeko kaikki
tosiaan samassa joukkueessa.

Seuraavan kesén matematiikkaolympialaiset olivat Ko-
reassa. Olin tdhin saakka kuvitellut, ettd ainoa sivis-
tysvaltio, jossa koululaisia suljetaan aidatulle alueelle,
olisi Yhdysvallat (Space Campiin perustuva kokemus),
mutta Koreassa néin kdvi myos. Kilpailukampuksena
toimi Taejonin yliopisto. Alueella saimme liikkua aika
vapaasti, mutta alue oli aidattu ja alueelta poistuminen
kielletty. Virolaiset tosin ainakin poistuivat, koska ei ol-
lut mitédén jérked tulla niin kauas vain tuijottaakseen
pientd plénttid maata ja joitakin rakennuksia. Oma op-
paamme oli onneksi hyvin ystévéllinen ja hdnen kans-
saan saimme jopa luvallisesti poistua alueelta. Lisdksi
virallisia ekskursioita oli useita. Kdvimme Pusanissa,
useilla ndhtéavyyksilla ja jopa presidentin vastaanotol-
la. Minua ei varmasti koskaan lakkaa himmaéstyttamés-
ta presidentin vartijoiden ulkondon samankaltaisuus —
ihan kuin samasta ihmisesté olisi ollut kopioita.

Varsinainen kilpailu oli jaettu kahdelle paivélle. Molem-
pina péivina oli 3 tehtdvad ja 4,5 h aikaa. Kilpailusar-
ja oli miellyttavan vaihteleva. Ekana péivéna oli erdana
tehtéavand hyvin herttainen kolmen muuttujan epayhta-
16. Tein typeryyksia tehtévid ratkoessa (jostain syysté
kilpailupaniikissa voivat triviaalitkin asiat tuntua han-
kalilta). Lopulta sain tehtdvistd tdydet pisteet. Matti
Lehtinen kertoi my6hemmin, etta tehtavan koordinoin-
ti oli ollut hieman kummallinen. Ensin minulle oli ehdo-
tettu nollaa (vaikka jo lausekkeen aukikertomisesta sai
yhden) ja pienen lisdselityksen jilkeen taysié pisteitd,
eli seitsemad. Viimeinen paperiin kirjoittamani valivai-
he oli kieltdmaétté verrattain epaselva ja puutteellinen,
mutta sitd kirjoittaessani aika oli loppumassa.

Seuraavan paivan tehtévit menivét osaltani paljon hei-
kommin. Lukuteorian tehtéava ei osoittanut mitaén yh-

teistyon merkkejd. Kéytin suurimman osan ajasta geo-
metriaan. Piirtelin kuvia ja todistin kaikenlaista, mutta
ratkaisu ei kovin ldhelle tullut. Pari pistettd kuitenkin
sain. MyOhemmin tdmé& geometrian tehtdva osoittau-
tui koko kilpailun hankalimmaksi. Varsinkaan omalla
(olemattomalla) geometrian osaamisellani siihen ajan
tuhlaaminen ei ehkd ollut fiksuimpia tekojani. Prons-
sia kuitenkin kilpailusta sain, eli kuuluin parempaan
puolikkaaseen. My6s Riikka ja Mikko saivat pronssia
ja Teemu Murtola kunniamaininnan.

Korealainen ruoka oli (kuten arvattavaa) kisittAméatto-
man hyvaa. Itselleni lisdksi tarrasi joku lieva addiktio
metallisiin syémépuikkoihin. Niitd olikin sitten myo-
hemmin hyvin hankala yrittdd metsistda lansimaista,
kun kaikkialla oli vain puisia ja muovisia. Onneksi olin
kaksi paria jo Koreasta tuonut. Korean keittion kum-
mallisuudet, kuten kimchi, olivat nekin hyvia.

Seuraavaan talveen siséltyi kansallisen kilpailun voitto
ja kesdlld olivat taas vuorossa matematiikkaolympia-
laiset, télla kertaa Yhdysvalloissa. Kilpailu ei mennyt
jarin loisteliaasti, mutta siitd huolimatta minut viela
huolittiin valmennusrinkiin. Valmennus toi tullessaan
omat haasteensa. Aktiivikilpailijana oli ollut selked mo-
tivaatio harjoitella. Lis&ksi omaa tasoa oli voinut tes-
tata kaikilla kokeilla ja kilpailuilla. Valmentajana tdma
poistui. Lisdksi yliopisto-opinnotkin veivat aikaa. Toi-
saalta kuitenkin sain keskittya lukuteoriaan ja epéayh-
taloihin, joissa olin aina ollut parempi kuin muilla kil-
pailualoilla.

Valmennuksen my6ta tulivat my6s omat velvollisuuten-
sa (tai oikeutensa), eli kilpailuihin osallistuminen silla
toisella puolella. Joukkueenjohtaja ja varajohtaja osal-
listuvat tehtévien arvosteluun yhdessa kilpailun koordi-
naattorien kanssa. Vililla tdma tarkoittaa vain yleista
hymistely4 ja myontymista pisteisiin, toisinaan muuta-
man sanan kidntamistd (suomalaisten ratkaisuissa tyy-
pillisesti suomesta englantiin), mutta vélilla kunnollis-
ta selittelya, selvitystd ja tappelua pisteistd. Koordi-
naattorienkin taso vaihtelee hurjasti, joka osaltaan vai-
kuttaa tdhin. Tukholman Baltian Tien koordinaatto-
rit olivat uskomattoman nopeita, tehokkaita ja fiksu-
ja. Toisaalta taas muistan erdéstéd toisesta kilpailusta
geometrian koordinaattorin, jolle suunnistettu kulma
osoittautui ylivoimaiseksi késitteeksi.

Kolmannen osan kilpailujen kolminaisuutta muodos-
tavat jarjestajat. Itsekin olen saanut riemun tutustua
tdhén puoleen Turun Baltian Tien muodossa. Syksyl-
14 2006 Baltian Tie -matematiikkakilpailu jarjestettiin
Turussa kristilliselld opistolla. Voin vaikka vannoa, et-
té valitessamme jérjestdmispaikkakuntaa kaikki Turun
ulkopuolella asuvat danestiviat Turun puolesta. Nuore-
na ja naiivina en tajunnut sen tarkoittavan, ettd suuri
osa jarjestelyistéd lankeaisi minulle.

Baltian Tie on verrattain pieni kilpailu moniin muihin
suhteutettuna. Kuitenkin kilpailijat on majoitettava ja
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ruokittava, T-paidat teetettéva kilpailijoille, ekskursiot
suunniteltava, bussi vuokrattava, sponsoreita hankitta-
va (el ensisijaisesti minun tehtévéni), tehtavilehtinen
tehtéva (ei lainkaan minun tehtévéini), kerattava kilpai-
lupaikkakunnasta tietopaketti kilpailijoille, verkkosivut
toteutettava, kilpailutilat sovittava, oppaat ja koordi-
naattorit varvattava, kilpailun lehdyska tehtéva, yms.
Kaikki naisté ei tietenkddn ole valttamattad paikallis-
jarjestdjan tehtavid, mutta monessa paikallisuus aut-
taa kummasti.

Kilpailun jarjestdminen on yhta aikaa palkitsevaa ja ka-
sittdméattoman raskasta. Oli toisaalta miellyttavaa huo-
mata jéirjestelyjen menevin hyvin ja kilpailun néytta-
van juuri siltd kuin olisin halunnutkin (paikallisjirjes-
téja pystyy tekemédn despoottimaisesti useita padtok-

sid). Tapahtuman jilkeen oli hauska kuulla kehuja ja
kiitoksia. Toisaalta oli hirvedd pitda kasvavia muistilis-
toja pédssd, miettid sopivinta kahvi-suklaa-vitamiini-
ibuprofeiini-komboa, jolla saisi itsensé pidettyé toimin-
takunnossa ja terveend ja tajuta etta aikaa oli ihan liian
vahén, ettd ehtisi kunnolla nukkumaan kilpailun jarjes-
tdmisen lisdksi.

Téamén tekstin ei luonnollisestikaan ollut tarkoitus pe-
lotella lukija pysymé&idn mahdollisimman kaukana ma-
tematiikkakilpailuista uhkailemalla torakoilla ja univa-
jeella, vaan pikemminkin kannustaa ja kertoa suurin
piirtein rehellisesti kilpailuista. Sitd paitsi totuushan
on, ettd torakkajahti on parempi anekdootti kuin kil-
pailu, jossa mitddn kummallista ei ole tapahtunut.
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Kaunis kirja mittaamisesta ja vahan muustakin

Matti Lehtinen
Helsingin yliopisto

Andrew Robinson: Mittaamisen historia. Suo-
mentanut Veli-Pekka Ketola. Multikustannus 2008. 224
s. Ohjehinta 43 e.

Mittaaminen ja matematiikka kohtaavat usein. Mit-
taamisen perusongelma: monenko mittayksikon kokoi-
nen mitattava kohde on, on vaikuttanut moneen ma-
tematiikan peruskysymyksenasetteluun. Mitattava ei
yleensd ole tasan jonkin mittayksikén kokonaisluku-
maaran suuruinen, joten tarpeen tulee ottaa kiyttoon
jokin uusi, pienempi mittayksikko, alkuperédisen mit-
tayksikon jokin tasaosa. Mikd osa otetaan? Tésséd al-
kaa vaihtelu: on kuudeskymmenesosia, kahdeskymme-
nesosia, kahdestoistaosia, puolikkaita ja neljdsosia jne.
Lukujen ilmaiseminen kymmenjarjestelméassd on teh-
nyt mittayksikon kymmenesosan suosituksi ja standar-
doiduksi. Ja kun mittaus pienemmallakaan yksikolla ei
mene tasan, on johdonmukaista ottaa kiyttoon alku-
perdisen yksikon sadasosat, tuhannesosat jne. Taémén
meidan rationaalisen mittajirjestelmédmme, metrijar-
jestelmén, kehittivat pddosin matemaatikot, Lagrange,
Laplace, Monge ym., Ranskan vallankumouksen aikana
toimineessa mittakomiteassa.

Mutta alkeisgeometria ja alkeellinen jaollisuusoppi
nayttavat, ettd vaikka mittayksikkoé pilkotaankin, mit-
taus ei aina mene tasan. Jos mittayksikkénd on ne-
lién sivu, ei lavistdjille saada tarkkaa mittaa milldéan
ddrelliselld mittayksikon tasaosalla, ei myoskdadn sdan-
noéllisen viisikulmion lévistajélle, jos mittayksikkéna on
viisikulmion sivu. Tama yhteismitattomuusominaisuus
aiheutti noin kaksi ja puoli tuhatta vuotta sitten ti-

lanteen, jota on kutsuttu matematiikan ensimmaiseksi
suureksi kriisiksi. Se johti toisaalta siihen, ettd puhdas
geometria tavallaan syrjaytti numeriikan, ja toisaalta
ateenalaismatemaatikko Eudoksoksen loistavaan aja-
tuskonstruktioon, jonka avulla oli tdsmaéllisesti ilmais-
tavissa se, milloin kaksi suureparia olivat keskendén sa-
massa suhteessa, vaikka suureiden vertaaminen yhtei-
sen mitan avulla olikin mahdotonta. Eudoksoksen teo-
rian moderni vastine on reaaliluku, objekti, jota yleen-
sé ei voi lopullisen tarkasti maarittaa, mutta jonka il-
maisu on mahdollista milld hyvénsd tarkkuudella (siis
esimerkiksi kirjoittamalla riittdvin monta desimaalia).

Jotkin suureet ovat vihemmaéan primaérisia kuin toi-
set. Esimerkiksi pituuden mittaukset saattavat antaa
tietoa pinta-aloista tai tilavuuksista. Kolmion, suora-
kaiteen ja yleensd minkd tahansa monikulmion alan
tai monitahokkaan tilavuuden méaritysta varten ei tar-
vitse sovitella esimerkiksi mittayksikkoneliota kuvioon
tai mittayksikkokuutiota kappaleeseen, vaan tiettyjen
pituuksien mittaaminen ja asianmukaiset laskutoimi-
tukset antavat lopputuloksen. Mutta entd kun kuvion
reunat ovatkin kayria? Mikd on ympyrédn tai ellipsin
ala, mikd pallon tilavuus? Téstd tullaan matemaatti-
sen analyysin peruskysymyksiin, dérettomiin prosessei-
hin: mitattava kohde pilkotaan kovin moneen pikku pa-
laan, joiden koko on mééritettivissé, ja sitten suorite-
taan yhteenlasku. Tarkkaan tulokseen padstdéin vasta,
kun paloja on dérettémén monta ja ne ovat ddretto-
mén pieni?. Tdsmaélliseksi tdmé ajatus tulee vasta, kun
otetaan kiyttoon raja-arvo.
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Mittaaminen tulee viela uudella ja syvéllisemmallé ta-
valla matematiikkaan, kun mm. pinta-alojen ja tila-
vuuksien madrittdmisessa kiytettavaa integraalilasken-
taa hiotaan. Henri Lebesgue oivalsi runsas 100 vuot-
ta sitten, ettd funktion f integraalin laskemiseksi pa-
ras menetelmé on muodostaa kutakin funktion arvové-
lii A = Jy1, yo] kohden joukko, f~1(A) = {z | y1 <
f(x) < yo} ja méadrittdd sen koko m = m(f~1(A)), ja
ldhted integraalin méaritykseen summista, joiden ter-
mit ovat muotoa f(y2)m. Nyt tdmé joukon koko on
oma ongelmansa. Lebesguen integraalikisitteen ympé-
rille on kasvanut kokonainen suuri matematiikan osa-
alue, mittateoria. Sen yksi keskeinen sovellusalue on to-
dennékoéisyyslaskenta, epdvarmuuden mittaamisen tie-
de.

Todennékdisyyslaskenta ja mittaaminen kietoutuvat
toisiinsa konkreettisemmin mittausten epéatarkkuuden
teoriassa. On enemmén sdénto kuin poikkeus, etté ai-
van samaa kohdetta aivan samalla tavalla mitattaes-
sa mittaustulokset vaihtelevat. Todennikoisyyslasken-
ta antaa keinoja sen selvittdmiseen, miten todenné-
koisesti mittaustuloksen oikea arvo on milldkin alu-
eella. Havaintovirheen teorian suurnimi on kuka muu
kuin Gauss. Hanen pikkuplaneetta Cereksestd tehtyi-
hin epétarkkoihin havaintoihin perustuvat laskelmansa
virheentasoituksineen johtivat hdmmaéstyttavin tark-
kaan pikkuplaneetan ratalaskelmaan.

Kirja Mittaamisen historia ei késittele néité asioita. Se
on runsaasti ja kauniisti kuvitettu katselukirja, "coffee
table book”, jonka parin sivun artikkelit seuraavat toi-
siaan melkein satunnaisessa jirjestyksessd. Muutamis-
sa toki on puhe mittaamisesta, useimmissa kuitenkin
erilaisista muuten vain mielenkiintoisista luonnontie-
teen asioista, aina Linnén eli6luokitussysteemiin asti.
Vaikutelma on suunnilleen sama kuin Tiede-lehted lu-
kiessa. Kirja on kovin sitoutunut tekijan kotimaahan
Englantiin, sen kieleen ja omaperéiseen mittajarjestel-
médn, joka tuntuu kirjoittajan mielesté olevan jollain
lailla luonnollisempi kuin "tieteellinen” metri- tai SI-
jarjestelma. Varsin eksoottinen on suomalaiselle luki-
jalle kirjan loppusivuilla oleva pitkd luettelo englan-
nin kielessd eri yhteyksissd kdytettavistd joukkoa il-
maisevista sanoista, ilmiosté, jonka vastinetta suomes-
sa olisivat vaikkapa sanat (lintu)parvi, (lammas)katras,
(susi)lauma, (lehmé&)karja, (ihmis)joukko samoin kuin
pohdiskelut Intian kartoittajan George Everestin ni-
men Adntdmisestd. Aika marginaalista myos mittaa-
misen kannalta. Lievésti &rsyynnyin kirjoittajan jok-
seenkin maneerinomaisesta tekniikasta joka artikkelissa
suoraan siteerata jotakin toista kirjoittajaa "NN mai-
nitsee K:ta koskevassa kirjassaan, etté..."

Robinson omistaa teoksestaan 14 sivua aiheelle Nu-
merot ja matematiikka. Jakso alkaa hdmmastyttavalla

toteamuksella, jonka mukaan "mittaamisesta poiketen
maéadran laskeminen edellyttaéd kykya ajatella abstrak-
tisti”, koska luvun kisite on abstraktio. Mutta kylla
ihan samasta lukuméaérén laskemisesta on mittaami-
sessakin kyse, nyt mittayksikkdjen méaarastd. Robin-
son esittelee kahdella sivulla muutamia muinaisia nu-
merojarjestelmié. Intialais-arabialaiset numeromme tu-
levat mukaan melkein alaviitteené, eikd niiden alku-
perasté Intian niemimaalla sanota oikeastaan mitéaén.
Nollaa koskeva luku on aika sekava ja koordinaatiston
origon rinnastaminen tyhjyyteen menee ainakin minun
ymmarrykseni ohi. Geometrialle on omistettu yksi si-
vu. Siitd suurin osa kuluu Kheopsin pyramidin mit-
tasuhteiden esittelyyn, mutta jotenkin Robinson pys-
tyy kytkemain mukaan Thaleen ensimmaéisend todis-
tamat lauseet, Eukleideen aksioomat ja epéeuklidisen
geometrian. Aika saavutus. Kultaiselle leikkaukselle on
sitten omistettu kokonainen sivu ja fraktaaleille kaksi.
Loppuyhteenvedon otsikossa kysytadn: "Matematiikka:
luonnollista vai inhimillist4?” Siiné lainataan Galileita,
Einsteinia, Eugene Wigneria (jonka tunnetun esitelman
"The Unreasonable Usefulness of Mathematics” 'mate-
matiikan yli ymméarryksen kiyva hyddyllisyys’ suomen-
taja on kiddntdnyt muotoon "matematiikan perusteeton
hyddyllisyys”). Kysymykseen — matematiikan platonis-
min ongelmaan, ei Robinsonilla ole omaa vastausta.

Kirjaa tarkkaan lukiessa ei voi olla ihmettelemétta yh-
té ja toista sithen painettua tiedonsirua. SI-jarjestelméa
ei anna ohjeita lukujen, sellaisten kuin 1040 ilmaise-
miseen, vaikka sithen mittayksikkojen osien ja moni-
kertojen nimié sisdltyykin (s. 16). Logaritmitaulukot
eivit ole vuodelta 1594 vaan 1614 (s. 17; Napier to-
sin kertoo vuonna 1614 ilmestyneessa kirjassaan saa-
neensa logaritmi-idean parikymmenta vuotta aikaisem-
min). Kronometri ei ole John Harrisonin kidessé sivun
24 kuvassa, vaikka teksti niin vaittda. Sivun 26 adrim-
madisen karrikoitu maapallokuva ei todellakaan néyta
sitd, mitd kuvateksti viittda, siis paikallisista paino-
voimakentdn vaihteluista johtuvaa maapallon geoidin
pienté poikkeamista pyorahdyskappalemuodosta. Ca-
hiers de doléances -valituskirjeitd ei lahetetty Ludvig
XIV:lle vaan Ludvig XVI:lle (s. 27). Kultaisen leikkauk-
sen méadritelméssa ei jaeta suoraa osiin vaan janaa (s.
42), Keplerin lain mukaan Aurinko on planeetan ratael-
lipsin polttopisteessé eiké keskipisteessi (s. 138). Epa-
tarkkuudet panevat epdilemééan oikeitakin tietoja, joita
toki valtaosa kirjassa esitetyista on.

Mittaamisen historia on visuaalisesti kaunis ja paljon
tietojakin se sisaltdd, mutta mittaamisen historia se ei
oikein ole. Jollain tapaa johdonmukainen mittaamisen
ja sen monivaiheisen historian suomenkielinen yleisesi-
tys olisi varsin tervetullut. Toivottavasti sillekin antai-
si tukeaan Suomen kirjallisuuden tiedotuskeskus, niin
kuin se on nyt esilla olevan teoksen kohdalla tehnyt.
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