Negatiivisista luvuista

Luvun alkuperidinen ja ensimmaéinen merkitys on lukumaéra, kappaleméara. Aikojen
myota lukukéasitteen ala on laajentunut. Luvuilla voidaan ilmaista kokonaisuuden osia.
Nain tullaan murtolukuihin. Jos kokonaisuus on mittayksikko, niin sen osien tarkka il-
maiseminen murtoluvuin on joissain tilanteissa mahdotonta. Taméa ongelma ratkaistiin
irrationaaliluvun kasitteella ja paattymattomilla desimaaliluvuilla.

Aikanaan havaittiin my0s, ettd lukuun voidaan liittda sellainen lisédtieto, joka kertoo maéa-
ran lisaksi jotain myos suuunnasta. Kolme omenaa voi vaihtaa omistajaa joko niin, etta
saan kolme tai annan kolme. Sata euroa voi olla sddstossd tai velkana. Esine voi olla
kahden metrin korkeudella veden pinnan tai jonkin muun perustason yla- tai alapuolella.

Suunta liittyy muutokseen. Jos luottotilillani on katetta 100 euroa ja teen kortillani 300
euron ostoksen, tilini saldo vahenee 300 euroa. Kun 100:sta ei kuitenkaan voi ottaa pois
enempaa kuin 100, tilanne ilmenee niin, etta tilini osoittaa 200 euron velkaa. Jos olen
metrin korkeudessa veden pinnan ylapuolella ja siirryn kolme metria alemmas, olen kaksi
metria pinnan alla.

Tallaiset tarkastelut ovat tehneet tarpeelliseksi laajentaa lukukasitetta. Jokaiseen ”perin-
teiseen” lukuun, sellaiseen kuin 1, 58, 2,45601 tai — liitetaan uusi luku, wvastaluku, jolla

on se ominaisuus, etta luvun ja vastaluvun summa on nolla. ”Perinteisten” lukujen, joita
sanotaan positiivisikst luvuiksi vastalukuja merkitaan kirjoittamalla luvun numeromerk-

kien eteen —-merkki: —1, —58, —2,45601, s Tallaisia lukuja kutsutaan negatiivisikss

luvuiksi. Sana on alkuaan latinaa ja tarkoittaa kielteistd. Ennen kuin sana negatiivi-
nen vakiintui tahan kayttoon, tavallisten lukujen vastalukuja saatettiin nimittaa vaikkapa
kuvitelluiksi luvuiksi tai vajausluvuiksi.

Negatiivisten lukujen hyoty ei tietenkaan ole vain siina, ettd niiden avulla voidaan lu-
kumaéariin tai mittoihin liittda tuota suuntaan liittyvaa lisdtietoa. Olennaista on, etta
negatiivisilla luvuilla voi myo6s laskea. Kaikki negatiivisilla luvuilla laskeminen ei ole ai-
van itsestaan selvda. Katsotaan hiukan, mista oikein on kysymys. Lahdetaan siita, etta
laskusaannot ovat pyhid ja muuttumattomia.

Ensimmainen laskutoimitus on yhteenlasku. Mita tapahtuu, kun negatiivinen luku lisdtaan
johonkin? Tiedamme, etta vahennyslasku maaritellaan yhteenlaskun avulla: luku a —b on
se luku, johon on lisittava b, ettd saataisiin a. Mutta jos lukuun a + (—b) lisétéén b, niin
laskusddnt6jen mukaan kiy néin: (a+ (—=b))+b=a+ (b+(-b)) =a+0=a. Siisa—b ja
a + (—b) ovat valttamatta sama luku! Siksipd emme yleensé kirjoitakaan a + (—b), vaan
lyhyesti a — b.

Negatiivinen lukujen laskuominaisuudet johtuvat niiden vastalukuominaisuudesta. Jokai-
seen lukuun, niin positiiviseen kuin negatiiviseenkin, liittyy sellainen luku, etta sen ja
alkuperaisen luvun summa on 0. Merkitaan mita hyvansa lukua kirjaimella z ja sen vas-
talukua aluksi kirjaimella y. Laskusdantdjen voimassolon seuraus on, ettd x:11a ei voi
olla kuin yksi vastaluku. Jos nimittain olisi x + y = 0 ja myoskin z 4+ z = 0, niin olisi
y=y+0=y+(z+2) = (y+2a)+2z=2+(r+y) = 2+0 = 2. Téastd vastaluvun yksikésit-
teisyydestéa seuraa, etta luvun vastaluvulle voidaan ilman lisaharmeja antaa merkinta, joka



muistuttaa alkuperaisesta luvusta. Tapana on merkita luvun x vastalukua —ax:11a. Jotkut
ylenméaaraista johdonmukaisuutta tavoittelevat ovat halunneet erottaa vastaluvun merkin
vahennyslaskun merkista kirjoittamalla merkin luvun tai sitd edustavan kirjainsymbolin
ylakulmaan: ~2, “a, mutta tallainen merkinta ei ole vakiintunut. Muinaiset kiinalaiset
kayttivat varikoodia: positiiviset luvut kirjoitettiin punaisin merkein, negatiiviset mustin.
Nykyaikainen kirjanpito, ainakin anglosaksinen, kayttaa véreja toisin pain merkitsemalla
velat punaisella.

Vastaluvun maéaritelmasta ja vastaluvun merkinnasta on seurauksensa. Jos x on positiivi-
nen luku, sen vastaluku on —x. Luvulla —z on vastaluku sillakin, ja tata vastalukua tulisi
merkintdsopimuksen mukaan merkitd —(—z). Mutta vastaluvun mééritelmén mukaan
z+(—z) =0ja (—z)+ (—(—2)) = 0. Kun mukaan liitetaéin yhteenlaskun liitdnta- ja vaih-
dantalait, voidaan kirjoittaa yhtéloketju —(—z) = (—(—x)) +0 = (—(—2)) + (x + (—x)) =
(—(=2)) + (—2) +2) = ((—2) + (=(—2))) + 2 =0+ 2 = z, eli —(—x) = x. Negatiivi-
nen luku on positiivisen luvun vastaluku, ja taman viimeksi mainitun luvun vastaluku siis
taas se alkuperdinen positiivinen luku: —(—1) = 1, —(—207) = 207. Negatiivisia lukuja
kutsutaan joskus miinusmerkkisiksi ja positiivisia lukuja plusmerkkisiksi. Tata puheta-
paa on kaytettava varoen silloin, kun lukuja merkitaan kirjaimilla. a = +4a saattaa olla
negatiivinen ja ”"miinusmerkkinen” —a positiivinen!

Negatiivisten lukujen kertolasku ei heti nayta aivan talonpoikaisjarjen mukaiselta. Kun
kertolasku on alkuaan lyhennysmerkinta saman luvun toistuvalle yhteenlaskulle: 2 -6 =
6+6 =12tai4-3 = 3+3+3+3 = 12, niin (—3)-(—4) el tunnu milldén lailla konkreettisesti
ymmarrettavaltd. Avuksi tulee taas laskutoimitusten pysyvyys. Negatiivisten lukujen
kertolasku on toimenpide, joka noudattaa samoja saantoja kuin positiivistenkin lukujen
kertolasku. Avainasemassa on se, ettd luvun kertominen nollalla tuottaa aina nollan.
(Miksi muuten? Vaikkapa siksi, ettd luku 1 on sama kuin 1+ 0 ja jos a on miki hyvansa
luku, niina=a-1=a-(140)=a-14a-0=a+a-0. Luvun a -0 lisidminen lukuun a
el muuta a:ta, joten a -0 = 0.)

Jos nyt a ja b ovat mitd hyvénsé lukuja, niin 0 = a-0 = a-(b—b) = a-(b+(—b)) = a-b+a-(—b).
Mutta tdméahén tarkoittaa sité, ettd a - (—b) on luvun a - b vastaluku: a - (=b) = —(ab).
Siis vaikkapa 2 - (=3) = —(2-3) = —6 tai (—100) - (1000) = 1000 - (—100) = —100000.
Positiivisen ja negatiivisen luvun tulo on negatiivinen. Samaa jatkaen saadaan (—a)-(—b) =
—(a-(=b)) = —(—(ab)) = ab. Siispé tuo kummallinen (—3)-(—4) onkin 3-4 eli 12. Kahden
negatiivisen luvun tulo on positiivinen. — Tamaéan asian lienee ensimmaisena oivaltanut
vuoden 600 vaiheilla elanyt intialainen matemaatikko Brahmagupta.

Jos tulossa on monta tekijaa, osa negatiivisia ja osa positiivisia, niin tulon positiivisuus
tai negatiivisuus ratkeaa tekijoiden miinusmerkkien lukuméaaran parillisuudesta tai parit-
tomuudesta: pariton maara negatiivisia tekijoita johtaa negatiiviseen tuloon, parillinen
positiiviseen: (—=1)-2-(=3)-4=24, (-1)-2-(-3)-4-(-5) = —120.

Positiivisten ja negatiivisten lukujen ajatellaan usein olevan suoran, ns. lukusuoran pisteita.
Miksi nain? Valitaan pituudelle mittayksikko, kiinnitetaan jokin suoran piste, kutsutaan
sitd origoksi ja nimetéddn se O:ksi. Suoralta 16ytyy tasan kaksi pistettd A ja B, joiden
etaisyys O:sta on yksi mittayksikon pituus. Nyt syntyy kaksi toisistaan erotettavissa olevaa
suoran puolikasta, puolisuoraa: se joka alkaa O:sta ja sisaltdd A:n eli puolisuora OAja



sitten se toinen puoli eli puolisuora OB. Kutsutaan edellista positiiviseksi ja jalkimméista
negatiiviseksi. Jokaisella positiivisen puolen pisteella X on jokin etéisyys pisteesta O. Se
tarkoittaa, ettd OX:n pituuden suhde janan OA pituuteen on jokin positiivinen luku z.
X on ainoa puolisuoran OA piste, jolle OX : OA = x. On mahdollista liittdaa = ja X
toisiinsa. Nyt puolisuoralla OB on myos jokin yksikasitteinen piste Y, jonka etaisyys
O:sta on x. Liitammekin Y:hyn luvun —z. Kun viela O:hon eli origoon liitetaan luku
0, on kaikkien suoran pisteiden ja kaikkien reaalilukujen vélille saatu yhteys. (Oikeasti
asia ei ole ihan nain yksinkertainen, silla reaaliluku on lopulta varsin vaikea ja syvallinen
késite.) Lukusuora havainnollistaa hyvin lukujen keskindistd jérjestysté ja siirtyminen
pisteista toisiin havainnollistaa yhteen- ja vihennyslaskuja. Sen sijaan kertolaskusaannéille
ei lukusuorahavainnollistus oikeastaan anna erityista tukea.



