LUKUTEORIAN TEHTAVIA MATEMATIIKKADIPLOMIA VARTEN

(1)

Jos luku kirjoitetaan b-kantaisessa esityksessé, se tarkoittaa, ettd luku kirjoitetaan
muodossa a,b" + a, 16"+ - - a;b+ ap, tai lyhyesti vain (a,a,-1 . . . a1ap),, missé
0<a <b—-1Lkmm0<j<n-1jal <a, <b— 1. Lyhyestd esityksestd
voidaan usein jattaa sulut pois, jos sekaantumisen vaaraa ei ole. Samoin kantaluku
tyypillisesti jatetdan pois esimerkiksi kymmenjérjestelméad kiytettaessa.

Tarkastellaan esimerkiksi lukua 6547 ja muunnetaan tdma viisikantaiseen esi-
tykseen. Nyt

6547 =6-7°+5-7+4 = 333,

Koska 5% = 125 ja 5% = 625, suurin luvun viisi potenssi, joka sisiltyy lukuun 333

on 53. Koska

o, @

53 125 125’
Sisdltyy 125 lukuun 333 kaksi kertaa. Nyt jiljelld on 333 — 2 - 5% = 83. Luku 52
sisiltyy lukuun 83 kolme kertaa (silli 83 = 3 - 5% + 8). Témién jilkeen jiljelld on

kahdeksan, johon 5! sisiltyy tdsmilleen kerran, ja koska 8 = 5! + 3, saadaan

6547 = 33319 = 2313;5.

Binaariesitykset ovat tarkeité tietotekniikassa, kuusitoistakantaiseen jarjestelmaan
voi tormété esimerkiksi virien RGB-koodausta ihmetellessé.

(a) Muunna 1000, 2-kantaiseen esitykseen, eli bindériesitykseen.

(b) Muunna 8769 3-kantaiseen esitykseen.

Kun kuusinumeroinen luku 6574n9;, jaetaan kahdeksalla, saadaan jakojaannok-
seksi viisi. Méaritd mahdolliset luvun n arvot.

Jonossa 2,3,5,6,7,20,... on ne kokonaisluvut, jotka eivit ole kokonaislukujen
nelidita tai kuutioita. Etsi jonon 75. termi.

(a) Milloin summa 1+ 2+ ---+ n on parillinen?
(b) Entd summa 14+34+5+---+ (2n—1)7

Positiivista lukua d sanotaan luvun n tekijaksi, jos luku n on jaollinen luvulla d,

n
eli jos — on kokonaisluku. Huomataan, ettd luku n on myos itsenséa tekija. Etsi

d

(a) sellainen n, ettd sen positiivisten tekijéiden summa on pienempi kuin 2n
(b) sellainen n, ettéd sen positiivisten tekijoiden summa on tédsmélleen 2n seké
(c) sellainen n, ettéd sen positiivisten tekijéiden summa on suurempi kuin 2n.

Tehtavan motivointi on tdma: Jos luvun tekijoiden summa on tésmaélleen kaksi
kertaa luvun arvo, lukua kutsutaan téaydelliseksi. Parillisia tdydellisia lukuja tun-
netaan jonkin verran, mutta ei tiedetd onko niita dérettomén paljon vai ei (tosin
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niiden rakenne tunnetaan). Parittomia tdydellisid lukuja ei tunneta ainuttakaan,
eikéd niiden olemassaoloon yleisesti uskota.

(6) Osoita, ettd 7" —4™"2 on jaollinen luvulla kolme, kun n on positiivinen kokonais-
luku.

(7) Osoita, etté jos luvulla n on pariton tekijé, niin 2" + 1 ei ole alkuluku.

(8) Osoita, ettd mitkd tahansa viisi lukua lukujen 1,2, ..., 10 joukosta valitaankaan,
niin néiden valittujen lukujen joukosta voidaan valita kolme, joiden summa on
jaollinen kolmella.

(9) Neljan perédkkiisen kokonaisluvun joukossa tiedetéén olevan yksi, joka on viidelld
jaollinen. Miké on suurin positiivinen kokonaisluku, jolla ndiden kokonaislukujen
tulo on varmasti jaollinen?

(10) Osoita, ettd lukua /15 ei voida esittaa kahden positiivisen kokonaisluvun osa-
méadrdnd. (Vihje: Oleta, ettéd téllainen esitys on olemassa, ja johda ristiriita.)

(11) Olkoot a, b, ¢, d kokonaislukuja ja 0 < a < b < ¢ < d. Naapuri viittdé, ettd hin
osaa valita luvut a, b, ¢, d niin, ettd mitka tahansa kaksi eri lukua néiden joukosta
valitaan, niin niiden summa jakaa summan a + b + ¢ + d. Todista, ettd naapuri
valehtelee.

(12) Kerrot edellisen tehtdvin naapurille, ettd hdn on vadrdssd. Nyt hin vaittaa, ettd
viidelld lukuparilla (kuudesta mahdollisesta) kaikkien neljan luvun summa on
jaollinen lukuparin lukujen summalla. Osoita, ettd naapuri on yha vaaréssa.

(13) Etsi kaikki kokonaisluvut z, y ja z, jotka toteuttavat ehdon

w2+ % 4222 = 4.
Seuraavia tehtdvid varten olisi hyvd osata koulun lukuteorian kurssin tiedot.

(14) Osoita, ettd a + b + ¢ on jaollinen luvulla kaksi jos ja vain jos a® + b> + ¢ on
jaollinen luvulla kaksi.

(15) Osoita, ettéd luku 20111 =1-2-3-4---2010 - 2011 on jaollinen luvulla 3'9%°,

(16) Polynomista f(z) = ax?® + bxr + c tiedetdin, etti f(0) = 1 (mod 5), f(2) =
1 (mod 5) sekd f(1) = 3 (mod 5). Maaritd polynomin kertoimet a, b, ¢ modulo
D.

(17) Kiinalainen jadnnoslause kertoo, etté jos luvut dy,ds, . .., d, ovat pareittain yh-
teistekijattomid, niin kongruenssiyhtaloryhmaélld = = a; (mod d;) on yksikésittei-

nen ratkaisu modulossa dids - - - d,,.
Tarkastellaan esimerkkia tilanteen selventédmiseksi. Tiedetddn esimerkiksi, etté

{ =3 (mod 10)
r=1 (mod 3).
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Halutaan nyt 16ytéé sellainen a, ettd = a (mod 30), silld 30 = 3 - 10. Erés
helppo menettelytapa on seuraavanlainen:

Aloitetaan ensimmaéisestd kongruenssiyhtélosté, ja kirjoitetaan auki sen ker-
toma ehto z = 10y + 3. Sijoitetaan tdma toiseen kongruenssiyhtéaloon: 10y +
3 =1 (mod 3), eli 10y = 1 (mod 3). Koska 10 = 1 (mod 3), saadaan y =
1 (mod 3). Siispé, y = 3k + 1. Sijoitetaan tdmé luvulle z kirjoitettuun lausek-
keeseen:

=10y +3 =103k + 1) +3 = 30k + 10 + 3 = 30k + 13,

eli z = 13 (mod30).
Ratkaise seuraavat kongruenssiyhtéloryhmaét:

(a) )
&

{1‘52 (mod 8)
x=2 (mod 7).

3 (mod 4)
1 (mod 5)

(b)

(18) Fermat'n pieni lause kertoo, ettii jos p on alkuluku ja syt(a,p) = 1, niin a?~! =
1 (mod p). Esimerkiksi siis 3! = 1 (mod 11). Tésté saadaan myos esimerkiksi,
ettd 3% =1 (mod 11).

(a) Miké on jakojddannos, jos 52 jaetaan luvulla 137

(b) Miki on jakojainnds, jos 5 jaetaan luvulla 137

(19) Kéyttéen edellisen tehtévian Fermat’n pienté lausetta seka sitd edeltivin tehtéavin
kiinalaista jainnoslausetta osoita, ettd 23° — 1 on jaollinen luvulla 341.

(20) Osoita, ettd jos luku n voidaan esittdd kahden kokonaisluvun nelion summana,
niin myo6s 2n voidaan esittdd kahden kokonaisluvun nelién summana.

(21) Ratkaise kokonaislukujen joukossa x 4+ y = xy. (Vihje: tulo on iloinen asia.)

(22) Etsi sellaiset positiiviset kokonaisluvut n ja m, etti
1 1 1

n m 2

(23) Ratkaise kokonaislukujen joukossa: 2 + y? + 22 = 23.

(24) (a) Osoita, ettd n? + 4n + 6 ei ole kokonaisluvun nelis, kun n on positiivinen

kokonaisluku.
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(b) Milloin % + n + 1 on kokonaisluvun nelig?
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tori ja mukana matematiikan olympiavalmennuksessa. Vastaukset voi pyytaéd hanelta
osoitteesta ernvall@mappi.helsinki.fi
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