Desimaaliluvut, mita ne oikeastaan ovat?

Matti Lehtinen

Desimaaliluvut ovat niin jokapaiviisia ja niilla laskemiseen niin totuttu,
ettei yleensa tule miettineeksi, mita ne oikeastaan ovat. Joskus kauan sitten,
kun yleisemmin ajateltiin, ettd asioita tulee voida nimitta& suomen kielell4,
kaytossa oli desimaaliluvun rinnalla nimitys kymmenmurtoluku. Vaikka de-
simaaliluvuilla laskeminen on yleensd mukavampaa kuin murtoluvuilla, niin
totuus on, ettd desimaaliluvut ovat murtolukuja, erds murtolukujen laji, ja
desimaaliluvuilla laskemisen séannot ja ominaisuudet perustuvat murtoluku-
jen vastaaviin sdantoihin ja ominaisuuksiin.

Luvut ovat varmaan alkuaan syntyneet tarpeesta ilmaista lukumaaraé.
Jotain on kolme, jotain seitseman, jotain 100 kappaletta. Mutta maailmassa
on paljon sellaisiakin, joissa jokin méaéard on osa jotain suurempaa kokonai-
suutta. Puoli pizzaa, neljannestunti. Osan kokoa on luonteva ilmaista luvulla,
joka kertoo, kuinka monta samankokoista osaa tarvitaan yhden kokonaisen
saamiseksi. Kaksi puolikaspizzaa on koko pizza, neljé neljannestuntia on ko-
ko tunti. Muinaiset egyptilédiset, ensimmaiset laskennon kehittdjat, ajatteli-
vat vain tallaisilla osilla. Jos heiddn olisi pitdnyt ilmoittaa méaré, jonka me
ajattelemme kahdeksi kolmasosaksi, he puhuivat puolikkaasta ja kuudesosas-
ta.

Me ymmarramme enemmaén kuin neljé tuhatta vuotta sitten eléneet hie-
roglyfien kirjoittajat. Olemme kehitténeet kisitteen murtoluku. Maéra, jossa

on kaksi viidettd osaa ei tuota ongelmia. Merkitsemme sitd murtoluvulla £
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Ja kun kirjoitamme 7 ajattelemme, ettd meilld on kolme kertaa se maéra,

jota tarvittaisiin seitsemén tdyden kokonaisuuden saavuttamiseksi. Osaam-
me laskeakin murtoluvuilla. Esimerkiksi kaksi viidetta osaa ja kolme seitse-
méttd osaa on yhteensd sama kuin 14 kolmaskymmenesviidesosaa lisattyna
viidelldtoista kolmaskymmenesviidesosalla ja siis sama kuin 29/35, 29 kol-
maskymmenesviidesosaa.

Edellinen esimerkkikin osoittaa, ettd murtoluvuilla laskeminen saattaa
olla hiukan hankalaa. Vaikeus syntyy yleensa siita, etta kun kokonaisuutta
jaetaan eri lailla osiin ja osia on eri maérat, niin néiden osien kasittely yhdes-
sé onnistuu vain, kun kokonaisuus jaetaan silla tavalla vield pienempiin osiin,



ettd naitd pienempia osia tarvitaan jokin tasamaédra synnyttdmaén molem-
mat isommat murto-osat. Pitaéd 1oytaa se yhteinen nimittéja.

Keskiajan lopuilta ldhtien lukumaéaaraa ilmaisevia kokonaislukuja on lan-
simailla kirjoitettu ns. arabialaisin tai intialaisin numeroin. Ne ovat ne taval-
liset numerot, 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, joita kdyttaen voidaan kirjoittaa kaikki
kokonaisluvut. Kun lukuja on aérettoman paljon mutta merkkeja vain kym-
menen, tarvitaan informaation vélittadmiseen jokin lisdkeino. Se on ns. paik-
kajarjestelma. Numeromerkki tarkoittaa eri asioita sen mukaan, missd pai-
kassa luvun ilmaisemiseen kéytettavad numerojonoa se sijaitsee. Numero 3
tarkoittaa luvussa 32 kolmea kymmenté, luvussa 13 kolmea ja luvussa 339
kolmea sataa ja kolmea kymmenté. Paikkajarjestelméa on oikeastaan eraéan-
laista pikakirjoitusta. Tarkemmin kirjoitettuna 399 =3-10-10+9-10+9
ja 1234 =1-10-10-10+2-10-10 + 3 - 10 + 4. Olennaista téssa on luku-
jarjestelméan kantaluku 10. Mikadan ehdoton pakko ei maéaraa juuri lukua 10
tahan erikoisasemaan, mutta ihmisen sormien lukumaééra on ollut niin tarkea
laskemisen apu, etta tahan on vaistamatta paddytty.

Kymmenjarjestelmé ei ole pelkastadn tapa merkitda lukuméaria kymme-
nen merkin avulla, vaan myos kokoelma laskemistapoja eli laskualgoritmeja.
Yhteenlasku muistinumeroineen, vihennyslasku ”“lainaamisineen”; kertolas-
ku, jota varten on tarpeen hallita kertotaulu, toimivat omilla tavoillaan.

On ehka hiukan yllattavéa, ettd vasta 1500-luvulla huomattiin, etta kym-
menjérjestelmé kelpaa myos kokonaisuuden osien ilmaisemiseen. Syntyivét
desimaaliluvut. Desimaaliluvulla ilmaistaan, kuinka monta kymmenesosaa,
sadasosaa, tuhannesosaa jne. jokin osa pitda sisdlladn. Ja sen sijaan, ettéd
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kirjoitettaisiin vaikkapa kaksi kymmenesosaa muodossa 107 sovitaan mer-

kinnésta 0,2. Vastaavasti kolmen sadasosan merkkina kdytetadn murtoluvun

100 sijasta merkintda 0,03. Nain kymmenjérjestelmén merkintaidea siirtyy

myo6s kokonaisuuden osaa osoittaviin lukuihin:
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— Desimaalilukuja on aikoinaan nimitetty kymmenmurtoluvuiksi ja niiden
murtolukuluonne on kuulunut siitd, miten ne luettiin ddneen: 2,4 ei ollut
"kaksi pilkku nelji”, vaan "kaksi kokonaista neljd kymmenesosaa”.

Desimaalilukujen ”suuri juttu” on oikeastaan se, ettd murtolukujen hiu-
kan ongelmalliset laskuominaisuudet jéaavét pois, ja tilalle tulevat aivan sa-
mat keinot, joita kaytetdan kokonaisluvuilla laskettaessa. Taméhan ei ole
itsestdan selvad, mutta se on perusteltavissa. Olennaista on, ettd yhteisen
nimittajan loytdminen on helppoa. Jos halutaan laskea 0,3 4 0,6, niin kyse

on oikeastaan yhteenlaskusta 10 + 10 Kymmenesosia on yhteensa yhdek-
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sén, joten tulos on 0= 0,9. Jos halutaan laskea 0,57 4+ 0,69, niin lasku on

oikeastaan
5 7 6 9 11 16 10+1 10+6
10 100" 10" 100 10100 10 100
1+i+ 10 + — 0 1—|—i—i-i—i-i
120 120 100 10 10 * 100
_1+T0+ﬁ_1’26'

Mutta kéaytdnnossa ei tarvitse ajatella murtolukuja. Samaan oikeaan tu-
lokseen péastaéan, jos lasketaan, vaikkapa allekkain, sadasosat yhteen. Kun
7+ 9 = 16, sadasosia on yli yhdeksan. Sadasosista siirretdan 10 muistinu-
merona kymmenesosiin, joita on siis 5 + 6 + 1 = 12 kappaletta. Kun kym-
menesosia on yli yhdekséan, niisté kertyy yksi kokonainen, ja kymmenesosien
puolelle jaa kaksi. Tulos on siis 1,26.

Véihennyslaskussa syntyy pieni ongelma aina, kun "pienemmaésta vahen-
netadn isompi”. Kokonaisluvuilla allekkain laskettaessa asia hoidetaan ”lai-
naamalla”. Kun lasketaan 42 — 25, toimitaan itse asiassa nain: 42 — 27 =
30+12-20—-7=30—-20+12 -7 =104 5 = 15. Lainaamisen tekniikka
toimii aivan samoin desimaaliluvuilla:
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Tama pitkallinen murtolukulasku toteutuu tietysti allekkain laskettaessa niin,
ettd H:std "lainataan” 1 niin, ettd vahennettivassa sadasosia tulee olemaan
13 3:n sijasta, 13:sta vahennetaén 5 ja saadaan 8 sadasosaa, ja "lainaamisen”
jalkeen jaaneista neljastd kymmenesosasta vihennetaan kaksi kymmenetta
0saa.

Miksi desimaalilukujen kertolaskukin sujuu allekkain suunnilleen samoin
kuin kokonaislukujen? Tutkitaan tatdkin esimerkin avulla laskemalla 0,32 -
0,67. Kyse on itse asiassa laskutoimituksesta
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Jos vertaat tata tavalliseen allekkain kertomiseen huomaat, ettd kymmenes-
osat, sadasosat jne. ilmestyvat omiin sarakkeisiinsa ja "muistinumerot” syn-
tyvét tilanteista, joissa jotakin téllaista osaa kertyy enemman kuin yhdekséan
kappaletta.

Kaytannon laskuohje, "kerro desimaaliluvut ik&dan kuin ne olisivat koko-
naislukuja, mutta sijoita tuloon desimaalipilkku niin, etté tulossa olevien de-
simaalien lukuméaraksi tulee kertojan ja kerrottavan desimaalien lukumaé-
rien summa” tulee myos esimerkissémme ymmarrettavaksi. Kun kummassa-

kin luvussa on kaksi desimaalia, on kummassakin luvussa mukana sadasosia.

1 1 1 1
Kertolasku —— - —— antaa tulokseksi = . Tuloon saadaan si-
100 100 100 - 100 10000 o ;
ten pienimmaéksi osaksi jokin maéard kymmenestuhannesosia, mika merkitsee

sita, ettd tulossa on oltava neljé eli kaksi + kaksi desimaalia. Sen peruste-
lu, ettd samanlainen tilanne vallitsee aina, vaatii taustakseen potenssilaskun
alkeet, ja sivuutetaan tassé.

Desimaaliluvuilla on haittapuolensa. Kaikkien kokonaisuuden osien ilmai-
seminen niiden avulla ei ole aivan yksinkertaista. Mita on vaikkapa kol-
masosa. Se on enemman kuin 0,3 = 1%, mutta vihemmén kuin 0,4 (koska
3:083=09<1ja3-04=12>1).Se on enemmén kuin 0,33 mutta vi-
hemmén kuin 0,34 (koska 3-0,33 = 0,99 < 1ja 3-0,34 = 1,02 > 1). Se on
jotain, joka on suurempi kuin 0,333 .. .33, mutta pienempi kuin 0,333 ... 34,
otetaanpa lukuun miten paljon desimaaleja tahansa. On tullut tavaksi merki-
téa tallaisia lukuja 0,333 ... ajatuksella, ettd desimaaleja on luvussa daretto-
mén paljon, loputtomasti. Sen ymmartaminen, mita tama lopulta tarkoittaa,
vaatii hiukan mutkikkaampia matemaattisia késitteitd, nimittdin ns. padtty-
mattomat sarjat.

Kaytannossa desimaaliluku syntyy usein jakolaskun tuloksena, ihan vaik-
ka jakokulmassa. Jakokulmassa jaon vaiheet voi kuitenkin kirjoittaa ihan nor-

maaleina laskumerkintoina. Ajatellaan vaikka jakoa —. Koska 10 = 7 + 3,
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maalimerkintdsopimuksen mukaan siis — = 1,4 + - 10 Voidaan jatkaa:
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ita t tulok — = 1,4285 ja — = 1,42857

sita seuraavat tuloksiin - + = - 10000 - + = 7 100000

Prosessi ei padty. Mutta viimeinen vaihe johtaa takaisin alkutilanteeseen "jaa



10 7:114”. Seuraus on etté samat jakotulokset toistuvat samassa jérjestyksessé.

|
70 — 1,428571428571 ...

Kokeile jakokulmassa! Nain kédy aina, kun jakaja on kokonaisluku: joko ja-

ko menee tasan, niin kuin esimerkiksi jaossa — = 0,375, tai samat numerot

seuraavat toisiaan samassa jarjestyksessa, loputtomasti. Jalkimmaisessa ta-
pauksessa puhutaan jaksollisesta desimaaliluvusta. Sitten kun aikanaan tu-
tustut kasitteeseen geometrinen sarja, tulet huomaamaan, etta jokainen jak-
sollinen desimaaliluku esittaa jotain murtolukua tai kokonaisluvun ja murto-
luvun summaa eli rationaalilukua. Kysymys sellaisten desimaalilukujen ole-
muksesta, joissa desimaalit seuraavat toisiaan loputtomassa jaksottomassa,
epasadannollisessa jonossa, on kiehtova. Siithenkin tutustut toivottavasti myo-
hemmin.



