TODENNAKOISYYS

Aihepiireja: Yhden ja kahden tapahtuman tuloksien kasittely ja taulukointi, ovikoodit, jouk-
kueen valinta, bussin odotus, peleja, urheilijoiden testaus kielletyn piristeen kaytosta, linnun
munan kehittyminen linnuksi eri massoilla.

Todennakoisyys on satunnaisluonteisten ilmididen kuvaamista matematiikan kei-
noin. Tallaisten ilmididen lopputulosta ei voida etukateen selvittda laskemalla ja
paattelemalld, vaan tuloksen maaraa sattuma. Paitsi matematiikassa, todennakoi-
syys on tarkea kdsite muun muassa tilastotieteessa, luonnontieteissa ja filosofiassa.

Matematiikassa todennakdisyys ilmoitetaan nollan ja ykkdsen valilla olevana lukuna.
Varman tapahtuman todennakdisyys on 1, mahdottoman O.

Todennakoisyyslaskentaa on harjoitettu kauan, aluksi erilaisiin peleihin liittyen. Esi-
merkki tallaisesta on nopanheitto, jossa kunkin silméaluvun todennakoisyys on 1/6.
Nykyaikaisen todennakoéisyyslaskennan matemaattisen teorian muotoili Andrei Kol-
mogorov vuonna 1933.

1. Tassa tehtavassa paatellaan kaksilapsisen perheen lapsiin liittyvia todennakoi-
syyksia.

a) Eraassa perheessa on kaksi lasta, joista vanhempi on tyttd ja nuorempi on
poika. Tata sisarussarjaa voidaan merkita TP. Luettele muut mahdolliset
kaksilapsisen perheen sisarussarjat.

b) Milla todennakoisyydella kaksilapsisessa perheessa on kaksi tyttoa?

c) Perheessa on yksi lapsi, joka on poika. Milla todennakoisydella perheen
seuraava lapsi on tytto?

d) Tiedetaan, ettd kaksilapsisen perheen lapsista toinen on tytto. Milla toden-
nakoisyydella toinen on poika?

2. Tassa tehtavassa paatellaan kolmilapsisen perheen lapsiin liittyvia todennakoi-
syyksia.

a) Erdaassa perheessa vanhin lapsi on tytt6 ja keskimmainen lapsi on poi-
ka, samoin nuorin. Tata sisarussarjaa voidaan merkita TPP. Luettele muut
mahdolliset kolmilapsisen perheen sisarussarjat.

b) Milla todennakoisyydella kolmilapsisen perheen lapsista

i. tasmalleen yksi on tytto
ii. vahintaan yksi on tytto
iii. kaikki ovat poikia?

c) Pitaisiko joidenkin b-kohdan tulosten summaksi tulla yksi?
3. Kolikkoa heitetaan kaksi kertaa. Mika on todennakoisyys saada

a) perakkain 2 kruunua

ensin klaava ja sitten kruuna

)
b) perakkain 2 klaavaa
c)

)

d) klaava ja kruuna jossain jarjestyksessa?
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4. Tutustu todennéakodisyyden olemukseen nopanheiton kautta katsomalla Samuli
Siltasen tekema video (www.youtube.com/watch?v=rkJv4BveY4g&t=4s).

5. Heita kahta noppaa 20 kertaa. Tee taulukko, johon kirjaat heittojen tuloksena
saamasi silmaluvut. Kirjaa taulukkoon myos silmalukujen summa ja tulo.
a) Kuinka monessa prosentissa heitoista silmalukujen summa on parillinen?
b) Kuinka monessa prosentissa heitoista silmalukujen tulo on parillinen?
c) Tuliko silmalukujen summasta useammin parillinen vai pariton? Enta sil-

malukujen tulosta? Mistd nama tulokset voisivat johtua?

6. Jatkoa edelliseen tehtavaan. Kahden nopan heittoon liittyvia todennakoisyyk-
sia voi tutkia alla olevan taulukon avulla.
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a) Tee vihkoosi samanlainen taulukko ja merkitse siihen, milloin silméalukujen
summa on parillinen.

b) Milla todennakoisyydelld silmalukujen summa on parillinen?

c) Tee vihkoosi samanlainen taulukko kuin ylla ja merkitse siihen, milloin sil-
malukujen tulo on parillinen.

d) Milla todennakoisyydella silmalukujen tulo on parillinen?

e) Vertaa tehtavassa 5 saamaasi kokeellista prosenttiosuutta ja tassa tehta-
vassa laskemaasi teoreettista todennakoisyytta. Mista niiden ero voi joh-
tua?

f) Yhdista tehtavassa 5 taulukoimasi tulokset kaverisi tulosten kanssa. Tutki-
kaa yhdessa, lahenevatko kokeellinen tulos ja teoreettinen todennakdisyys
toisiaan aineiston (heittojen maaran) kasvaessa.

7. Kayta samanlaista taulukkoa kuin tehtavassa 6. Laske todennakoisyys, etta
kahta noppaa heitettaessa saadaan

a) silmalukujen summaksi 6

=)

molemmiksi silmaluvuiksi parillinen luku

O 0

nopista eri silmaluvut

ainakin toiseksi silmaluvuksi alkuluku

D

)
)
) molemmista nopista sama silméaluku
)
)
)

f) silmalukujen summaksi kolmella jaollinen luku.
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https://www.youtube.com/watch?v=rkJv4BveY4g&t=4s

8. Heitetdan valkoista ja punaista noppaa. Milla todennakoéisyydella saadaan

a) valkoisesta kolmea pienempi ja punaisesta neljaa pienempi silmaluku

b) valkoisesta parillinen ja punaisesta pariton silmaluku?

Voit kayttaa apuna taulukkoa:

punainen

6
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9. Ovikoodi voidaan muodostaa numeroista O, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 seka erikois-
merkeista * ja #.

a) Valitaan sattumanvaraisesti neljan numeron pituinen ovikoodi numeroista
0-9. Milla todennakoisyydelld koodi on 33337

b) Valitaan sattumanvaraisesti viilden merkin pituinen ovikoodi kaikissa kay-
tossa olevista merkeista niin, etta koodin alkuun valitaan nelja numeroa

ja koodin loppuun yksi erikoismerkki. Milla todennakoéisyydella koodi on
1234#7

10. Esimerkiksi Hollannin, Saksan, Unkarin, Bulgarian, Liettuan, Viron ja Vendjan
lipuissa on kolme vaakaraitaa kuten alla olevassa lipussa.

a) Lipun raitojen varittamiseen on kaytossa viisi varia: P, S, K, V, M. Kuinka
monta erilaista lippua voidaan tehda, jos mitkaan kaksi vierekkaista raitaa
eivat saa olla samanvariset?

b) Mik& on todenn&koéisyys, ettd saat lipun, jonka vérit ovat jarjestyksessa
KVM, jos otat yhden lipuista sattumanvaraisesti?

11. Jos satavuotiaan ihmisen todennakoisyys elada 101-vuotiaaksi on 0,005, niin
kuinka monta henkiloa 500 000 satavuotiaan joukosta todennikoisesti elaa
101-vuotiaaksi?
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12. Luokalla on 28 oppilasta, joista 10 on tytt6ja. Nimiluettelosta valitaan nimia

umpimahkaan. Kuinka monta nimea taytyy vahintaan valita, jotta joukossa var-
masti

a) on ainakin yksi tytto

=)

on ainakin kaksi poikaa

a 0

on ainakin kaksi samassa kuussa syntynytta

[©)

on ainakin yksi tammikuussa syntynyt

)
)
) on ainakin yksi tytto ja ainakin yksi poika
)
)
f)

ei ole pelkastaan tammikuussa syntyneita?

13. Joukkueita on nelja. Merkitaan niitd A, B, Cja D.

a) Kuinka monta ottelua on pelattava, jos jokainen joukkue pelaa kerran jo-
kaista toista joukkuetta vastaan? Havainnollista tilannetta piirroksella:

D . C

Ae *B

b) Jos joukkueet ovat tasavakisid, niin milla todennakoisyydella joukkue A
voittaa kaikki ottelunsa?

14. Bussit kulkevat 20 minuutin valein. Menet pysékille katsomatta aikataulua. Mil-

15.

la todennakodisyydella joudut odottamaan

a) enintdan 5 minuuttia
b)

c) vahintaan 5 minuuttia
d)

enintaan 10 minuuttia

vahintaan 10 minuuttia?

Voit kayttdaa todenndkoisyyden paattelemiseen alla olevaa janaa. Merkitse sii-
hen kysyttya tilannetta vastaava aikavali.

0 5 10 15 20 min

Viiden henkilén A, B, C, D ja E ryhmassa on kaksi sisarusta. Ryhmasta vali-
taan kolmen hengen johtokunta.

a) Yksi mahdollinen johtokunta on ABC. Luettele muut vaihtoehdot. Kuinka

monta vaihtoehtoa on yhteensa?

b) Milla todennakoisyydella kumpaakaan sisaruksista ei valita johtokuntaan?

c) Milla todennakoisyydella sisaruksista molemmat valitaan?

d) Milla todennakaoisyydella vain toinen sisaruksista valitaan?
)

e) Onko muita mahdollisuuksia?
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16. Valitaan sattumanvaraisesti kolmen henkiléon ryhma henkiloista Alli, Jessica,

Juhana, Minna-Maaria ja Pekka. Milld todennakoéisyydella ryhmaan valitaan

a) Alli, Juhana ja Minna-Maaria

b) vain tyttoja

c) yksi poika ja kaksi tyttéa

d) kaksi poikaa ja yksi tytto?

e) Pitaisiko joistain edellisten kohtien tuloksista tulla summaksi 1?

17. Aloita pisteesta O. Heita kahta noppaa. Laske, mika on jakojaannds, kun silma-

lukujen summa jaetaan luvulla 4. Yhdista sitten piste O viereiseen pisteeseen

seuraavan taulukon mukaisesti.

Siirry

Jakojaannos

oikealle

ylospain

1

vasemmalle

alaspain

Heita noppia uudelleen ja jatka murtoviivaa.

matematiikkalehtisolmu.fi



a) Mihin pisteisiin voit paasta viidella heittokerralla? Perustele.

b) Tehkaa kaverisi kanssa kumpikin kymmenen heittokertaa ja laskekaa,
kumpi paasi kauemmas pisteestd O. Mika on pisin etdisyys, johon voi-
sitte paasta?

18. Jatkoa tehtavaan 17. Milla todennéakoisyydella ensimmainen siirtyma on
a) oikealle b) ylospain c) vasemmalle d) alaspain?

Voit kayttaa apuna alla olevaa taulukkoa ja taydentaa siihen, mika on silma-
lukujen summan jakojaannos neljalla jaettaessa.
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19. Alla olevilla viidella pallolla voidaan pelata erilaisia peleja.

ORORORONO

a) Pelataan niin, ettd otetaan naista naista palloista umpimahkaan kaksi ja
lasketaan niiden luvut yhteen. Esimerkiksi palloista 4 ja 5 saadaan tulok-
seksi 4+5 = 9. Jos tulos on parillinen, voitat, ja jos tulos on pariton, haviat.
Mika on todennakoisyytesi voittaa?

Voit kayttaa apuna alla olevaa taulukkoa:

6
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b) Pelataan niin, etta otetaan naista palloista umpimahkaan kaksi ja kerro-
taan niiden luvut keskenaan. Esimerkiksi palloista 4 ja 5 saadaan tulok-
seksi 4-5 = 20. Jos tulos on parillinen, voitat, ja jos tulos on pariton, ha-
viat. Mika on todennakaoisyytesi voittaa?

Voit kdyttaa apuna samanlaista taulukkoa kuin edellisessa kohdassa.
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% 20. Keksi edellisen tehtavan palloilla peli, jossa saat

a) voiton todennakoisyydeksi 1
b) voiton todennakoisyydeksi 0,5

c) voiton todennakoisyydeksi O.

% 21. Tutkimuksen mukaan noin yksi kolmesta kilpailijasta kayttaa kiellettya piristet-
ta. Testilla yritetaan tutkia, onko kilpailija kayttanyt kiellettya piristetta. Posi-
tiivinen testitulos tarkoittaa, etta kiellettya ainetta on kaytetty, ja negatiivinen
tulos tarkoittaa, ettei ainetta ole kaytetty. Puolueettoman selvityksen mukaan
yksi kymmenesta testauksesta antaa vaaran tuloksen.

Milla todenn&akodisyydella

a)

b)

c) kilpailija poistetaan kilpailusta vaaran testituloksen vuoksi
)

d

kilpailija saa kilpailusta poistamiseen johtavan positiivisen tuloksen

kilpailija saa negatiivisen tuloksen

positiivisen tuloksen saanut kilpailija todella on kayttanyt piristetta?

% 22. Lintuemon hautomasta munasta kehittyy lintu todennakdisyydella P, joka riip-
puu munan massasta m seuraavasti

0, jos munan massa m< 150 g;
P=<{ m-150

K m_150 jos munan massa m> 150 g.

Tassa k > 0 on vakio.

a) Paattele,etta O<P<1.

b) Kun k > 0 on vakio, niin jokaista mahdollista munan massaa m vastaa
yksi todennakoisyys. Tama tarkoittaa, ettd todennakoisyys P on munan
massan funktio P(m). Luonnostele funktion P kuvaaja tilanteessa, jossa
k =150.

c) Luonnostele funktion P kuvaaja tilanteessa, jossa k = 50.
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d) Luonnostele funktion P kuvaaja tilanteessa, jossa k =1150.

v

matematiikkalehtisolmu.fi



