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Olympialaiset, olympialaiset ja Suomi

Suomessa syntyy sddnnollisin véliajoin keskustelua mit-
tauksista ja tilastoista, joissa ndyttdd olevan kysymys
koulujen asettamisesta paremmuusjérjestykseen. Ope-
tushallintoviranomaiset asettuvat yleensa jyrkéasti tuo-
mitsemaan esimerkiksi luetteloita, joissa on laitettu
paremmuusjarjestykseen lukioita niiden oppilaiden yli-
oppilaskirjoituksista saamien arvosanojen perusteella.
Paha sana on ranking. Kun OECD-jarjesto on julkais-
sut ns. PISA-tutkimuksen tuloksia, ei kritiikin ilmauk-
sia ole kuulunut. Siitdkddn huolimatta, ettd tulokset
néyttavit kertovan eri maiden eritasoisista suorituksis-
ta. Mutta Suomen matematiikka-ranking olikin vuoden
2006 PISA-taulukossa kaksi, heti Korean jilkeen.

Maailmassa kilpaillaan, koko ajan ja mité erilaisimmin
tavoin, vakavasti ja leikilldén.

Pekingin olympialaisiin osallistui noin 11200 urheili-
jaa hieman yli 200 maasta eli ldhes koko maailmasta.
He kilpailivat moninaisissa urheilulajeissa, sulkapallos-
ta esteratsastukseen, painista taitouintiin, koskimelon-
nasta maastopyorailyyn.

Olympialaiset ovat paitsi niihin hyvéksytyissa lajeissa
maailman parhaiden yksiléiden voiman- ja taidonmit-
tely, my6s maailman valtioiden ja kansojen keskindisen
paremmuuden mittauspaikka. Joukkueet ilmoittautu-
vat maittain, marssivat (tai eteneviit) avajaisissa lip-
pujensa jiljessd ja jokaisen suorittajan ja suorituksen
yhteydessd mainitaan kilpailijan maa. Maiden koko-
naismenestyksen mittaamiseksi ei tietenkdén ole yksi-
selitteista laskukaavaa. Viime vuosikymmenina on kui-
tenkin vakiintunut tapa asettaa kilpailijat jarjestykseen
mitalitilaston avulla.

Virallisen tilaston mukaan kilpailuissa jaettiin 302 kul-
tamitalia, 303 hopeamitalia ja 353 pronssimitalia, yh-
teensa siis 958 mitalia, mutta kun monissa lajeissa kil-
paillaan pareina, nelikkoina tai isompina joukkueina,
mitaleita annettiin toista tuhatta kappaletta. Suomeen
mitaleita tuli nelja, ja niiden saajina oli viisi kilpaili-
jaa. Suomen osuus olympiamitaleista oli siis noin puoli
prosenttia. Suomen osuus maailman viestdstd on noin
0,08 %. Mitalitilaston jarjestdmiseksi on yleisessé kiy-
tossa kaksi algoritmia. Ensimmaisend jarjestysperus-
teena voi olla kultamitalien lukumééra, toisena hopea-
ja kolmantena pronssimitalit. Tai sitten lasketaan vain
mitalien yhteismaara. Kummallakin tavalla laskettuna
Suomi oli Pekingin olympialaisten 44. maa. Siis noin
parhaassa viidesosassa maailman maiden joukossal!

Maailman valtioiden asukasluvun jarjestyksen mukaan
Suomi on noin sijalla 110. Huippu-urheilija on harvi-
nainen yksilo. Tilastollinen nollahypoteesi olisi, etta to-
della loistavien urheilijoiden lukumaéaara olisi eri mais-
sa suhteessa maan vakilukuun. Olympiamenestys osoit-
taa, ettd Suomen kohdalla tdmé ensimmaéinen oletus ei
ole toteutunut: menestys on ollut odottamattoman hy-
vi. Suomessa tehdddn asioita, jotka edistévét urheilu-
menestysta.

Noin kuukautta ennen Pekingin olympiakisoja pidettiin
Madridissa olympialaiset, 49. kansainvéliset matema-
tiikkaolympialaiset. Ndihin olympialaisiin otti osaa 535
nuorta matematiikan huippua 97 maasta. Matematiik-
kaolympialaiset on varsin kattava otos maailman nuor-
ten matematiikkataidoista: olympialaisiin osallistuneet
maat kattavat 80,5 % maapallon viestosta. Olympialai-
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sissa jaettiin 47 kulta-, 100 hopea- ja 120 pronssimita-
lia, yhteensa siis 267 mitalia. Suomeen néisté tuli yksi,
eli noin 0,4 %.

Jos matematiikkaolympialaisten mitalitaulukkoa lue-
taan niin kuin Pekingin kisojen taulukkoa, Suomi on
kuitenkin — yhdessd 12 muun maan kanssa — jaetulla
65. sijalla. Tdma tarkoittaa sitd, ettd Suomi on mate-
matiikkakisoissa huonoimmassa kolmanneksessa. Ma-
tematiikkaolympialaisten vakiintunut paremmuusjér-
jestysmittari on kuitenkin joukkueen saama yhteispis-
teméara. Madridin olympialaisten pistetaulukossa Suo-
mi oli sijalla 74. Euroopan maista vain Islanti, Monte-
negro ja Liechtenstein olivat jaljempéand — Montenegron
ja Liechtensteinin joukkueet tosin olivat vakiokokoa
pienempid. No, Suomihan on pieni maa. Mutta pis-
tetaulukossa olivat Suomen edelld Mongolia, Liettua,
Moldova, Bosnia-Hertsegovina, Slovenia, Makedonia,
Luxemburg, Latvia, Macao, Armenia, Albania, Ky-
pros, Uusi-Seelanti ja Viro, kaikissa vihemmén asuk-
kaita kuin Suomessa.

Luonnon laki on, ettd monen tekijan yhteisvaikutuksis-

Matti Lehtinen

ta koostuva suure noudattaa normaalijakauman tyyp-
pistd jakaumaa. "Matematiikan osaaminen", M, on
epaileméatté téllainen suure. Madridin olympiatulokset
voi tulkita niin, ettd M:n suuria arvoja on Suomessa
aika vahan. Tamaé voi tarkoittaa joko sité, ettd M:n ja-
kauman keskus on meilld alhaalla tai ettd M:n hajon-
ta on pieni. Edellinen selitys ei sovi viralliseen PISA-
tulkintaan, jonka mukaan M :n keskikohta on Suomessa
korkealla. Siispd M :n hajonta on pieni. Koulutuksem-
me ei tue huippuja ja hyvid. Onko tdmé uutinen?

Matematiikkaolympialaistulokset antavat mahdolli-
suuksia leikkid numeroilla. Kaikki PISA-tutkimuksen
maat osallistuvat matematiikkaolympialaisiin. Olym-
piapisteiden ja PISA-keskiarvon korrelaatiokerroin on
0,05. Korrelaatiota ei siis ole. Otetaan sitten mukaan
maiden vikiluku ja ajatellaan, ettd suuressa popu-
laatiossa on todennakéisemmin hajonnan laitatapauk-
sia. Matematiikkaolympialaisten pisteet normalisoitu-
na maan vékiluvulla korreloivat erittdin lievasti nega-
tiivisesti PISA-tulosten kanssa. PISA ei mittaa huip-
puosaamista. Onko tdmé uutinen?

Paakirjoitus
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Analyysin alkulahteilla

Markku Halmetoja
Méntén lukio

Differentiaalilaskentaa harjoitettiin miltei 200 vuotta
ennen kuin sen perustana olevat reaaliluvut seké funk-
tio ja sen raja-arvo madriteltiin tasmaéllisesti turvautu-
matta geometriseen havaintoon ja "rajattoman lahesty-
misen” kaltaisiin kuvaileviin ilmaisuihin. Tamé& tapah-
tui 1800-luvulla, ja samalla selkiytyivét funktion jatku-
vuuteen ja derivoituvuuteen liittyneet ongelmat. Sitéa
ennen oli jopa yritetty todistaa, ettd jatkuvat funktiot
olisivat myo6s derivoituvia joitakin yksittaisia kohtia lu-
kuunottamatta. Késitteiden selkiytymisen myd&ta kek-
sittiin kuitenkin funktioita, jotka ovat kaikkialla jatku-
via, mutta joilla ei ole derivaattaa yhdessékéaén kohdas-
sa. Téllaisten ja muidenkin vastaavien funktioiden ole-
muksen ymmartadminen edellyttda tiettyjen analyysin
peruskasitteiden tdsmallistd tuntemista. Reaaliluvuis-
ta kuitenkin riittda koulumatematiikassa annettu intui-
tiivinen kuva. Tieddmme, ettd ne voidaan asettaa vas-
taavuuteen suoran pisteiden kanssa, joten on luontevaa
puhua niiden vilisistéd etdisyyksistd. Tieddmme myds,
ettd jokaisella valilld ]a,b[ on vahintdén yksi rationaali-
nen ja irrationaalinen luku. Analyysin tdsméalliseen ké-
sitteistéon voi perehtyd teosten [1], [2] ja [4] avulla. Lu-
kijan mukavuutta ajatellen esitimme kuitenkin t&mén
artikkelin ymmartédmiseksi tarvittavat esitiedot.

Perusasioita

Lukujonon (a,,) raja-arvo on a, jos lukujen a ja a,, vili-
nen etaisyys voidaan tehdé pienemmaksi kuin mika ta-

hansa positiivinen luku valitsemalla n riittdvan suurek-
si, siis jos jokaista positiivista lukua e vastaa positiivi-
nen kokonaisluku n. siten, ettd n > n. = |a—a,| <e.
Jos jonolla on raja-arvo, niin jono suppenee. Muussa
tapauksessa jono hajaantuu. Jos jono on kasvava ja yl-
h&alta rajoitettu, tai vihenevd ja alhaalta rajoitettu,
niin monotonisen jonon suppenemislauseen mukaan se
suppenee.

Olkoon funktio f mééritelty kohdan xo erddssd ym-
paristossa tatd kohtaa mahdollisesti lukuunottamatta.
Funktiolla on kohdassa zy raja-arvo a, jos jokaista po-
sitiivista lukua ¢ vastaa sellainen positiivinen d., etté

O0<|z—mo| <0 = |f(z)—al<e.

Jos 16ytyy kohti lukua x¢ suppeneva jono, jota vastaa-
va funktion arvoista muodostuva jono hajaantuu, niin
funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa xy. Jos taas 16y-
tyy kaksi eri jonoa, jotka suppenevat kohti lukua xg,
mutta joita vastaavilla funktion arvoista muodostuvil-
la jonoilla on eri raja-arvot, niin silloinkaan funktiolla
ei ole raja-arvoa kohdassa zg.

Funktio on jatkuva kohdassa x, jos funktion raja-arvo
kohdassa xo on sama kuin funktion arvo tassi kohdas-
sa. Siis funktio f on jatkuva kohdassa xg, jos jokaista
positiivista lukua € vastaa sellainen positiivinen d., etta

|f (@) = flzo)| <e.

Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa xg, niin se on epé-
jatkuva tassd kohdassa.

0<|z—mo| <d: =



Solmu 3/2008

Funktio f on jaksollinen ja w # 0 on sen jakso, jos
f(z + w) = f(z) kaikilla € R. Pienintd positiivis-
ta jaksoa, jos sellainen on olemassa, sanotaan funktion
perusjaksoksi. Esimerkiksi sinifunktion perusjakso on
2.

Outoja funktioita

Maéaritelmien toimivuuden koettelemiseksi, ja pelkés-
ta uteliaisuudestakin, on ollut tarpeen kehitella toinen
toistaan kummallisempia "patologisia” funktioita. Esit-
telemme aluksi harjoitustehtévind kolme jatkuvuutta
ja derivoituvuutta havainnollistavaa esimerkkia.

1. Osoita, ettd funktio

)=

on jaksollinen ja epédjatkuva kaikkialla. Maarita
funktion jaksot. Onko silla perusjakso? Saksalainen
matemaatikko Johann Peter Gustav Lejeune Dirich-
let (1805 — 1859) laati tdmé#n esimerkin ilmeises-
ti osoittaakseen, ettd on olemassa muitakin kuin
lausekkeiden avulla madriteltyja funktioita.

0, kunz € Q,
1, kunz eR\Q,

2. Osoita, ettd funktio

_ 22, kun z € Q,
f(m)—{()’ kun z € R\ Q,

on jatkuva ja derivoituva ainoastaan yhdessd koh-
dassa.

3. Funktio f on mééritelty siten, ettd f(z) = 0, kun
x € R\Q, jajosx =p/q missi p € Z, q € Z4
ja syt(p,q) = 1, niin f(x) = 1/¢. Osoita, ettid tdméi
funktio on jatkuva irrationaalisissa kohdissa ja epé-
jatkuva muulloin. Onko f derivoituva irrationaali-
sissa kohdissa?

Kuten alussa totesimme, on my6s funktioita, jotka ovat
kaikkialla jatkuvia mutta eivdt missédédn derivoituvia.
Ensimmaiset sellaiset keksittiin 1800-luvulla, mutta ne
ovat hyvin vaikeita. Mychemmin 1900-luvulla keksittiin
funktioita, joille tdmé& merkillinen ominaisuus on hel-
pompi todistaa. Kasittelemme niista kaksi, ja aloitam-
me hollantilaisen matemaatikon Bartel Leendert van
der Waerdenin (1903 — 1996) vuonna 1930 julkaisemal-
la erittdin kauniilla esimerkill&.

Olkoon {z} luvun z etdisyys lahimmésté kokonaislu-
vusta. Funktio « — {z} on jatkuva ja jaksollinen. Sen
perusjakso on 1 ja [{z} — {y}| < % kaikilla 2,y € R.

Esimerkkifunktiomme on

= {10Fx}
10%

fz) =

k=0

Naytamme aluksi, ettd se on mééritelty kaikilla x:n ar-
voilla. Osasummien

fu(x) =

i {10%z}
2
P 10

jono (fy,) on kasvava ja ylhailta rajoitettu, silla yhteen-
laskettavat ovat ei-negatiivisia, ja

{10F2} 1 1 1 1 5
= < — _— — _ = =
T@)=3 e <32 F <3 21 "3

k=0 k=0 k=0

kaikilla x € R. Monotonisen jonon suppenemislauseen
perusteella jono (f,) suppenee kaikilla z:n arvoilla, jo-
ten f on kaikkialla méaritelty.

Todistamme, ettd f on jatkuva. Olkoot zp € R ja
€ € R, mielivaltaisesti valittuja. Kirjoitamme funktion
muotoon

= {10%z}
Z 10% !

k=n-+1

f(@) = fulz) + (e

" {10*
Z {107z} +
Pt 10%

Koska |{10Fz} — {10*z}| <
niin suureksi, etté

%, on mahdollista valita n

{10F2} — {10*20}

70 () — rn(20)| = Z

k
k=n+1 10
= {10%z} — {1070}
S Z 10k
k=n+1
1 & 1
< _ 1 —k: _1 —n
<5 2, W=l
k=n+1
<107" <

Osasummat f, ovat jatkuvia, silld ne ovat jatkuvien
funktioiden &érellisié summia. On siis olemassa positii-
vinen d niin, etté

0<|z—=o| <de = |fulz) -

Falwo)| < g

Jos siis 0 < |z — zg| < d¢, niin

|f(x) = f(zo)| = |fn(z) — fr(z0) + 70(2) — T(0)]
< | fau(@) = falwo)| + [rn(z) — ro(z0)]
g 6._
54’5—6.

Téaten f on kaikkialla jatkuva.

Osoitamme, ettd f ei ole derivoituva. Voimme rajoit-
tua vilille [0,1[, silld f on jaksollinen ja sen perus-
jakso on 1. Olkoon siis x = 0,ajazas... valiltd [0,1]
mielivaltaisesti valittu luku. Sovimme, etté jos sen de-
simaalikehitelm& on tyyppid 0,2999..., niin muutam-
me sen muotoon 0,3000.... Jos 0,ax+1ak4+2... <

1
27
niin {10z} = 0,ap41a842 - .-

ja muussa tapauksessa
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{10*z} =1 —0,ak41ak12 - - .. Muodostamme kohti nol-
laa suppenevan jonon (h,,) siten, ettd erotusosaméii-

rista
f@+hm) — f(z)
him

muodostuva jono (d,,) hajaantuu. Olkoon h,, =
—107™, jos a,, = 4 tai a,, = 9, ja hy, = 107™ muul-
loin. Jos k > m, niin lukujen 10*(x + h,,,) ja 10%z desi-
maaliosat ovat samat, jolloin {10*(x+h,,)}—{10F2} =
0. Téasta seuraa, etta

f@+hm) — f(2)

hom,
= {10%(z + hy)} — {10%2}
N kZ:O 105 hyp,

dm =

=

{108 (2 + b )} — {1072}
10 hyy, '

k=0
Lukujen h,, valintatavasta johtuen tdssd summassa yh-
teenlaskettavien osoittajissa olevat luvut {10%(z+h,,)}
ja {10%z} ovat molemmat joko tyyppid 0,a54+1Gkt2 - - -,
jolloin

{10%(z + hy,)} — {10k2}  +108—™

10% Ay, - £10km
tai tyyppid 1 — 0,ax410k42 - .., jolloin
{10¥(z + hpn)} — {10F2}  F10F—™ .
10% h,, +10k—m '
Siis summassa

— {10 (z + hun)} — {102}

A = 10% h,,

x>
[}

jokainen yhteenlaskettava on joko 1 tai —1. Niinpa kai-

killa m:n arvoilla
dm+1 = dm +1 tai dm+1 = dm — ].7

joten jono (d,,) hajaantuu.

o o o
w SN [8)]
oot el

o
(V]

©
—

o
o

[TT T TT T T[T I TT[TT1TT]
0.25 0.5 0.75 1.0

X

0.0

Kuvassa on van der Waerdenin funktion osasumman
f5:m kuvaajasta yksi jakso. Osoitteessa [6] olevasta ku-
vasarjasta voi visuaalisestikin oivaltaa, miksi f ei ole
derivoituva.

Téassé esimerkisséd desimaalikehitelmét mahdollistivat
elegantin todistuksen. On kehitetty myds niistd riip-
pumattomia esimerkkeja. Tutkimme Walter Rudinin
teoksessaan [4] esittdméd funktiota pienen esivalmis-
telun jélkeen.

Olkoon ¢(x) = |z|, kun —1 < z < 1. Jatkamme ¢:n
méadrittelyd asettamalla ¢(x + 2) = ¢(x) kaikilla z € R.
Nain ¢ tulee jaksolliseksi ja sen perusjakso on 2. Kai-
killa m € Z on ¢(2m) = 0 ja 0 < ¢(x) < 1 kaikilla
z € R. Kaikilla x:n ja y:n arvoilla on

[0(x) = o(y)| < [z —yl,

ja jos vililld Jx,y[ el ole kokonaislukuja, niin

[0(x) — o(y)| = [z —yl.

Rudinin esimerkkifunktio on

=3 () ot

k=0

Se osoitetaan kaikkialla maaritellyksi ja jatkuvaksi sa-
malla tavalla kuin van der Waerdenin funktiokin. Osoi-
tamme, ettd f ei ole derivoituva. Olkoon x mielivaltai-
nen reaaliluku, m positiivinen kokonaisluku ja

1
Om =£- 47T
2

missé merkki valitaan niin, ettd lukujen 4™z ja 4™ (z+
dm) villissi ei ole kokonaislukua. TAmé on mahdollista,

silld [4™z — 4™ (2 + 6,,)| = 4. Olkoon

o4k (@ 4 8,)) — p(4F2)
Ve = 5 :

Jos k > m, niin 4%§,, on parillinen kokonaisluku, joten
i = 0. Koska lukujen 4™z ja 4™ (x + §,,) vélissé ei ole
kokonaislukua, on

Jos vihdoin 0 < k£ < m, niin
(A (x +6in)) — o(drz) | _ 4F0m| _ 4
k| = 5 = ool = 4",
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Tésta seuraa, etté

f@+6m) = fl=z)

Om
00 k m k
(5@
k=0 k=0
. m—1 3 k . m—1 3 k )
— 3 +Z<Z> | >3 _ZKZ) .41
k=0 k=0

=

m — 1 m
=3 —Z3’€=§(3 +1).
k=

[}

Nédemme, ettd f:n erotusosamééristd muodostuva jono
hajaantuu, silld m:n kasvaessa 4, — 0. Siis f ei ole
derivoituva kohdassa x.

2,04

1,04

0,5

Kuvassa on Rudinin funktion osasumman f3 kuvaajas-
ta yksi jakso. Katso myds osoitteessa [7] olevaa kuva-
sarjaa.

Netistd 1oytyi (googlaamalla hakusanalla "nowhere dif-
ferentiable function”) John McCarthyn vuonna 1953
esittdmé funktio

fle) =Y 27"g(2" x),
n=1

missé g(z) =1+, kun -2 <z <0jag(z) =1—uz,
kun 0 < z < 2 ja g(x + 4) = g(z) kaikilla z € R. Ru-
dinin funktio on tdm&n muunnelma. Itse asiassa myos
van der Waerdenin funktio on muodostettu samanta-
paisella menetelmélld. Aluksi méaéritellddn jaksollinen
“sahanterdfunktio”, jonka kuvaajaa sitten "rypytetdan”
niin, ettd lopulta sen jokainen piste on kérkipiste, jossa
derivaatta ei ole madritelty. TAmé& prosessi nékyy sel-
vésti sivujen [6] ja [7] kuvasarjoissa. McCarthy pitdéa

omaa esimerkkidén ja siihen liittyvia todistusta yksin-
kertaisimpana mahdollisena. Asiasta voi jokainen muo-
dostaa oman késityksensé nettildhdettd [5] tutkimalla.
Tamaén kirjoittaja pitdd van der Waerdenin esimerkkia
esilld olleista yksinkertaisimpana. Sen ymméartédmiseksi
teoksesta [3] el tarvinnut tehd4 t6itd kynalla, kun taas
Rudinin funktiota oli pyoriteltéva paperilla.

Samoihin aikoihin n#iden konkreettisten esimerkkien
keksimisen kanssa mietittiin myos kuinka yleisia tal-
laiset funktiot ovat jatkuvien funktioiden joukossa.
Vuonna 1931 puolalainen matemaatikko Stefan Banach
(1892 — 1945) todisti vélilld [0,1] jatkuvien funktioiden
joukolle tuloksen, jota sen késitteellisyyden takia em-
me voi muotoilla t&hén tdsméallisesti, ks. [8], s. 79. Han
todisti, ettd ne jatkuvat funktiot, joilla on derivaatta
vahintdén yhdessé vilin [0,1] kohdassa, sijaitsevat kaik-
kien vélilla [0,1] jatkuvien funktioiden joukossa saman-
tyyppisesti kuin rationaaliluvut reaalilukujen joukos-
sa. Siis suurin osa jatkuvista funktioista on juuri néita
ei-missdan-derivoituvia funktioita, ja varsinaisia harvi-
naisuuksia ja analyysin kummajaisia ovatkin kaikkialla
derivoituvat alkeisfunktiot!

Kiitdn dosentti Heikki Apiolaa, dosentti Matti Leh-
tista, dosentti Jorma Merikoskea seké dosentti Timo
Tossavaista taméan kirjoituksen viimeistelya auttaneis-
ta kommenteista. Heikki Apiolalle erityinen kiitos ku-
vista seké tatd kirjoitusta varten laadituista nettisivuis-
ta [6] ja [7].
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Paralleelipostulaatti

Petteri Harjulehto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Johdanto

Eukleideen eli Eukleides Aleksandrialaisen kirjoittama
Stoikheia (Alkeet, latinaksi Elementa) on ensimméinen
systemaattinen esitys geometriasta. Se julkaistiin noin
300 eaa. Kirjan alussa esitelldén viisi postulaattia eli
yleisesti hyvéiksyttavaa totuutta (aksiomaa) ja kaikki
tulokset pyritdan rakentamaan kayttden néitd totuuk-
sia ja yleisesti hyviksyttyjd padttelysadntoja. Matema-
tiikassa téllaista kutsutaan aksiomaattiseksi jarjestel-
maéksi. MyShemmin on osoittautunut, ettd Eukleideen
Elementa sisaltaa useita piilo-oletuksia ja epatarkkuuk-
sia; se voidaan kuitenkin jarkevalla tavalla tdydentéaa
aksiomaattiseksi jérjestelméksi. En téssé késittele Ele-
mentan virheitd ja sen postulaattien tadydentémisté,
vaan keskityn viidennen postulaatin rooliin. Elemen-
tan nelji ensimmaistd postulaattia eli aksiomaa ovat
intuitiivisesti toden tuntuisia ja ne on helppo hyvéksya
lahtckohdaksi. Ennen néiden esittelemista esittelen ka-
sitteet suorakulma ja yhdensuuntaiset suorat. Ajatel-
laan, ettéd kaksi suoraa leikkaavat kuten Kuvassa 1. Jos
« ja (8 ovat yhtésuuria niin ne ovat suorakulmia. Suorat
ovat yhdensuuntaisia, jos niilld ei ole yhteisid pisteita.

B

Kuva 1. Suorakulman madritelmd.

Eukleideen nelja ensimmaéista postulaattia:
(P1) Kaksi pistetti voidaan yhdistdd janalla.
(P2) Jokainen jana voidaan jatkaa suoraksi.

(P3) Jos on annettu kaksi pistettd, voidaan piirtad ym-
pyrd siten, ettd toinen piste on keskipiste ja ympyrdn
kehd kulkee toisen pisteen kautta.

(P4) Kaikki suorakulmat ovat yhtisuuria.

Viides postulaatti nimeltdan Paralleelipostulaatti on
luonteeltaan erilainen. Se on huomattavasti mutkik-
kaampi kuin neljd muuta.

(P5) Olkoot suorat Iy, ly jals sekd kulmat o ja 8 kuten
Kuwvassa 2. Jos « ja [ ovat yhteensd pienemmdt kuin
kakst suorakulmaa, niin silloin suorat ly ja ly leikkaavat
sillé puolella suoraa l3, missd « ja B ovat.

l3
ly

P !

Kuva 2. Paralleelipostulaatts.
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Paralleelipostulaatin luonteesta johtuen (todella) pit-
kddn toivottiin, ettd se olisi todistettavissa muista pos-
tulaateista; useat aikansa huippumatemaatikot yritti-
vat 16ytéaa todistuksen. Kaksituhatvuotinen unelma ro-
mahti vasta 1800-luvun puolivilissd hyperbolisen geo-
metrian 16ytdmisen myota. Todistusyritykset eivat kui-
tenkaan menneet hukkaan, vaan tuottivat lukuisia Pa-
ralleelipostulaatin kanssa yhtépitavia véitteitd. Yhté-
pitdvyydelld tarkoitan tassé sité, ettd kiyttden postu-
laatteja P1-P4 ja niistd seuraavia lauseita ja olettaen
vaite saadaan Paralleelipostulaatti todistetuksi ja vas-
taavasti siitd saadaan todistetuksi véite.

Kaikille aiheesta kiinnostuneille voin suositella Mar-
vin Jay Greenbergin erinomaista kirjaa "Euclidean and
Non-Euclidean Geometries”, josta W. H. Freeman and
Company julkaisi neljadnnen laitoksen tdné vuonna.

Paralleelipostulaatin kanssa yhta-
pitavia vaitteita

Téassé kappaleessa keskustellaan ehdoista, jotka ovat
Paralleelipostulaatin kanssa yhtapitdvid. Olen valinnut
ensimmaiseksi ehdoksi John Playfairin (1748-1819) ver-
sion, koska se on yksinkertainen ja yleisesti kiytossa.

Ehto 1. Olkoot | suora ja P sen ulkopuolinen piste.
Tdlloin pisteen P kautta kulkee korkeintaan yksi suo-
ran | kanssa yhdensuuntainen suora.

Itse asiassa edellisesséd ehdossa voisi olettaa, ettd tél-
laisia suoria on tidsmaélleen yksi, silld vahintdén yh-
den yhdensuuntaisen suoran olemassaolo seuraa postu-
laateista P1-P4. My6s seuraavat kaksi yhdensuuntaisia
suoria koskevaa ehtoa ovat yhtéapitavia paralleelipostu-
laatin kanssa.

Ehto 2. Olkoot Iy ja lo kaksi yhdensuuntaista suoraa.
Jos suora t leikkaa suoraa l1, niin se leikkaa myds suo-
raa la.

Ehto 3. Olkoot Iy ja lo kaksi yhdensuuntaista suoraa.
Jos suora t leikkaa suoran 11 kohtisuoraan, niin se leik-
kaa myds suoran ly kohtisuoraan.

Ehto 4. Olkoot | suora ja P sen ulkopuolinen piste.
Tallgin kaikki ne pisteet, jotka ovat yhtd kaukana suo-
rasta |l kuin pisteestd P ja ovat samalla puolella suoraa
l kuin piste P, muodostavat suoran joka on yhdensuun-
tainen suoran | kanssa.

Paralleelipostulaatille voidaan antaa yhtapitavia eh-
toja puhumatta lainkaan yhdensuuntaisista suorista.
Tarkastellaan seuraavaksi kolmiota ABC ja yritetdan
osoittaa, ettd sen kulmien summa on kaksi suorakul-
maa. Tehdddn kuten Kuvassa 3: piirretdéan pisteen C
kautta sivun AB kanssa yhdensuuntainen suora ja jat-
ketaan sivuja AC ja BC. Saamme kolme kulmaa «a, (3

ja 7, jotka ovat yhteensé kaksi suorakulmaa. Ristikul-
mana 7 on yhtésuuri kuin kulma ACB. Haluaisimme
osoittaa, ettd « on yhtdsuuri kuin kulma CAB ja § on
yhtésuuri kuin kulma CBA. Tdmé& on kuitenkin mah-
dollista vain jos pisteen C kautta kulkee tdsmélleen yksi
suoran AB kanssa yhdensuuntainen suora. Itse asiassa
pitee enemmaén: seuraavat viitteet ovat Paralleelipos-
tulaatin kanssa yhtédpitavia ja siis myos kesken&én.

A B

Kuva 3. Kolmion kulmien summa.

Ehto 5. On olemassa kolmio, jonka kulmien summa
on kakst suorakulmaa.

Ehto 6. Kaikille kolmioille pdtee, ettd kulmien summa
on kaksi suorakulmaa.

Ehto 7. On olemassa suorakulmio (suunnikas, jossa
on neljd suorakulmaa).

Erityisesti pétee siis, ettd joko kaikille kolmioille kul-
mien summa on kaksi suorakulmaa tai milldén kolmiol-
la ei ole tdtd ominaisuutta. Ehdosta 7 saadaan Ehto 5
piirtdmélla suorakaiteelle halkaisija, jolloin meill&d on
kaksi yhtenevéa kolmiota, joille molemmille pétee, ettéa
kulmien summa on kaksi suorakulmaa.

Kolmioiden avulla paralleelipostulaatille voidaan antaa
yhtéapitdvid ehtoja, jotka ovat hyvin abstrakteja, eivét-
k& ensilukemalla tunnu liittyvan mitenkdén yhdensuun-
taisuuteen.

Ehto 8. Jokaista positiivista reaalilukua v kohti on ole-
massa kolmio, jonka pinta-ala on suurempi kuin r.

Ehto 9. Pythagoraan lause pdtee suorakulmaisille kol-
mioille.

Ehto 10. Puoliympyrdn sisdaltimd kehdkulma on suo-
rakulma.

Historiallisesti ndiden ehtojen 16ytyminen ulottuu laa-
jalle aikavélille. Varhaisimmat ovat antiikin Kreikasta
ja viimeisimmé&t 1800-luvulta. Merkittdvid geometrian
tutkijoita olivat, jo mainitun John Playfairin liséksi,
esimerkiksi Alexis-Claude Clairaut (1713-1765), joka
16ysi Ehdon 7, sekd Girolamo Saccheri (1667-1733) ja
Johann Heinrich Lambert (1728-1777), jotka tutkivat
kolmion kulmien summaa.
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Hyperbolinen geometria

Hyperbolinen geometria on esimerkki epaeuklidisesta
geometriasta, joka jakaa yhteisen perustan euklidisen
geometrian kanssa. Se perustuu Eukleideen postulaat-
teihin P1-P4 ja hyperboliseen paralleelipostulaattiin
(HPP), joka on looginen negaatio Paralleelipostulaa-
tille. Nain ollen hyperbolisen geometrian 16ytyminen
osoitti, ettd Paralleelipostulaattia ei voi todistaa pos-
tulaateista P1-P4.

(HPP) On olemassa suora l ja sen ulkopuolinen piste
P siten, ettd pisteen P kautta kulkee vdhintddn kaksi
suoran | kanssa yhdensuuntaista suoraa.

Hyperbolinen paralleelipostulaatti voidaan yleistaa
koskemaan kaikkia suoria ja pisteita.

(Yleistetty HPP) Olkoot I suora ja P sen ulkopuolinen
piste. Tdlloin pisteen P kautta kulkee vahintddan kak-
st suoran | kanssa yhdensuuntaista suoraa.

Ensimmaiset hyperbolisesta geometriasta julkaisseet
matemaatikot olivat Janos Bolyai (1802-1860), Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) ja Nikolai Ivanovich Lo-
bachevsky (1792-1856), joka ehti ensimmaiseksi vuon-
na 1829. Tiedemaailma ei ottanut uutta, “hdpedmé-
tontd” ja “julkeaa”; “imaginaarigeometriaa” lampimaésti
vastaan. MyShemmin on osoittautunut, ettd hyperbo-
lisella geometrialla on runsaasti sovelluksia niin mate-
matiikan sisélla kuin fysiikassakin.

Havainnollistan Henri Poincarén (1854-1912) mallin
avulla hyperbolista geometriaa, jotta ndemme minké-
laisia ilmiéitd siind esiintyy. Olkoon D := {(x,y)
22 +y? < 1}. Tdméi avoin origokeskinen yksikkokiekko
on nyt meididn “avaruutemme”. Madritellddn d-suorat,
joita on kahdenlaisia ja jotka ovat yksikkokiekossa D:

e Kaikki origon kautta kulkevat kiekon D halkaisijat
(tai tarkemmin se osa halkaisijasta joka sijaitsee kie-
kossa D).

e Kiekossa D oleva kaari niistd tason ympyroisté, jot-
ka ovat kohtisuorassa ympyrid {(z,y) : 22 +y? = 1}
vastaan.

Erityisesti kannattaa huomioida, ettd jalkimmaéista
tyyppid olevat d-suorat eivét kulje origon kautta. Osoit-

tautuu, ettd ndmé d-suorat toteuttavat postulaatit P1-
P4 ja HPP. Kahden d-suoran vilinen kulma tulki-
taan leikkauspisteeseen piirrettyjen tangenttien vélisek-
si kulmaksi.

Kuva 4. Poincarén mallin d-suoria.

Kuvassa 4 on kolme d-suoraa, joista nakyy hyperboli-
sen geometrian erikoispiirteitd. Suorat /5 ja ly ovat yh-
densuuntaisia, mutta silti mielivaltaisen ldhell toisiaan
(suorien jatkeet leikkaavat kiekon D reunalla, mutta té-
mé reuna on jo mallin ulkopuolella). Suorat I3 ja I3 leik-
kaavat ja ovat molemmat suoran /; kanssa yhdensuun-
taisia eli suora [3 leikkaa vain toisen yhdensuuntaisista
suorista 1 ja lo.

Kuva 5. Kolmio Poincarén mallissa.

Kuvassa 5 on kolme d-suoraa, joiden osat muodosta-
vat kolmion. On helppo huomata, vaikkapa piirtdmal-
14 d-suorien kolmion péélle tavallisen kolmion, ettd d-
suorien kolmion kulmien summa on aidosti pienem-
pi kuin kaksi suorakulmaa. Lisdksi on selvié, ettd d-
suorien muodostaman kolmion ala ei voi olla suurempi
kuin yksikkokiekon D ala.
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Kayrien vilinen dualiteetti (projektiivisessa) tasossa

Georg Metsalo
georg.metsalo@tkk.fi

Taméa kirjoitus on yhteenveto kaksiosaisesta esitel-
méastd Maunulan yhteiskoulun matematiikkapéivina
10.11.2007, jonka pidin yhteistyossd Simo Kivelan ja
Mika Sparan kanssa (katso Solmu 1/2008). Kirjoitus
on laadittu yhteistyossd Simo Kiveldn kanssa.

Keskeinen idea téssd on, etté jokaista vastakkaista pis-
teparia pallolla vastaa isoympyré pallolla ja péinvas-
toin.

Pa Isoympyra

llo -

Vashzkkaincn

Pischo\ri

Kun yhdistdmme pisteparin suoralla (jolloin se kulkee
pallon keskipisteen kautta) ja otamme tason, joka myos
kulkee pallon keskipisteen kautta ja on kohtisuora suo-
raa vastaan, niin taso leikkaa palloa pitkin isoympyréa.

Samalla tavalla saamme isoympyrésté vastakkaisen pis-
teparin.

Maapallolla esimerkiksi pohjois- ja etelinapaa vastaa
piivintasaaja ja vastaavasti paivintasaajaa vastaavat
navat.

Projektiivinen taso: meno-paluu

aarettomyyteen
Tason kaksi eri pistettd P; ja P, madradvat tason suo-

ran S, ja kaksi erisuuntaista suoraa Sy ja So madrdavét
pisteen P.

&0

S

%3]
N

Nl

Jos suorat ovat ldhes yhdensuuntaiset, on piste hyvin
kaukana, joten sanomme, ettd kaksi yhdensuuntaista
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suoraa maaraé ddrettomyyspisteen. Kaksi darettomyys-
pistettd méarda puolestaan ddrettomyyssuoran ja jos li-
sddmme tasoon ddrettomyyspisteet ja ddrettomyyssuo-
ran, saamme projektiivisen tason.

Projektiivinen taso on helpompi ymmértaé pallon avul-
la:

Olkoon wuwv-taso taso z = 1 zyz-avaruudessa. Silloin
jokainen piste uv-tasossa antaa vastakkaisen pistepa-
rin yksikkopallolla xyz-avaruudessa, nimittdin pisteet,
missé xyz-avaruuden origon ja uv-tason pisteen kautta
kulkeva suora leikkaa yksikkopallon (keskusprojektio).

Piste (a,b) uv-tasossa antaa pisteet

:I:( a b 1 )
Va2 + 02 +1 Va2 +02+1' Va2 + 02 + 1

xyz-avaruuden yksikkopallolla. Suora uwv-tasossa an-
taa isoympyréan pallolla, dérettomyyspisteet projektii-
visessa uv-tasossa antavat vastakkaiset pisteparit pal-
lon péivantasaajalla (xy-tasossa) ja dédrettomyyssuora
antaa pallon paivantasaajan.

Jos ajattelee palloa projektiivisen tason kaksinkertai-
sena versiona, niin huomaa, ettd darettomyyspisteet ja
ddrettomyyssuora eivit ole sen kummallisempia kuin
muutkaan pisteet ja suorat:

- Vastakkaiset pisteparit paiviantasaajalla ovat kuten
kaikki muutkin vastakkaiset pisteparit pallolla, jo-
ten pisteet ddrettomyydessa projektiivisessa uv-tasossa
ovat kuten kaikki muutkin pisteet.

- Péaivintasaaja on samanlainen kuin kaikki muutkin
isoympyrét pallolla, joten ddrettémyyssuora projektii-
visessa uv-tasossa on samanlainen kuin kaikki muutkin
suorat.

Projektiivisella tasolla on kuitenkin erés yllattava omi-
naisuus:

Tasessa

Jos menee &drettomyyteen ja palaa takaisin toiselta
puolelta, ovat vasen ja oikea vaihtuneet! Matka &déret-
tomyyden kautta aiheuttaa peilauksen!

Tasokayrien valinen dualiteetti

Jokaista suoraa S projektiivisessa uv-tasossa vastaa du-
aalipiste P projektiivisessa uv-tasossa.

st

r

S uv-taso
AN

xy-taso
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Suora S antaa isoympyréan pallolla, isoympyréa puoles-
taan vastaa vastakkainen pistepari pallolla (kuten ai-
kaisemmin kuvattiin), ja tdmé pistepari pallolla antaa
puolestaan suoran duaalipisteen P projektiivisessa uv-
tasossa.

Jos suoran S (lyhin) etéisyys uv-tason origosta on 7,
niin sen duaalipisteen P etiisyys origosta on 1/r ja P
on origon toisella puolella.

Jos suora kulkee uv-tason origon kautta, sen duaalipis-
te on jokin ddrettOomyyspiste ja jos suora on Haretto-
myyssuora, sen duaalipiste on uwv-tason origo.

Lukijan todistettavaksi jaa seuraava:

Propositio: Suoran au + bv + 1 = 0 duaalipiste on
uv-tason piste (a,b).

uv-tason kiyran voi esittdd muodossa v = h(u) (funk-
tion h kuvaaja). Yleisempi tapa esittdd kiyrd on pa-
rametrisoitu kiyrd (u,v) = (f(t),9(¢)), missa f ja g
ovat funktioita. Jos ajattelemme, ettd meilld on pis-
te, joka liikkuu uv-tasossa, niin sen u-koordinaatti on
ajan funktio: v = f(¢). Samalla tavalla myos sen v-
koordinaatti on ajan funktio: v = g(t). Téssé olemme
kuitenkin kiinnostuneita itse kiyrasta geometrisena ob-
jektina.

Funktion h kuvaajan voi esittdd myos parametrisoituna
kiyrana (u,v) = (¢,h(t)), joten parametrisoidut kiyrat
ovat yleisemmaét kuin funktioitten kuvaajat. Voimme
myo6s ajatella, ettd parametrisoitu kiyrd on projektii-
visessa uv-tasossa. Silloin sité vastaa kaksi vastakkaista
kiyrad yksikkopallolla xyz-avaruudessa (keskusprojek-
tion avulla).

Jos nyt otamme parametrisoidun kiyrén projektiivises-
sa uv-tasossa ja piirrdmme tangenttisuoran kiyran jo-
kaiseen pisteeseen, on jokaisella tangenttisuoralla oma
duaalipisteenséd. Namé duaalipisteet muodostavat pro-
jektiivisessa uv-tasossa uuden kiyrén, jota voimme (vé-
liaikaisesti) sanoa alkuperdisen kiyran kaverikdyrdksi.

Esimerkki 1:

(u—1)2 o2 , -
52 + 12 = 1 voi antaa parametrisoituna
kiyrand muodossa (u,v) = (1 4+ 2cost,sint). Silld on

Ellipsin

mm. tangenttisuorat a, b, ¢, d ja e ja niitd vastaavat
duaalipisteet ovat A, B, C, D ja E. Kaikkien tangent-
tisuorien duaalipisteet muodostavat ellipsin kaverikay-
ran, joka nayttda olevan toinen, pienempi ellipsi. Silla
puolestaan on oma kaverikdyra, jolla taas on oma ka-
verikdyra jne.

Néemme, ettd jos kdyrd on symmetrinen origon kautta
kulkevan suoran suhteen, myds kaverikiyréd on symmet-
rinen saman suoran suhteen.

Jotta saisimme kiyrin tangenttisuoran (ja siitd suoran
duaalipisteen), tarvitsemme derivaatan.

Pisteessa (ug,v0) = (f(t0),9(to)) on kdyrdn kulmaker-
roin ¢'(to)/f'(t0), joten tdhéan pisteeseen asetetun tan-
genttisuoran yhtélé on

g'(to

f'(to)
9'(to) - u—f'(to)-v—f(to)-g'(to) + f'(to)-g(to) =0 eli

~—

v —g(to) = (u—f(to)) eli

g'(to) u
f'(to) - g(to) — f(to) - ' (to)
—f'(to)
f'(to) - g(to) — f(to) - g'(t0)

Tamién (tangentti-)suoran duaalipiste on silloin propo-
sition mukaan

+ v+1=0

( g (to) — 1 (to) )
f'(to) - g(to) — f(to) - g'(t0) " f'(to) - g(to) — f(to) - g'(t0) )~

Kun ¢y muuttuu, liikumme pitkin kdyréé, jolloin tan-
genttisuora muuttuu ja myos sen duaalipiste muuttuu.

Jos (f1(t),g1(t)) on alkuperédinen kiiyré, on kaverikiy-
ran parametriesitys

(f2(t),92(t)) =

< gi(t) _f{(t) ) (*)
fit) - g1(t) — fr(t) - g1(8)" f1 (1) - 1 () — f2(2) - 91(D)

Lukijan todistettavaksi (kdyttdmalld tunnettuja deri-
voimissdantdja) jad seuraava keskeinen tulos:

Lause: Kaverikdyran kaverikdyra on alkuperdinen kay-
ra, ts.

( 92(t) —f5(t) )
f5(8) - g2 () = fa(t) - g5(t) " f3() - g2(t) — fa(t) - g5(t)

= (f1(t).9:(1))

Kayrd ja sen kaverikiyrd muodostavat siis tasa-
arvoisen parin! Sanomme siksi kaverikdyrad alkuperéi-
sen kiyrian duaalikdyrdiksi (ja lauseen perusteella alku-
perdinen kiyra on puolestaan duaalikdyrénsd duaali-
kiyrd).
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(Todistuksessa kertoimet f-g1— f1-97 ja f1-9¥ — f1 -9}
supistuvat pois. Projektiivisessa tasossa nolla nimitté-
jissi ei yleensd aiheuta ongelmia. Jos f1 - g1 = f1 - ¢},
niin alkuperéisen kiyrén tangenttisuora kulkee origon
kautta, jolloin duaalikiyrd menee darettomyyteen. Jos
1197 = f1' - g1, on alkuperiiselld kiyralld kaarevuus
= 0 (mahdollinen kadnnepiste) ja duaalikiyrilla mah-
dollisesti kdrkipiste.)

Duaalikiiyrdn parametriesityksestd (x) nidemme, ettd
kiayran skaalaus skaalaa my6s duaalikdyran:

(f1,91) = (a- f1,91) = (fa2,92) — (% - f2,92)-

Vastaavasti jos skaalaus on v-suuntainen:

(f1,91) = (fr,a-g1) = (f2,92) — (fmé “ g2)-

Sama pétee, jos skaalaus tapahtuu mielivaltaiseen
suuntaan. Pétee myo0s etta

(f1.91) = (a- fr,a-g1) = (f2,92) — (% : fz,é " g2)-

Nyt voimme laskea eri kiyrien duaalikdyria:

Jatkoa esimerkkiin 1:

(f1,91) = (1 + 2cost,sint)

= (o) = (

cost

_ _ 2sint
2+4cost’ 2+cost)’
_ 2 2
o
(2/3) (2/V/3)2

Alkuperiisen ellipsin tangenttisuora a antaa pisteen A
duaalikiyrilld ja duaalikdyran tangenttisuora o’ antaa

puolestaan pisteen A’ alkuperéisella ellipsillA.

joten duaalikéyré on ellipsi

Esimerkki 2: Yksikkdympyréd u? + v? = 1 (paramet-
rimuodossa esim. (u,v) = (cost,sint)), paraabeli u =
v?/2 (esim. (u,v) = (t?/2,t)) ja hyperbeli u?> —v? = 1

(esim. (u,v) = (o17,tant)) ovat itsensd duaalikiyrid.

Ympyréin tangenttisuoran a duaalipiste on (vastakkai-
nen) piste A. Paraabelin tangenttisuoran b duaalipiste
on B ja tangenttisuoran b’ duaalipiste on B’. Hyperbe-
lin tangenttisuoran ¢ duaalipiste on C.

Pallolla nakee, ettd ndma kolme kiyraa ovat lahekkaista
sukua: jokainen vastaa (keskusprojektion kautta) kahta
vastakkaista 7-séteistd ympyrdd yksikkopallolla, ja né-
mé kolme kiiyrad (projektiivisessa) uv-tasossa saadaan
pyorittamaélla yksikkdpalloa xyz-avaruudessa y-akselin

ympaéri.

Jos pyéritamme yksikkopalloa xyz-avaruudessa, niin
vastakkainen kdyrdpari ja sen (myos vastakkainen) du-
aalikayrapari pyorivit. Vastaavat kidyrdt projektiivises-
sa uv-tasossa (kiyré ja sen duaalikiyrd) muuttuvat vas-
taavasti, mutta pysyvit toistensa duaalikiyrind (katso
esimerkki 6’ alhaalla).

Esimerkki 3: Paraabeli v = u? — 1 ja ellipsi u? + (2v —
1)2 = 1 ovat toistensa duaalikiyrid. (f1(t),91(t)) =
2 =1) = fl-g1—fi-g1 = —(+1) = (fa(t),92(t)) =

(ﬁm) = () + (29 -1 =1
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Esimerkki 3’ (vertikaalinen skaalaus): Paraabeli v =
(u? —1)/2 ja ympyrd u? + (v — 1)? = 1 ovat toistensa
duaalikayria.

2u3 u?

——= ja v = ———= ovat toistensa
3v3

Esimerkki 4: v =
3v3

duaalikayria.

Esimerkki 5: Kardioidi (f1(t),q1(t)) = (cost —
cos(2t)/2,sint —sin(2t)/2) syntyy, kun i-siteinen ym-
pyré kierii ympyralld u? + v? = (1/2)? uv-tasossa. Sen
duaalikdyra on silmukka.

Kardioidin tangenttisuora a on kaksinkertainen tan-
gentti ja sen duaalipiste on silmukan leikkauspiste A.
Silmukan tangenttisuorien b’ ja ¢’ duaalipisteet ovat
kardioidin pisteet B’ ja C'.

Esimerkki 6: v = h(u) = u3/3 —u+1

Kéyralld on yksi kddnnepiste ja duaalikdyralld on kérki-
piste. Kayralla on tangentti, joka kulkee origon kautta
ja duaalikdyrd menee aarettomyyteen. Duaalikayralla-
kin on tangentti, joka kulkee origon kautta ja alkuperai-
nen kityrd menee myos dérettomyyteen (mutta toiseen
aarettomyyspisteeseen). Origo on duaalikiyrin kiédn-
nepiste ja alkuperaiselld kayralla on kirkipiste daretto-
myydessa.

Esimerkki 6’ (yksikkopallon pyoritys): Kun otamme
kiyran ja sen duaalikdyran, projisoimme ne yksikkopal-
lolle, pyoritdmme palloa 45° astetta z-akselin ympéri

ja projisoimme takaisin uv-tasolle, saamme kaksi uutta
kdyrad, jotka myds ovat toistensa duaalikiyrat. Alkupe-
riisen kiyran kirkipiste on nyt pisteessi (u,v) = (0,1)
ja alkuperdisen duaalikdyréin karkipiste on nyt daretto-
myydessa.

Esimerkki 7: Pascalin simpukan (f1(¢),g1(¢)) = ((2 +

3 cost)cost, (2 + 2cost)sint) (napakoordinaateissa
7(#) = 2432 cos 0) duaalikiiyri on kalanmuotoinen. Sim-
pukalla on kaksinkertainen tangenttisuora ja sen du-
aalipisteessa kala leikkaa itsensd. Simpukalla on kaksi

kéddnnepistetta ja kalalla on kaksi kirkipistetta.

Lisays

Vastaavanlainen dualiteetti esiintyy myds pinnoilla
(projektiivisessa) kolmiulotteisessa avaruudessa ja il-
meisesti my6s (n — 1)-ulotteisilla n.s. hyperpinnoilla
projektiivisessa n-uloitteisessa avaruudessa, mutta nii-
den kisittelyyn tarvitaan osittaisderivaattoja ja Jaco-
bin determinantteja, jotka eivat kuulu lukion matema-
tiikkkaan. Annan kuitenkin yhden esimerkin duaalipin-
noista (projektiivisessa) kolmiulotteisessa avaruudessa.
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Idea on samankaltainen kuin tasossa: pinnalla on jo-
kaisessa pisteessd tangenttitaso ja jokaisella tangentti-
tasolla on duaalipiste: jos tason (lyhyin) etiisyys origos-
ta on r, on duaalipiste origon toisella puolella etéisyy-
delld 1/r (ja jos tangenttitaso kulkee origon kautta, on
sen duaalipiste ddrettomyydessd). Ndméa duaalipisteet
muodostavat uuden pinnan, jonka voimme sanoa alku-
perdisen pinnan kaveripinnaksi. Mutta kaveripinnan
kaveripinta on alkuperiinen pinta, joten meilld on
tasa-arvoinen pintojen pari ja voimme puhua duaali-
pinnoista.

Olkoon (u,v,w) = (f1(s,t),91(s,t),h1(s,t)) parametrisoi-
tu pinta. Sen duaalipinnan parametriesitys on silloin

(f? (Svt)aQQ (Svt)ahQ(Sat))
(8(g1,h1) 9(h1,f1) 3(f1>g1)>

_ A(s,t) 7 9(s,t) 7 O(s,t)
f SR o S b

Esimerkki 8: Oheisessa kuvassa vasemmalla olevan pin-
nan parametriesitys on

(uow) b rsint, A5
u,v,w) = | recost,rsint, —— |,
1+ s2

missé r = (5 — (HQ%)Q)(Q +e75/3 cos?(2t)), ja oikealla

on sen duaalipinta.

Piste (u,v,w) = (0,0,1) on tavallaan pinnan pohjoisna-
pa ja sielld sen tangenttitaso on taso w = 1. Sité vastaa
duaalipiste (0,0, —1), joka on duaalipinnan etelénapa.
Taso w = —1 on pinnan tangenttitaso ddrettomyydessa
ja sitd vastaa duaalipiste (0,0,1) duaalipinnalla (jossa
tangenttitasot puolestaan kulkevat origon kautta). Pin-
nalla on tangenttitasoja, jotka sivuavat pintaa kahdessa
pisteessé ja duaalipinta leikkaa itsensé (kuten Pascalin
simpukka ja kala esimerkissd 7 ylhdalla). Taso w = 2
sivuaa duaalipintaa pitkin kdyrdd ja tdmén tangent-
titason duaalipiste on kartiomainen piste (0,0, —1/2)
alkuperaiselld pinnalla.

Keskeinen idea téssd on dualiteetti: saamme alkupe-
ridisen pinnan duaalipinnan monimutkaisen prosessin
avulla, ja jos sovellamme samaa monimutkaista pro-
sessia duaalipinnalle, saamme alkuperdisen pinnan ta-
kaisin!

Tehtavia:

Mitd voimme sanoa duaalikdyrastd (kaverikdyrista),
jos alkuperdinen kayra

a) kulkee origon kautta?

b) menee dédrettomyyteen?

¢) leikkaa itsensi?

d) on symmetrinen x-akselin suhteen?

e) on symmetrinen jonkin suoran suhteen?

f) pysyy samannéikoisend, jos se kierretdan 180° origon
ympéari?

g) pysyy samannékoisend, jos se kierretdan 120° origon
ympéari?

Mité voimme sanoa alkuperiisestéd kdyrasté, jos duaa-
likayralla on

a) kérkipiste?

b) kiénnepiste?

¢) origon kautta kulkeva tangenttisuora?

Oikein vai vaarin?

a) Jos alkuperiinen kiyrd on yksikkdympyréin sisillé,
niin duaalikdyra on sen ulkopuolella.

b) Jos duaalikiyrd on yksikkdympyrén sisélld, niin al-
kuperainen kayré on sen ulkopuolella.

¢) Jos alkuperiinen kityré on yksikkdympyrin ulkopuo-
lella, niin duaalikéyréd on sen sisalla.

d) Jos alkuperéinen kdyra on symmetrinen jonkun suo-
ran suhteen, niin duaalikdyrd on symmetrinen suoran
duaalipisteen suhteen.

Yhdisté alhaalla olevat kiyrit pareittain. (Yhdelld an-
netulla alkuperéiselld kiyrallé ei ole vastaavaa duaali-
kdyrda annettujen duaalikdyrien joukossa ja yhdella an-
netulla duaalikdyralla ei ole vastaavaa alkuperéista kay-
rad annettujen alkuperiisten kityrien joukossa.) Tarkis-
ta vaikkapa Mathematican avulla.

Alkuperéiset kiyrét:
1) Ympyra
2) Ympyré
3) Ympyra
) Paraabeli v =1 +u?/4 (eli u = f(t) =t,v = g(t) =

Paraabeli v = §(u — 2)? — 2

v =exp(u) = e*
) o=1/(1+ e
10) Kolmiapila u = f(t) = (1 + cos(3t)/2) cost,v =
g(t) = (14 cos(3t)/2) sint (Napakoordinaateissa: r =
1+ cos(36)/2)
11) Nefroidi w = f(t) = sint — sin(3t)/3,v = g(t) =
cost — cos(3t)/3 (Kahvikupin kéyra)
12) Kolmiapilasolmun projektio u = f(t) = (1 +
1 cos(3t/2)) cost,v = g(t) = (1+ § cos(3t/2))sint (Na-
pakoordinaateissa: 7 = (1 + 1 cos(36/2))
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Alkuperéiset kdyrét:

Duaalikdyrat:
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Mongolian opettajakilpailun tehtavien ratkaisut

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Janne Junnila
Uudenkaupungin lukio

Solmussa 3/2007 esitettiin leikkimielinen ajatus mate-
matiikkakilpailusta opettajille. Kirjoituksen yhteydes-
s julkaistiin Mongoliassa vuosittain pidettdvien opet-
tajien matematiikkakilpailun vuoden 2007 tehtévét.
Kirjoittaja ehdotti, ettd Solmun lukijat ldhett&isivét
omia ratkaisujaan Solmun toimitukselle.

Maaliskuuhun 2008 mennessé ratkaisuja on tullut vain
tdman kirjoituksen toiselta kirjoittajalta. Oheisista rat-
kaisuista tehtéavien 3, 4 ja 6 ratkaisut ovat Janne Jun-
nilan, muut Matti Lehtisen. Tehtavissa 3 ja 6 tarvi-
taan jonkin verran alkeita pitemmalle menevas luku-
teoriaa. Joko Mongolian opettajien oletetaan hallitse-
van lukuteoriaa suomalaisia kollegojaan enemmén tai
sitten emme ole keksineet yksinkertaisempia ratkaisuja.
Niita otetaan edelleen mieluusti vastaan. Tassé ratkai-
suehdotuksemme.

1. Kuinka monen joukon {1,2,3, ...,5n} osajoukon al-
kioiden summa on jaollinen viidelld?

Ratkaisu. Olkoon a,, kysytty lukumééra. Olkoot by,
Cn, dn ja e, vastaavasti niiden joukon {1,2,3, ..., 5n}
osajoukkojen lukuméarét, joiden alkioiden summa mod
5onl, 2 3jad. Katsomme, ettd tyhjan joukon alkioi-
den summa on 0. Luettelemalla osajoukot ndhdéaan he-
ti, ettd a3 = 8 ja by = ¢ = d1 = e; = 6. Osoitetaan,

etta

1
an = _(2571 + 2n+2)’
g (1)

25n

by = - Y

1
_en_g(

Selvésti (1) on oikein, kun n = 1. Oletetaan, ettéd kaa-
va on oikea, kun n = k. Joukon {1,2,3,...,5(k + 1)}
jokainen osajoukko A voidaan jakaa osajoukoiksi A1 =
ANn{1,2,3,...,5k} ja Ao = An{Bk+1, ... 5(k+1)}.
A:n alkioiden summa on jaollinen 5:114 jos ja vain jos
joko Aj:n alkioiden summa on = p mod 5, As:n alkioi-
den summa on = (5—p) mod 5, p=0, 1, ..., 4. Niin
ollen osajoukkoja, joiden alkioiden summa on jaollinen
5:114, on

8ay, + 6by, + 6¢y, + 6dy, + Geg

:§ 25k+2k+2 + % 25k _2k
) )

1
= 5(32 - 25k + 8- 2F) = 2 (28(k+ 1) 4 o(k+1)+2y,

(S

Osajoukot, joiden alkioiden summa on = 1 mod 5,
ovat ne ja vain ne, joille (mod 5) A;:n alkioiden sum-
ma on 1 ja As:n 0, tai Aj:n alkioiden summa 0 ja As:n
1, A;:n alkiosumma 4 ja As:n 2, A;:n 3 ja As:n 3 tai



Solmu 3/2008

21

Ap:n 2 ja Ag:n 4. Siis

bry1 = 8b1 + 6ay, + 6dy + 6cy + bey,
6 26
= £ (2% 4287 4 2 (27 - 2)
1 1
— g(32 . 25k _ 2 . 2]€) — g(25(1€+1) _ 2]@4’1).

Ck+1, dr+1 ja er+1 lasketaan aivan samoin. Induktioas-
kel on otettu. Tehtdvan ratkaisu on siis

1
an = 5(25” —+ 2n+2).

(n:narvojal, 2, ..., 6 vastaavat a,:n arvot ovat 8, 208,
6560, 209728, 6710912 ja 214748416.)

2. On annettu 101 saman suoran janaa. Todista, ettd
janojen joukossa on 11 sellaista, joilla on yhteinen pis-
te tai 11 sellaista, joista millddn kahdella ei ole yhteisid
pisteita.

Ratkaisu. Voimme olettaa, ettd suora on x-akseli ja
ettd janat ovat véleja [x;,v;], ¢ = 1, ..., 101. Voimme
vield olettaa, ettd x1 < xo < --- < x191. Oletetaan vie-
14, ettd milladn 11:114 janalla ei ole yhteistd pistetta.
Silloin on oltava y,, = min{y;|l < i < 10} < 11,
Yn, = min{y;]1l < i < 20} < Xo1, ...y Ynyg =
min{y;|91 < ¢ < 100} < z101. Koska 11 < @p,,. ..,
To1 < Tnig» véleilld [x”l?y’ﬂl]? [x”Q?y”Q]? R [mnmaynm]
ja [T101, y101] el ole yhtdén yhteisté pistetta.

3. Olkoon p pariton alkuluku. Olkoon g primitiivijuuri
mod p. Mddritd kaikki sellaiset p:n arvot, joille jouk-
kojen A={k>+1|1<k<2'}jaB={g"|1<
m < ”2;1} alkiot ovat samat mod p.

Ratkaisu. Jos p = 3, niin A = {2} ja B = {2}.
3 on tehtdvén ratkaisu. Jos p = 5, voidaan valita
g = 2; silloin A = {2,0} ja B = {2,4}, joten 5
ei ole tehtdvian ratkaisu. Olkoon sitten p > 7 alku-
luku. Primitiivijuuren g ominaisuuksiin kuuluu, etta
g virittdd multiplikatiivisen ryhmén Z, jonka alkiot
ovat kongruenssiluokat 1, 2, ...p — 1 (mod p). Koska
22 —y? = (x —y)(z +y) =0 mod p vain, jos = +y
mod p, ovat joukon Z% nelicluvut 1%,2%,.. ., (”—;1)2.
Toisaalta Z3 = {g, 9%, ...,g""'}. Tistd seuraa

2
— p_l
{925945---agp 1}:{1,4,..., (?> }

Jos nyt A = B, niin A:mn ja B:m alkioiden nelididen
summat ovat samat (mod p), eli

2t 2t
S+ =D (g
=1 =1

Téama yhtéald on yhtapitava yhtélon
p=1
2

>t g 1) =0

i=1

kanssa. Koska p > 5, g* — 1 # 0 ja siis g2 — 1 # 0. Geo-
metrisen sarjan summakaavan mukaan voidaan kirjoit-
taa

p—1 p—1
= = 4y L
. . -1
Z(g4)zEZ(g4)z_1£(g )42 -1
i=1 i=0 gt -1
(P—1)+2))2 _1q

gt—1
koska gP~! = 1. Samoin lasketaan

p—1

> (¢ =o.

Siis

[

p—

2

p—1
2
4, 2 _ _p—1
izgl(g +g +1):Z§:11:T§é0 mod p.

Saatu ristiriita osoittaa, ettd A # B, kun p > 7. Siis
p = 3 on tehtdvén ainoa ratkaisu.

4. Todista: jos x, y ja z ovat luonnollisia lukuja ja
xy = 22 + 1, niin on olemassa kokonaisluvut a, b, c
ja d niin, ettd x = a®> +b%, y = 2 +d? ja 2 = ac+ bd.

Ratkaisu. Sanomme, etté ei-negatiivisten kokonaislu-
kujen kolmikko (z,y, z) toteuttaa ehdon (1), jos xy =
22+1, ja ehdon (2), jos on olemassa kokonaisluvut a, b,
c ja d niin, ettd z = a2+ b2, y = 2+ d? ja z = ac+ bd.
Oletetaan varmuuden vuoksi, ettd 0 on myds luonnol-
linen luku. [Vaikka tdméi vallitseva kiytanto sotii luon-
nollisen luvun perusideaa vastaan.] Jos (z,y,0) toteut-
taa ehdon (1), on oltava x = y = 1. Nyt voidaan valita
a =d=1,b = c = 0. Kolmikko toteuttaa siis eh-
don (2). Oletetaan sitten, ettd (z,y,z), missd z > 1,
toteuttaa ehdon (1). Silloin z,y # 0. Voidaan olettaa,
ettd z < y. Jos olisi & > z, olisi xy > (2 +1)% > 22 + 1.
Siis on oltava 0 < £ < z. Joson x = z, on xy = x2 + 1
eizfy—z)=1Slisz=y—xz=1leliz=1,y=2.
Voidaan valita a = 1, b = 0, ¢ = 1, d = 1. Kolmik-
ko (1,2,1) toteuttaa ehdon (2). Voidaan olettaa, et-
td © < z. Silloin ei voi olla y < z. Siis y > z. Nyt
2z =2oy —1<2/zy <x+y. Siilsz+y—2z>0.
Lisiksi (z4+y—22)z = 2% +ay—2z20 = 22422 +1-2z20 =
(z—x)?+1. Jos siis kolmikko (z,, 2), missi 0 < z < 2,
toteuttaa ehdon (1), niin (z, x4y —2z, z — x) toteuttaa
ehdon (1). Oletetaan sitten, ettd (x, x+y—22, z—x) to-
teuttaa ehdon (1). Siis # = a® +b%, v +y — 2z = 2 + d?
jaz—r=ac+bd Nyt y=c2+d>+2(z—z)+x=
A+ d?*+2ac+2bd+a® + b = (a+¢)?+ (b+d)? ja
2z =z—x+x = ac+bd+a®+b* = a(a+c)+b(b+d). Sii-
ta, ettd (x, x+y—2z, x— z) toteuttaa ehdon (2), seuraa
siis, ettd (z,y, z) toteuttaa ehdon (2). On saatu perus-
teet "ddrettomaille laskeutumiselle”: jos (z,y, z) toteut-
taa ehdon (1) ja z > 2, l6ytyy ehdon (1) toteuttava
kolmikko (z',%/,2'), missi 2z’ < z; lisédksi niin, ettd jos
kolmikko (2/,y’,2’) toteuttaa ehdon (2), niin (z,y, 2)



22

Solmu 3/2008

toteuttaa ehdon (2). Prosessi johtaa kuitenkin aérelli-
sen askelmaarin jilkeen joko tilanteeseen, jossa z/ = 0
tai 2’ = 1. Koska kolmikot, joissa z on 0 tai 1, toteutta-
vat ehdon (2), on alkuperiisen kolmikon (z,y, z) myos
toteutettava ehto (2), ja todistus on valmis.

5. Piste P on tasasivuisen kolmion ABC' ympdri piirre-
tyn ympyran piste. Osoita, ettd janat PA, PB ja PC
votat olla kolmion sivuja. Olkoon R kolmion ympd-
ri piirretyn ympyrin sdde ja d pisteen P ja mainitun
ympyran keskipisteen vilimatka. Mddaritd konstruoidun
kolmion ala.

Ratkaisu. Olkoot D, E ja F pisteen P kohtisuorat
projektiot suorilla BC, AC ja AB. Olkoot ¢’ = EF,
V' = FD ja ¢ = DE kolmion DEF sivut ja olkoot
AP = z, BP = y ja CP = z. Koska esimerkiksi
BDPF on jannenelikulmio ja BP tdman nelikulmion
ympari piirretyn ympyran halkaisija, on laajennetun
sinilauseen perusteella ¥’ = ysin 60°. Samoin tietysti
a’ = xsin60° ja ¢’ = zsin 60°. Mutta koska a’, ' ja ¢/
ovat kolmion sivujen pituuksia, ovat sellaisia myos x,
y ja z. Olkoon O kolmion ABC ympéri piirretyn ym-
pyran keskipiste. Ei merkitse rajoitusta olettaa, etta
P on kulman AOB aukeamassa. Olkoon ZAOP = ¢.
Kosinilauseen perusteella on

2?2 =d?> + R?> — 2dRcos ¢
y* = d* + R* — 2dR cos(120° — @)
=d? + R?>+dRcos¢ — V3dRsin ¢
2% = d? + R? — 2dR cos(120° + ¢)
= d? + R? + dr cos ¢ + V3dRsin ¢.

Merkitaan kolmion, jonka sivut ovat =, y ja z, alaa
T:114. Heronin kaavan perusteella

167 = (z+y+2)(—z+y+2)(z+y—2)(r—y+2)
= ((y+2)* —2%) (z* = (y — 2)*)
= (4> + 2% —2? +2y2)(2® — y* — 2° + 2y2)
=4y222— (y2+z2 _xz)z
=4 ((d® + R* + dRcos ¢)* — 3d°R”sin® ¢)

— (d* + R? + 4dR cos ¢)*
=4((d®> + R*)? +2(d® + R?®)dR cos ¢

+ d?R? cos® ¢ — 3d°R?sin® ¢) — (d* + R?)?
— 8(d* + R*)dR cos ¢ — 16d*R? cos? ¢
= 3(d* + R?)* + 4d*R* — 16d*R? = 3(R? — d°)%.

Téssé oli vield kilytetty sievennyksié cos? ¢ —3sin? ¢ =
1 —4sin? ¢ ja sin? ¢ + cos? ¢ = 1. Kolmion ala on siis

(Kun P on kolmion ABC' ympéri piirretylld ympyral-
1a eli kun d = R, niin T' = 0. Talléin D, FE ja F ovat

kolmion Simsonin suoralla ja kolmio DEF surkastuu
janaksi, samoin kuin kolmio, jonka sivut ovat z, y ja

6. Olkoon n = pi*---p%s > 2. Oletetaan, etti luvulle
a ja kaikille i, 1 < i <'s, pdtee (p; — 1) f «. Todista,
etti n | Zaez;; a®, missi 2}, = {a € Zy, | (a,n) = 1}.
[a,n) on lukujen a ja n suurin yhteinen tekija/.

Ratkaisu. Koska p; — 1 ei voi olla luvun « tekijé,
p; ei voi olla 2. n on siis pariton luku ja jokainen
p; > 3. Viitteen todistamiseksi riittda osoittaa, etté
P | Ygezs o kaikilla i. Riittad, ettd todistetaan té-
mé, kun ¢ = 1. On siis osoitettava, etta

Z a®=0 mod pT, (2)

missé a kiy lapi kaikki ne luvut 1:std (n — 1):een, joil-
le (a,n) = 1. a:lla ja n:1ld ei ole yhteisid tekijoitd jos
ja vain jos a:lla ja p7*:1l4 ei ole yhteisid tekijoitd mil-
laan 4 eli jos ja vain jos a on kullakin 7 kongruentti
mod pi* jonkin niistd ¢(p;"*):std luvusta a; kanssa, joil-
le (a;,pf") = 1. (¢(m) ilmoittaa lukua m pienempien
positiivisten kokonaislukujen lukuméérén, joilla ei ole
yhteisié tekijoita m:n kanssa.) Kiinalainen jaénnoslause
ilmaisee toisaalta, etta jos on annettu mielivaltainen jo-
no (ai,as, ...,as), Missa (al,pf") = 1, niin lukujen a
joukossa on sellalnen jolle @ = a; mod pi*, i = 1,

.., 8. Mutta tdma merkitsee, ettd jokainen yht&lon
(2) vasemman puolen summan yhteenlaskettava, joka
on =a; mod pit, missi (a1, pl!) = 1, on kongruentti
tasan ¢(p5?)d(ps?) - - ¢(pSe):n summan muun yhteen-
laskettavan kanssa. Viitteen todistamiseksi riittaa siis
osoittaa, ettd (2):n vasemman puolen summa on jaol-
linen p{*:lld, kun a kdy ldpi ne luvut valiltd 1,

{1 — 1, joilla ei ole yhteisté tekijad pi*:n kanssa.

Yleisen lukuteorian tuloksen mukaisesti, jos p on pari-
ton alkuluku, niin Z;k on syklinen ryhmé (jonka virit-
td# primitiivijuuri ¢ mod p*). On siis olemassa g siten,
ettd luvut g, g%, ..., g¢(p?1) ovat mod pi* kuin ne vélin
[1 po‘1 — 1] kokonaisluvut, joilla ei ole yhteista tekijaa
pi'n kanssa. Todistettavaksi tulee siis

o(pyt)—1

> ()™

i=0

Pt
Koska p; — 1 ei ole a:n tekijd, niin g"‘ = ghlhr—D+m =
g™, missd 1 < r; < p; — 1. Siis ¢® Z 1 mod p, josta
seuraa, ettd g® Z 1 mod p7*. Nyt

o(py!
(g“ -1 Z () =¢?®"") —1=0 mod pIt.
=0

Viite on todistettu.
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Matematiikan opetuksesta ja osaamisesta — viela ainakin

kerran

Timo Tossavainen
Savonlinnan opettajankoulutuslaitos

Matti Lehtinen tarkasteli matematiikan opetusta ja
osaamista Solmun numerossa 2/2008 nostaen esille
mm. opetussuunnitelmien ongelmat ja matematiikkaa
vain sivuaineena opiskelleet aineenopettajat. Matema-
titkan opetusta ja oppimistuloksia arvioitaessa on hyva
muistaa, ettd osaamisen tason mahdollinen lasku ei kos-
ke pelkistadn matematiikkaa tai luonnontieteita. Esi-
merkiksi didinkielen opettajat ovat jo vuosien ajan tuo-
neet julki huolensa nykynuorten kielitaidoista.

Mita tésta pitad padtelld; onko koko koululaitos me-
nossa syoksykierteelld alaspain? Oikea vastaus lienee:
ei ole, vaan koulun kokonaistehtava ja tavoitteet ovat
muuttuneet. Koulussa opetetaan nykyisin varsinaisen
oppiaineksen liséksi paljon muutakin hyodyllisté, joten
tdménpéaivian koululaisten osaamisen ala on toisenlai-
nen kuin ennen. Jotkut akateemisiin opintoihin liitty-
vat ongelmat saattavat siis johtua siitd, ettd yliopis-
toissa ja ammattikorkeakouluissa ei ole osattu riittaval-
18 tavalla huomioida opiskelijoiden osaamisen painopis-
teen muutosta omia opetussuunnitelmia laadittaessa ja
ennen kaikkea opetusmenetelmis valittaessa.Tdhén on
kiinnittdnyt huomiota myés Markus Norrby Arkhime-
deksen numerossa 2/2008 julkaistussa kirjoituksessaan
Dagens ungdom kan inte rikna.

Koulun opetussuunnitelmien ja niiden toteutumisen
muutokset ilmentévit tietenkin koko yhteiskunnan ja
kulttuurin muuttumisesta. Matematiikan osaamisen
lasku — jos se edes on todellista koko ikdluokkien kes-

kiméaaradisen osaamisen osalta — selittynee pitkalti sil-
14, ettd yksilon ndkokulmasta matematiikan merkitys
arkielamaéssd on viime vuosikymmening laskenut suh-
teessa moniin muihin taitoihin. Kyll4, laskenut eikd
noussut. Jos lasku- ja pédattelytaito ennen toivat aitoa
sosiaalista arvostusta ja olivat todellisena edellytykse-
nd korkeamman koulutuksen saamiselle, nykyisin jo-
kapaivaisessd kanssakiymisessd arvostetaan enemmén
jopa meluavaa ulospéin suuntautuneisuutta tai kykya
keskustella kiinnostuneenoloisesti pinnallisista muoti-
ilmiGistd kuin taitoa tarkastella funktion jatkuvuutta
jne. Ja vaikka matematiikan opiskelu tukisikin syvalli-
sempien sosiaalisten taitojen kehittymisté, tai tarjoai-
si melko varman tien hyvapalkkaisen asiantuntijan am-
mattiin, ndita taitoja ja maallista menestysté yksilo voi
saavuttaa helpompaakin tietd kulkien. Miksi nykynuori
ryhtyisi opiskelemaan matematiikkaa tallaisten ulkois-
ten syiden vuoksi, jos hanell4 ei ole sisaisté kiinnostusta
sitd kohtaan?

Todellinen matematiikka lienee aina kiinnostanut vain
pientd viahemmistod, eikd peruskoulun perustaminen
tai lukion pitkdn matematiikan suosion kasvattamis-
yritykset ole tédta asiantilaa merkittavasti muuttaneet.
Yhteiskunta tarvitsee toki kehittydkseen tai edes pys-
tysséd pysyédkseen matematiikan todellisia osaajia, mut-
ta — kuten todellisuus meille selvisti osoittaa — yhteis-
kunnan taysvaltainen jasenyys ei edellyta yksilolta juu-
ri mink&anlaista matemaattista osaamista.
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Yhteiskunnan on tietenkin syytd reagoida siihen, et-
té insindorien ja muiden matematiikan avulla reaali-
maailmaa rakentavien osaaminen on heikentynyt. Téal-
16in on panostettava siihen, ettd 16ydamme riittdvan
ajoissa ne nuoret, joilla on kykyé ja halua oppia todel-
lista matematiikkaa, ja siihen, ettd jarjestdmme heil-
le riittdvasti korkealaatuista matematiikan opetusta.
Matemaattisille aloille hakeutuneiden nuorten osaami-
sen kehitys osoittaa, ettd tdhadn tavoitteeseen pédse-
minen edellyttad syvéllisempaé rakenteellista muutosta
kuin nykyisten opetussuunnitelmien siséltojen uudel-
leen jarjestdmistd tai yldluokkien matematiikan opet-
tamisen kieltdmistad luokanopettajilta. Herdd kysymys,
onko tarpeen erottaa laskentopainotteinen arkipaivian
ongelmanratkaisu ja todellinen matematiikka eri op-
piaineiksi koulussa. Koska matemaattisesti suuntautu-
neet lapset erottuvat toisista jo peruskoulun alaluokilla,
tdma kahteen oppiaineeseen jako voisi tapahtua esim.

viidennelté luokalta alkaen ilman, etté kenenkéén tasa-
arvoisuutta todellisten jatkokoulutusmahdollisuuksien
suhteen loukattaisiin — varsinkin jos molempien viylien
opetus toteutettaisiin kunnianhimoisesti ja todellisen
osaamisen kehittymiseen tdhdéaten.

Suurempaa muutosta odoteltaessa ainelaitosten kan-
nattaisi kuitenkin jo nyt panostaa myo6s luokanopet-
tajiin jarjestdmalld matematiikan sivuaineopintokoko-
naisuuksia, joissa keskitytddn laskennon, mittaamisen
ja matemaattisen ajattelun perusasioihin monipuolises-
ti ja syvéllisesti mutta ottaen huomioon perusopetuk-
sen tavoitteet ja todelliset olosuhteet. Ellei matema-
tiikan ainelaitosten tutkintotuotanto jostain yllattavés-
ta syystéa tehostu lahivuosina huomattavasti, perusope-
tuksen ylaluokkienkaan matematiikan opetusta ei voida
harvaan asutuilla seuduilla endé jarjestdéd ilman mate-
matiikan sivuaineen suorittaneita luokanopettajia.
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Lukujen uusi maailma: p-adiset luvut

Tauno Metsdnkyla
Matematiikan laitos, Turun yliopisto

Kun kokonaislukujen 0,1,2,... joukkoa laajennetaan
vaiheittain ottamalla mukaan negatiiviset kokonaislu-
vut, murtoluvut, irrationaaliluvut ja lopulta imaginaa-
riluvut, saadaan rakennetuksi kompleksilukujen jouk-
ko C. Tama on laajin mahdollinen "lukujen maailma”,
kuten Solmussakin hiljattain [2] kerrottiin: sitd ei voi-
da endé laajentaa, jos sen halutaan sailyttédvin totutut
yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskusdanndét. Jouk-
koa, jossa ndma sdannot patevit, sanotaan matematii-
kan kielelld kunnaksi, ja erityisesti C on algebrallisesti
suljettu kunta.

Mutta téassé ei ole koko tarina lukualueiden laajenta-
misesta ja "hyvistd” lukumaailmoista. Lahtemalla liik-
keelle rationaalilukujen joukosta ja kiyttdmélla toisen-
laista laajentamistapaa paadytddn uudenlaisiin jouk-
koihin, joiden alkioita voidaan hyvésta syystd myos ni-
mittad luvuiksi. My6s niistd muodostuu nimittain kun-
ta, jolla on monia samanlaisia ominaisuuksia kuin reaa-
lilukukunnalla R ja kompleksilukukunnalla C. Lisdksi
silld on useita jannittavalla tavalla erilaisia ominaisuuk-
sia.

Kyseessa ovat p-adiset luvut. Téassd p tarkoittaa mitéa
tahansa alkulukua eli jaotonta lukua, joka on valittu
kiintedksi. Tapauksissa p = 2 ja p = 3 puhutaan myos
dyadisista ja triadisista luvuista, miké ehké saa oudon-
nikoisen “adinen”-péitteen (englanniksi adic) kuulos-
tamaan luontevammalta.

Téllaiset p-adiset luvut eivat ole mikdan pelkka kuriosi-
teetti. Ne ovat pain vastoin osoittautuneet hyvin kayt-

tokelpoisiksi usealla matematiikan alalla, erityisesti lu-
kuteoriassa.

Etaisyyksia ja itseisarvoja

Ajatellaan ensin reaalilukujoukkoa R. Sen alkioiden
kesken voidaan paitsi suorittaa tavallisia laskutoimi-
tuksia myos ajatella etdisyyksid: kahden luvun a ja b
etdisyys on |a — b|. TAmA ns. euklidinen etdisyys vas-
taa arkielamaén etdisyyskasitetta, kun reaalilukuja ku-
vataan lukusuoran pisteiné.

Etaisyys nayttelee keskeistd osaa monissa matematii-
kan tarkasteluissa. Siksi on luonnollista kysyé, olisiko
euklidisella etéisyydella vaihtoehtoja ja mitd seurauk-
sia sellaisesta olisi.

Ensiksi on syytd miettid, mitd ominaisuuksia etaisyy-
delld pitda olla. Ilmeisesti ainakin kahden eri luvun
etéisyyden on oltava positiivinen ja luvun etdisyyden
itsestddn on oltava 0. Liséksi etdisyyden taytyy suhtau-
tua lukujen laskutoimituksiin “oikealla” tavalla. Eukli-
disen etéisyyden tapauksessa nama etdisyyden ominai-
suudet palautuvat seuraaviin itseisarvon ominaisuuk-
siin: aina kun a,b € R,
El. |a| > 0, jos a # 0; |0|=0,
E2. [ab] = |a] - ],

E3. |a+b| < |a| + |b].
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Viimeksi mainittu ominaisuus on térked kolmioepdiyh-
talo. Taman nimityksen voi ymmértdd ajattelemal-
la hetkeksi a ja b kompleksilukuina ja esittdmaélld ne
kompleksitason pisteiné (tai vektoreina); silloin ehto E3
sanoo, ettd kolmion sivu on pienempi (tai yhtésuuri)
kuin kahden muun sivun summa.

Kysymystd uudenlaisesta etdisyydestd voidaan nyt
pohtia kysymalla, voitaisiinko luvuille ensin maéaritella
jokin toinen ehdot E1-E3 tayttava "itseisarvo”. Tallai-
sia mahdollisuuksia kylla onkin, mutta ne eivit johda
mihinkddn mielenkiintoiseen etdisyyskéasitteeseen. Ti-
lanne muuttuu paremmaksi, kun hylataan ajatus, etta
lukualueena on koko R. Sen takia muutetaan 1dhtoti-
lannetta siten, ettd otetaan R:n tilalle sen osajoukko
Q, pelkit rationaaliluvut. Ajatellaan siis 1ahtokohtana
vain rationaalilukujen vélisté euklidista etédisyytta seké
tatd etéisyyttd luonnehtivia ehtoja E1-E3, missd nyt
a,b e Q.

Osoittautuu, ettéd téssd tapauksessa ehdot E1-E3 py-
syvét voimassa, kun tavallinen itseisarvo |a| korvataan
p-adisella itseisarvolla |a|,. TAmé& méadritelldén seuraa-
vasti. Kiinnitetdéan alkuluku p ja kirjoitetaan rationaa-
liluku a = % supistettuna murtolukuna, missé siis ¢t ja u
ovat kokonaislukuja, joilla ei ole yhteisia tekijoita. Tas-
sé on tietysti oletettava, ettd a # 0. Katsotaan, onko
jompikumpi luvuista t,u jaollinen p:ll, ja kirjoitetaan
a muotoon

missé ¢t ja uy ovat p:lla jaottomia. Eksponenttia k, jo-
ka siis on positiivinen, negatiivinen tai 0, sanotaan lu-
vun a p-eksponentiksi. Otetaan sille kdytto6n merkinté
k = wvp(a). Voidaan sanoa, ettd a on jaollinen alku-
luvun p potenssilla pv»(®) (silld siitahdn on kysymys,
jos a sattuu itse olemaan kokonaisluku). Nyt asetetaan
méadritelma

jal, = (3)"® (¢ #0) (3)

ja liséksi 0], = 0. Silloin ehdot E1-E3 ovat voimassa,
kun |.|:n tilalla on |.|,. Ensimmé&inen ehtohan nahdéén
suoraan méairitelméstd ja E2 ja E3 seuraavat (tapauk-
sessa a # 0,b # 0) siité, ettd
vp(ab) = vy(a) + vp(b),
vp(a+b) = min(v,(a), v, (b)). (4)

Téssd jalkimmainen ehto siis lausuu, ettd summasta
a+0b voidaan ottaa yhteiseksi tekijéksi vahintddn se p:n
potenssi, jolla molemmat yhteenlaskettavat ovat jaolli-
sia. Voit my6s varmistua néistd kirjoittamalla

t t
a:pvp(a)u_ll7 b:p”p(b)u_z2

ja muodostamalla nédiden lukujen tulon ja summan.
Summan tapauksessa ehdosta (4) seuraa edelleen, etti

|a +blp < max(lalp, [blp) < lal, + [blp- (5)

Taydellisyyden vuoksi ehdot E2 ja E3 on tarkistetta-
va myo0s tapauksessa, jossa esim. ¢ = 0. Silloin n&iden
ehtojen paikkansapitdvyys ndhdadn valittomasti.

Luvun 1

5 valinta kaavassa (3) on pitkélti mielivaltai-
nen; mikd tahansa luku r valiltd 0 < r < 1 kelpaisi.
Téamén luvun vaihteleminen merkitsisi vain erdénlais-
ta mittakaavan vaihtelua. Usein tehd&idn mittakaavan

normalisointi valitsemalla r = %.

Esimerkiksi alkuluvulla p = 5 saadaan

1Bl =15 &5 =(3)° =1,

lls=15""Hls=(3)"" =2,
[1250]5 = |5% - 2|5 = (3)* = .
Hh=G)"=1

Néin mééritelty p-adinen itseisarvo |.|, antaa rationaa-
lilukujen a ja b p-adisen etdisyyden |a — b|,. Sanotaan
myo0s, ettd |.|, médrittelee rationaalilukujen joukossa p-
adisen metritkan. Huomaa, ettd a ja b ovat "ldhekkéin”,
kun a — b on jaollinen korkealla p:n potenssilla. TAm&
on p-adisen metriikan tyypillinen piirre, joka kannattaa
muotoilla erityisesti ndkyville:

Kahden rationaaliluvun p-adinen etdisyys on sitd pie-
nempi, mitd korkeammalla p:n potenssilla niiden erotus
on jaollinen.

Erityisesti siis p:n  kasvavien potenssien jonossa
p,p2,p3, ... lukujen etdisyys nollasta pienenee eli tés-
sa metriikassa ndméa luvut lahestyvéit nollaa.

On myos tirked huomata, etté (5):n nojalla kolmio-
epayhtéldlle saadaan nyt vahvempi muoto

|a + blp < max(|alp, [b]p)- (6)

Katsomalla tarkemmin sité, miten (5) edelld padteltiin
oikeaksi, havaitaan lisdksi, etta

la-+bly = max(laly, [blp), jos laly # [l (7)
Niilla kahdella kaavalla on kauaskantoiset seuraukset
p-adisten lukujen maailmassa. Kaavan (6) perusteella
p-adista metriikkaa sanotaan myos epdarkhimediseksi;
siltd nimittain puuttuu erds euklidisen metriikan yksin-
kertainen ominaisuus, jota matemaatikot sanovat "Ark-
himedeen ominaisuudeksi”.

Kéaytetddn my0s nimitystd ultrametriikka. Tédma joh-
tuu siité, ettd talla metriikalla on oudontuntuisia omi-
naisuuksia. Esimerkiksi kun |alp, |b|, ja |a + b, tulki-
taan vastaavasti kuin edelld kolmion sivujen pituuksik-
si, niin (7):std ndhd&dén, etta jokainen kolmio p-adisessa
metriikassa on tasakylkinen! Kolmiossa nimittédin joko
lal, = |b|, tal muussa tapauksessa |a + b|, = |a|, tai
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Uusia lukuja

T&ahén mennessa olemme siis 16yténeet rationaaliluku-
jen joukossa uuden metriikan mutta toistaiseksi ei ole
saatu vield aikaan yhtdan uutta "lukua”. Nyt on niiden
Vuoro.

Jos "tavallisessa” matematiikassa halutaan selvittda an-
netun murtoluvun suuruus, niin luku kannattaa yleensa
muuttaa desimaaliluvuksi: esim. 1% = 13,625 eli

1
%:1.101+3-10°+6~10*1+2-10*2+5~10*3.

Téssé desimaalien vaikutus luvun suuruuteen vihenee
oikealle mentéessi, koska potenssit 1071,1072,1073
pienenevit. Néin siis euklidisessa metriikassa.

Vastaavasti p-adisessa metriikassa kannattaa lausua
annettu luku p:n kasvavien potenssien mukaan, esim.
(kun p = 5)

199 =4+4-54+2-524+1-5%

silld potenssit p, p2,p3, ... liheneviit nollaa p-adisessa
metriikassa. (Kaytannossa edellisen kehitelmén méérit-
tdminen kannattaa tosin tehdé "takaperin”, aloittamal-
la siitd, ettd 53 on korkein 5:n potenssi, joka ei ylitd
lukua 199.)

Edellisten esimerkkien luvut oli valittu siten, etté kehi-
telmét ovat padttyvia. Mutta rationaaliluvun desimaa-
liesitys voi tietysti myos olla padttyméton (jolloin se on
jostain kohdasta alkaen jaksollinen), esim.

249

99
g = 2:2363636

Samoin rationaaliluvun p-adinen kehitelmé, esim.

i—g =3-5142.5044.541-524+4.53+1.5% ...
Tama kirjoitelma luonnollisesti tarkoittaa, ettéd oikeal-
la puolella oleva summa on sitd ldhempéné (p-adisessa
metriikassa) lukua %, mitd enemman siihen on otettu
mukaan termejd, toisin sanoen mitd kauempaa se on
katkaistu. Tarkemmin sanottuna: jos katkaisu on tehty
potenssin p" jalkeen, niin summan etdisyys ko. ratio-

naaliluvusta on < (1)"*!. Esimerkiksi

29 1 2
— -3 —-2—-4-5-1-
‘40 3-5 5 5

5

_53.§

el ==

|3
- 8

(Eri asia on, miten kehitelmé saadaan méaritetyksi. Sii-
hen palataan tuonnempana.)

Rationaalilukujen joukon Q laajentaminen perinteisek-
si reaalilukujoukoksi R on matemaattisesti melko mo-
nimutkainen prosessi, mutta prosessin tulos on yksin-
kertaista kuvailla lukusuoran avulla: uudet luvut, ir-
rationaaliluvut, tayttavit rationaalilukujen véliset "au-
kot”, niin ettd alkujaan erillisistd pisteistd muodostu-
nut rationaalilukujen joukko on tdydentynyt yhtenéi-
seksi suoraksi. Reaalilukuja esittavit kaikki mahdolli-
set desimaaliluvut; irrationaalisia néistd ovat ne, jot-
ka ovat padttyméttomia ja jaksottomia. Avainasemas-
sa téssé laajentamisprosessissa on ilmeisesti euklidinen
metriikka.

Analoginen laajentaminen voidaan suorittaa p-adista
metriikkaa kayttden. T&lloin tulosta ei voida havain-
nollistaa lukusuoraa kiyttden, mutta joka tapauksessa
tuloksena on rationaalilukujen joukkoa Q paljon laa-
jempi joukko, p-adisten lukujen joukko Q,, jonka muo-
dostavat kaikki mahdolliset p-adiset kehitelmdt. Uusia,
ei-rationaalisia lukuja naistd ovat jédlleen ne, jotka ovat
paattymattomia ja jaksottomia. Yleisessd muodossa
tallainen kehitelmé on muotoa

a_wp 4 a7k+1]fk+1+

o Faop’ +arp +ap’ -+, (8)

misséd kertoimet siis ovat kokonaislukuja valilld 0 <
a; < p—1 ja summa jatkuu oikealle d4rettomiin (joskin
rationaaliluvun tapauksessa kertoimet a; voivat jostain
kohdasta alkaen kaikki olla = 0). Téssé voi k tietysti
olla my0s negatiivinen, jolloin kehitelmé& alkaa p:n po-
sitiivisella potenssilla. Tavallista desimaalilukuesitysté
jaljitellen lukua (8) voidaan merkité

a_kA_f41-..00,4102 ...
ja siiné tapauksessa, ettd k on negatiivinen, k = —h,
0,00 . .Oahah_,_l e s

Kertoimia a; voidaan sanoa luvun "numeroiksi”. Siis esi-

merkiksi 99
— =32,4141...
40 32,

H-adisesti.

Néin saatuja lukuja voidaan laskea yhteen, vihentaé,
kertoa ja jakaa aivan samoin kuin tavallisia desimaalilu-
kuja. Taté valaistaan seuraavassa pykéléssd muutamin
esimerkein. Tuloksena oleva joukko Q, onkin kunta ai-
van kuten R. Lisdksi se on tdydellinen, toisin sanoen
se tayttdd ehdon, joka on analoginen R:n tdydellisyy-
saksioman kanssa (ks. [2]).

Edelld méaritelty p-adinen itseisarvo joukossa Q laaje-
nee luonnollisella tavalla my6s joukkoon Q-

|a_pa_ft1...a0,a102...|p = (%)_k,

jos a_j # 0. Tarkista tdmén kaavan paikkansapité-
vyys edellisen luvun 23 tapauksessa. Itseisarvo |.|, an-
taa joukkoon Q, p-adisen etdisyyden, jolla on samat
ominaisuudet kuin edella. Erityisesti voimassa ovat eh-
dot (6) ja (7) eli metriikka on ultrametriikka.
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Niiden p-adisten lukujen x joukkoa, jotka tayttévat eh-
don |z —al, = r (missé a on annettu p-adinen luku ja r
jokin |.|,m arvo), on luonnollista sanoa a-keskiseksi 7-
siteiseksi ympyraksi. Jos b on tdméan ympyran sisalla,
toisin sanoen jos |b — al|, < r, niin ehtoa (7) kédyttéden
saadaan

|z —blp = |r —a+a—bl, =max(|x —alp,|a —blp) =7

aina, kun = on ympyrélld. TAmé& merkitsee, ettd myos
b on ympyran keskipiste. Siis jokainen ympyran sisilla
oleva piste on ympyréan keskipiste!

Samoin kuin reaalilukujen kunnassa R my0s p-adisten
lukujen kunnassa Q, voidaan ratkaista sellaisia yhta-
16ité, joilla ei ole rationaalilukuratkaisuja. Esimerkiksi
yhtilolla 22 = 6 on ratkaisut o = £1,3042... (piitty-
mitén) kunnassa Qs. Yhtilolld 2* = 1 on tissi kun-
nassa maksimimaéara eli nelja ratkaisua. Kunta Qs on
siis tdssad suhteessa parempi kuin kunta R; tdméahan
on laajennettava kompleksilukukunnaksi C ennen kuin
saadaan yhtilolle 24 = 1 kaikki neljs ratkaisua 41, £1.

Kunta Q,, voidaan algebran yleisten periaatteiden mu-
kaan laajentaa sellaiseksi kunnaksi, joka on algebral-
lisesti suljettu. Siind jokaisella n:nnen asteen yhtalol-
14 on n ratkaisua. Lisdksi tdma kunta voidaan valita
siten, ettd se on tdydellinen yllda mainitussa mielessa.
Siind voidaan kehittdd samanlaista funktioiden teoriaa
kuin R:ssd ja C:ssé, alkaen derivoinnista ja integroin-
nista. Hyvén yleiskuvan asiasta saa selailemalla esim.
kirjaa [1]. Ndin muodostettua kuntaa, josta usein kiy-
tetdan merkintédd Cp, on luonnollista pitdd kompleksi-
lukukunnan p-adisena analogiana.

Laskutoimituksia

Palataan takaisin p-adisten lukujen kuntaan Q,. Yk-
sinkertaiset numerolaskut p-adisilla luvuilla sujuvat ai-
van vastaavasti kuin tavallisilla desimaaliluvuilla. Seu-
raavissa esimerkeissé aina p = 5.

Yhteenlasku voidaan tehdé kirjoittamalla luvut taval-
liseen tapaan alakkain, mutta laskujen suunta on nyt
vasemmalta oikealle, koska “muistinumero” siirretaan
aina korkeamman potenssin kohdalle eli oikealle, siis
esimerkiksi

1 11
1,21 33,22
2,42 |+ 2,42 |+
3,14 30,201

Viahennyslaskussa on samoin edettévé vasemmalta oi-
kealle, koska "lainaaminen” tapahtuu korkeamman po-
tenssin kohdalta. Vahennyslaskun voi my6s muuttaa

yhteenlaskuksi vaihtamalla viahentdjan ensin vastalu-
vukseen. Luvun vastaluku saadaan korvaamalla ensim-
méinen numero a_g(# 0) numerolla p—a_y, ja jokainen
seuraava numero a; numerolla p—1—a;. Tdmé& on help-
po perustella laskemalla, ettd ndiden lukujen summaksi

tulee 0. Esimerkiksi
—3,421 =2,02344 ..., —0,01134 = —0,04331044 ...

(kehitelmét ovat padttyméttomia). Téssd vihennyslas-
ku molemmilla tavoilla:

1 11
4,113 4,113
3,421 |- 2,02344... [+
1,231 1,23100...

My®6s lukujen kertominen alakkain (tdmékin vasemmal-
ta oikealle) on helppoa. Laskuja helpottaa, jos vélitu-
loksissa (eli kerrottaessa yksittédiselld numerolla) jate-
tdan numerot redusoimatta vilille 0, . .. 4, siis kirjoite-
taan esimerkiksi tulo 3-1,32 muodossa 3,96. Redusoitu-
nahan, eli ns. kanonisessa muodossa, se olisi 3,421. Re-
dusointi tehdéén sitten nadiden lukujen yhteenlaskussa.

Tehtava. Tarkista, ettd 5-adinen luku 2,1213 kerrot-
tuna itsellddn antaa tulokseksi luvun —1 viiden nume-
ron tarkkuudella (siis 5-adisessa muodossa 4,4444). Ky-
seessd on kompleksilukujen kunnan imaginaariyksikkoa
i = v/—1 vastaavan 5-adisen luvun likiarvo eli samal-
la my6s yhtélén 2% = 1 yhden ratkaisun likiarvo (vrt.
edellisen pykéldn loppuun).

Jos edellisessé pykélissd annettu yhtilon 2 = 6 ratkai-
sun likiarvo 1,3042 kunnassa Qs on oikea, niin 1,3042
korotettuna neli6én antaa viiden numeron tarkkuudel-
la luvun 6 (eli 5-adisessa muodossa 1,1). Tarkista tAma.

Jakolasku (jakokulmassa) on vihén vaativampaa, kos-
ka siiné tavallaan ratkaistaan kongruensseja modulo p.
Jos lasketaan esim. %, on aloitettava selvittamalla,
montako kertaa 3 (jakéjan ensimmaéinen nollasta eroa-
va numero) "menee” 4:44n. Vastaus on 3, koska 3-3 an-
taa valille 0, ... ,4 redusoituna tulokseksi 4. T&lloin on
tosiasiassa ratkaistu kongruenssi 3z = 4 (mod 5). Hel-
pointa on luonnollisesti laatia ensin valmiiksi pieni tau-
lukko tuloista 3x laskettuna modulo 5, kun x = 0, ... 4.

Tehtava. Suorita edellistd jakolaskua jakokulmassa pi-
temmaélle. Kyseessé on edellisessd pykélédssa esiintynyt
luku 29/40, jossa osoittaja ja nimittdji on vain kirjoi-
tettu 5-adiseen muotoon. Sille pité4 siis tulla kehitelm&
32,4141 .. ..

Vahan historiaa — ja muutakin

Kunnia p-adisten lukujen keksimisestd kuuluu mate-
maatikko Kurt Henselille (1861-1941), joka toimi pro-
fessorina Saksassa Marburgin yliopistossa. Hensel ei
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padtynyt keksintoonsd ylld esitetylld ajattelutavalla,
vaan otti lahtokohdakseen funktioiden sarjakehitelmét
(kompleksialueessa). Ajatuksena oli, ettd samoin kuin
sarjakehitelma tietysséd kompleksitason pisteessé kuvaa
funktion kdyttdytymistd tdmén pisteen laheisyydessé,
eli funktion lokaalia (paikallista) kiyttaytymista, myos
luvun p-adinen kehitelmé kertoo luvusta lokaalista tie-
toa “paikassa p”. Kuntia Q, sanotaankin lokaaleiksi
kunnikst.

Hensel julkaisi p-adisia lukuja koskevan teoriansa vuo-
den 1900 paikkeilla, mutta sen merkitysta ei aluksi oi-
kein ymmarretty. Teorian varsinainen lapimurto tapah-
tui noin 20 vuotta my6hemmin, kun Henselin oppilas
Helmut Hasse ratkaisi kuuluisan neliomuotoja koske-
van probleeman p-adisia lukuja kiyttéaen.

Koska p-adisten lukujen varsinaiset sovellukset vaati-
vat melko syvéllistd matematiikkaa, naistd luvuista ei
yleensa puhuta lukuteorian alkeiden kirjoissa. Joitakin
helppolukuisia esityksié voi 16ytda esim. Googlen avul-
la, yksinkertaisesti haulla p-adic numbers.

Lukijalle, joka on kiinnostunut matematiikan ja musii-
kin yhteyksistd ja/tai naisten aseman historiallisesta
kehityksestd, vielé pieni lisdys. Kurt Henselin isoditi oli
Fanny Hensel, tyttonimeltddn Mendelssohn, sdveltaja
Feliz Mendelssohnin sisar. Fanny oli itsekin sdveltaja,
mutta tuohon aikaan sellaista pidettiin sopimattoma-
na naiselle. Niinpé Fanny sévelsi padasiassa pOytédlaa-
tikkoon, tai joissakin tapauksissa julkaisi sévellyksensa
veljensa nimissa. Mutta nyttemmin hénen sivellyksen-
sé on 16ydetty ja tunnistettu, ja ne ovat padsseet julki-
suuteen. Monet niista ovat erinomaisia — pankaapa vain
merkille, jos satutte kuulemaan niita esim. radiossa.

Viitteet

[1] Schikhof, W.H.: Ultrametric Calculus: An Introduc-
tion to p-Adic Analysis. Cambridge University Press,
1982.

[2] Valmari, Antti: Onko v/—1 olemassa?, 1. osa, Sol-
mu 1/2008, 18-24; 2. osa, Solmu 2,/2008, 13-20.
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Dynamiikkaa, derivaattoja ja ennustavia kuumemittareita

Mikko Malinen
TkK, opiskelija
Teknillinen korkeakoulu

Johdanto

Dynamiikka on mekaniikan osa, joka kisittelee kappa-
leiden liikkeitd ja niihin liittyvid voimia. Tamén artik-
kelin ensimmaéisessé osassa esitetddn mielenkiintoinen
dynamiikan sovellus: vedenkorkeuden laskeminen, kun
vedenkorkeutta ei suoraan voida mitata, vaan kiyte-
tddn massaa omaavaa kohoa. Artikkelissa osoitetaan,
ettd vedenkorkeus voidaan laskea, jos tiedetdan kohon
asema ja kohon aseman toinen derivaatta. Artikkelin
toisessa osassa kisitelladn lammon johtumista, aineen
lampenemistd lammittimen ansiosta. Artikkelissa joh-
detaan yhtélo aineen loppuldmpétilalle. Taméan yhta-
16n avulla aineen loppulampdtila voidaan laskea, kun
tiedetddn aineen lampdtila hetkelld ¢ sekd sen 1lampo-
tilan ensimméinen ja toinen derivaatta. Ldmmittimen
lampotilaa ei tarvitse tietdd. Artikkelin molemmat osat
ovat erinomaisia esimerkkejd siitd, miten hyodyllisia
derivaatat ovat.

Vedenkorkeusesimerkki

Tarkastellaan ympyrasylinterin muotoista kohoa vedes-
sé (kuva 1). Haluamme tietdé veden korkeuden ja las-
kea sen kohon aseman avulla. Kohoon vaikuttava ko-
konaisvoima on kuvan 1 voimien summa;:

Fi=p-mr’ (y1—y)—myg (9)

F:rho*pi*rz*(yl -y)

—1

\,_/7y

mg

Kuva 1. Koho vedessd. Muuttujat kuvassa: p veden ti-
heys, v kohon sdde, y1 veden taso, y kohon asema (pys-
tysuunnassa).

Veden vastusta ei oteta huomioon. Newtonin ensimméi-
nen laki sanoo, etté

Fy, = ma. (10)
(9):sté ja (10):sta seuraa

ma = p-mr®(y1 —y) — mg.

Koska kiithtyvyys a on toinen aikaderivaatta y:sté, voi-
daan kirjoittaa

my” — p-mr(y; —y) —mg = 0.



Solmu 3/2008

31

Ratkaisemalla tdmé& y;:n suhteen saadaan
1
my mg
Y1 = 5 Ty — 5
prT prT

Téama voidaan kirjoittaa

n=by" +y—c

yksinkertaisuuden vuoksi. Tédssa b ja ¢ ovat tunnettu-
ja vakioita. Tama on tuloksemme. Veden taso riippuu
kohon aseman toisesta derivaatasta ja itse kohon ase-
masta.

Kappaleen loppulampdotila voi-
daan ennustaa

Lammonvaihtoa kahden kappaleen vililla voidaan mal-
lintaa yhtalolla

dQ Ty —Te
X At —C
dt L

(ks. [1]). Téassd @ on kappaleen 2 lampdenergia, k on
lammonjohtavuus, A on véilissé olevan johtavan mate-
riaalin ldpileikkauspinta-ala, Ty on kappaleen 1 1amp6-
tila, T on kappaleen 2 lampdétila ja L on kappaleiden 1
ja 2 vilinen etdisyys. Tami voidaan kirjoittaa lyhyesti

dQ
e a(Ty — Ta(t))

missd @ on kappaleen 2 ldmpGenergia, a on positiivi-
nen verrannollisuuskerroin ja T3 ja To ovat kappaleiden
1 ja 2 lampdotilat. Katso esimerkkiasetelma kuvassa 2.

Vesi
T (t
, 0

[ammitin
T
1

Kuva 2. Esimerkkiasetelma.
Laémpoenergia on verrannollinen lampdétilaan
Q= Qo =cm(T —Tp)

missé @y on juuri sulamislampétilan ylapuolella olevan
kappaleen lampoenergia, T' ja Ty ovat Celsius-asteikolla

ja T:n sallitaan saavan arvoja joissa kappale on neste-
faasissa. Esimerkiksi vedelld 0 < T < 100°C. Ty on
kappaleen sulamislampoétila. Tésta saadaan

Q-

cm

T-T,

Kun muistetaan myos, etté

dQ - Qo) _ dQ
dt dt
ja
dT -Ty) dT
dt  dt
voidaan kirjoittaa
dT(t) _ d(Tp(t) —To) 1 d(Q—CQo)
dt dt cm dt
1 dQ 1
=g %G(Tl — T3(1))
:b(Tl —Tg(t)), b> O,b#oo

Tama on differentiaaliyhtilo, jonka ratkaisu on

Th(t) =Ty +e - C. (11)
Derivoimalla tulos saadaan
Th(t) = —be - C. (12)
Derivoimalla uudestaan saadaan
Ty (t) = b2e b . C. (13)

(12):sta ja (13):sta saadaan

Ty(t) T3 ()
-b b2

Ratkaisemalla b saadaan

T3 (1)

"=y

TY(t) # 0, T3(t) # 0.

(12):st4 ja sijoittamalla b saadaan

P 10 B ¢ 0)
a Ty (t) EA0) -t N W
T22’(t) e Th® Té/(t)e 40)

Hetkelld ¢ = 0+ (juuri O:n jélkeen) C:sté tulee

(T3(04))?

Ct:0+ = TQI/(0+) .

(11):std ja sijoittamalla Ci—o4 saadaan (hetkelld ¢ =
0+)

(T3(0+))?
T3(0+)
T (0+) # 0.

Ty = T5(0+) — (14)

T3(0+) #0,
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T>(t):m raja-arvo on (yhtalosta (11)):
Jim Ty(t) = lim T3 + et.C=T.
Téama raja-arvo on loppuldmpotila. Meilld on jo yhtéa-

16 (14) Ti:lle. TAmén yhtalon oikealla puolella on vain
T5(0+) ja sen kaksi derivaattaa:

(13(0+))°

Ty(0+)
Koska mitd tahansa ajanhetked voidaan pitdd uutena
alkuajanhetkend, voidaan kirjoittaa

T2final = T2(0+) -

’ 2
:Tg(t)—%, t>0

Tzfinal

joten kappaleen loppulampotila voidaan ennustaa kun
sen lampdotila ja lampotilan kaksi derivaattaa voidaan
mitata hetkelld ¢ > 0. Lopuksi esitetddn jo otsikossa
mainittu sovellus: Menetelméaé voitaisiin kiyttéaa elekt-
ronisessa kuumemittarissa ennustamaan anturin loppu-
lampotila eli nopeuttamaan lampotilan mittaamista.

Johtopaatokset

Téasséd artikkelissa esitettiin kaksi menetelmad laskea
muuttujan arvo silloin, kun sité ei voida suoraan mita-
ta. Kumpikin menetelmé on hyodynnettavissa kiytén-
nosséd ja kummassakin derivaatat ovat merkittavissa
osassa. Ne korostavat derivaattojen merkitysta.

Viitteet

[1] Hugh D.Young ja Roger A. Freedman, University
Physics, 9. laitos, Addison-Wesley, 1996
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Kansainvaliset matematiikkaolympialaiset Madridissa

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

49. Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset pidettiin
Madridissa 14.-22. heindkuuta 2008. Olympialaisissa
kilpaili 535 lukiolaista 97 maasta. Kilpailijat ratkaisi-
vat tehtavia kahtena paivana yhteensa yhdeksén tunnin
ajan. Tehtévia ja niiden ratkaisuja esitellaan toisaalla
téssé lehdessé.

Kilpailijoista kolme, Kiinan Xiaosheng Mu ja Dongyi
Wei sekd Yhdysvaltojen Alex Zhai, ratkaisivat kaik-
ki tehtavit oikein. Osallistujamaiden epéavirallisen pis-
tekilpailun voitti Kiina, seuraavina Ven&ja, Yhdysval-
lat, Etela-Korea, Iran, Thaimaa, Pohjois-Korea, Turk-
ki, Taiwan, Unkari, Japani, Vietnam ja Puola.

Suomi oli mukana Kansainvilisissd matematiikkao-
lympialaisissa nyt 35. kerran. Joukkue valikoitui Ma-
temaattisten aineiden liiton valtakunnallisen lukion
matematiikkakilpailun ja Suomen matemaattisen yh-
distyksen valmennusjaoston Paivoldn kansanopistos-
sa pidettdvien valmennusviikonloppujen osallistujista.

Joukkueessa olivat Sylvester Eriksson-Bique (Piivolan
Opiston matematiikkalinja), Lauri Hitruhin (Ressun
lukio, Helsinki), Janne Junnila (Uudenkaupungin lu-
kio), Jonatan Lehtonen (Olarin lukio, Espoo), Heikki
Pulkkinen (Luostarivuoren lukio, Turku) ja Lasse Ve-
kama (Kaurialan lukio, Himeenlinna). Joukkueen joh-
tajina toimivat Matti Lehtinen Maanpuolustuskorkea-
koulusta ja Kerkko Luosto Helsingin yliopistosta.

Joukkueen menestys oli vaatimaton: Sylvester
Eriksson-Bique palkittiin pronssimitalilla ja Janne Jun-
nila kunniamaininnalla. Pistetaulukossa Suomi oli si-
jalla 74. Muun muassa kaikki Euroopan maat Islan-
tia ja vajailla joukkueilla kilpailleita Liechtensteinia ja
Montenegroa lukuunottamatta olivat Suomen edellé.

Matematiikkaolympialaisten tuloksiin ja tehtdviin voi
tutustua tarkemmin mm. matematiikkaolympialaisten
jarjestdjien verkkosivuilla http://www.imo-2008.es/.
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Matematiikkaolympialaiset 2008 — kuusi vaikeaa tehtavaa

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

49. Kansainvéliset matematiikkaolympialaiset pidettiin
Madridissa 14.-22. heindkuuta 2008. Kilpailijoita oli
535 ja he edustivat 97:44 eri maata. Kilpailijoilla oli ta-
van mukaan edessddn kahtena paivané pidetyissa neljan
ja puolen tunnin mittaisissa kokeissa kuusi tehtavas.

Tehtédvien laadintaprosessi on kolmivaiheinen. Kaikilla
olympialaisiin osallistuvilla mailla, kiytdnnossé henki-
16ill4, jotka eri maissa osallistumista hoitavat, on mah-
dollisuus lahettaa tehtédvaehdotuksia. Ehdotuksia késit-
telee asiantuntijakomitea, joka valitsee tehtévistd noin
30 esiteltdviksi kaikkien joukkueiden johtajista koos-
tuvalle siis noin satajédseniselle tuomaristolle. Komi-
tea ryhmittelee ehdotuksensa neljaén aihealueeseen: al-
gebra, kombinatoriikka, geometria ja lukuteoria. Tuo-
maristo saa tutustua tehtéviin ensin ilman ratkaisuja ja
sitten komitean toimittamien ratkaisuehdotusten kera.
Tamén jilkeen tuomaristo valitsee parin pédivin aika-
na perusteellisten keskustelujen jalkeen kuusi tehtavia
yrittden pitdd silmalls sekd eri aihealueiden edustus-
ta ettd vaikeustason vaihtelua. Késilla olevaan sarjaan
paatyi kaksi geometrian tehtavaa, kaksi algebran kate-
goriasta valittua, yksi kombinatorinen ja yksi lukuteo-
reettinen tehtédva. Jakauma oli tavanomainen.

Kasittelen seuraavassa tehtavét vaikeusjirjestyksessa
helpoimmasta alkaen. Jérjestys perustuu kilpailijoiden
suorituksiin, mutta se kily myds yksiin tuomariston aja-
tusten kanssa. Tapana on asettaa helpoimmat tehtéavat
sarjan numeroiksi 1 ja 4, jolloin kumpanakin kilpai-
lupdivanéd ensimmaéainen tehtdva on helpoin. Vaikeim-
miksi arvioidut tehtédvét saavat numerot 3 ja 6. Mate-

matiikkaolympialaisiin on vakiintunut kiyt&anto, jonka
mukaan kunkin tehtdvén arvosteluasteikko on 0 — 7.
Kunkin tehtévin kohdalla jaossa oli siis 535 - 7 = 3745
pistetta.

Tehtava 1: helppo geometrian teh-
tava

Arvostelussa eniten pisteita, 2664 eli 71 % mahdollisis-
ta, kertyi tehtévélle 1, joka oli luonteeltaan geometri-
nen. Tehtéavé oli alkuaan Ven&jan ehdotus. Seitsemén
pisteen suorituksia oli 321, nollan 59.

Terdvikulmaisen kolmion ABC korkeusjanojen leik-
kauspiste on H. Pisteen H kautta kulkeva ympyrd, jon-
ka keskipiste on sivun BC' keskipiste, leikkaa suoran
BC pisteissi Ay ja As. Vastaavasti pisteen H kautta
kulkeva ympyrd, jonka keskipiste on sivun C' A keskipis-
te, leikkaa suoran C A pisteissd By ja Bs, ja pisteen H
kautta kulkeva ympyrd, jonka keskipiste on sivun AB
keskipiste, leikkaa suoran AB pisteissi Cy ja Cy. Osoi-
ta, ettd pisteet Ay, As, B1, Bs, C1 ja Co ovat samalla
ympyralld.

Tehtdvan ratkaisun kannalta olennainen on huomio,
jonka mukaan ympyrén keskipiste on jokaisen ympy-
rdn janteen keskinormaalilla. Jos tehtavissd kysytty
ympyrd on olemassa, sen keskipisteen on oltava jano-
jen A1 As, B1Bs ja C1Cs keskinormaaleilla. Toisaal-
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ta nédiden janojen keskipisteet Ag, By ja Cy ovat kol-
mion sivujen keskipisteet ja mainitut keskinormaalit
ovat samalla kolmion sivujen keskinormaaleja. Tehté-
vassa vaaditun ympyran keskipisteeksi kiy siis ainoas-
taan keskinormaalien leikkauspiste eli kolmion ympéri
piirretyn ympyran keskipiste O. Pelkdstddn tdmé ha-
vainto oikeutti arvostelukriteerien mukaan yhteen pis-
teeseen. Tehtdvien esivalintakomitean tarjoama ratkai-
su oli melko lailla laskentoa vélttava. Se jatkui jo mai-
nitun havainnon jédlkeen suunnilleen seuraavasti:

Olkoon kolmion ABC ympéri piirretyn ympyran side
R. Koska AgH = ApA;, Pythagoraan lauseesta saa-
daan

OA2 = OA2 + AgA2 = OA2 + AgH2. (1)

A

B Al C

Olkoot K ja L janojen AH ja C'H keskipisteet. Kol-
mioista BCH ja CAH saadaan AgL||BH ja BoL|AH.
Koska BH L AC ja OBy LAC, niin AgL||OBy. Vastaa-
vasti BoL||OAp. Nelikulmio AgLByO on siis suunni-
kas, joten OAy = BoL = KH. Koska KH|OA,,
HA(OK on suunnikas. Samoin K AjOA on suunnikas.
Siis AgK = OA = R. Sovelletaan suunnikaslauset-
ta (jonka mukaan suunnikkaiden lévistdjien nelididen
summa on sama kuin suunnikkaan sivujen nelididen
summa) suunnikkaaseen H AoOK; saadaan

2(0A3 + AgH?) = OH? + AgK* = OH* + R%.  (2)

Yhtildisté (1) ja (2) saadaan heti OA? = $(OH?+R?).
Tiedetaédn, ettd OA; = OA,. Toisaalta sama lasku an-
taa saman arvon suureille OB} ja OC? ja OBy = OBa,
OC, = 0OCs. Kysytyt pisteet ovat siis kaikki samalla
O-keskiselld ympyrélla.

Samaan johtopd#tokseen saattaa padtya laskennolli-
semminkin. Suomen joukkueessa kilpailleet Janne Jun-
nila ja Sylvester Eriksson-Bique nojautuivat molemmat
kosinilauseeseen. Suorakulmaisesta kolmiosta OBAjg
saadaan heti

OA2 = R? — ~d°. (3)

Olkoot kolmion kulmat «, § ja . Koska ZBCH =
90° — 3, niin kosinilause sovellettuna kolmioon AgC H

antaa AgH? = 1a® + HC? —a- HC - sin . Yhtéldiden
(1) ja (3) perusteella OA? = R2+ HC? —a- HC -sin 3.
Mutta ZHAC = 90° — v ja ZHCA = 90° — «, jo-
ten ZAHC = o+ v = 180° — 3. Sinilause sovellettuna
kolmioon AHC' antaa siis

HC b

cosy sinf’

Kun muistetaan laajennetun sinilauseen mukainen

2R= 4= = si::ﬁ’ saadaan
b? cos?
OA? = R? + 727 —abcosy
sin

= R? + 4R? cos® v — abcos
= R*(1 + 4 cosy(cosy — sin asin 3)).

Otetaan huomioon se, ettd cosy = cos(180°—(a+3)) =
—cos(a + ) ja kiytetddn kosinin yhteenlaskukaavaa.
Saadaan OA? = R?(1—4cosa cos 3 cos ). Koska lause-
ke on symmetrinen kolmion kulmien vaihtelujen suh-
teen, on oltava OA; = OAy = --- = OCs.

Edellinen lasku — ja sen monenlaiset variaatiomahdol-
lisuudet — vaativat jossain méérin trigonometrista sil-
méad. Tehtédvistd selvidd kuitenkin aivan raa’alla tyol-
lékin, jos asettaa kolmion koordinaatistoon. Luonnolli-
nen ja aina mahdollinen valinta olisi sijoittaa kolmion
kérjet ndin: A = (a,b), B = (0,0) ja C = (1,0). Silloin
Ag = (3,0), Bo = (3(1 +a), %) ja Co = (%,%). Sivun
AB keskinormaalin yht&lé on y — % =—3 (x — %) ja
pisteen O y-koordinaatti saadaan sijoittamalla tdhén
z = 1. Tistd saadaan O = (3, 4 (a® +b? —a)). Vas-
taavasti piste H saadaan suorien x = a jay = —¢(x—1)
). Kun

kaikki tarvittavat koordinaatit tiedetddn, on helppo
laskea suureet O:n etdisyydet pisteistd Ay, ... Cq; edel-
14 sanotun perusteella ndiden etéisyyksien nelict ovat
OA% + AgH?, OB + BoH? ja OC? + CoH?. (Ne on
kaikki laskettava, koska kolmion kéirjet eivit nyt ole
suoraan vaihdettavissa.) Sieventelyjen jialkeen jokaises-
ta nelibsummasta tulee sama, nimittain

leikkauspisteend. Niin ollen H = (a, a(lb_ a

1

e (5a* + b* + 6a*b* — 10a® — 6ab® + 5a® + b?).

Tehtava 4: funktionaaliyhtalo pie-
nen koukun kera

Toisen kilpailupdivin ensimmaéainen tehtava tuotti kil-
pailijoille pisteita 2355 eli lahes saman verran kuin en-
simmaéisenkin péivin helppo tehtdvi. Seitsemén pis-
teen suorituksia kirjattiin 227 ja nollan 69. Tehtéva oli
Eteld-Korean ehdotus. Tuomariston etukiteisarvioissa
tata tehtavaa arveltiin kaikkein helpoimmaksi. Tehtéva
oli seuraava:
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Mddritd kaikki funktiot f : (0,00) — (0,00) (f on siis
positiivisten reaalilukujen joukossa mddritelty funktio,
jonka arvot ovat positiivisia reaalilukuja), joille pdtee

(F@)’ + (f@)" _ w+a?
W)+ P

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla w, x, y ja z, jotka
toteuttavat ehdon wr = yz.

Tehtévin alkuperdisversiossa esiintyi vain funktion
maédrittely f : (0,00) — (0,00), mutta tuomaristossa
esitetyt epailyt merkinnén outoudesta koululaiskilpaili-
joille aiheuttivat selittavan lisdyksen tekstiin. Matema-
tiikkaolympialaisten perinteisiin toimintatapoihin kuu-
luu mahdollisuus esittda kirjallisia kysymyksid tuoma-
ristolle kilpailun alussa. Selityksenkin jélkeen merkin-
ta aiheutti lukuisia tiedusteluja, joissa udeltiin merkin-
nén (0, 00) siséltod. Joissakin tehtévien kieliversioissa
olikin kiytetty bourbakilaista avoimen vélin merkintia
10, oo.

Funktionaaliyhtalotehtdvien normaalin ratkaisumeto-
diikan mukaan tehtédvid ratkaistaessa oletetaan funk-
tion f toteuttavan tehtdvan ehdon, ja haetaan funk-
tion ominaisuuksia. Yksi perustilanne on tutkia funk-
tion arvoa yksinkertaisilla argumentin arvoilla. Téssa
yksi ilmeinen tarkasteltava argumentin arvo on 1. Aset-
tamalla w = ¢z = y = z = 1 saadaan

2017 _,
27(1) ~

josta seuraa f(1) = 1. Tami havainto arvioitiin yh-
den pisteen arvoiseksi. Kun funktion mééarittelyehdossa
esiintyy toisia potensseja, on melko luonnollinen yrite
sijoittaa argumenteiksi neliGjuuria. Olkoon siis w > 0,

x=1y=2z=+w Nyt
fw?+1 w?+1
2f(w) 2w

Téamé f(w):n toisen asteen yhtélo sievenee muotoon

(wf(w) = 1)(f(w) — w) = 0.

Siis joko f(w) = w tai f(w) = <. On helppo todentaa,
ettd funktiot f(z) =z ja f(z) = L (kaikilla 2 > 0) to-
teuttavat yhtalon. Ratkaisu, jossa oli edetty tdhédn asti,
arvioitiin neljén pisteen arvoiseksi.

On tietenkin olemassa &édrettoman monta funktiota,
jolle f(xz) = z joillain z ja f(z) = % joillain toisil-
la x. Tehtdvéssé ei funktion f oletettu omaavan mi-
tadn sadnnollisyysominaisuutta kuten esimerkiksi jat-
kuvuutta. Osoittautuu kuitenkin, ettd vain funktiot
f(z) = z kaikilla z > 0 ja f(z) = 1 kaikilla z > 0
voivat tulla kysymykseen. Todistetaan tdméa epésuo-
rasti. Tehdaan siis vastaoletus, jonka mukaan olisi ole-
massa tehtdvin ehdot toteuttava funktio f, joka ei olisi

kumpikaan edelld mainituista funktioista. Silloin olisi
olemassa positiiviset luvut a ja b, a,b # 1, niin et-

ti f(a) = 2 ja f(b) = b. Asetetaan w = a, z = b,
y = z = Vab. Saadaan
L0 a2 4
2f(ab)  2ab
eli s
ab(a™* + b%)
fab) ==

Mutta f(ab) on joko ab tai ﬁ. Edellisessa tapauksessa
on oltava =2 = a2 eli @ = 1. Jalkimmaéisesss tapauk-
sessa a?b?(a=2 + b?) = a? + b?, josta seuraa b = 1.
Kumpikin vaihtoehto johtaa ristiriitaan, joten vastao-

letus on vaara.

Tehtava 2: epayhtalo — yhtasuu-
ruus eksoottinen

Kolmanneksi helpoin tehtéva oli ensimméisen kilpai-
lupéivan toinen tehtavé, sekin algebrallinen. Tehtavan
ehdottaja oli Itavalta. Se tuotti 1371 pistetta eli 37 %
maksimista. seitsemén pisteen suorituksia oli 94, nollan
110. Tehtéva oli kaksiosainen epayhtalotehtava:

(a) Todista, ettd

332 y2 2,2

@-12 -1

kaikille reaaliluvuille x, y ja z, jotka ovat eri suuria
kuin 1 ja joille pdtee ryz = 1.

CEEE

(b) Osoita, ettd adrettémdn monella rationaalilukukol-
mikolla x, y, z, missd kaikki luvut ovat eri suuria kuin
1 ja xyz = 1, edellisessd epdyhtdldssd vallitsee yhtdsuu-
TUUS.

Tehtéva arvosteltiin niin, etté (a)-kohdan oikean ratkai-
sun arvo oli neljé ja (b)-kohdan kolme pistettd. Kun lu-
kemattomissa epéayhtalotehtavissd yhtdsuuruusehto on
yleensi jotenkin triviaali, niin erityisesti (b)-kohta te-
kee tésté tehtdvistd mielenkiintoisen.

(a)-kohdan ratkaisumahdollisuuksista rajautuvat pois
neli6llisen keskiarvon ominaisuuksien kiytto, koska mu-
kana saattaa olla negatiivisia lukuja. Ratkaisuyrityk-
sid, joissa epéayhtdlo todetaan patevéaksi positiivisille lu-
vuille, ei palkittu pistein. Ratkaisu onnistuu mukavasti,
kun tehdddn muuttujanvaihto

eli
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On siis todistettava, ettd a® + b2 + ¢ > 1, kun abc =
(a—1)(b—1)(c—1) jakun a,b, c # 1. Mutta viimeinen
yvht&lo on yhtépitava yhtaléiden

a+b+c—1=ab—+ bc+ ca,
2@+b+c—1)=(a+b+c)? — (a* +b* + %),
a4+ +c—-2=(a+b+ec)?—2(a+b+c),
a2+ 4+ —1=@a+b+ec—12>0

kanssa. Vaite on siis tosi.

(b) Edellisen yhtaloketjun viimeinen yhtéld osoittaa,
ettd alkuperéisessd yhtélossa vallitsee yhtédsuuruus jos
ja vain jos a2 +b%+c? = a+b+c = 1. Yhtésuuruus pi-
tee siis abc-avaruudessa koko silld ympyrallé, joka syn-
tyy pallon a® + 0> +c2 = ljatasona+b+c =1
leikkauksena. Taltd ympyréltd on nyt loydettéva ra-
tionaalikoordinaattisia pisteitd. Koska a® + b% + ¢? =
(a+b+c)? —2(ab+ bc + ca), yhtisuuruuden ehto on
yhtéldiden a+b+c =1 ja ab+bc+ ca = 0 yhtaaikainen
voimassaolo, seké a,b,c # 1. Kun yhtéloistd eliminoi-
daan c, saadaan a? + ab + b?> = a + b. Tulkitaan ti-
mé b:n toisen asteen yhtéloksi. Yhtéalon diskriminant-
tion D = (a —1)2 —4da(a — 1) = (1 — a)(1 + 3a).
Saamme rationaalisia ratkaisuja, jos valitsemme a:n
niin, ettd 1 — a ja 1 + 3a ovat rationaaliluvun neliGi-
ta; talloin diskriminantti ja b ovat myds rationaalisia
ja samoin ¢ = 1 — a — b. Asetetaan a = %, mis-
si k ja m ovat kokonaislukuja. Jos m = k? — k + 1,
niin m — k = (k — 1)? ja m + 3k = (k + 1)%. Téllsin
D= (k;—_zl)jab: = (m — k£ (k? — 1)) ja c = £
Kun &k # 1, niin a,b,c¢ # 1. Kun k kiy lapi luonnolli-
set luvut > 1, saadaan tédlld tavoin darettémén monta
yhtélén a? + b> + ¢ = 1 toteuttavaa rationaaliluku-
kolmikkoa (a,b,c). Koska z, y ja z ovat a:n, b:n ja cn
rationaalilausekkeita (ja eri a:t, b:t ja c:t vastaavat eri
x:14, y:itd ja z:ja), saadaan ddrettoméin monta tehtdvin
yhtélon toteuttavaa rationaalilukukolmikkoa (x,y, 2).

Tehtava 5: lamppuja sytytellaan ja
sammutellaan

Odotusten mukaisesti tehtéva 5, toisen paivin keskim-
mainen tehtivi ja sarjan ainoa kombinatoriikan edusta-
ja, osoittautui vaikeusjarjestyksessa neljanneksi. Pistei-
té kertyi 1111, 30 % maksimista. Tehtévi oli joko osat-
tu tai ei: seitsemén pisteen vastauksia oli 132 ja nollan
295. Tehtéava oli Ranskan ehdottama. Tehtavéssa tar-
kasteltiin 2n bitin systeemin tilanmuutoksia. Systeemi
oli visualisoitu lamppuina.

Olkoot n ja k, k > n, posititvisia kokonaislukuja, ja ol-
koon k — n parillinen. Olkoon annettuna 2n lamppua,
jotka on varustettu numeroin 1, 2, ..., 2n ja joista jo-
kainen voi palaa tai olla pimednd. Aluksi kaikki lamput

ovat pimeind. Tarkastellaan askelista koostuvia jono-
ja. Jokaisella askeleella jonkin lampun tila vaihdetaan
painvastaiseksi (lamppu sytytetidin tai sammutetaan).

Olkoon N kaikkien sellaisten k:sta askeleesta muodos-
tuvien jonojen lukumddrd, jotka johtavat tilaan, jossa
lamput 1, ..., n palavat ja lamput n+ 1, ..., 2n ovat
pimeind.

Olkoon M kaikkien sellaisten k:sta askeleesta muodos-
tuvien jonojen lukumddrd, jotka johtavat tilaan, jossa
lamput 1, ..., n palavat ja lamput n+ 1, ..., 2n ovat
pimeind, mutta lamppuja n+ 1, ..., 2n ei ole kertaa-
kaan sytytetty.

Mddritd suhde N/M.

Kilpailijoiden kyselymahdollisuus osoitti, ettd jonon
olemus ei tullut tehtdvin tekstista kaikille lukijoille sel-
viksi. (Erés kilpailija huomasi myos kysyé, voidaanko
olettaa, ettd lamput pysyvét ehjina, kun niita alinomaa
sytytellddn ja sammutellaan.)

Sanomme, ettd jono, jolla paastddn alkutilasta tehté-
van lopputilaan, on sallittu jono, ja sallittu jono, jolla
padstaan lopputilaan niin, ettd minkddn lampun n + 1,
..., 2n tilaa ei muuteta, on rajoitettu jono. Rajoitet-
tuja jonoja on olemassa, koska on mahdollista sytyt-
tdd kukin lampuista 1, ..., n ja sen jalkeen sytyttaa
ja sammuttaa lamppua 1 %(k —n) kertaa. On mahdol-
lista laskea sallittujen jonojen lukumaééara ja rajoitettu-
jen jonojen lukumaééréd binomikerroinlausekkeina. Teh-
tavassd kysyttyyn suhteeseen péédsee kuitenkin luonte-
vimmin liittdmallé jokaiseen rajoitettuun jonoon tietyt
sallitut jonot. Olkoon X mielivaltainen rajoitettu jono
ja olkoon p mielivaltainen lamppu, 1 < p < n. Olete-
taan, ettd jonossa X tdmén lampun tilaa on muutet-
tu k, kertaa; k, on pariton, koska lamppu palaa lop-
putilassa. Valitaan mielivaltainen parillinen maéra jo-
non sellaisia askelia, joissa lampun p tilaa vaihdetaan ja
korvataan jokainen askeleella, jossa lampun n + p tilaa
vaihdetaan. Titen saadaan 2*»~! jonoa, joiden aske-
leet yhtyvét jonon X askeliin muuten kuin valittujen
pn tilaa muuttavien askelten kohdalla. (k,-alkioisella
joukolla on 2¥»~! parillisalkioista osajoukkoa.) Samal-
la tavalla voidaan jokaiseen lamppuun 1, ..., n liitty-
vat tilanvaihdot siirtdd lamppujen n+ 1, ..., 2n tilan-
vaihdoiksi. Rajoitettuun jonoon X liittyy talld tavoin
k1=l . gk2—1 . . 9kn—1 — 9k=n arilaista sallittua jonoa.

Osoitetaan kiddntéen, ettd jokainen sallittu jono Y saa-
daan rajoitetusta jonosta kuvatulla tavalla: korvataan
jokainen lampun ¢ > n tilan muuttava Y:n askel lam-
pun ¢ — n tilan muuttavalla askeleella. Néin saadaan
erds rajoitettu jono X. Koska jonossa Y lamppujen
g > n tilaa on muutettu parillinen maéra kertoja, jo-
non Y ja jonon X lopputilat ovat samat. Selvisti Y
saadaan X:std edelld kuvatulla menetelmélld. Jokais-
ta rajoitettua jonoa kohden on siis tasan 2¥~" samaan
lopputilaan johtavaa sallittua jonoa. Siis N/M = 2F—".
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Pelkistdaan lukuméadran 25" ilmoittaminen tuotti ar-
vostelussa yhden pisteen.

Tehtava 3: suuria alkutekijoita

Molempien kilpailupéivien viimeiset tehtéavat oli tarkoi-
tettu vaikeiksi, erottamaan jyvit akanoista. Etukéitei-
sarvioinneissa nimenomaan lukuteoreettista tehtavaa 3
arvioitiin jopa ylivoimaisen vaikeaksi. Tehtéva oli Liet-
tuan ehdottama. Se tuotti kilpailijoille 430 pistetta eli
11 % mahdollisista. Taydet pisteet tehtévésta sai 46
kilpailijaa, 438 jai nollille. Tehtédvan muotoilu oli lyhyt:

Osoita, ettd on olemassa ddrettoman monta sellaista
positiivista kokonaislukua n, jolle luvulla n? +1 on lu-
kua 2n 4+ v/2n suurempi alkutekijd.

Tehtava liittyy selvésti ainakin kirjoittajan tietdmaén
mukaan yhéd avoimeen ja tutkimuksen kohteena ole-
vaan ongelmaan siitéi, onko muotoa n?+1 olevien luku-
jen joukossa darettoman monta alkulukua. Esivalinta-
komitean ja arvattavasti tehtdvin ehdottajan ratkaisu
perustui tietoihin, jotka eivét ole alkeellisinta lukuteo-
riaa: siihen ettd muotoa 8k + 1 olevia alkulukuja on 4&-
rettémén paljon ja siihen, ettéd kongruenssilla z? = —1
mod p on ratkaisu, kun p on alkuluku. Edellinen tie-
to seuraa esimerkiksi tunnetusta mutta varsin epétri-
viaalista Dirichlet’n lauseesta, jonka mukaan jokaisessa
paattymattomassé aritmeettisessa jonossa on daretto-
méan monta alkulukua, jalkimmaé&inen vaikkapa kohta-
laisen alkeellisesta Wilsonin lauseesta, jonka mukaan
(p—1)!+1 on jaollinen p:1l4, kun p on alkuluku. Arvat-
tavasti ndma asiat eivét olisi olleet vieraita kilpailijoi-
den hyvin valmentautuneelle parhaimmistolle. Tehtéa-
vad ei olisi kuitenkaan kelpuutettu, ellei sille olisi tuo-
maristossa l0ydetty my0s sinénsé alkeellisia ratkaisuja.
Sellainen on seuraava.

Tarkastellaan kokonaislukua k£ > 20. Olkoon p jokin
luvun (k!)? + 1 alkutekiji. Silloin p > 20 eikii luvuilla
p ja k! ole yhteisid tekijoitd. Olkoon x = k! mod p
ja0 < & < p. Jos p/2 > x, niin p —x < p/2 ja
p—x = —k! mod p. Joka tapauksessa on olemassa
n, 0 < n < p/2, niin ettd n? = (k2 = —1 mod p.
p on siis luvun n? + 1 tekiji. Téastd seuraa edelleen
(p —2n)% = p? — 4pn + 4n? = 4n? = —4 mod p. Siis
(p—2n)2>p—4delip>2n+p—4>2n++2n, jos
p > 20, silld talldin p—4 > 2n+ p—4 — 4 > 2n.
On vield osoitettava, ettd ehdon tayttévid lukuja n
on ddrettémén monta. Olkoon n ja p edelld tuotetut
luvut. Olkoon ¢ jokin luvun (p?)! + 1 alkutekiji. Sa-
moin kuin edelld 18ydetddn n’', n’ < ¢/2, niin ettd
g on n'? + 1 tekija ja ¢ > 2n' + v/2n/. Toisaalta
n?24+1>q > p> > 4n® > n?2 +1, joten n’ > n.
Jokaista ehdon tayttavaa kokonaislukua kohden 16ytyy
siis suurempi ehdon tayttava kokonaisluku, joten ehdon
tayttavia kokonaislukuja on &arettoméan monta.

Tehtdvin antama alaraja alkutekijéiden koolle ei ole
mitenkdén paras mahdollinen. Pitemmaélle menevin kei-
noin on todistettavissa, ettd alarajaksi voisi saada ai-
nakin luvun nlnn.

Tehtava 6: erikoinen homotetia

Toinen geometrian tehtdva oli toisen kilpailupéivén vii-
meinen tehtdva. Se oli samoin kuin toinenkin sarjan
geometriatehtdva Vendjan ehdottama. Tehtava oli sel-
vasti koko sarjan vaikein. Se tuotti kilpailijoille vain
137 pistettd eli alle 2 % mahdollisista. Téaydet pisteet
tehtédvasta sai 12 kilpailijaa, nollille jai 482. Tehtavés-
sé tarkasteltiin geometrista konfiguraatiota, jonka hah-
mottaminen ei ole heti ihan helppoa:

Kuperassa nelikulmiossa ABCD on BA # BC. Kol-
mioiden ABC' ja ADC sisadn piirretyt ympyrdat ovat
w1 ja we. Oletetaan, ettd on olemassa ympyrd w, jo-
ka sivuaa puolisuoraa BA eri puolella A:ta kwin B ja
puolisuoraa BC' eri puolella C:td kuin B ja joka myds
stvuaa suoria AD ja C'D. Osoita, ettd ympyrdiden wq
ja wo yhteisten ulkopuolisten tangenttien leikkauspiste
on ympyralld w.

Ratkaisu perustuu vahvasti homotetiakuvauksiin. Vait-
teen todistamiseksi riitt&d4 osoittaa, ettd ympyroiden wq
ja weo vilisen homotetiakuvauksen homotetiakeskus on
ympyralla w.

Osoitetaan ensin, ettd ympyran w olemassa olo asettaa
rajoituksen nelikulmion ABCD muodolle. Olkoot ym-
pyran w ja suorien BA, BC, C'D ja AD sivuamispisteet
K,L, M jaN.Nyt AB4+AD = (BK — AK)+ (AN —
DN)=BL—-AN+AN-DM =BL—-(CM—-CD) =
BL—-CL+CD=DBC+CD.

Olkoon nyt P ympyrén w ja sivun AC yhteinen piste;
olkoon R ympyrén w; P:n kautta piirretyn halkaisijan
toinen péadtepiste ja Q@ BR:n ja AC:n leikkauspiste. Ol-
koot vield U ja V' R:n kautta piirretyn wj:n tangentin
ja suorien BA ja BC' leikkauspisteet. B-keskinen ho-
motetia, joka kuvaa UV :n janaksi AC, kuvaa ympyréin
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w1, joka on kolmion BUV sivuun UV liittyva sivuym-
pyré, kolmion BAC sivuun AC' liittyvéaksi sivuympy-
riaksi. () on néin ollen viimemainitun sivuympyran ja
sivun AC yhteinen piste. On helppo nihdi (ja tun-
nettua), ettd kolmion XY Z siséén piirretyn ympyran
sivuamispisteen etéisyys kolmion kirjestd X on sama
kuin sivuun XY liittyvén sivuympyrén sivuamispisteen
etaisyys kirjesta Y. Néin ollen AP = CQ.

Kolmion sisédédn piirretyn ympyrén sivuamispisteen ja
kolmion kiirjen etiisyys on laskettavissa tunnetun (ja
helposti johdettavan) kaavan avulla. Sen mukaan AP =
1(AB + AC — BC). Vastaavasti kolmion ADC sisééin
piirretyn ympyrén ja sivun AC yhteiselle pisteelle Q’
saadaan CQ' = $(AC +CD — AD). Koska edelld sano-
tun mukaan tehtdvan nelikulmiolle patee AB — BC =
CD—AD,on CQ' = AP = CQ. Q on siis ympyrin ws
ja suoran AC yhteinen piste. Vastaavalla tavalla nah-

déan, ettd ympyrén wo pisteeseen @ piirretyn halkaisi-
jan toinen pédtepiste S, D ja P ovat samalla suoralla.

Olkoon sitten 7" ympyrén w AC:n suuntaisen tangen-
tin sivuamispiste (tarkemmin sanoen se niisté, joka on
lahempéna suoraa AC). Homotetia, jonka keskus on B
ja homotetiasuhde g—};, kuvaa ympyran w; ympyraksi
w. B, R, Q ja T ovat siis samalla suoralla. Vastaavasti
homotetia, jonka keskus on D ja homotetiasuhde —%,
kuvaa ympyran wy ympyriksi w. P, S, D ja T ovat siis
samalla suoralla. Mutta koska ympyroiden w; ja wg hal-
kaisijat PR ja S@Q ovat yhdensuuntaiset, ne kuvautu-
vat toisilleen T'-keskisessé homotetiassa. Téasté seuraa,
ettd itse ympyréit wy ja wo kuvautuvat toisilleen tés-
sé homotetiassa. Mutta t&alloin 7T:n on oltava ympyroi-
den yhteisten ulkopuolisten tangenttien leikkauspiste,

ja todistus on valmis.
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