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Solmussa 3/2007 esitettiin leikkimielinen ajatus mate-
matiikkakilpailusta opettajille. Kirjoituksen yhteydes-
sé julkaistiin Mongoliassa vuosittain pidettdvien opet-
tajien matematiikkakilpailun vuoden 2007 tehtavét.
Kirjoittaja ehdotti, ettd Solmun lukijat l&hettaisivat
omia ratkaisujaan Solmun toimitukselle.

Maaliskuuhun 2008 mennessé ratkaisuja on tullut vain
tdman kirjoituksen toiselta kirjoittajalta. Oheisista rat-
kaisuista tehtavien 3, 4 ja 6 ratkaisut ovat Janne Jun-
nilan, muut Matti Lehtisen. Tehtévissa 3 ja 6 tarvi-
taan jonkin verran alkeita pitemmalle menevas luku-
teoriaa. Joko Mongolian opettajien oletetaan hallitse-
van lukuteoriaa suomalaisia kollegojaan enemmén tai
sitten emme ole keksineet yksinkertaisempia ratkaisuja.
Niita otetaan edelleen mieluusti vastaan. Tassé ratkai-
suehdotuksemme.

1. Kuinka monen joukon {1,2,3, ...,5n} osajoukon al-
kioiden summa on jaollinen viidelld?

Ratkaisu. Olkoon a,, kysytty lukumééra. Olkoot by,
Cn, dn ja e, vastaavasti niiden joukon {1,2,3, ..., 5n}
osajoukkojen lukuméarét, joiden alkioiden summa mod
5onl, 2 3jad. Katsomme, ettd tyhjan joukon alkioi-
den summa on 0. Luettelemalla osajoukot ndhdéaan he-
ti, ettd a; = 8 ja by = ¢ = di = e; = 6. Osoitetaan,

etta

1
an = _(2511 + 2n+2)’

° - (1)
by = =e, ==(2°" —2").
en =z ( )

Selvésti (1) on oikein, kun n = 1. Oletetaan, ettd kaa-
va on oikea, kun n = k. Joukon {1,2,3,...,5(k + 1)}
jokainen osajoukko A voidaan jakaa osajoukoiksi A; =
AN{1,2,3,...,5k} ja Ao = An{Bk+1, ... 5(k+1)}.
A:n alkioiden summa on jaollinen 5:114 jos ja vain jos
joko Aj:n alkioiden summa on = p mod 5, As:n alkioi-
den summa on = (5—p) mod 5, p=0, 1, ..., 4. Niin
ollen osajoukkoja, joiden alkioiden summa on jaollinen
5:114, on

8ay, + 6by, + 6¢ + 6dy, + Geg

8 24
_ _(25k + 2k+2) + E(25k _ 2k)

1

ot

(32- 25k + 8- 2F) = = (28(k+1) 4 g(k+1)+2)

ot
U] =

Osajoukot, joiden alkioiden summa on = 1 mod 5,
ovat ne ja vain ne, joille (mod 5) A;:n alkioiden sum-
ma on 1 ja As:n 0, tai Aj:n alkioiden summa 0 ja As:n
1, Ay:n alkiosumma 4 ja Az 2, A;:n 3 ja As:n 3 tai
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Ap:n 2 ja Ag:in 4. Siis

bi+1 = 8b1 + 6ay + 6dy + 6¢i + Gey

2
_ 2(25k + 2k+2) + §(25k _ 2k)
1

— %(32 . 25k _ 2 . 2]€) — g(25(1€+1) _ 2]@4’1).

Ck+1, dr+1 ja ep+1 lasketaan aivan samoin. Induktioas-
kel on otettu. Tehtdvén ratkaisu on siis
1
Ay = g(25n —+ 2n+2)'

(n:narvojal,2, ..., 6 vastaavat a,:n arvot ovat 8, 208,
6560, 209728, 6710912 ja 214748416.)

2. On annettu 101 saman suoran janaa. Todista, ettd
janojen joukossa on 11 sellaista, joilla on yhteinen pis-
te tai 11 sellaista, joista millddn kahdella ei ole yhteisid
pisteita.

Ratkaisu. Voimme olettaa, ettd suora on x-akseli ja
ettd janat ovat véleja [x;,v:], ¢ = 1, ..., 101. Voimme
vield olettaa, ettd x1 < x9 < --- < x191. Oletetaan vie-
14, ettd milladn 11:114 janalla ei ole yhteisté pistetta.
Silloin on oltava y,, = min{y;|l < i < 10} < 11,
Yn, = min{y;|11 < i < 20} < @21, ...y Ynyy =
min{y;|91 < i < 100} < z1091. Koska 211 < @y, . .,
Zo1r < Tnigs véleilld [x”l?y’ﬂl]’ [x”Q?y”Q]? R [mnmvynlo]
ja [T101, y101] el ole yhtéén yhteisté pistetta.

3. Olkoon p pariton alkuluku. Olkoon g primitiivijuuri
mod p. Madritd kaikki sellaiset p:n arvot, joille jouk-
kojen A ={k*+1|1<k< %;l}jaB:{g"ﬂlg
m < pQ;l} alkiot ovat samat mod p.

Ratkaisu. Jos p = 3, niin A = {2} ja B = {2}. 3
on tehtdvan ratkaisu. Jos p = 5, voidaan valita g = 2;
silloin A = {2,0} ja B = {2,4}, joten 5 ei ole tehté-
van ratkaisu. Olkoon sitten p > 7 alkuluku. Primitii-
vijuuren g ominaisuuksiin kuuluu, ettd g virittda mul-
tiplikatiivisen ryhmén Zg, jonka alkiot ovat kongruens-
siluokat 1, 2, ...p — 1 (mod p). Koska 22 — y? =
(x —y)(x+y) =0 mod p vain, jos x = +y mod p,

2
-1
ovat joukon Z3 nelidluvut 12,22, .., <pT) . Toi-

saalta Zy = {g, g%, ..., gP71}. Tésti seuraa

2
p— p_
{925947---agp 1}:{1,4,..., <?> }

Jos nyt A = B, niin A:mn ja B:n alkioiden nelididen
summat ovat samat (mod p), eli

[
[

p—

2 2

1P =D ()

i=1 =1

p—

Téama yhtélo on yhtapitava yhtélon
p=1
2

>t 4 1) =0

i=1

kanssa. Koska p > 5, g* — 1 # 0 ja siis g2 — 1 # 0. Geo-
metrisen sarjan summakaavan mukaan voidaan kirjoit-
taa

—1 —1

<
<

3 = 4 PEL
4vi N _ ()= -1
;(9 ) ;(9 ) pr
(g2 -1
koska gP~! = 1. Samoin lasketaan
p—1
2
D ") =0
i=1
Siis
p=1 p=1
2 ‘ ) 2 p—1
Z(g‘“—kgzl—i—l)EZlET;éO mod p.
i=1 i=1

Saatu ristiriita osoittaa, ettd A # B, kun p > 7. Siis
p = 3 on tehtdvén ainoa ratkaisu.

4. Todista: jos x, y ja z ovat luonnollisia lukuja ja
zy = 22 + 1, niin on olemassa kokonaisluvut a, b, c
ja d niin, etté x = a® +b%, y = 2 + d? ja z = ac+ bd.

Ratkaisu. Sanomme, etté ei-negatiivisten kokonaislu-
kujen kolmikko (z,y, z) toteuttaa ehdon (1), jos xy =
2241, ja ehdon (2), jos on olemassa kokonaisluvut a, b,
c ja d niin, ettd z = a2+ b2, y = 2+ d? ja z = ac + bd.
Oletetaan varmuuden vuoksi, ettd 0 on myds luonnol-
linen luku. [Vaikka tdméa vallitseva kiyténto sotii luon-
nollisen luvun perusideaa vastaan.] Jos (z,y,0) toteut-
taa ehdon (1), on oltava = y = 1. Nyt voidaan valita
a =d=1,b = c = 0. Kolmikko toteuttaa siis eh-
don (2). Oletetaan sitten, ettd (z,y,z), missd z > 1,
toteuttaa ehdon (1). Silloin z,y # 0. Voidaan olettaa,
ettd z < y. Jos olisi & > z, olisi xy > (2 +1)% > 22 + 1.
Siis on oltava 0 < z < z. Joson z = 2z, on oy = 22 + 1
eizly—z)=18Slisz=y—az=1leliz=1,y=2.
Voidaan valita a = 1, b = 0, ¢ = 1, d = 1. Kolmik-
ko (1,2,1) toteuttaa ehdon (2). Voidaan olettaa, et-
td = < z. Silloin ei voi olla y < z. Siis y > z. Nyt
2z =2y —1 < 2/zy <x+y. Siis z +y— 2z > 0.
Lisiksi (v4+y—22)z = 2% +ay—2z0 = 22 +2%+1-2z20 =
(z—x)?+1. Jos siis kolmikko (z,, 2), missi 0 < z < 2,
toteuttaa ehdon (1), niin (z, z+y—2z, z —x) toteuttaa
ehdon (1). Oletetaan sitten, ettd (x, x+y—22, z—x) to-
teuttaa ehdon (1). Siis # = a® +b?, v +y — 2z = 2 + d?
jaz—xz=ac+bd Nyt y=c?+d*>+2(z—2)+1=
A+ d?*+2ac+2bd+a®> +b% = (a+¢)? + (b+d)? ja
2z =z—x+x = ac+bd+a®+b* = a(a+c)+b(b+d). Sii-
té, ettéd (z, x+y—22, z— 2) toteuttaa ehdon (2), seuraa
siis, ettd (z,y, z) toteuttaa ehdon (2). On saatu perus-
teet "ddrettomaille laskeutumiselle”: jos (z,y, z) toteut-
taa ehdon (1) ja z > 2, 16ytyy ehdon (1) toteuttava
kolmikko (z',%/,2'), missé 2z’ < z; lisidksi niin, ettd jos
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kolmikko (2',y’, 2") toteuttaa ehdon (2), niin (z,y, z)
toteuttaa ehdon (2). Prosessi johtaa kuitenkin aérelli-
sen askelmaarin jialkeen joko tilanteeseen, jossa z' = 0
tai z/ = 1. Koska kolmikot, joissa z on 0 tai 1, toteutta-
vat ehdon (2), on alkuperiisen kolmikon (z,y, z) myos
toteutettava ehto (2), ja todistus on valmis.

5. Piste P on tasasivuisen kolmion ABC' ympdri piirre-
tyn ympyrdn piste. Osoita, ettd janat PA, PB ja PC
vowat olla kolmion sivuja. Olkoon R kolmion ympd-
ri piirretyn ympyrin sdde ja d pisteen P ja mainitun
ympyrdn keskipisteen vilimatka. Mddaritd konstruoidun
kolmion ala.

Ratkaisu. Olkoot D, E ja F pisteen P kohtisuorat
projektiot suorilla BC, AC ja AB. Olkoot a' = EF,
v = FD ja ¢ = DE kolmion DEF sivut ja olkoot
AP = z, BP = y ja CP = z. Koska esimerkiksi
BDPF on jannenelikulmio ja BP tdman nelikulmion
ympari piirretyn ympyran halkaisija, on laajennetun
sinilauseen perusteella b’ = ysin60°. Samoin tietysti
a’ = zsin60° ja ¢’ = zsin60°. Mutta koska o', V' ja ¢
ovat kolmion sivujen pituuksia, ovat sellaisia myos =,
y ja z. Olkoon O kolmion ABC' ympéri piirretyn ym-
pyran keskipiste. Ei merkitse rajoitusta olettaa, etta
P on kulman AOB aukeamassa. Olkoon ZAOP = ¢.
Kosinilauseen perusteella on
2?2 =d? + R?> — 2dRcos ¢
y* = d*> + R* — 2dR cos(120° — ¢)
=d? + R?>+dRcos¢ — V3dRsin ¢
2% = d? + R? — 2dR cos(120° + ¢)
= d% + R? + dr cos ¢ + V3dRsin ¢.
Merkitaan kolmion, jonka sivut ovat z, y ja z, alaa
T:11a. Heronin kaavan perusteella
167° = (x+y+2)(—z+y+2)(@+y—2)(@—y+2)
— (g + 22 —2%) (2% — (y - 2)%)
= (y? + 22 — 2%+ 22) (2 — oy — 2%+ 2y2)
= dy22% — (y? + 22 — z?)?
=4((d*> + R* + dRcos ¢)® — 3d°R? sin® ¢)
— (d*> + R* + 4dRcos ¢)?
=4((d*> + R*)? 4+ 2(d® + R?)dR cos ¢
+ d?R? cos? ¢ — 3d>R%sin? ¢) — (d® + R?)?
—8(d* + R*)dR cos ¢ — 16d*R? cos® ¢
=3(d* + R*)* + 4d°R? — 16d°R? = 3(R? — d*)%.
Tissé oli viels kilytetty sievennyksis cos? ¢ —3sin? ¢ =
1 —4sin? ¢ ja sin? ¢ + cos? ¢ = 1. Kolmion ala on siis
V3

_y- 2 52
T="(R—d).

(Kun P on kolmion ABC ympéri piirretylld ympyral-
1a eli kun d = R, niin T" = 0. Télléin D, E ja F ovat

kolmion Simsonin suoralla ja kolmio DEF surkastuu
janaksi, samoin kuin kolmio, jonka sivut ovat z, y ja

6. Olkoon n = p{*---pS%s > 2. Oletetaan, etti luvulle
a ja kaikille i, 1 < i <'s, pdtee (p; — 1) J a. Todista,
ettin | 3 ez. a®, missi Ly, = {a € Ly | (a,n) = 1}.
[(a,n) on lukujen a ja n suurin yhteinen tekija/.

Ratkaisu. Koska p; — 1 ei voi olla luvun « tekija,
p; ei voi olla 2. n on siis pariton luku ja jokainen
p; > 3. Viitteen todistamiseksi riittda osoittaa, etté
P | Yqezs a kaikilla i. Riittdd, ettd todistetaan té-
mé, kun ¢ = 1. On siis osoitettava, etta

Z a®=0 mod pT, (2)

missé a kdy lapi kaikki ne luvut 1:std (n — 1):een, joil-
le (a,n) = 1. a:lla ja n:1l4 ei ole yhteisid tekij6itd jos
ja vain jos a:lla ja p7*:1l4 ei ole yhteisid tekijoitd mil-
l&4n ¢ eli jos ja vain jos a on kullakin ¢ kongruentti
mod p;* jonkin niistd ¢(p;"):stéd luvusta a; kanssa, joil-
le (a;,pf") = 1. (¢(m) ilmoittaa lukua m pienempien
positiivisten kokonaislukujen lukumaéaaran, joilla ei ole
yhteisié tekijoita m:n kanssa.) Kiinalainen jaénnoslause
ilmaisee toisaalta, ettd jos on annettu mielivaltainen jo-
no (ai,as, ...,as), missi (a;,p;*) = 1, niin lukujen a
joukossa on sellainen, jolle a = a; mod p*, i = 1,

.., 8. Mutta tdmé merkitsee, ettd jokainen yhtalon
(2) vasemman puolen summan yhteenlaskettava, joka
on =a; mod pit, missi (a1, p]!) = 1, on kongruentti
tasan ¢(p5?)o(ps?) - - - ¢(p%*):n summan muun yhteen-
laskettavan kanssa. Viitteen todistamiseksi riittaa siis
osoittaa, ettd (2):n vasemman puolen summa on jaol-
linen pi*:1l4, kun o kdy lapi ne luvut valiltd 1, ...,
p7t — 1, joilla ei ole yhteisté tekijad pi*:n kanssa.

Yleisen lukuteorian tuloksen mukaisesti, jos p on pari-
ton alkuluku, niin Z;k on syklinen ryhmé (jonka virit-
td4 primitiivijuuri g mod p*). On siis olemassa g siten,
ettd luvut g, g%, ..., g‘i’(p?l) ovat mod p7* kuin ne vélin
[1,p{" — 1] kokonaisluvut, joilla ei ole yhteistd tekijaa
pTtn kanssa. Todistettavaksi tulee siis

o(p7!)—1 ,
il > (9™

=0

Koska p; — 1 ei ole a:n tekiji, niin g® = ghpr—D+m =
g™, missd 1 < r; < p; — 1. Siis ¢ # 1 mod p, josta
seuraa, ettd g* # 1 mod p{*. Nyt

B(py!
(=1 ) (¢)*=¢*")—1=0 mod p{".
=0

Viite on todistettu.
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