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Taméa kirjoitus on yhteenveto kaksiosaisesta esitel-
méastd Maunulan yhteiskoulun matematiikkapéivina
10.11.2007, jonka pidin yhteistyossd Simo Kivelan ja
Mika Sparan kanssa (katso Solmu 1/2008). Kirjoitus
on laadittu yhteistyossd Simo Kiveldn kanssa.

Keskeinen idea téssd on, etté jokaista vastakkaista pis-
teparia pallolla vastaa isoympyré pallolla ja péinvas-
toin.
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Kun yhdistdmme pisteparin suoralla (jolloin se kulkee
pallon keskipisteen kautta) ja otamme tason, joka myos
kulkee pallon keskipisteen kautta ja on kohtisuora suo-
raa vastaan, niin taso leikkaa palloa pitkin isoympyréa.

Samalla tavalla saamme isoympyrésté vastakkaisen pis-
teparin.

Maapallolla esimerkiksi pohjois- ja etelinapaa vastaa
piivintasaaja ja vastaavasti paivintasaajaa vastaavat
navat.

Projektiivinen taso: meno-paluu

aarettomyyteen
Tason kaksi eri pistettd P; ja P, madradvat tason suo-

ran S, ja kaksi erisuuntaista suoraa Sy ja So madrdavét
pisteen P.
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Jos suorat ovat ldhes yhdensuuntaiset, on piste hyvin
kaukana, joten sanomme, ettd kaksi yhdensuuntaista
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suoraa maaraé ddrettomyyspisteen. Kaksi darettomyys-
pistettd méarda puolestaan ddrettomyyssuoran ja jos li-
sddmme tasoon ddrettomyyspisteet ja ddrettomyyssuo-
ran, saamme projektiivisen tason.

Projektiivinen taso on helpompi ymmértaé pallon avul-
la:

Olkoon wuwv-taso taso z = 1 zyz-avaruudessa. Silloin
jokainen piste uv-tasossa antaa vastakkaisen pistepa-
rin yksikkopallolla xyz-avaruudessa, nimittdin pisteet,
missé xyz-avaruuden origon ja uv-tason pisteen kautta
kulkeva suora leikkaa yksikkopallon (keskusprojektio).

Piste (a,b) uv-tasossa antaa pisteet

:I:( a b 1 )
Va2 + 02 +1 Va2 +02+1' Va2 + 02 + 1

xyz-avaruuden yksikkopallolla. Suora uwv-tasossa an-
taa isoympyréan pallolla, dérettomyyspisteet projektii-
visessa uv-tasossa antavat vastakkaiset pisteparit pal-
lon péivantasaajalla (xy-tasossa) ja dédrettomyyssuora
antaa pallon paivantasaajan.

Jos ajattelee palloa projektiivisen tason kaksinkertai-
sena versiona, niin huomaa, ettd darettomyyspisteet ja
ddrettomyyssuora eivit ole sen kummallisempia kuin
muutkaan pisteet ja suorat:

- Vastakkaiset pisteparit paiviantasaajalla ovat kuten
kaikki muutkin vastakkaiset pisteparit pallolla, jo-
ten pisteet ddrettomyydessa projektiivisessa uv-tasossa
ovat kuten kaikki muutkin pisteet.

- Péaivintasaaja on samanlainen kuin kaikki muutkin
isoympyrét pallolla, joten ddrettémyyssuora projektii-
visessa uv-tasossa on samanlainen kuin kaikki muutkin
suorat.

Projektiivisella tasolla on kuitenkin erés yllattava omi-
naisuus:

Tasessa

Jos menee &drettomyyteen ja palaa takaisin toiselta
puolelta, ovat vasen ja oikea vaihtuneet! Matka &déret-
tomyyden kautta aiheuttaa peilauksen!

Tasokayrien valinen dualiteetti

Jokaista suoraa S projektiivisessa uv-tasossa vastaa du-
aalipiste P projektiivisessa uv-tasossa.
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Suora S antaa isoympyréan pallolla, isoympyréa puoles-
taan vastaa vastakkainen pistepari pallolla (kuten ai-
kaisemmin kuvattiin), ja tdmé pistepari pallolla antaa
puolestaan suoran duaalipisteen P projektiivisessa uv-
tasossa.

Jos suoran S (lyhin) etéisyys uv-tason origosta on 7,
niin sen duaalipisteen P etiisyys origosta on 1/r ja P
on origon toisella puolella.

Jos suora kulkee uv-tason origon kautta, sen duaalipis-
te on jokin ddrettOomyyspiste ja jos suora on Haretto-
myyssuora, sen duaalipiste on uwv-tason origo.

Lukijan todistettavaksi jaa seuraava:

Propositio: Suoran au + bv + 1 = 0 duaalipiste on
uv-tason piste (a,b).

uv-tason kiyran voi esittdd muodossa v = h(u) (funk-
tion h kuvaaja). Yleisempi tapa esittdd kiyrd on pa-
rametrisoitu kiyrd (u,v) = (f(t),9(¢)), missa f ja g
ovat funktioita. Jos ajattelemme, ettd meilld on pis-
te, joka liikkuu uv-tasossa, niin sen u-koordinaatti on
ajan funktio: v = f(¢). Samalla tavalla myos sen v-
koordinaatti on ajan funktio: v = g(t). Téssé olemme
kuitenkin kiinnostuneita itse kiyrasta geometrisena ob-
jektina.

Funktion h kuvaajan voi esittdd myos parametrisoituna
kiyrana (u,v) = (¢,h(t)), joten parametrisoidut kiyrat
ovat yleisemmaét kuin funktioitten kuvaajat. Voimme
myo6s ajatella, ettd parametrisoitu kiyrd on projektii-
visessa uv-tasossa. Silloin sité vastaa kaksi vastakkaista
kiyrad yksikkopallolla xyz-avaruudessa (keskusprojek-
tion avulla).

Jos nyt otamme parametrisoidun kiyrén projektiivises-
sa uv-tasossa ja piirrdmme tangenttisuoran kiyran jo-
kaiseen pisteeseen, on jokaisella tangenttisuoralla oma
duaalipisteenséd. Namé duaalipisteet muodostavat pro-
jektiivisessa uv-tasossa uuden kiyrén, jota voimme (vé-
liaikaisesti) sanoa alkuperdisen kiyran kaverikdyrdksi.

Esimerkki 1:

(u—1)2 o2 , -
52 + 12 = 1 voi antaa parametrisoituna
kiyrand muodossa (u,v) = (1 4+ 2cost,sint). Silld on

Ellipsin

mm. tangenttisuorat a, b, ¢, d ja e ja niitd vastaavat
duaalipisteet ovat A, B, C, D ja E. Kaikkien tangent-
tisuorien duaalipisteet muodostavat ellipsin kaverikay-
ran, joka nayttda olevan toinen, pienempi ellipsi. Silla
puolestaan on oma kaverikdyra, jolla taas on oma ka-
verikdyra jne.

Néemme, ettd jos kdyrd on symmetrinen origon kautta
kulkevan suoran suhteen, myds kaverikiyréd on symmet-
rinen saman suoran suhteen.

Jotta saisimme kiyrin tangenttisuoran (ja siitd suoran
duaalipisteen), tarvitsemme derivaatan.

Pisteessa (ug,v0) = (f(t0),9(to)) on kdyrdn kulmaker-
roin ¢'(to)/f'(t0), joten tdhéan pisteeseen asetetun tan-
genttisuoran yhtélé on

g'(to

f'(to)
9'(to) - u—f'(to)-v—f(to)-g'(to) + f'(to)-g(to) =0 eli

~—

v —g(to) = (u—f(to)) eli

g'(to) u
f'(to) - g(to) — f(to) - ' (to)
—f'(to)
f'(to) - g(to) — f(to) - g'(t0)

Tamién (tangentti-)suoran duaalipiste on silloin propo-
sition mukaan

+ v+1=0

( g (to) — 1 (to) )
f'(to) - g(to) — f(to) - g'(t0) " f'(to) - g(to) — f(to) - g'(t0) )~

Kun ¢y muuttuu, liikumme pitkin kdyréé, jolloin tan-
genttisuora muuttuu ja myos sen duaalipiste muuttuu.

Jos (f1(t),g1(t)) on alkuperédinen kiiyré, on kaverikiy-
ran parametriesitys

(f2(t),92(t)) =

< gi(t) _f{(t) ) (*)
fit) - g1(t) — fr(t) - g1(8)" f1 (1) - 1 () — f2(2) - 91(D)

Lukijan todistettavaksi (kdyttdmalld tunnettuja deri-
voimissdantdja) jad seuraava keskeinen tulos:

Lause: Kaverikdyran kaverikdyra on alkuperdinen kay-
ra, ts.

( 92(t) —f5(t) )
f5(8) - g2 () = fa(t) - g5(t) " f3() - g2(t) — fa(t) - g5(t)

= (f1(t).9:(1))

Kayrd ja sen kaverikiyrd muodostavat siis tasa-
arvoisen parin! Sanomme siksi kaverikdyrad alkuperéi-
sen kiyrian duaalikdyrdiksi (ja lauseen perusteella alku-
perdinen kiyra on puolestaan duaalikdyrénsd duaali-
kiyrd).
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(Todistuksessa kertoimet f-g1— f1-97 ja f1-9¥ — f1 -9}
supistuvat pois. Projektiivisessa tasossa nolla nimitté-
jissi ei yleensd aiheuta ongelmia. Jos f1 - g1 = f1 - ¢},
niin alkuperéisen kiyrén tangenttisuora kulkee origon
kautta, jolloin duaalikiyrd menee darettomyyteen. Jos
1197 = f1' - g1, on alkuperiiselld kiyralld kaarevuus
= 0 (mahdollinen kadnnepiste) ja duaalikiyrilla mah-
dollisesti kdrkipiste.)

Duaalikiiyrdn parametriesityksestd (x) nidemme, ettd
kiayran skaalaus skaalaa my6s duaalikdyran:

(f1,91) = (a- f1,91) = (fa2,92) — (% - f2,92)-

Vastaavasti jos skaalaus on v-suuntainen:

(f1,91) = (fr,a-g1) = (f2,92) — (fmé “ g2)-

Sama pétee, jos skaalaus tapahtuu mielivaltaiseen
suuntaan. Pétee myo0s etta

(f1.91) = (a- fr,a-g1) = (f2,92) — (% : fz,é " g2)-

Nyt voimme laskea eri kiyrien duaalikdyria:

Jatkoa esimerkkiin 1:

(f1,91) = (1 + 2cost,sint)

= (o) = (

cost

_ _ 2sint
2+4cost’ 2+cost)’
_ 2 2
o
(2/3) (2/V/3)2

Alkuperiisen ellipsin tangenttisuora a antaa pisteen A
duaalikiyrilld ja duaalikdyran tangenttisuora o’ antaa

puolestaan pisteen A’ alkuperéisella ellipsillA.

joten duaalikéyré on ellipsi

Esimerkki 2: Yksikkdympyréd u? + v? = 1 (paramet-
rimuodossa esim. (u,v) = (cost,sint)), paraabeli u =
v?/2 (esim. (u,v) = (t?/2,t)) ja hyperbeli u?> —v? = 1

(esim. (u,v) = (o17,tant)) ovat itsensd duaalikiyrid.

Ympyréin tangenttisuoran a duaalipiste on (vastakkai-
nen) piste A. Paraabelin tangenttisuoran b duaalipiste
on B ja tangenttisuoran b’ duaalipiste on B’. Hyperbe-
lin tangenttisuoran ¢ duaalipiste on C.

Pallolla nakee, ettd ndma kolme kiyraa ovat lahekkaista
sukua: jokainen vastaa (keskusprojektion kautta) kahta
vastakkaista 7-séteistd ympyrdd yksikkopallolla, ja né-
mé kolme kiiyrad (projektiivisessa) uv-tasossa saadaan
pyorittamaélla yksikkdpalloa xyz-avaruudessa y-akselin

ympaéri.

Jos pyéritamme yksikkopalloa xyz-avaruudessa, niin
vastakkainen kdyrdpari ja sen (myos vastakkainen) du-
aalikayrapari pyorivit. Vastaavat kidyrdt projektiivises-
sa uv-tasossa (kiyré ja sen duaalikiyrd) muuttuvat vas-
taavasti, mutta pysyvit toistensa duaalikiyrind (katso
esimerkki 6’ alhaalla).

Esimerkki 3: Paraabeli v = u? — 1 ja ellipsi u? + (2v —
1)2 = 1 ovat toistensa duaalikiyrid. (f1(t),91(t)) =
2 =1) = fl-g1—fi-g1 = —(+1) = (fa(t),92(t)) =

(ﬁm) = () + (29 -1 =1
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Esimerkki 3’ (vertikaalinen skaalaus): Paraabeli v =
(u? —1)/2 ja ympyrd u? + (v — 1)? = 1 ovat toistensa
duaalikayria.

2u3 u?

——= ja v = ———= ovat toistensa
3v3

Esimerkki 4: v =
3v3

duaalikayria.

Esimerkki 5: Kardioidi (f1(t),q1(t)) = (cost —
cos(2t)/2,sint —sin(2t)/2) syntyy, kun i-siteinen ym-
pyré kierii ympyralld u? + v? = (1/2)? uv-tasossa. Sen
duaalikdyra on silmukka.

Kardioidin tangenttisuora a on kaksinkertainen tan-
gentti ja sen duaalipiste on silmukan leikkauspiste A.
Silmukan tangenttisuorien b’ ja ¢’ duaalipisteet ovat
kardioidin pisteet B’ ja C'.

Esimerkki 6: v = h(u) = u3/3 —u+1

Kéyralld on yksi kddnnepiste ja duaalikdyralld on kérki-
piste. Kayralla on tangentti, joka kulkee origon kautta
ja duaalikdyrd menee aarettomyyteen. Duaalikayralla-
kin on tangentti, joka kulkee origon kautta ja alkuperai-
nen kityrd menee myos dérettomyyteen (mutta toiseen
aarettomyyspisteeseen). Origo on duaalikiyrin kiédn-
nepiste ja alkuperaiselld kayralla on kirkipiste daretto-
myydessa.

Esimerkki 6’ (yksikkopallon pyoritys): Kun otamme
kiyran ja sen duaalikdyran, projisoimme ne yksikkopal-
lolle, pyoritdmme palloa 45° astetta z-akselin ympéri

ja projisoimme takaisin uv-tasolle, saamme kaksi uutta
kdyrad, jotka myds ovat toistensa duaalikiyrat. Alkupe-
riisen kiyran kirkipiste on nyt pisteessi (u,v) = (0,1)
ja alkuperdisen duaalikdyréin karkipiste on nyt daretto-
myydessa.

Esimerkki 7: Pascalin simpukan (f1(¢),g1(¢)) = ((2 +

3 cost)cost, (2 + 2cost)sint) (napakoordinaateissa
7(#) = 2432 cos 0) duaalikiiyri on kalanmuotoinen. Sim-
pukalla on kaksinkertainen tangenttisuora ja sen du-
aalipisteessa kala leikkaa itsensd. Simpukalla on kaksi

kéddnnepistetta ja kalalla on kaksi kirkipistetta.

Lisays

Vastaavanlainen dualiteetti esiintyy myds pinnoilla
(projektiivisessa) kolmiulotteisessa avaruudessa ja il-
meisesti my6s (n — 1)-ulotteisilla n.s. hyperpinnoilla
projektiivisessa n-uloitteisessa avaruudessa, mutta nii-
den kisittelyyn tarvitaan osittaisderivaattoja ja Jaco-
bin determinantteja, jotka eivat kuulu lukion matema-
tiikkkaan. Annan kuitenkin yhden esimerkin duaalipin-
noista (projektiivisessa) kolmiulotteisessa avaruudessa.



Solmu 3/2008

Idea on samankaltainen kuin tasossa: pinnalla on jo-
kaisessa pisteessd tangenttitaso ja jokaisella tangentti-
tasolla on duaalipiste: jos tason (lyhyin) etiisyys origos-
ta on r, on duaalipiste origon toisella puolella etéisyy-
delld 1/r (ja jos tangenttitaso kulkee origon kautta, on
sen duaalipiste ddrettomyydessd). Ndméa duaalipisteet
muodostavat uuden pinnan, jonka voimme sanoa alku-
perdisen pinnan kaveripinnaksi. Mutta kaveripinnan
kaveripinta on alkuperiinen pinta, joten meilld on
tasa-arvoinen pintojen pari ja voimme puhua duaali-
pinnoista.

Olkoon (u,v,w) = (f1(s,t),91(s,t),h1(s,t)) parametrisoi-
tu pinta. Sen duaalipinnan parametriesitys on silloin

(f? (Svt)aQQ (Svt)ahQ(Sat))
(8(g1,h1) 9(h1,f1) 3(f1>g1)>

_ A(s,t) 7 9(s,t) 7 O(s,t)
f SR o S b

Esimerkki 8: Oheisessa kuvassa vasemmalla olevan pin-
nan parametriesitys on

(uow) b rsint, A5
u,v,w) = | recost,rsint, —— |,
1+ s2

missé r = (5 — (HQ%)Q)(Q +e75/3 cos?(2t)), ja oikealla

on sen duaalipinta.

Piste (u,v,w) = (0,0,1) on tavallaan pinnan pohjoisna-
pa ja sielld sen tangenttitaso on taso w = 1. Sité vastaa
duaalipiste (0,0, —1), joka on duaalipinnan etelénapa.
Taso w = —1 on pinnan tangenttitaso ddrettomyydessa
ja sitd vastaa duaalipiste (0,0,1) duaalipinnalla (jossa
tangenttitasot puolestaan kulkevat origon kautta). Pin-
nalla on tangenttitasoja, jotka sivuavat pintaa kahdessa
pisteessé ja duaalipinta leikkaa itsensé (kuten Pascalin
simpukka ja kala esimerkissd 7 ylhdalla). Taso w = 2
sivuaa duaalipintaa pitkin kdyrdd ja tdmén tangent-
titason duaalipiste on kartiomainen piste (0,0, —1/2)
alkuperaiselld pinnalla.

Keskeinen idea téssd on dualiteetti: saamme alkupe-
ridisen pinnan duaalipinnan monimutkaisen prosessin
avulla, ja jos sovellamme samaa monimutkaista pro-
sessia duaalipinnalle, saamme alkuperdisen pinnan ta-
kaisin!

Tehtavia:

Mitd voimme sanoa duaalikdyrastd (kaverikdyrista),
jos alkuperdinen kayra

a) kulkee origon kautta?

b) menee dédrettomyyteen?

¢) leikkaa itsensi?

d) on symmetrinen x-akselin suhteen?

e) on symmetrinen jonkin suoran suhteen?

f) pysyy samannéikoisend, jos se kierretdan 180° origon
ympéari?

g) pysyy samannékoisend, jos se kierretdan 120° origon
ympéari?

Mité voimme sanoa alkuperiisestéd kdyrasté, jos duaa-
likayralla on

a) kérkipiste?

b) kiénnepiste?

¢) origon kautta kulkeva tangenttisuora?

Oikein vai vaarin?

a) Jos alkuperiinen kiyrd on yksikkdympyréin sisillé,
niin duaalikdyra on sen ulkopuolella.

b) Jos duaalikiyrd on yksikkdympyrén sisélld, niin al-
kuperainen kayré on sen ulkopuolella.

¢) Jos alkuperiinen kityré on yksikkdympyrin ulkopuo-
lella, niin duaalikéyréd on sen sisalla.

d) Jos alkuperéinen kdyra on symmetrinen jonkun suo-
ran suhteen, niin duaalikdyrd on symmetrinen suoran
duaalipisteen suhteen.

Yhdisté alhaalla olevat kiyrit pareittain. (Yhdelld an-
netulla alkuperéiselld kiyrallé ei ole vastaavaa duaali-
kdyrda annettujen duaalikdyrien joukossa ja yhdella an-
netulla duaalikdyralla ei ole vastaavaa alkuperéista kay-
rad annettujen alkuperiisten kityrien joukossa.) Tarkis-
ta vaikkapa Mathematican avulla.

Alkuperéiset kiyrét:
1) Ympyra
2) Ympyré
3) Ympyra
) Paraabeli v =1 +u?/4 (eli u = f(t) =t,v = g(t) =

Paraabeli v = §(u — 2)? — 2

v =exp(u) = e*
) o=1/(1+ e
10) Kolmiapila u = f(t) = (1 + cos(3t)/2) cost,v =
g(t) = (14 cos(3t)/2) sint (Napakoordinaateissa: r =
1+ cos(36)/2)
11) Nefroidi w = f(t) = sint — sin(3t)/3,v = g(t) =
cost — cos(3t)/3 (Kahvikupin kéyra)
12) Kolmiapilasolmun projektio u = f(t) = (1 +
1 cos(3t/2)) cost,v = g(t) = (1+ § cos(3t/2))sint (Na-
pakoordinaateissa: 7 = (1 + 1 cos(36/2))
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Alkuperéiset kdyrét:

Duaalikdyrat:

N
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