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Tilastotieteilija tarvitsee matematiikkaa — enta

matemaatikko tilastotiedetta?

Seppo Laaksonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Palasin yliopistomaailmaan vuonna 2002 pidemmén
poissaolon jilkeen. Opetuskokemusta on nyt kertynyt
sekd yleisilté ettd erityisilta kursseilta sekd ohjauksesta.
Yllattavaa on ollut huomata, ettei tilastotieteen asema
ole kohentunut yliopistossa vaikka tyoeldmaéssa jatku-
vasti olen havainnut alan osaajien puutteen. Myos olen
hdmmastellyt sitd, ettd perusylioppilas tietdd tilasto-
tieteestd edelleen vihan ja monet paddaineopiskelijatkin
ovat tulleet alalle sattumalta, ilman intohimoa. Vaistéa-
matta tdméan taytyy johtua kouluopetuksen luonteesta.

PISA-tulosten mukaan Suomen yldasteikiiset koululai-
set parjadvat yhd mainiosti matemaattis-tilastollisessa
lukutaidossa, mité nimed taidan tosin ainoana kiytt&a.
Monet PISA-tehtdvithén ovat tilastollisia, jopa hieman
todennakoisyyksiinkin viittaavia eli ei sitd matematiik-
kaa mitd kunnon matemaatikot rakastavat.

Oltakoonpa terminologiasta mitd mieltd tahansa, niin
olen huolestunut ylioppilassukupolvien matemaattises-
ta osaamisesta. Minulle kerrotun mukaan yksi kolman-
nes ylioppilaskokelaista ei osallistu minkdanlaiseen ma-
temaattiseen tenttiin ja suorittajista osa ei kuulemma
kiytdnnossd osaa juuri mitddn. Tamé nakyy yliopis-
tojen ja varmaan myos ammattikorkeakoulujen kurs-
seilla, joissa muun muassa tilastotieteen perusopinnot
ovat pakollisia monille. Jopa peruslaskutoimitusten ja
suuruussuhteiden ymmaéartamisessd on suuria vaikeuk-

sia, saati sitten ettd vaikkapa integrointi ja derivointi

onnistuisivat.

Jotain siis olisi syytd tehdd. Yksi perusvaatimukse-
ni olisi asettaa ainakin jokin matemaattis-tilastollinen
alue pakolliseksi ylioppilaille. Huolella toki pitéisi miet-
tid mika tai mitké olisivat sopivia alueita. Toinen ehdo-
tukseni on opetuksen motivoinnin parantaminen siten,
ettd matematiikan sovellus ja siis hyoty tulisivat entis-
td paremmin esille. Témaéan kirjoituksen jatkossa esitdn
muutamia ajatuksia ja myos konkreettisia esimerkkeja
taltd ndkokulmalta.

Esitelkada matematiikan kasittei-
den yhteyksia kaytantoon

En tunne tarkasti lukion matematiikan oppisiséltoja.
Tilastotieteellisté otetta sielld on joka tapauksessa lii-
an vahan. Mutta kaikille matematiikan oppiaineksille
on helppo 16ytda kiytdnnon kytkentoja. Opettajille tu-
tuimpia lienevat fysiikan tai kemian kytkennét. Toivot-
tavasti niitd tuodaan esille.

Tilastollisia kytkent6jd on varmasti myos kaikkialla.
Esimerkiksi integrointi johtaa empiirisen aineiston pii-
rissé summaamiseen, jossa yhteydessd kiytetdédn sum-
mamerkkid. Tama ndyttaa olevan ylioppilaille kumma-
jainen. Logaritmia ei endé nykysukupolvi hahmota suh-
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teellisen mittaamisen upeana vélineené. Itsehdn tdméan
opin laskutikun kautta. Tasta syysté tilastollisessa gra-
filkassa esiintyy jatkuvasti huonoja asteikkoja, siis ab-
soluuttisia suhteellisten sijasta. Vastaavasti harhaudu-
taan eksponentin ymmartamattomyyden takia toiseen
suuntaan. Polynomit ovat my6s paljon kiytettyja, osin
logaritmien ja eksponenttien rinnalla. Tamén artikke-
lin loppuosa keskittyy polynomeihin pyrkien havainnol-
listamaan naiden hyotykayttoa.

Polynomit, niiden derivointi ja aa-
riarvot

Polynomit ovat kivoja funktioita. Yksinkertaisin vaih-
toehto on puhdas vaakasuora mité jossain yksinkertai-
sessa tilanteessa kiytetdan tilastotieteessa, jolloin se
merkitsee esimerkiksi keskiarvoa tai mediaania. Vield
yleisempi polynomi on suora, josta tilastotieteessa kéy-
tetddn nimitysta lineaarinen. Jos se derivoidaan, saa-
daan vakio eli suoran kulmakerroin. Useamman astei-
sille polynomeille ei tilastotieteessa tietddkseni ole eri-
tyisid nimid. Seuraavaksi esitdn kolme esimerkkii, jois-
sa viahintadédn esiintyy toisen ja kolmannen asteen poly-
nomeja. Namé ovat aika yleisid tilastotieteessé ja sen
sovellustieteissd kuten talous- ja sosiaalitieteissa.

Esimerkki 1: Ikaonnellisuus

Onnellisuuden tutkimus on yleistynyt erityisesti psyko-
logiassa ja taloustieteissd. Kun aihetta tutkitaan empii-
risesti, tarvitaan tilastollinen aineisto. Tavallisesti ai-
neisto koostuu ihmisille esitetyistd kysymyksisté. Tés-
sé esitettéava tulos perustuu Euroopan yhteiskuntatut-
kimuksen (Europeansocialsurvey.com) 15 vuotta tayt-
taneistd suomalaisista kerdttyyn haastatteluaineistoon
vuosilta 2002-2007.

Onnellisuuden taustatekijoistd suuri kiinnostus on koh-
distunut ikddn. Taloustieteilijdt ovat havainneet, etta
monesti ikdonnellisuus noudattaa ns. U-kiyréa eli on-
nellisuus on nuorena korkea, laskee sitten keski-ikdan
mennessé jolloin alkaa taas nousta. Yksiloaineistosta
tutkittuna tdméa kayra tarkoittaa paraabelia. Tilasto-
tieteilijd tutkii asiaa asettamalla malliin kaksi selitté-
jad, idn ja sen nelion. Témén jalkeen hén estimoi sen
ja katsoo tuloksista, onko véitteelld peraa.

Selitin ihmisen kokemaa onnellisuutta (asteikko 0-10)
tilastollisella mallilla iké ja sen nelio selittdjina, kum-
mallekin sukupuolelle erikseen. Estimointitulokset ovat
seuraavassa:

onnellisuus(naiset)
= 0,000006476 ikd® — 0,0045424 iki + 8,3775

onnellisuus(miehet)

= 0,000336286 iki? — 0,037554 ikéi + 8,7772

Kuvio 1 havainnollistaa tilannetta graafisesti. Tésta
nidemme ettd naisten ja miesten onnellisuus on melko
sama nuorena ja vanhana mutta miesten onnellisuus
laskee selvésti nuoruuden jilkeen. Lukion matematii-
kan opeilla on helppo laskea minimi-iét, ensin derivoi-
malla ja sitten ratkaisemalla nollakohdat; tee se. Tulos
miehille on 55,8 vuotta ja naisille 350 vuotta

8,4 -

8,3

8,2

8,1

7,9

7,8

7,7

7,6 T T T T |
0 20 40 60 80 100

Kuvio 1. Onnellisuus paraabelilla estimoituna naisille
(ylempi kdyrd) ja miehille (alempi).

Kuviosta ja minimistd on helppo ndhdé, ettd miesten
kiyrd on jossain méadrin U:n muotoinen mutta naisten
ei, vaikka siis estimointi antaa ylospéin aukeavan pa-
raabelin. Ei ole kuitenkaan jirkeé ajatella naisten kay-
ran olevan U-mainen. Miksi? K&yréd on mieluumminkin
ladhes lineaarinen.

Téasséd esimerkissé esitin vain matemaattisen nékdisen
puolen, samoin tapahtuu esimerkissé 2. En siis keskus-
tele paraabeliin liittyvaa epavarmuutta mité siihen tie-
tystikin liittyy. Kayralld on siis tosiasiassa tietty luot-
tamusvali, samoin kuin minimiarvoissa.

Esimerkki 2: Iki ja palkka

Toinen esimerkki on erdénlainen laajennus edelliselle.
Nyt kiiytossd on kolme selittdjas, iké, sen neli ja sen
kuutio. Siten muodostuva funktio on kolmatta astetta.
Selitettdvana on palkansaajan kuukausipalkka erdfssia
aineistossa.

Than samalla periaatteella kuin esimerkisséd 1 estimoin
yhtalon:

palkka = 0,0225 iki® — 3,292 iki? + 148,6

Vastaavasti tein Kuvion 2. Kaikki kolme muuttujaa
ovat merkitsevid, mikd antaa edellytyksen uskoa etté
palkkakiyréssd on sekd minimi ettd maksimi. Nama
voidaan ratkaista derivoimalla ja sitten ratkaisemalla
nollakohdat. Huippukohta saavutetaan talla aineistol-
la varsin nuorena eli 35,4 vuoden idssa. Taman jalkeen
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palkka laskee mutta alkaa nousta juuri ennen tavallis-
ta eldkeikid eli 62,3 -vuotiaana (selitykseni on se, et-
téa korkeapalkkaiset jatkavat tyoeldméssd pidempédén).
Tarkista tulosten oikeellisuus.
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Kuwio 2. Palkka kolmannen asteen kayrdn funktiolla es-
timoituna.

Matalimmillaan palkka on toki ty6elaméan siirrytties-
sd, mikd on téssd asetettu 15 vuoden kohdalle misté
saakka havaintoja oli aineistossa, joskin véhdn. Van-
himmat palkansaajat tédssd ovat 64-vuotiaita. Mate-
maattisesti kiyra voidaan piirtda naiden ikien ulkopuo-
lelle, mutta tilastollisesti ei ole niin syytd tehdd. On-
nellisuuskuviossa asetin kiyrén vélille 15-85 -vuotiaat,
vaikka vanhimmat vastaajat olivat 99-vuotiaita. Jos ha-
luat, jatka kdyrdaa tédnne asti.

Esimerkki 3: Aikasarja

Tama esimerkki ei ole todellinen mutta tdhtad havain-
nollistamaan todellisuutta. Muodostin 25 havaintoyk-
sikkoa, jotka merkitty ajankohtina t. Toiseksi tein tek-
nisen muuttujan x joka saa arvoja 15:sta 39:een yhden
yksikon vilein. Téssé on siis yksinkertainen aritmeetti-
nen sarja.

Varsinaisen aikasarjamuuttujan muodostin toisen as-
teen polynomilla 322 + 8z +10. Huomaa etts timin en-
simmaéinen derivaatta = 6x+8 ja toinen = 6. Taulukos-
sa 1 tatd aikasarjaa merkitsen symbolilla y. Se on siis
funktiomuotoinen ja ajattelen sen téssé olevan suurin
piirtein estimoitu oikeista havaintoarvoista yr. Oikeat
havaintoarvot eivit koskaan noudata mitdén funktio-
muotoa mutta voivat olla lahell4 sellaista. Tutkijan jat-
koty6 on helppoa, jos 16ytéaé aineistossa funktiomaisen
yhteyden. Téssé esimerkissa tilanne on hoidettu niin,
ettd yhteys on varsin hyvé. Katso itse tatd Kuviosta 3.

Havaitsemme kuviosta ehké selkeimmin kuin taulukos-
ta, ettd aikasarja kasvaa kiithtyvésti. Kuvio muistuttaa
eksponentiaalista kasvua, sillé paraabelilla on sopivilla
parametriarvoilla samanlaisia ominaisuuksia. Voit itse
tehdd oman kokeesi eksponenttifunktiomuotoa kiytté-
malla.
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Kuwvio 3. Todellinen aikasarja ja sen funktiomuoto.

Aikasarjaa voi tutkia monin tavoin. Téssd tutkitaan
muutosta miké esimerkissé tarkoittaa kasvua. Analogi-
nen mutta painvastainen tilanne koskee vihenemista.

Laskin kummallekin aikasarjalle aritmeettiset muutok-
set eli differenssit (asiaa voisi tutkia myos suhteellises-
ti):

diffly = y:n arvon muutos

ajankohdasta ¢ ajankohtaan ¢ + 1

difflyr = yr:n arvon muutos

ajankohdasta ¢ ajankohtaan ¢ + 1

Taulukosta ndemme, ettd y:n differenssisarja on nyt
aritmeettinen, arvot kasvavat edellisesta aina 6:1la, mi-
k& on ensimmaéisen derivaattafunktion kulmakerroin ja
toisen derivaattafunktion vakiotermi. Todellinen aika-
sarjani ei ole néin kaunis, vaan vaihtelut ovat suureh-
koja, keskiarvokin jaa noin 5:een. Teoria ei siis téysin
istu todellisuuteen mikd on ymmaéarrettdvad. Kuvio 4
havainnollistaa téta eroa.
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Kuvio 4. Ensimmdiset differenssit todelliselle ja teo-
reettiselle sarjalle.

Teoreettinen sarja on lineaarinen ja sen kulmakerroin
on siis 6. Tamé& viiva asettuu kuitenkin hyvin todel-
listen havaintoarvojen keskelle. Todellisista estimoitu
kulmakerroin on 6,1 eli 1dhelld teoreettista todellisuut-
ta.
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Aikasarja-analyysissd on tapana ottaa toiset differens-
sit eli ensimmaéisten differenssien differenssit. Taulukos-
sa ndma on merkitty seuraavasti:

diff2y = diffly:n arvon muutos
ajankohdasta ¢t ajankohtaan ¢ + 1

diff2yr = difflyr:n arvon muutos
ajankohdasta t ajankohtaan ¢ + 1

Havaitsemme etté teoreettisen sarjan arvot ovat vakioi-
ta eli siis toisen derivaatan arvoja. Tamé osoittaa et-
téd aikasarjan y kasvu ei ole kiihtyvéd vaan on aivan
tasainen. Todellisessa sarjassa ei nytkddn havaita yhta
kaunista asetelmaa. Muutosten muutokset vaihtelevat
huomattavasti mutta mitdén selvia trendia niista ei ha-
vaita. Tama siis my6s osoittaa ettei kasvu ole kiihtyvaa.
Jos haluat, voit piirtdé tésta osasta vastaavan kuvion
kuin edellé.

Tassé esimerkissdni kiytin funktiomaista aikasarjaa
jotta derivoinnin ja differenssioinnin yhteys niakyy hy-
vin. Kokeile muilla funktiomuodoilla vastaavaa myos.
Kaytannossa ei siis 16ydy hyvia funktiomuotoa milla ti-
lanteen nékisi yksinkertaisesti. Differenssioinnin sen si-
jaan voi aina tehd&. Jos toisen differenssin arvoissa ha-
vaitset ylospain menevid trendid, kasvu on kiihtyvaa;
jos se nayttiisi menevan alaspiin, kasvu on hidastu-
vaa (kuten taloustieteilijit dskettédin uskoivat Suomes-
sa tapahtuvan). Vihenemisen puolella voidaan kiyttaa

vastaavia termeja. Esimerkiksi hidastuva viheneminen
tai alaspadinmeno jossakin asiassa merkitsee monelle jo
positiivista signaalia.

t X y yr |diffly |diff1yr |diff2y |diff2yr
1 15| 805| 804
2 16| 906/ 878 101 74
3 17| 1013| 1011] 107 133 6 59
4 18| 1126 1151 113 140 6 7
5 19| 1245| 1289 119 138 6 -2
6| 20| 1370| 1360 125 71 6 -67
7|  21] 1501| 1455 131 95 6 24
8| 22| 1638| 1599| 137 144 6 49
9| 23| 1781] 1742 143 143 6 -1
10| 24| 1930 1929| 149 187 6 44
11 25| 2085| 2030| 155 101 6 -86
12| 26| 2246| 2250, 161 220 6 119
13 27| 2413| 2402 167 152 6 -68
14| 28| 2586| 2466| 173 64 6 -88
15| 29| 2765| 2854| 179 388 6 324
16| 30| 2950, 2803 185 -51 6 -439
17| 31| 3141| 3221 191 418 6 469
18| 32| 3338| 3269 197 48 6 -370
19| 33| 3541| 3600/ 203 331 6 283
20| 34| 3750| 3702| 209 102 6 -229
21 35| 3965| 4005 215 303 6 201
22 36| 4186| 4193 221 188 6 -115
23| 37| 4413| 4290 227 97 6 -91
24| 38| 4646| 4702| 233 412 6 315
25| 39| 4885| 4893| 239 191 6 -221

Taulukko 1. Aikasarjani aineisto ja sen muunnokset.
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