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Matematiikan opetuksesta — jalleen kerran

Koulu kehittyy. Yhtenéinen peruskoulu on entista yh-
tendisempi: hallinnollinen raja ala- ja yldasteen valilla
on poistettu. Tadma on avannut vision: opettajien jako
luokanopettajiin ja aineenopettajiin poistukoon myos.

En tiedd, kuinka vakavasti luokanopettajat tavoitte-
levat esimerkiksi vieraan kielen opetuksen saattamis-
ta luokanopettajan haltuun koko peruskoulun ajaksi.
Luultavasti yhteiskunnan vallitsevat yleiset kasitykset
nousevat téssé vastaan. Englannin opetusta ei varmaan
haluta delegoida kasvatustieteen kandidaateille. Pahoin
pelkdén, ettd "yleinen ymmarrys" voi kuitenkin johtaa
uskomukseen, ettd matematiikan opetus on siirrettavis-
sd koko peruskoulun ajaksi luokanopettajakoulutuksen
saaneiden opettajien huostaan.

Peruskoulun tavoite oli poistaa opetuksen epétasa-
arvoa antamalla kaikille nuorille sama mahdollisuus op-
piin ja niihin mahdollisuuksiin elamé&ssé, joita sivistys
mukanaan tuo. On oikeastaan surullista ja hdmmen-
tavéd, ettd tdmé mahdollisuuksien avartuminen tar-
koitti itse asiassa mahdollisuuksien supistumista. Kun
keskikoulu tarjosi sen suorittaneille kohtuullisen hy-
van lahtokohdan lukioon tai opistotasoisiin ammattio-
pintoihin, niin peruskoulun tuottama tieto on selvésti
matalampitasoista. Tdmén ndkee matematiikassa: lu-
kion oppiméaran tayttavit asiat, jotka ennen peruskou-
lun aikaa kuuluivat keskikoulun oppisisaltoihin ja jotka
tuolloin voitiin lukiossa ja ammatillisessa koulutukses-
sa olettaa oppilaan omaksumaksi tiedoksi, jonka varaan
sitten oli mahdollista rakentaa lisdd. Nykyinen lukion
opetussuunnitelma ja sen realisaatiot pyorivat paljol-
ti néissd perusasioissa, ja pitemmaélle menevéin tiedon
esittdmiselle ja erityisesti sen omaksumiselle jaa vali-
tettavan vahin aikaa.

Matti Lehtinen

Téassé valpas lukija esittdé vastaviitteen: entd PISA-
tutkimus ja sen tuottama korkeatasoisen opetuksen
maailmanmaine? PISAan perehtyneet tietévit, ettd PI-
SA ei oikeastaan milldéin tavalla mittaa sitd matematii-
kan ymmaérrysté ja osaamista, joka matematiikan ope-
tuksen tavoitteena on kautta aikojen ollut niin Suo-
messa kuin muuallakin. Ei ole tietenkdén syyté vihek-
sya hyvad PISA-menestystd. Se osoittaa, ettd tutki-
musotokseen valikoituneet suomalaisnuoret osaavat lu-
kea ja jossain madrin myods ymmartasd lukemaansa. Hie-
no juttu, noin yleiseltd kannalta, mutta matematiikka
on olennaisesti muuta. Samoin matematiikan sovelta-
minen kaikkiin niihin reaalitieteisiin, joiden rakennus
olennaisesti lepdd matematiikan perustalla.

Toisaalla téssé lehdessa esitellaén lukion opetussuunni-
telman ongelmakohtia. Voimassa olevien opetussuun-
nitelmien synty oli erikoinen: opetussuunnitelmaluon-
nos muuttui prosessin aikana suuntaan jos toiseenkin,
kunnes viranomaispaatokseksi tuli opetussuunnitelma,
jonka saattoi aavistella olevan vahintdan ongelmallinen.
Nyt kun opetussuunnitelmaa on muutama vuosi kiy-
tdnnossa kokeiltu, pelot ovat osoittautuneet aiheellisik-
si.

Opetussuunnitelma on iso juttu. Siihen liittyy monen-
laista tyOtad ja intressid, ei vahiten oppikirjankustan-
nusliiketoiminnan kannalta. Opetussuunnitelman tuli-
si olla stabiili. Suunnitelmia onkin muuteltu vain melko
pitkien aikojen vélein. Mutta kun ilmeisid virheita on
tapahtunut, ne tulisi korjata. Jos toisessa vaakakupis-
sa ovat kustantamojen intressit ja toisessa oppilaat ja
suomalainen osaaminen, ei ole vaikeata paattdad mita
on tehtédvi. Eik6 niin, Opetusministerié ja Opetushal-
litus?

Paakirjoitus
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Pitkan matematiikan opetussuunnitelmat kriittisessa

tarkastelussa

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Nykyisin voimassaolevat lukion opetussuunnitelman
perusteet on annettu kiéyttoon Opetushallituksen mé&a-
raykselld 33/011,/2003, ja ne astuivat voimaan 1.8.2005.
Kun lukion oletuskesto on kolme vuotta, niin nyt alkaa
tayttya aika, jonka kuluessa uutta opetussuunnitelmaa
on sovellettu yhteen lukioikdluokkaan ja kokemuksia on
saatu. Solmunkin ympérilla on kiyty keskustelua néistéa
kokemuksista. Referoin téssé kirjoituksessa ennen kaik-
kea Méantén lukion lehtorin Markku Halmetojan ja Kii-
mingin lukion lehtorin Maisa Spangarin esittdmié aja-
tuksia matematiikan pitkdn oppiméaédran opetussuunni-
telmista. My6s muiden esittdmid mielipiteitd esiintyy
joukossa.

Matematiikan pitkén ja lyhyen oppiméérén tavoitteil-
la on olennainen ero: jalkimmé&inen on yleissivistysta
ja kansalaistaitoa, mutta pitkalla matematiikalla luo-
daan edellytyksiéd jatko-opinnoille aloilla, joissa mate-
matiikalla on merkittdva osuus. Pitkdn matematiikan
suorittaneiden méaraé on koetettu liséta helpottamal-
la kursseja ja alentamalla ylioppilastutkinnon rimaa.
Néin saatu méarallinen voitto on kuitenkin laadussa
havitty. Mahdollisuus lapéista pitkdn matematiikan yli-
oppilaskoe todella vaatimattomin suorituksin syo jar-
jestelmén uskottavuutta.

Molemmat opettajat korostavat sitd, ettd matematiik-
ka on yhtendinen, peruskoulusta lukioon jatkuva op-
piaine. Peruskoulun asia olisi opettaa perusasiat, lu-
vuilla, my6s murtoluvuilla laskeminen, ei vain mekaa-

nisina temppuina, vaan ymmaéarrys mukana. Ei olisi
pahaksi, jos peruskoulu opettaisi kunnolla rationaali-
lausekkeiden késittelyn ja geometrian perusteet. Yk-
si ehdoton vaatimus olisi matematiikan saaminen ai-
neenopettajan hoitoon jo nykykaytdntosd aikaisemmin.
Spangarin mielestd peruskoulun matematiikanopetus
keskittyy vain ja ainoastaan mekaaniseen laskentoon,
ilman késitystd itse matematiikasta. Néin saattaa kay-
dé, ettd peruskoulussa hyvinkin menestynyt oppilas
saattaa kohdata lukion oppimééran ja vaatimattoman-
kin tason shokkina.

Opettajien mielestd nykyinen opetussuunnitelma har-
rastaa monissa paikoin haitallista oppimisen myShen-
tdmistd. Esimerkiksi rationaalilausekkeiden ja -yhta-
16iden algebran oppiminen jia differentiaalilaskennan
kurssiin, joka puolestaan merkitsee sitd, ettd analyy-
sin perusasioille kuten raja-arvoille ja erotusosaméaril-
le jaa lilan véhén aikaa. Samoin on laita logaritmin:
sitd ei suinkaan késitelld loogisessa yhteydessdén eks-
ponenttifunktion kera, vaan vasta kurssilla 8, ja ajasta
tulee pula taas. — Samanlaista opetuksen myohenté-
misté on tapahtunut myos peruskoulussa, ja tdmé osin
selittda peruskoulusta lukioon tulevien matematiikan
osaamisvajautta. Mikd peruskoulussa kaiken kaikkiaan
méttad, on laaja kysymys, jonka selvittely ei kokonai-
suudessaan ole tdssé mahdollista.

Halmetoja keraisi kaikki keskeiset tyokaluluontoiset al-
gebralliset asiat lukion kahteen ensimmaéiseen kurssiin:
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talloin myS6hempiin, késitteellisempiin asioihin pereh-
tyminen olisi luontevampaa.

Trigonometrian jakautuminen kursseihin 3 ja 9 on Hal-
metojan mielestd luonnotonta: mitdan syytd pantata
trigonometristen funktioiden yleistd méaarittelyé yksik-
kéympyran avulla tai Pythagoraan lauseen trigonomet-
rista versiota kurssiin 9 saakka ei ole. Geometrian kurs-
si ldhes viistdd geometrian ja matematiikan keskeistd
sisdltod, todistamista.

Analyyttisen geometrian ja vektoriopin siséltavit kurs-
sit olisi Halmetojan ja Spangarin mielestd syyté vaih-
taa toiseen jirjestykseen: monet analyyttisen geomet-
rian asiat olisivat kovasti helpompia, jos vektoriajat-
telun ja -tekniikan geometria olisi jo kdytossa. Ja pe-
rin suotavaa olisi tiedonjako kartioleikkauksistakin — jos
analyyttisen geometrian kurssin lineaariyhtaléryhmaé-
osuus siirrettéisiin vektorikurssiin, tilaa saataisiin. Li-
neaaristen yhtéloiden ratkaisun teoria on joka tapauk-
sessa ymmaérrettavissé geometrian avulla.

Todennékdisyyslaskentakurssi 6 tuo mukanaan jatku-
vatkin jakaumat, vaikka niiden késittelyn olennaisin
tyokalu, integraalilaskenta, opetetaan vasta kurssissa
10. Todennékoisyyskurssi voisi keskittyd diskreettiin
todennékoisyyslaskentaan ja hakea synergiaa my6s me-
kaniikan (painopiste, hitausmomentti) ja todenndkoi-
syyslaskennan (odotusarvo, varianssi) analogioista.

Kurssin 7 oikea nimi olisi Differentiaalilaskenta eiké de-
rivaatta. Nykyisen opetussuunnitelman linjausten mu-
kaan kaikki edelliset kurssit ovat helpohkoja, mutta tés-
sd kurssissa ollaan sitten totuuden edessi. Halmetojan
ja Spangarin ndkemyksen mukaan tdhén kurssiin ei oli-
si tarpeen endéd sisallyttda tyokaluna rationaalilausek-
keiden algebraa, joka olisi késitelty jo kurssissa 2. Sen

sijaan derivaatan olemus ja merkitys muutosnopeutena
olisi selvésti tuotava esiin jo opetussuunnitelmassa.

Kurssin 8 kevennykseksi koituisi logaritmin ensiesittely
aikaisemmin. Kurssiin 9 olisi helposti liitettdvissa tér-
keimpien trigonometrian kaavojen johto, lahtokohtana
vektorien (cosx, sinx) ja (cosy, siny) pistetulosta suo-
raan saatava cos(x —y) = cosx cosy + sinzsiny. Lu-
kujonojen ja sarjojen kisittely eri kursseissa (9 ja 13)
ei ole onnistunut ratkaisu.

Kurssin 10, Integraalilaskenta, oppisisaltoihin olisi saa-
tava eksplisiittisesti keskeisten ympyrddn ja palloon
liittyvien pinta-ala- ja tilavuuskaavojen johto.

Kurssi 11, Lukuteoria ja logiikka, tulisi sijoittaa ensim-
maéisen opiskeluvuoden kurssiksi. Sen sisalt6ihin tulisi
lisdté induktio.

Kurssin 12 sisdltéihin  tulisi ehdottomasti liséta
kompleksiluvut. Sen sijaan numeerinen derivointi on
téssé turha sisalto.

Kurssin 13, differentiaali- ja integraalilaskennan jatko-
kurssin, sisdltoihin olisi liitettévissé raja-arvon tasmaél-
linen méairittely epayhtéilon |f(z) — a| < € ratkaisua
tarkastelemalla.

Matematiikka on oma oppiaineensa, eikd sen ope-
tus, ainakaan pitkdn matematiikan opetus, valttamat-
td onnistu opettajalta, joka on hankkinut patevyytensa
luonnontieteiden parissa, ympéaristossd, jossa matema-
tiikka on ollut tarvittavan laskennon aputiede. Hyvién
opetukseen ei riitd oppikirjojen kattavien opettajama-
teriaalien kopioiminen oppilaiden eteen. Opetussuun-
nitelman puutteet antavat erittdin suuren merkityksen
opettajan ammattitaidolle ja omalle aineentuntemuk-
selle.
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Ruprecht von der Pfalzin probleema

Simo K. Kivela

Ruprecht von der Pfalz oli 1600-luvulla elényt
saksalais-englantilainen prinssi. Isé oli saksalainen ku-
ningas Fredrik V, diti Englannin kuninkaan Jaakko I:n
tytdr. Ruprecht eli nuoruutensa maanpaossa Hollannis-
sa, myOhempiné vuosinaan osallistui eri tavoin vuosi-
sadan levottomuuksiin, ennen muuta Englannissa ta-
savaltalaisten ja kuningasmielisten vélisiin taisteluihin.

(1]

Sotajoukkojen johtamisen ohella Ruprecht oli kiinnos-
tunut myos taiteista ja luonnontieteiden tutkimisesta.
Hénen nimensa on jadnyt elamadn Ruprecht von der
Pfalzin probleemassa:

Millainen reiké on tyostettivéa (massiiviseen) kuutioon,
Jjotta siitd voidaan tyontda lapi toinen samankokoinen
kuutio?

Ensi ndkemall& tuntuu silté, ettd probleemalla ei voi ol-
la ratkaisua. On kuitenkin melko helppoa osoittaa, ettd
ratkaisu on olemassa.

Ratkaisun olemassaolo

Asetetaan kuutio seisomaan kérjelleen vaakasuoralle
tasolle. T&lloin vastakkainen kirki on tésmélleen sei-
sontakérjen ylapuolella, ja jos kuutio projisioidaan yh-
densuuntaisprojektiolla kohtisuoraan vaakasuoralle ta-
solle, sen &&riviiva on sddnnollinen kuusikulmio. (Kuva

1.)

Kuva 1: Kdrjellddn seisova kuutio padaltd nahtynd. Ala-
puolella olevat sdrmit katkoviivoilla. Pisteviivoilla piir-
retty nelié on toinen samankokoinen kuutio, joka lepdd
stwutahkonsa varassa.

Sivusta katsottuna kuution oikea puolisko on kuvan 2
mukainen. Piste A on kuution ylin ja B sen alin kir-
ki, AC on kuution séarmé, jonka pituudeksi yksinkertai-
suuden vuoksi oletetaan 1. Jana BC on kuution sivu-
tahkon livistiji ja siis pituudeltaan /2. Kuution ava-
ruuslivistéjin AB pituus on v/3. Koska kolmio ABC
on suorakulmainen, voidaan korkeusjanan pituus hel-

posti laskea: h = \/g . Tdm& on kuvan 1 kuusikulmion
ympadri piirretyn ympyran siade.

Simo Kiveld on Teknillisen korkeakoulun eldkkeelld oleva matematiikan lehtori. Hinen sidhkopostiosoitteensa on simo.kivela@tkk.fi.
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B

Kuva 2: Karjelladn seisovan kuution oikean puoliskon
leikkaus. Pisteet A ja B ovat ylin ja alin karki, piste C
adrimmdinen kdarki oikealla.

Kuvassa 1 pisteviivalla piirretty neli6 esittda kuutiota,
joka lepéaa vaakasuoralla tasolla yhdelld sivutahkollaan
ja jonka sérmén pituus on my6s 1. Kun kuusikulmion
ympéri piirretyn ympyran side h tunnetaan, on help-
poa laskemalla todeta, ettd neli6 sopii kuusikulmion si-
saddn. Jos siis alkuperdiseen kuutioon tyostetdan lavis-
tdjan AB suunnassa poikkileikkaukseltaan neliGnmuo-
toinen reikd, jossa nelion sivun pituus on 1, voidaan
téstéd reidstd tyontdd ldpi toinen samankokoinen kuu-
tio.

Reiallisen kuution havainnollista-
minen geometrisesti

Vaikka kuva 1 esittddkin kuutiota ja sithen tyoOstettya
reikdd sopivasta suunnasta katsottuna, ei kuvan perus-
teella ole aivan helppoa paatelld, milté reidllinen kuutio
oikeastaan ndyttda. Voidaan myos kysyé, voitaisiinko
reikd tyGstda jossakin muussakin kuin lavistdjan suun-
nassa.

Havainnollisia kuvia voidaan muodostaa periaattees-
sa kahdella tavalla. Perinteinen — jo muutamia vuo-
sisatoja vanha — menettely perustuu sopivan yh-
densuuntaisprojektiokuvan konstruoimiseen deskriptii-
visen geometrian menetelmilld. Modernimpi vaihtoeh-
to on tietotekniikan hyédyntdminen, jolloin luontevin
tyokalu on jokin kolmiulotteisen geometrian késittelyyn
sopiva ohjelmisto. Téallaisia ovat monet ns. matemaatti-
set laskentaohjelmistot, mutta myos teollisuuden suun-
nittelutehtévissi kiytettavat CAD- (Computer Aided
Design) ohjelmistot, joissa monien muiden ominaisuuk-
sien ohella on tyokalut geometristen konstruktioiden te-
kemiseen.

Mongen projektio, deskriptiivisen geo-
metrian perustyokalu

Gaspard Monge oli Napoleonin aikalainen, upseeri ja
matemaatikko, joka osallistui Napoleonin sotaretkiin ja
kehitti sotilaallista kiyttod varten geometriset suunnit-
telumenetelmaét, jotka kantavat hdnen nimeédan. Han loi
namé jo ennen Ranskan vallankumousta, mutta ne oli-
vat sotasalaisuuksia ja julkaistiin vasta joitakin vuosia
vallankumouksen jilkeen. [2, 3]

Mongen projektiossa kohde — geometrinen tilanne, kap-
pale, suunniteltava esine tai laite — projisioidaan yhden-
suuntaisprojektiolla kohtisuorasti toisaalta xy-tasoon,
toisaalta yz-tasoon. Edellistd kutsutaan perus-, jalkim-
maista pystyprojektioksi. Kolmantena voi olla kohtisuo-
ra projektio xz-tasoon (sivuprojektio), mutta tata har-
voin tarvitaan. (Kuva 3.)

4
p
P |
]
>y
/ "
X
Kuva 3: Mongen projektion syntyminen.
AZ
P P
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< x y "
(x)y y
X
P
v (x)

Kuva 4: Mongen projektion perus-, pysty- ja sivupro-
jektio.
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Kaikki kolme projektiota esitetdén samassa tasossa
(piirustuspaperin tasossa) siten, ettd perusprojektio
kddnnetdan y-akselin ympdri ja sivuprojektio z-akselin
ympari yz-tasoon, jolloin syntyy kuvan 4 mukainen ti-
lanne. Téssd on esitettyné vain yhden pisteen projek-
tiot, mutta isommat kohteet projisioidaan periaattees-
sa pisteittdin.

Kuva 5: Ruprecht von der Pfalzin probleeman ratkaisu
Mongen projektiossa.

Kuvassa 5 on Ruprecht von der Pfalzin probleema
ratkaistuna Mongen projektiossa. Alkuperdinen kuu-
tio ndkyy perusprojektiossa 45° kierrettyné. Pystypro-
jektiossa naytetdan, miten kuutio projisioidaan kohti-
suorasti kaltevalle tasolle. Tamén kaltevuuskulmaa voi-
daan helposti muuttaa eikd se kuvassa olekaan sellai-
nen, ettd projisiointisuunta olisi sama kuin kuution 1&-
vistdjan suunta. Kalteva taso leikkaa xy-tasoa pitkin
x-akselin suuntaista suoraa ja se kierretddn xy-tasoon
tdman suoran ympéri. Télloin perusprojektion puolelle
saadaan nakyviin kuution projektio kaltevaan tasoon.
Tamén sisddn mahtuu nelid, jonka sivu on yhtéd pit-
k& kuin kuution sdrmé&. Nain on osoitettu, ettd vali-
tussa suunnassa kuutioon voidaan tyostas reiké, josta
samankokoinen kuutio mahtuu lépi. Viitteessé [4] on
sama ratkaisu Java-sovelmana.

Havainnollista kuvaa reiallisestd kuutiosta ei tassdkaan
ole saatu. Kaytettavissa on kuitenkin kolmekin yhden-
suuntaisprojektioprojektiokuvaa reidllisestd kuutiosta.

Schmidin—Eckhartin menetelma

Havainnollinenkin kuva kuutiosta on mahdollista saada
suhteellisen yksinkertaisella piirtdmismenettelyllé.

1900-luvun alkupuolella itdvaltalaiset Th. Schmid ja
L. Eckhart esittivit menetelmén, jolla kohteen kahden
projektiokuvan perusteella voidaan muodostaa uusi yh-
densuuntaisprojektiokuva kohteesta. Lahtckohtana ole-
vat projektiokuvat asetetaan piirustustasoon sopivaan

asemaan ja kumpaakin kuvaa varten valitaan kiinted
suunta; namé eivit saa olla yhdensuuntaiset. Tietyn
pisteen kuvapiste uudessa kuvassa saadaan asettamalla
suuntien mukaiset suorat alkuperdisten kuvien vastin-
pisteiden kautta ja maarittamalla ndiden leikkauspiste.
Uusi kuva voidaan téalla tavoin piirtda piste pisteelta.

Kuwva 6: Ruprecht von der Pfalzin probleeman ratkaisu
Schmidin—Eckhartin menetelmdlld laadittuna.

Lahtokohtana olevat kuvat voidaan periaatteessa aset-
taa mihin tahansa asemaan ja suunnat valita miten ta-
hansa. Tuloksena syntyy yleensd uusi yhdensuuntais-
projektiokuva kohteesta; erikoistapauksessa se voi litis-
tyé suoraksi. Kuva voi kuitenkin liittya niin vinoon yh-
densuuntaisprojektioon (jossa projektioside ei ole koh-
tisuorassa kuvatasoa vastaan), ettd se ei ole kovin ha-
vainnollinen. Sopivien asemien ja suuntien méaérittami-
seen on kuitenkin olemassa menetelmaét.

Kuva 6 esittéd reiéllisen kuution kuvan konstruoimisen
lahtemaélla kahdesta Mongen projektion avulla saadus-
ta projektiokuvasta.

Tarkempia tietoja Schmidin-Eckhartin menetelmaésta,
joka saksaksi tunnetaan nimilld Einschneideverfahren
ja Schnellriffverfahren, on 15ydettavissd viitteista [6, 5].
Jalkimmaisessd on Java-sovelma, jolla asetteluja ja
suuntia voidaan muuttaa.

Reiallisen kuution havainnollista-
minen laskemalla

Edell4 esitetty menettely on luonteeltaan geometrinen,
piirtdmiseen perustuva. Tietotekniikan kiyttoé on pi-
kemminkin algebrallista, usein varsin vaativaan laske-
miseen perustuvaa.

Kuva 7 esittdd Ruprecht von der Pfalzin probleeman
ratkaisua, joka on laskettu ja piirretty laskentaohjelma
Mathematicalla [7].
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Kuva 7: Mathematicalla tehty Ruprecht von der Pfalzin
probleeman ratkaisu.

Kuvaa varten laadittu koodi on annettu alla. Kuutio
on tdllin asetettu siten, ettéd sen keskipiste on origos-
sa, sarmét akseleiden suuntaisia ja sdrmén pituus = 2.

n=4{1, 1, a}; h = {1, 1, 0}
rtk = Solve[ArcCos[n.h/Sqrt[n.n]/Sqrt[h.h]]
== 25 Degree, al // N;
n = n/Sqrtln.n] /. rtk[[2]];
k = {0, 0, 1};
ex = Cross[k, n]; ex = ex/Sqrt[ex.ex];
ey = Cross[n, ex];
rtk = Solvel[{x, y, z}
== aex +bey+cn, {a, b, c}];
reika = Max[Abs[a], Abs[bl] /. rtk[[1]];
kuutio = Max[Abs[x], Abs[yl, Abs[z]];
kuval = ContourPlot3D[reika == 1,
{x, -2, 2}, {y, -2, 2}, {z, -2, 2},
RegionFunction -> Function[{x, y, z},
kuutio <= 1],
Mesh -> None,
BoundaryStyle -> Automatic,
ContourStyle -> Opacity[0.8],
Lighting -> "Neutral",
ColorFunction -> Function[{x, y, z},
GrayLevel[0.5]111;
kuva2 = ContourPlot3D[kuutio == 1,
{x, -2, 2}, {y, -2, 2}, {z, -2, 2},
RegionFunction -> Function[{x, y, z},
reika >= 1],
Mesh -> None,
BoundaryStyle -> Automatic,
ContourStyle -> Opacity[0.8],
Lighting -> "Neutral",
ColorFunction -> Function[{x, y, z},
GrayLevel[0.5]]1];
ruprkuva = Show[kuval, kuva2, Boxed -> False,
Axes -> None, ImageSize -> 600,
ViewPoint -> {-30, 10, 6}]

Koodin muuttujien merkitykset ovat seuraavat:

e Vektori 77 ilmoittaa tydstettdvin reiin suunnan.
Parametri a on mééritty siten, ettd kaltevuus-
kulma vaakatasoon (vektori h) ndhden on 25°.

o Vektorit €, ja €, ilmoittavat reiéin poikkileikkaus-
nelién sivujen suunnat. €, €, ja @ ovat yksikko-
vektoreita. k on pystysuora vektori, jota tarvi-
taan néiden laskemisessa.

e Kuution pinta maaritellaan yhtalolla
max{|z|,ly|,|z|} = 1. Vastaavalla tavalla m&a-
ritellddn tyOstettdvin reidin pinta muodossa
max{|al,|b|} = 1, missd muuttujille a ja b on
ensin laskettu lausekkeet (jalkimmaéinen muuttu-
ja rtk).

e Muuttuja kuval esittdad tyOstettdvian reidn pin-
taa niiltd osin kuin se sijaitsee kuution sisélla ja
kuva2 kuution pinnan niité osia, jotka jadvat jal-
jelle, kun reikd on tyostetty. Yhdistamé&llda ndma
muuttujaan ruprkuva saadaan kuva 7.
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Montessori ja Varga-Neményi -opetustyyleista

Marjatta Nididtidnen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Solmuun on jo vuosia keratty tiedostoja unkarilaisesta
Varga-Neményi -alkuopetusmenetelmésté. Téna vuon-
na on saatu myos tiedostoja Maria Montessorin ope-
tustyylistd. Téssa kirjoituksessa verrataan lyhyesti néi-
té kahta toisiinsa. Kiitdn asiantuntevista kommenteista
Outi Suorttia ja Anni Lampista.

Molemmat matematiikan alkuopetustyylit sisaltavat
paljon samoja aineksia: kaikkien aistien ja hienomo-
toriikan harjoittaminen, fyysinen aktiivisuus, ikdkau-
den mahdollisuuksien huomioiminen, runsas ja harkit-
tu apuvélineiden kdytto. Apuvélineiden kiytossid Mon-
tessori oli edelldkivija, hénen tyotadn erityisesti véri-
sauvojen kiyton suhteen jatkoi Cuisenaire. Montesso-
rilla sauvoilla on ominaisuutena niiden pituus, Geor-
ges Cuisenaire laajensi sauvojen kiyttod neljan perus-
laskutoimituksen havainnollistamisesta murtolukujen,
pinta-alan, tilavuuden ja neliéjuuren havainnollistami-
seen sekd yhtdloiden ratkaisemiseen. Caleb Gattegno
kehitti ja levitti néité ideoita ja Varga seurasi téata kay-
tantod, joten virisauvojen kiyton suhteen on eroja.

Montessoriopetuksessa siirrytaén sauvoista helmimate-
riaaliin. Niilld lasketaan peruslaskutoimitukset, pait-
si jakolaskua, jolle on omat vélineensd. Helmilla voi-
daan laskea neliditd, kuutioita, peruslaskutoimituksia
eri lukujirjestelmilld, havainnollistaa murto- ja desi-
maalilukuja. Montessorin opetuksessa tutustutaan suu-
riin lukuihin jo esikouluidssé ja keskitytdan peruslas-
kutoimitusten hallintaan myo6s suurilla luvuilla. Varga-

Neményi -opetuksessa pohjustetaan matematiikan pe-
rusteita pitkddn pienelld lukualueella, 1. luokalla luku-
alue on 0 - 20 ja 2. luokalla 0 - 100. Jo alkuvaiheessa
hankitaan kokemuksia my0s muista kuin kymmenjar-
jestelmaésté.

Unkarilaisilla on toisena perusvéilineena loogiset palat
logiikan harjoittamista varten.

Montessorin vilineet ovat hienostuneita ja materiaalit
houkuttelevat koskettamaan niité, unkarilaisten voivat
olla halpoja jokapdivéisid esineitd, vaikka munakenno-
ja ja papuja. My6s Montessorissa on tarjolla jokapai-
vaisid esineitd matematiikkapelien nimelld. Kumpikin
tyyli kiiyttad etenemistd konkreettisesta, omasta koke-
muksesta ldhtien matematiikan késitteitd pohjustaen.
Perustana on usko siihen, etté lapsella on oma rajaton
valmius ja halu oppia ja téatd omaa keksimistd tuetaan.

Montessori korostaa varsinkin alussa yksittaista, hil-
jaista tyoskentelyd. Tehtavid tehddén myds usein pa-
reittain tai pienissad ryhmissé, tai lapset vain seuraavat
pidemmaille ehtineen lapsen tyoskentelya. Unkarilaises-
sa tyylissd korostetaan asiasta puhumista, opettajan
johdattelemaa keskustelua ja usein jokaisella lapsella
on kiytossddn samanlaiset vilineet yhté aikaa ja koko
luokka on mukana samassa toiminnassa. Montessori ei
kéyta kotitehtévid, unkarilaiset kiyttavéat.

Aina, kun mahdollista, harjoitellaan Varga-Neményi -
menetelméassd kumpaankin suuntaan menemélla; esi-
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merkiksi kerro kuvasta, tee laskutehtéva — kdantden,
lahtemaélla laskutehtdvistd oppilas tekee siithen sopi-
van kuvan tai asetelman. Apuvélineiden kiytto paatyy
asian esittdmiseen "matematiikan kielella”.

Maria Montessorin esittdmé késitys oppimisesta ja ha-
nen pedagogiansa opetustyyli olivat jo vuosisadan alus-
sa samankaltaiset kuin parikymmenta vuotta myShem-
min aloittaneen Vygotskin. Unkarilainen opetustyyli
sai vaikutteita Vygotskiltd — kuten ldhteminen lapsen
lahiympéristosta ja tédstd laajentaen.

Vilineiden suunnitelmallisen kiyton avulla lapsi etenee
matematiikan oppimisessa kuin valmista polkua kul-
kien. Han voi my6s palata aikaisempiin vélineisiin, jos
lisdharjoittelua tarvitaan.

Seuraavassa on Solmuun keréttyjd tiedostoja Maria
Montessorin opetustyylisté:

Numerossa 1,/2008 ilmestynyt kirjoitus Maria Montes-
sorista:

http://solmu.math.helsinki.fi/2008/1/
montessori.pdf

Yleisesitys Montessori-opetustyylista:
http://solmu.math.helsinki.fi/2008/montessori/
montessorikasvatuksen_olemuksesta.pdf

Geometrian peruskisitteiden opettamiseen keskittyva
esitys Montessori-opetustyylisté:
http://solmu.math.helsinki.fi/2008/montessori/
montessorikasvatuksen_olemuksesta_geometria.pdf
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Onko v/—1 olemassa”

Keskipituinen kertomus lukujen olemuksesta, 2. osa

Antti Valmari
Ohjelmistotekniikan laitos
Tampereen teknillinen yliopisto

Tiivistelma

Tamén kirjoituksen tavoitteena on kertoa lukujen olemuksesta ja matemaattisen maéérittelemisen luon-
teesta tavallista helppotajuisemmin. Kirjoituksessa pohditaan muun muassa, miksi 1 ei ole luku, mutta /—1
on. My0s selvidé, miksi uusien lukujen keksiminen on loppunut kompleksilukuihin.

Nollan kianteisarvo

Nyt kun vdhennyslasku on mééritelty siten, ettd jo-
kainen vihennyslasku on laskettavissa, on luonnollista
yrittdd tehdd sama jakolaskulle. Tunnetusti ykkonen
on kertolaskun suhteen samankaltaisessa roolissa kuin
nolla yhteenlaskun. Olemme jo muotoilleet tdmén laki-
na (8): "On olemassa luku 1 siten, ettd jokaisella luvul-
la a pétee a -1 = a”. Lakia tdytyy kuitenkin tdydentds
ehkd yllattavalla vaatimuksella:

(11) 140

Tamé on todellakin tarpeen vaatia! Nimittdin jarjes-
telmé, jossa on vain yksi olento 0 toteuttaa kaikki lait
(1), ..., (10) ja jatkossa annettavat lait (12), ..., (17).
Siin& kaikki laskutoimitukset tuottavat saman tuloksen
0.

Seuraava yhteenlaskua matkiva askel olisi julistaa, etté
jokaista lukua a kohti on olemassa luku % siten, etta

0

a -1 = 1. Kuten hyvin tiedetiisin, matemaatikot ovat

kuitenkin rajanneet nollan pois tasta sdannosta:

Jos a # 0, niin on olemassa luku % siten, etta
1
= =1.

a

(12)

Miksi ¢ eli nollan kiifinteisarvo on jitetty pois? Olem-
me oppineet, ettd matemaatikko saa maéaritelld uusia
olentoja ihan niinkuin haluaa, eiké ole tarpeen miettia,
ovatko ne "oikeasti” olemassa. Eiko nollan ki#dnteisarvo
voitaisi ottaa mukaan ihan vain julistamalla, etta se-
kin on olemassa? P&éstéisiin eroon siitéd riesasta, etté
nollalla ei saa jakaa!

Nollan ké#dnteisarvo voidaan ottaa kayttéon, jos ha-
lutaan. Valitettavasti seuraukset ovat ikédvid. Nollan
Kiiéinteisarvo on olento § siten, ettd 0- & = 1. Kéyt-
tamalla tata lakia, kertolaskun liitdnnéisyytta seké ko-
konaislukujen ominaisuuksia 2-0 =0 ja 2-1 = 2 saa-
daan1=0-5=(2-0)-5 =2-(0-3) =2-1=2. Titéd e

voida hyvéaksyd, koska se muuttaisi tavallisten lukujen
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ominaisuuksia. Kakkonen ei ole ykkonen! Koska taval-
listen lukujen lakeja ei saa muuttaa, niin ei ole muuta
keinoa saada O - % = 1 voimaan kuin luopua kertolas-
kun liitdnnaisyydesta silloin, kun laskussa on mukana

%. Téssé tapauksessa siis (2-0) - § #2- (0 5).

Téama harmillinen tulos voidaan esittda myos jakolas-
kun lakien rikkoutumisena % #*2. %. Saannosta "nol-
lalla ei saa jakaa” padstiin eroon, mutta nollalla jakami-
seen pitad soveltaa eri lakeja kuin muihin jakolaskuihin.
Siis nollalla jako pitdé silti késitelld erikoistapauksena.
Tavoiteltu hy6ty jai saamatta.

Eivitka ongelmat lopu tdhén. Olkoon x mikd tahan-
sa luku. Lakien (9), (2) ja (7) nojalla saadaan z - 1 =
z-(140)=2-(0+1) =2 -0+ - 1. Lisaamalld mo-
lemmille puolille —(z - 1) ja soveltamalla lakeja (10),
(3), (10), (9) ja (5) saadaan 0 = z -1+ (—(z-1)) =
(z-0+z-D)+(—(z-1)=2-0+(z-1+(—(z-1))) =
z-0+0=2-0=0-2 Siis 0-2z = 0. Tamakin on
ristiriidassa tavoitteen O - % = 1 kanssa. Téassé laskus-
sa ei kiytetty kertolaskun liitdnnaisyytta, joten jokin
toinenkin laki on uhrattava, jotta O - % = 1 saadaan

voimaan.

Nollan ka&dnteisarvo % ei siis ole samanlainen hyodyl-
linen kiltti apulainen kuin negatiiviset luvut, vaan pa-
hantapainen olento, joka rikkoo ainakin kahta rationaa-
lilukujen noudattamaa lakia eikd tuo sitd hyotya, jota
varten se kutsuttiin mukaan. On parempi potkaista se
ulos. Niin matemaatikot ovat tehneet. Jos jossakin on
sovelluksia, joissa nollan kd&nteisarvon ominaisuudet
ovat enemmén hyddyksi kuin haitaksi, niin sielld sen
voi ja kannattaa ottaa kiyttoon. Se kiyttaytyy kuiten-
kin niin eri tavalla kuin tavalliset luvut, etté silloinkin
on parempi olla kutsumatta sitd luvuksi.

Esimerkiksi raja-arvojen yhteydessa kaytetdan usein
olentoja co ja —oo, jotka voitaisiin ajatella nollan kian-
teisarvoksi ja sen vastaluvuksi. Jos niille méaritellaan
yhteenlasku, niin se tehd&dn yleensé niin, etté jos a on
reaaliluku, niin a + 00 = c0o +a = 00 ja a + (—o0) =
(—0) + a = —oo. Mutta tallsin (1 + o0) + (—o0) =
00+ (—o0) =0jal+ (co+(—0)) =14+0=1, joten
liitAnnaisyyslaki ei pade. Liitannéaisyyslaki on niin tar-
ked laki, ettd matemaatikot luopuvat mieluummin lais-
ta (1) kuin siita. Ei siis yleensd mééritelld, ettd —oo on
oo:mn vastaluku, vaan ettid co + (—o0) el ole méadritelty.

Edelld on puhuttu nollan kddnteisarvosta ikddnkuin se
olisi yksikésitteinen, ennalta méaréatty olento. Sen tark-
ka luonne méaaraytyy kuitenkin vasta sitten, kun on an-
nettu niin paljon sdantdjé, etta sen kayttaytyminen kai-
kissa tilanteissa on madrdytynyt. fskeisessd esimerkissé
0o+1 = oo, mutta jossain toisessa sovelluksessa voi olla
parempi valita % +1# %. Nollalla voi siis olla erilai-
sia kdénteisarvoja eri tarkoituksia varten. Niille kaikille
on kuitenkin yhteisté, ettd ne rikkovat kertolaskun lii-

tanndisyytta ja ainakin yhtd muuta rationaalilukujen

lakia. Ta&maé johtuu siité, ettd ainoa edelld olevissa las-
kelmissa kéytetty nollan kid&nteisarvon ominaisuus on,
ettd 0- 5 =1.

Milla oikeudella sitten vaadittiin, ettd nollan ki&ntei-
sarvon on noudatettava lakia 0 - § = 1? Eiko sen tilal-
le voi valita jonkin muun lain? Kylla voi, mutta niin
maéariteltyd olentoa ei ole mitédn jarked kutsua "nollan
kadnteisarvoksi”. Matematiikassa ”a:n kddnteisarvolla”
on johdonmukaisesti tarkoitettu sellaista olentoa %, et-
ta a - % = 1. (Tapana on myds vaatia é -a = 1, mutta
sité el tarvitse sanoa erikseen silloin, kun kertolasku on
vaihdannainen.) Mééritelld saa mitéd tahansa. Méaaritel-
lyn olennon nimi pitdd kuitenkin valita siten, ettd se ei
ole ristiriidassa aikaisempien nimivalintojen kanssa.

Mita luvut ovat?

Totesimme, ettd nollan kid&nteisarvon voi maéritelld
monellakin tavalla, mutta se kiyttaytyy joka tapauk-
sessa niin eri tavalla kuin oikeat luvut, etta sité ei pida
kutsua luvuksi. Miké sitten kelpaa luvuksi?

Matematiikassa on tarkasti méaaritelty merkitys késit-
teille "luonnollinen luku”, “kokonaisluku”, “rationaalilu-
ku”, "reaaliluku” ja niin edelleen, mutta ei késitteel-
le "luku”. Téastd seuraa, ettd matemaatikko voi ottaa
kéyttoon uudenlaisia olentoja ja alkaa kutsua niitéd lu-
vuiksi. Tésté ei kuitenkaan seuraa, ettd mité tahansa
kutsutaan luvuiksi. Uusien olentojen pitdd muistuttaa
tuttuja lukuja tarpeeksi paljon ja olla niihin tarpeek-
si ldheisessa suhteessa, jotta matemaatikot kelpuutta-
vat ne luvuiksi. Vaikka ei ole méiritelty, miten paljon
on tarpeeksi paljon, matemaatikot ovat tdhén asti aina
pédsseet asiasta yhteisymmaérrykseen.

Lukua ei tee luvuksi sen "omat” ominaisuudet, vaan
jisenyys jarjestelméssé, jonka kaikki olennot yhdessa
noudattavat jotakin kokoelmaa lakeja. Luvun —2 omi-
naisuus 2+ (—2) = 0 puhuu paitsi —2:sta, myos luvuis-
ta 2 ja 0 sekd yhteenlaskusta. Laki "on olemassa —a”
tarkoittaa itse asiassa, ettd "—a” on mukana puheena
olevassa jarjestelméssé. Peruskysymys ei siis ole, onko
jokin olento luku, vaan onko jokin olentojen jirjestel-
mé, lukujoukko. (Tapana on sanoa “lukujoukko”, vaik-
ka "lukujérjestelma” olisi parempi sana, silld mukaan
kuuluvat lukujen lisdksi ainakin yhteenlasku ja kerto-
lasku.) Esimerkiksi ilmauksilla “luonnolliset luvut” ja
“rationaaliluvut” viitataan téllaisiin jarjestelmiin. Lu-
vuilla taytyy voida laskea, tai muuten niité ei sanota
luvuiksil

Kaikki tutut lukujarjestelmit noudattavat ainakin la-
keja (1), ..., (8). Niita lakeja kiytetddin laskuissa niin
rutiininomaisesti, etté jos yksikin niistd menetettaisiin,
laskemisen luonne muuttuisi ihan toisenlaiseksi. Esi-
merkiksi vektoreilla ja matriiseilla on osittain toiset
lait. Valilla on hankala muistaa, miten niilla saa ja ei
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saa laskea. Mutta niitdpa ei kutsutakaan luvuiksi. Ku-
ten edelld n&htiin, nollan kid#inteisarvoa ei voida ottaa
kiyttoon menettdméttd ainakin kahta laeista (1), ...,

(8).

Edelld totesimme, ettd lait (1), ..., (8) riittdvat maa-
raamadn, ettd luvut 1, 2, 3, ... kdyttaytyvét yhteen- ja
kertolaskuissa kuten luonnolliset luvut, jos kaikki nama
luvut ovat erisuuria. Vaikka lakien (8) ja (1) ansiosta
luvut 1, 141, (1+1)+1, ... ovat kaikki varmasti ole-
massa, tdhénastiset lait eivit riitd takaamaan, ettd ne
ovat erisuuria. Laskemalla muuten normaalisti, mutta
asettamalla 5 = 0 (mistd seuraa 6 = 1, 7 = 2 ja niin
edelleen) saadaan jarjestelmi, jossa on viisi olentoa, joi-
den laskutoimitukset kiyttiytyvit seuraavasti (olemme
panneet olentojen péélle pienen viivan muistutukseksi,
ettd ne eivit ole tuttuja lukuja):

+[0 1 2 3 4
010 1 2 3 4
111 2 3 4 0
212 3 4 0 1
313 4 0 1 2
414 0 1 2 3

0 1 2 3 4
0|0 0 0 0 O
110 1 2 3 4
2|10 2 4 1 3
310 3 1 4 2
410 4 3 2 1

T&mé jarjestelmé noudattaa kaikkia lakeja (1), ...,
(12). Lakien (1), (2), (4), (5), (8), (9), (10) ja (12) voi-
massaolo on hyvin helppo tarkastaa néistd taulukois-
ta. Koska jarjestelmén olennot ovat erit, on laki (11)
voimassa. Lakien (3), (6) ja (7) tarkastaminen vaatii
enemman tyotd, mutta kylld nekin patevat.

Téamaén viisialkioisen ja muiden samantapaisten jarjes-
telmien alkioita ei ole tapana kutsua luvuiksi. Mate-
maatikon sana mille tahansa jarjestelméille, joka nou-
dattaa lakeja (1), ..., (12) on kunta. Rationaalilukujen
jarjestelma, reaalilukujen jarjestelmé ja tdmé viisial-
kioinen jérjestelmé ovat kuntia. Kokonaislukujen jar-
jestelmé ei ole kunta, koska laki (12) ei pdde, eli kaikil-
la nollasta poikkeavilla alkioilla ei ole kidanteisalkioita.

Jos jokin lukujen jarjestelmé halutaan méaritelld yk-
sikésitteisesti, niin tarvitaan lisda lakeja, joilla sulje-
taan vaarat kunnat pois. Reaalilukujen tapauksessa té-
maé tehdddn kahdessa vaiheessa. Ensin vaaditaan, et-
ta reaaliluvut voidaan asettaa suuruusjarjestykseen, jo-
ka kayttaytyy laskutoimitusten suhteen tutulla tavalla.
Jokaiselle reaaliluvulle a, b ja ¢ pétee:

(13) Tasan yksi seuraavista pitee: a < b, a = b tai
b<a.

(14) Josa<bjab<e nina< e
(15) Josa < b, niina+c¢<b+c.
(16) Jos0 < aja0 < b, niin 0 < ab.

Talla vaatimuksella saadaan aikaan, ettd 1, 1 + 1,
(I+1)+1, ... todellakin ovat kaikki eri lukuja. Nimit-
téin, lakien (9) ja (8) ansiosta 0 ja 1 ovat olemassa, ja
laki (11) sanoo, etté 1 # 0. Lain (13) nojalla joko 0 < 1
tai 1 < 0. Jos 0 < 1, niin lakien (10), (2) ja (15) nojalla
1=14+0=0+1<1+1elil<1+1.Lisddmalla yk-
konen kummallekin puolelle ja soveltamalla lakia (15)
uudelleen saadaan 1+1 < (1+1)+ 1. Taté toistamalla
saadaan 1 < 14+1 < (1+1)+1 < (I+D)+D)+1 < ...
Jos olisikin 1 < 0, niin samanlaisella paattelylla saatai-
siin...<(1+1)+1)+1<(1+1)+1<1+1<1L

Nyt tarvitsee viela osoittaa, ettd jos a1 < as < as < ...
tal ... < ag < ag < aq, niin luvut a; ovat kaikki kes-
kenadn erisuuria. Ensimmaisessa tapauksessa sovelta-
malla lakia (14) toistuvasti saadaan a1 < as, a; < aq4
ja niin edelleen. Vanhastaan tiedettiin, ettd a; < as.
Lain (13) nojalla ndistd seuraa, ettd a; # aq, a1 # as,
a1 # a4 ja niin edelleen. Samalla tavalla voidaan osoit-
taa, ettd ag # as, ag # a4, as # as ja niin edelleen, ja
yleensd, ettd a; # a; kun ¢ < j. Samanlainen pééttely
toimii myd6s jalkimmaéisessa tapauksessa.

Téamién tuloksen ansiosta lakeja (1), ..., (9), (11), (13),
(14) ja (15) noudattava jirjestelma sisaltda vadjadamait-
ta luonnollisten lukujen kanssa samalla tavalla kéyttay-
tyvan osajirjestelméan. Jalleen kerran noudatamme si-
td periaatetta, ettd koska kyseistd osajérjestelméa ei
mitenkdédn voi erottaa luonnollisista luvuista, sanom-
me, ettd se on luonnolliset luvut. Lakien (10) ja (12)
ansiosta mukana ovat muutkin rationaaliluvut, myos
negatiiviset, ja niiden yhteen-, vihennys-, kerto- ja ja-
kolaskuista tulevat ne tulokset, jotka koulussa opittiin.
Toisaalta rationaaliluvut toteuttavat lait (1), ..., (16),
joten rationaalilukujen jirjestelmé on pienin ndma lait
toteuttava jarjestelma.

Edella otettiin huomioon mahdollisuus, ettd 1 < 0. II-
man lakia (16) tamé olisi todellakin mahdollista! Sen
huomaa siité, ettd jos ”<” kii&dnnetddn toisinpain muo-
toon ”>”, niin lait (13), ..., (15) ovat yh& voimassa,
mutta (16) rikkoutuu. Siis vasta laki (16) on se, joka
kertoo, kumminpéin luvut on asetettu suuruusjirjes-
tykseen.

Mahdollisuus 1 < 0 voidaan sulkea pois seuraavasti.
Edelld osoitettiin, ettd x - 0 = 0. Siitd seuraa, etté
0=20=2(01+(-1)) =z 14z (-1) = xz+z-(—1). Siis
2 - (—1) on z:n vastaluku eli —x. Niinpé (—1) - (—1) =
—(=1) = 1. Jos 1 < 0, niin lisdamé&lld kummallekin
puolelle —1 saadaan 0 < —1. Niinpé laki (16) vaatii,
ettd 0 < (—1) - (—1) = 1. Siis samanaikaisesti 1 < 0 ja
0 < 1. Se rikkoo lakia (13). Vaihtoehto 1 < 0 on siis
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mahdoton, joten ainoa jaljelle jadva vaihtoehto 0 < 1
on oikea.

Reaalilukujen jarjestelmé tulee tdysin méaritellyksi,
kun lisdtddn vield yksi laki, niin sanottu tdydellisyy-
saksiooma. Se on nykyaikainen muotoilu asiasta, jon-
ka nimi on Dedekindin leikkaus, ja jonka keksi Richard
Dedekind 1800-luvun jéalkipuoliskolla [1, s. 788—789]. Se
on monimutkainen ilmaista tasméllisesti, mutta sen pe-
rusajatus on seuraava. Ajatellaan, ettd kaikki reaalilu-
vut jaetaan milld tahansa periaatteella kahteen epatyh-
jadn osaan, "pienet luvut” ja "suuret luvut”, siten, etta
jokainen pieni luku on pienempi kuin jokainen suuri lu-
ku. Taydellisyysaksiooma sanoo, ettd joko pienten lu-
kujen joukossa on suurin tai suurten lukujen joukossa
on pienin.

Taméan ymmartdmiseksi tarkastelkaamme jakoa, jossa
"pienet luvut” sisaltéavat kaikki negatiiviset luvut, nol-
lan, seké ne positiiviset luvut, joiden nelié on enintédén
2. "Suuret luvut” ovat tietysti loput positiiviset luvut.

Jos rationaaliluvuille tehdisn téllainen jako, niin /2
ei ole kummassakaan osassa, koska se ei ole rationaali-
luku. Pienten lukujen osa siséltda loputtomiin sen toi-
nen toistaan tarkempia alalikiarvoja, kuten 1, 1,4, 1,41
ja 1,4142135. (Jokainen néistd on rationaaliluku. Esi-
merkiksi 1,4142 = 1342 ) Otetaan miké tahansa pieni
luku, niin sitd suurempi pieni luku 16ydetédédn valitse-
malla v/2:n alalikiarvo, jossa on tarpeeksi monta desi-
maalia. Mikdan pienistd luvuista ei siis ole suurin pieni
luku. Vastaavasti suurten lukujen osa sisdltda loput-
tomiin tarkkenevia ylilikiarvoja, kuten 2, 1,5, 1,42 ja
1,4142136. Otetaan miké tahansa suuri luku, niin tar-
peeksi monidesimaalinen /2:n ylilikiarvo on sité pie-
nempi. Siis mikédn suurista luvuista ei ole pienin suu-
ri luku. Huomaamme, etté rationaalilukujen joukko ei
noudata taydellisyysaksioomaa.

Reaalilukujen tapauksessa téaydellisyysaksiooma pakot-
taa ainakin yhden luvun olemassaolon, joka on joko
suurin pienisté tai pienin suurista. Tamaé luku ei ole mi-
kddn edelld luetelluista rationaalisista likiarvoista. La-
kien (13), ..., (16) vuoksi tdmén luvun nelién on pak-
ko olla enintdén yhtdsuuri kuin minka tahansa suuren
luvun nelién ja ainakin yhtésuuri kuin minka tahansa
positiivisen pienen luvun nelion. Nelio ei siis voi olla
muuta kuin 2, joten timén luvun on oltava v/2.

Samalla kun tdydellisyysaksiooma pakottaa mukaan
kaikki luvut, jotka sijaitsevat rationaalilukujen véleis-
sd, se varmistaa, ettd mukaan ei tule olentoja, jotka oli-
sivat suurempia kuin kaikki rationaaliluvut. Nimitté&in,
jos téllainen olento olisi mukana, reaaliluvut voitaisiin
jakaa ”pieniin” ja ”suuriin” siten, ettd pienié ovat kaikki
rationaaliluvut ja niitd pienemmat luvut. Mikdan ratio-
naaliluku ¢ ei ole pienistad luvuista suurin, koska myos
q + 1 on rationaaliluku ja ¢ + 1 > ¢. Mikd&n muu pie-
ni luku ei voi olla suurin pieni luku, koska se on jotain

rationaalilukua pienempi. Siis pienten lukujen joukos-
sa ei ole suurinta. Niinpé taydellisyysaksiooman vuoksi
suurten lukujen joukossa on oltava pienin luku. Olkoon
sen nimi w. Lain (15) nojalla w — 1 < w. Koska w on
pienin suuri luku, on w — 1 pieni luku, eli on olemassa
rationaaliluku ¢ siten, ettd w — 1 < ¢q. Mutta silloinhan
w < g+1, miké on ristiriidassa sen kanssa, ettd suurena
lukuna w ei ole rationaaliluku eikd mitéé&n rationaalilu-
kua pienempi. Siis suurten lukujen osan on pakko olla
tyhja, eli ei ole olemassa reaalilukua, joka on suurempi
kuin kaikki rationaaliluvut.

Vastaavalla tavalla ndhdéén, ettd ei ole olemassa reaa-
lilukua, joka on pienempi kuin kaikki rationaaliluvut.

Reaalilukujen joukko noudattaa taydellisyysaksioomaa
siitd yksinkertaisesta syysté, etté tdydellisyysaksiooma
on otettu mukaan reaalilukujen joukon méaritelmasn.
T&ta ei voitu tehdd noin vain, vaan ensin piti var-
mistua, ettd se sopii yhteen reaalilukujen muiden la-
kien kanssa. Eihdn nollan kdanteisarvoakaan voitu ot-
taa mukaan, koska se ei sopinut yhteen tédrkeiden la-
kien kanssa. Tdma tarkastus on valitettavasti lilan mo-
nimutkainen asia téssé késiteltdvaksi.

(17) Taydellisyysaksiooma

Reaaliluvut voidaan asettaa molempiin suuntiin péaat-
tyméattémaélle suoralle. Se tunnetaan nimelld Iukusuo-
ra.

|
w
|
[\
I
—_
o -4
—_—t
[\
o -4

Kompleksiluvut

Nyt voimme vihdoin ja viimein keskittys olennon /—1
ongelmaan. Aluksi toteamme, ettéd ainakaan reaaliluku
se ei ole. Nimittdin, nolla se ei tietenkédén ole, koska
0-0=0# —1. Laki (16) takaa, etti se ei ole mikdin
positiivinen reaaliluku. Negatiiviset vaihtoehdot saa-
daan suljettua pois osoittamalla, ettd kahden negatii-
visen luvun tulo on positiivinen. Olkoot a < 0 ja b < 0.
Lisadmaélla molempiin vastaluvut molemmille puolille
saadaan 0 < —a ja 0 < —b. Lain (16) mukaan siis 0
< (—a)(-Db). Toisaalta (—a)(—b) = (a(—1))(b(—1)) =
—o.=(ab)((—=1)(—1)) = (ab)1 = ab. Siis 0 < ab.

Kuitenkin yhtéloiden ratkaisemisesta saadut kokemuk-
set houkuttelevat laskemaan olennolla /=1 ja muilla
negatiivisten lukujen neliéjuurilla ikdankuin ne olisivat
lukuja. Esimerkiksi Geronimo Cardano ratkaisi vuoden
1545 kirjassaan kolmannen asteen yht#lsité 23 = pr+q
tavalla, joka vastaa kaavaa x = A+ B + VA — B,
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missi A =4 ja B= /% — L [1, 5. 399-405]. (Carda-
no myonsi kirjassaan, ettd han ei ollut tuloksen keksi-
ji.) Yht#lon o3 = 32 + 2 tapauksessa timi johtaa ni-
tisti vilivaiheiden A = 1 ja B = 0 kautta oikeaan rat-
kaisuun = = 2. Mutta tapauksessa 2 = 15z + 4 tdmi
tuottaa tulokseksi x = \3/2 + /=121 + €/2 —v/—121.
Cardano ei tdstd selvinnyt, vaikka hén tiesi, ettd x = 4
on yhtalon ratkaisu.

Rafael Bombelli hyviksyi tuloksen +2++/—121 +
V2 —+/—121 = 4 piteviiksi [1, s. 408]. Hén arvasi
rohkeasti, ettd /2 ++/—121 ovat muotoa a £ by/—1.
Koska niiden summa on 4, on a = 2. Laskemalla
(2 £ by/—1)3 = 8 £12by/—1 — 62 Fb2/~1 = (8 —
6b2) £ (12b—b%)/—1 havaitaan, etti kaikki tismi, jos
8 —6b% = 2 ja (120 — b%)y/—1 = 11/—1 = \/—121. Té-
hién pisstidn sijoittamalla b = 1. Siis /2 4+ v/—121 =
2 + /—1. Tami ei auttanut yhtilon x> = px + ¢ rat-
kaisemisessa silloin, kun % — ’2’—?7’ < 0, mutta oli askel
kompleksilukujen ominaisuuksien ymmartadmisen suun-
taan.

Bombelli siis laski olennolla v/—1 iké#nkuin se olisi lu-
ku, joka noudattaa samoja sddntdja kuin muutkin lu-
vut. Olennosta % saamiemme kokemusten vuoksi tie-
damme, ettd sellainen ei valttdméattad ole turvallista.
Meilld on kuitenkin yksi etu, jota Bombellilla ei ollut:
tieddmme, ettd olennainen kysymys on, missd maérin

lait (1), ..., (17) siilyviit.

Niimme, ettd jokaisen lakeja (13), ..., (16) noudatta-
van luvun nelié on 0 tai positiivinen. Nyt nimenomaan
haluamme luvun, jonka nelié on negatiivinen. Néin ol-
len, vaikka kaikki tétéa ennen kayttoonotetut luvut nou-
dattavat lakeja (13), ..., (16), nyt niistd on pakko luo-
pua ainakin osittain. Koska niiden tehtévd on asettaa
luvut suuruusjérjestykseen, on yksinkertaisinta todeta,
ettd +/—1 on reaalilukujen suuruusjirjestyksen — siis
lukusuoran — ulkopuolella, ja sitten unohtaa ne kaikki.

Lain (17) tehtévéd on varmistaa, ettd kaikki reaaliluvut
ovat mukana reaalilukujen jérjestelmésséd. Sitéd ei voi
sellaisenaan soveltaa uusille luvuille, koska se kiyttaa
hyvékseen lukujen suuruusjarjestysté, jonka juuri me-
netimme. Toisaalta, jos vaadimme, ettd uusi jarjestel-
mé on reaalilukujen laajennos, niin kaikki reaaliluvut
ovat mukana ja lain (17) tehtdvi on suoritettu.

Tutkikaamme siis, mitd seuraa, jos oletetaan reaalilu-
kujen lisiiksi sellaisen luvun i olemassaolo, ettd i2 =
—1, ja pidetddn samanaikaisesti kiinni laeista (1), ...,
(12). Syntyyko ristiriita, vai saadaanko aikaan toimiva
lukujérjestelméd? Tai ehkd syntyy monta erilaista toi-

mivaa lukujirjestelmas?

Lain (4) vuoksi uutta lukua i tdytyy voida kertoa
reaaliluvuilla. Siis bi on olemassa, kun b on reaali-
luku. Uusia lukuja téytyy voida myoOs laskea yhteen

reaalilukujen kanssa. T&lla tavalla saadaan lausekkei-
ta muotoa a + bi. Voidaan osoittaa, ettd ne kaikki vas-
taavat eri lukuja. Nimittéin, jos a; + b1t = ag + bai,
niin (by — b2)i = ag —ay. Jos by — by # 0, tésté saadaan
edelleen i = ‘;i:g;, joka on reaaliluku. Mutta 7 ei ole
reaaliluku, joten by — by = 0 eli by = by. Siitd seuraa
a2 — a1 = (bl — bQ)Z =0:=0. Niinpéi ap = ag.

Siis kun b # 0, niin jokainen olento muotoa a + bi
on uusi luku, joka pitdéd ottaa mukaan jirjestelmaan.
(a + 07 on tietenkin vanha tuttu reaaliluku a.) Niin-
pa niillakin on voitava laskea yhteen- ja kertolaskuja.
Tuleeko niistd tulokseksi lisdad uusia lukuja, jotka on
pakko ottaa mukaan, ja niin edelleen loputtomiin?

Yhteenlaskun vaihdannaisuus- ja liitdnnaisyyslain seké
osittelulain ansiosta kahden téllaisen olennon summa
paljastuu samanlaiseksi olennoksi: (a; + b1i) + (as +
boi) = a1 + b1i + ag + bai = a1 + az + byt + bai =
(a1 + a2) + (b1 + b2)i. Yhteenlasku ei siis tuota endd
lisdé uusia olentoja. Myoskdan kertolasku ei tuota li-
séd uusia olentoja, koska (a1 + b1i)(az + bai) = a1as +
a1bot + bragi + blbgiz = (alag — blbg) + (albg —+ blag)i.

Uusilla olennoilla pitda olla vasta- ja kianteisluvut. On-

neksi on helppo huomata, ettd —a — bt on olennon a+ bi

vastaluku. Kéanteisluvuksi kelpaa az;ibz — a2—-b+b2i’ mika

voidaan tarkastaa laskulla (a + bi)( 295 —
2 2 . 2,2

(aﬁ%b2 + aniH)2 ) + (_ a2ufb2 + a2bjrlb2 )Z = ZQIII;Q = 1. Seon

olemassa, kun a # 0 tai b # 0, koska silloin a? 4+ b2 > 0.

i) =

Fi siis ole enéd tarvetta ottaa mukaan lisdé olentoja.

Olemme osoittaneet, ettd jos reaalilukujen joukko ha-
lutaan laajentaa kunnaksi, jossa on luku ¢ siten, ettd
i2 = —1, niin on vain yksi tapa edetd. Mukana ovat
kaikki parit muotoa a + bi, missé a ja b ovat reaalilu-

kuja, ja yhteen- ja kertolaskut lasketaan néin:

(a1 + blz) + (ag + bQZ)
(a1 + az) + (b1 + b2)i

(a1 + bli)(ag + bgl)
(arag — b1ba) + (a1bs + bras)i

Vield on tarpeen tarkastaa, ettd néin syntyva jar-
jestelmé todella on kunta, ja ettd emme vahingossa
muuttaneet reaalilukujen kiyttdytymista. Jos sijoite-
taan vasta- ja kdénteisluvun kaavoihin b = 0, saadaan
—a—0i=—aja %5 — (12—2021' = %, kuten pitadkin.
Jos sijoitetaan summan ja tulon kaavoihin b; = by = 0,
huomataan, etté tulokseksi saadaan tutut reaalilukujen
summa ja tulo. Lait (1), (4), (10) ja (12) tuli jo tarkas-
tettua, ja loppujen tarkastaminen on rutiinityota.

Lukujen a + bi jérjestelmé on siis reaaliluvut sisalté-
va kunta. Se tunnetaan nimelld kompleksiluvut. Luvut
muotoa bi, missd b # 0, ovat imaginaariluvut. Pa&t-
telystdmme seuraa, ettd kompleksiluvuille ei ole vaih-
toehtoa. Jos reaaliluvut laajennetaan kunnaksi, jossa
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on alkio, jonka nelié on —1, niin silloin kaikki komplek-
siluvut tulevat vadjaaméattd mukaan.

Sveitsildinen Leonhard Euler (1707-1783) ymmérsi
kompleksiluvut hyvin. Haneltd on perdisin luvun /=1
merkki i sekd, himméstyttivi tulos e™ = —1, joka liit-
téda toisiinsa luonnollisen logaritmijérjestelmén kanta-
luvun e, ympyrén kehén ja halkaisijan suhteen 7 ja ima-
ginaariyksikon ¢ [1, s. 622]. Mutta kompleksiluvut hy-
vaksyttiin yleisesti vasta kun Carl Friedrich Gauss, joka
on erds historian suurimmista matemaatikoista, néyt-
ti vuonna 1832, ettd ne vastaavat tason pisteita [1, s.
710]. Caspar Wessel oli tosin keksinyt saman jo vuonna
1797, mutta hénen tuloksensa ei saanut ansaitsemaan-
sa huomiota, kenties siksi, ettd han ei julkaissut sita
kansainvélisessa tiedelehdessd vaan Tanskan akatemian
sarjassa. Lukua a + bi vastaa x-y-koordinaatiston piste
(a, b). Esimerkiksi kuvan piste vastaa lukua 3 + 2.

3-ulotteisia lukuja?

Niimme, ettd reaaliluvut vastaavat (luku)suoran pis-
teitd ja kompleksiluvut vastaavat tason pisteitd. Suora
on yksi- ja taso on kaksiulotteinen olento, joten reaa-
liluvut ovat yksi- ja kompleksiluvut ovat kaksiulottei-
sia lukuja. Maailma, jossa eldmme, on kolmiulotteinen.
Niinpé seuraava luonnollinen askel olisi kehitt&a kolmi-
ulotteisia lukuja. Téassa luvussa huomaamme kuitenkin,
ettd sellaisia ei voi olla olemassa. Siihen padstdksemme
meidan on ensin tutkittava hieman polynomeja ja nii-
den nollakohtia.

Lauseketta apz™ +ap_12" 1+ - -+ a1+ ag, missi a;:t
ovat lukuja, kutsutaan polynomiksi. Jos a, # 0, se on
n:nnen asteen polynomi. Esimerkiksi 2® — 222 + 16 on
kolmannen asteen polynomi. Polynomin nollakohta on
sellainen luku z, ettd a,x™ +- - -+ag = 0. Luvut a; ovat
polynomin kertoimet. Polynomin z® — 222 + 16 kertoi-
met ovat 1, —2, 0 ja 16. Silld on kolme nollakohtaa: —2,
2+ 2¢ja2—2i.

Edelld mainittu Gauss todisti vuonna 1799 julkaistussa
véitoskirjassaan hienon tuloksen: jokaisella polynomil-
la, jonka kertoimet ovat kompleksilukuja ja jonka as-
te on ainakin yksi, on ainakin yksi nollakohta, joka on

kompleksiluku [1, s. 698-699]. Tamé tulos on niin tér-
ked, ettd sitd kutsutaan algebran peruslauseeksi. Vali-
tettavasti todistus on liian monimutkainen téssé esitet-
tavaksi.

Olkoon z; polynomin a,x™ + --- + ag nollakohta. Jos
luvut b,_1, ..., bg on valittu siten, ettd b,_1 = an,
ja muutoin b;_; = x1b; + a;, niin pienelld kerto-
laskulla voidaan tarkastaa, ettd a,x™ + --- + a9 =
(x—xl)(bn_la:”_l -+ +b0) Myo6s bn_ll’n_l + -4 by
on polynomi. Jos sen aste on vihintdan yksi, niin silla-
kin on nollakohta xs ja se voidaan jakaa muotoon (x —
22)(Cr_ox™ 2 4+ cp). Tilld tavalla jatkamalla nih-
daan, ettd jokainen polynomi voidaan kirjoittaa muo-
dossa apz™ +---+ag = (x—x1)(x —2x2) - (T — Tp)an,
missd x1, To, ..., Ty ovat polynomin nollakohtia. Po-
lynomilla ei voi olla néiden lisdksi muita nollakohtia,
koska muilla z:n arvoilla oikea puoli on nollasta poik-
keavien lukujen & — x1, * — x2 ja niin edelleen seki a,,
tulo, ja siksi nollasta poikkeava.

Kompleksilukujen laskusddnnéistd on helppo tarkas-
taa, ettd jos kompleksilukujen yhteen- tai kertolaskus-
sa vaihdetaan kaikkien imaginaariosien etumerkit, niin
tulos sdilyy muuten ennallaan, paitsi ettd tuloksenkin
imaginaariosan etumerkki vaihtuu. Toisin sanoen, jos
(a1+b17)+(az2+bai) = a+bi, niin (a1 —b19)+(az—bai) =
a — bi, ja jos (a1 + b1i)(az + bei) = a + bi, niin
(a1 — b1i)(ag — bai) = a — bi. Téstéd seuraa, ettid jos
polynomin kertoimet ag, ..., a, ovat reaalilukuja ja
polynomin arvo x:n arvolla a + bi on ¢ + di, niin poly-
nomin arvo z:n arvolla a — bi on ¢ — di.

Erityisesti, jos a + bi on reaalikertoimisen polynomin
nollakohta, niin ¢ + di = 0, joten ¢ = d = 0 ja
c—di = 0, joten my6s a — br on kyseessa olevan po-
lynomin nollakohta. Nollakohtia a + bt ja a — bi vas-
taavien tekijoiden = — (a + bi) ja © — (a — bi) tulo on
2% — 2ax + a® + b%. Se on toisen asteen polynomi, jon-
ka kertoimet ovat reaalilukuja. Tésté seuraa, ettéd jo-
kainen reaalikertoiminen véhintdan astetta yksi oleva
polynomi voidaan esittdd ensimmadista ja toista astet-
ta olevien reaalikertoimisten polynomien tulona. Esi-
merkkipolynomillemme z3 — 222 + 16 timi tulo on
(x +2)(z? — 42 + 8).

Tamén padttelyn lopputulos koskee pelkéstddan reaali-
lukuja eiké lainkaan imaginaarilukuja, joten se olisi ol-
lut kiinnostava niidenkin menneen ajan matemaatikoi-
den mielesté, jotka eivit hyviksyneet imaginaariluku-
ja. He eivat olisi kuitenkaan uskaltaneet ottaa tulosta
kayttoon ilman todistusta, jossa ei kiytetd imaginaari-
lukuja. Sellaista ei ole helppo 16ytda. Téssé on jélleen
esimerkki siitd, ettd imaginaarilukuja tarvitaan vélivai-
heena matkalla tulokseen, joka ei kisittele imaginaari-
lukuja.

Nyt voidaan tutkia, mitd tapahtuu, jos reaalilukujen
laajentamisen ldhtokohtana ei olisikaan 4, joka on po-
lynomin z2 + 1 nollakohta, vaan jonkin muun reaali-
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kertoimisen polynomin nollakohta. Polynomina voi ol-
la z* + 1 tai miké tahansa muu reaalikertoiminen po-
lynomi, jolla ei ole nollakohtaa reaalilukujen joukossa.
Merkitsemme sen hypoteettista nollakohtaa symbolilla
i.

Kuten edelld ndhtiin, kyseessé oleva polynomi voidaan
jakaa reaalikertoimisiin ensimmaéisen ja toisen asteen
voi olla ensimméisen asteen tekijin x — x; nollakoh-
ta, koska silloin se olisi reaaliluku ;. Se on siis jon-
kin toisen asteen tekijin x2 + px + ¢ nollakohta, eli
i? + pi + ¢ = 0. Toisen asteen yht#lén ratkaisukaa-
vasta tiedimme, ettd p? — 4¢ < 0 eli 4¢ — p> > 0,
koska muutoin polynomin z? + px + ¢ nollakohdat
olisivat reaalilukuja, eikd uudelle luvulle i olisi tilaa.
Nyt voimme laskea (p + 2i)? = p? + 4pi + 4i? =
4(i% 4 pi+q) —4q+p? =4-0—4q+p? = —(4q —p?).

. 2 2
e +2 _ —(g—p°) _
Niinpa ( \/1’4(1_;2) — 4q‘1_ pg = —1.

Siis mukaan tunkeutui vékisin luku, jonka nelié on —1!
Edelld ndimme, ettéd téllaisen luvun olemassaolo méa-
rad kompleksiluvut yksikésitteisesti. Huomaamme, et-
td nollakohdan olettaminen mille tahansa reaalikertoi-
miselle polynomille, jolla ei sellaista ole reaalilukujen
joukossa, johtaa aina samaan kompleksilukujen jérjes-
telmaan.

Nyt on helppo osoittaa, ettd kolmiulotteisia lukuja
ei ole olemassa — eikd neli-, viisi-, kuusi- tai mui-
takaan, missé ulottuvuuksien méard on darellinen ja
vahintdédn kolme. Padstdksemme reaaliluvuista eteen-
péin tarvitsemme ainakin yhden uuden luvun #. Se
ei saa olla minkdan reaalikertoimisen polynomin nolla-
kohta, koska muuten tulokseksi tulee kompleksiluvut,
kuten #sken niimme. Niinollen esimerkiksi i ei ole
mikdan niistd luvuista, jotka voidaan esittdd muodos-
sa a + bi + ci? + di3, koska muutoin se olisi polyno-
min z* — dz3 — cz? — bx — a nollakohta. Samasta syysté
a1 +bii+c1i%+d1i® # ag+bai +c2i? +dai® paitsi kun
a1 = ag, by = ba, ¢1 = ¢2 ja di = dy. Jokainen luvuista
i, 42,13, ... tarvitsee siis kilytt66nsi oman uuden ulot-
tuvuuden, eikd mikédn darellinen ulottuvuuksien méa-
ra riité.

Jos laajentaminen aloitetaan kompleksiluvuista, niin
silloinkaan i ei voi olla minkd&n kompleksikertoimi-
sen polynomin nollakohta, koska sen kaikki nollakoh-
dat 16ytyvit kompleksilukujen joukosta, kuten Gauss
todisti. Samalla lailla kuin &sken nytkin saadaan tu-

lokseksi, ettd jokainen luvuista i, i2, i3, ... luo oman
ulottuvuuden.
Jos ulottuvuuksia sallitaan rajaton méérd, niin

kompleksiluvuille 16ytyy laajennos, joka on kunta. Ni-
mittdin lausekkeet muotoa polynomi jaettuna polyno-
milla, jossa kertoimet ovat kompleksilukuja ja jakaja
on jokin muu polynomi kuin 0, ovat nekin olentoja,

joita voi laskea yhteen ja kertoa keskendén. Kuinka ol-
lakaan, niidenkin muodostama jarjestelmi on kunta.
Polynomien osaméérat ovat késitteend kuitenkin niin
kaukana tutuista luvuista, ettd niita ei kutsuta luvuiksi.
(Jos tdmé& temppu tehddén rationaalikertoimisille po-
lynomeille, saadaan rationaalilukujen laajennos, jossa
on alkio, joka on suurempi kuin kaikki kokonaisluvut.
Tama osoittaa, ettd tdydellisyysaksiooma on todella-
kin tarpeen todistettaessa, ettd mikddn reaaliluku ei
ole kaikkia rationaalilukuja suurempi.)

Kompleksiluvuille ei siis ole vaihtoehtoja. Ne on otet-
tava joko sellaisenaan, tai on tyydyttdva reaalilukui-
hin tai johonkin reaalilukujen osajoukkoon, tai sitten
on pakko siirtyd samantien rajatonulotteisiin olentoi-
hin. Fi ole olemassa hieman kompleksilukujen kaltaista
mutta kuitenkin erilaista jarjestelméé. Ei ole olemas-
sa kolmiulotteisia kompleksilukuja. Kompleksi- ja ima-
ginaariluvut ovat omituisen joustamattomia ollakseen
vain imaginaarisia — eli kuvitteellisia.

Lopuksi

Matemaatikot méédrittelevat késitteitd rakentamalla
niitd aikaisemmista késitteistd. Téssd kertomuksessa
rakensimme negatiiviset rationaaliluvut positiivisista.
Matemaatikko voi méaéritelld késitteen myos luette-
lemalla siltd vaadittavat ominaisuudet. Reaalilukujen
maéarittelemiseksi riittaéd luetella téssé tekstissa esite-
tyt 17 lakia.

Kun kisite méaéritellddn luettelemalla lakeja, on vaara-
na, ettd lait ovat keskenéén ristiriidassa. Néin kiy esi-
merkiksi, jos asetetaan laeiksi (1), ..., (11) sekd (12) si-
ten muutettuna, ettd myos % on olemassa. Jos lait ovat
ristiriidassa, kéasitteelle voidaan todistaa kaksi ominai-
suutta, jotka eivit mitenkddn voi olla yhtdaikaa voi-
massa — esimerkiksi 1 = 0 ja 1 # 0. Késite on silloin

mahdoton. Sitd ei ole olemassa.

Tamé periaate toimii myds toisinpéin. Lakikokoelma
on varmasti ristiriidaton, jos voidaan antaa esimerkki
kiisitteestd, joka toteuttaa sen. Lait (1), ..., (12) ovat
varmasti ristiriidattomat, koska kohdassa "Mita luvut
ovat?” esitettiin viisialkioinen jérjestelmé, joka toteut-
taa ne. Toinen, tutumpi esimerkki ne toteuttavasta ka-
sitteestd on rationaaliluvut. Viisialkioisessa jérjestel-
méssé on se etu, ettd koska alkioita on vain viisi, jo-
kainen laki voidaan tarkastaa erikseen jokaisella alkiol-
la, alkioiden parilla tai alkioiden kolmikolla. (Liitdn-
naisyyslait ja osittelulaki puhuvat kolmesta alkiosta
yhtiaikaa.) Lukija voi halutessaan tehdi tarkastuksen
viimeistd yksityiskohtaa myo6ten. Rationaalilukuja on
adrettomasti, joten tarkastusta ei voi tehdd jokaiselle
rationaalilukukolmikolle erikseen, vaan on kiytettdva
epasuoria keinoja.
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Esimerkin antaminen on siis hyvd keino osoittaa, etta
lakikokoelma ei ole ristiriitainen.

Lakikokoelmilla mé&é&ritteleminen on usein késitteen
kiyton kannalta kitevampi lahtokohta kuin rakenta-
malla méaéritteleminen. Liséksi usein on olemassa mon-
ta kasitettd, jotka toteuttavat saman lakikokoelman —
ndimme, ettd on olemassa paljon erilaisia kuntia. Jos
tallaisten késitteiden ominaisuuksia tutkitaan lakiko-
koelmasta aloittaen, selville saadut asiat koskevat kaik-
kia lakikokoelman mukaisia késitteitd — siis esimerkik-
si kaikkia kuntia. Saadaan enemmén tuloksia samalla
vaivalla. Lakikokoelmista aloittaminen auttaa yleensé
myo6s paremmin ymmartamasn asioiden vilisid yhteyk-
sia.

Sitépaitsi kisitteiden rakentamiseen aikaisemmista ki-
sitteista liittyy se ongelma, etta niin ei voi tehdé, ennen
kuin on mééaritelty ensimméainen kisite, jolla padstdan
alkuun. Ta&ma& ensimméinen kisite voi olla esimerkiksi
joukot tai luonnolliset luvut. Se tdytyy méaritella laki-
kokoelman avulla.

Joukkoja ja luonnollisia lukuja on rajattomasti, joten
niiden lakeja ei voi tarkastaa jokainen tapaus erikseen,
niinkuin teimme viisialkioiselle esimerkkikunnalle. Us-
ko joukkojen tai luonnollisten lukujen lakien ristiriidat-
tomuuteen perustuu toisaalta siihen, ettd ne ovat hy-
vin yksinkertaisia ja uskottavan tuntuisia (ainakin ma-
temaatikoiden mielesté!), ja toisaalta siihen, ettd nii-
den varaan on voitu rakentaa valtava méird matema-
tiikkaa ilman, ettd tuhoisia ristiriitoja on pulpahtanut
esiin. Ristiriitaisuuksia on valilld ilmennyt, mutta ai-
na ne on kyetty ratkaisemaan. Matematiikan ristirii-
dattomuuden puolesta puhuu myos se, ettd kdnnykét,
avaruusraketit ja ydinvoimalaitokset toimivat (ainakin
suurimman osan aikaa), vaikka ne on suunniteltu ma-
tematiikan avulla.

Molemmat tavat maaritella kisitteitd ovat siis tarpeen,
ja ne ovat matematiikan tutkimuksessa vuorovaikutuk-
sessa keskendén.

Matemaatikko saa siis méaritelld késitteitd aivan kuten
haluaa, kunhan varoo ristiriitoja. Eiko téstéd seuraa, et-
td matematiikka on yhtd mielivaltaista kuin shakkipe-
lin s&4nnot?

Téama kirjoitus on toivottavasti vakuuttanut lukijan sii-
ta, ettd ei seuraa. Vaikka méaritelmia voi yrittéda aset-

taa mielivaltaisesti, syntyvien késitteiden ominaisuuk-
sia ei voi sdddella mielivaltaisesti. Kuntaan ei pysty li-
sdaméan nollan kiddnteisarvoa, vaikka kuinka maanitte-
lisi. Kolmiulotteisia lukuja ei saa aikaan, vaikka kuinka
yrittéisi. Jos niitd yrittaa vikisin, saa aikaan ristiriito-
ja. Jos tekee madritelmadn pienen muutoksen huolel-
lisesti ristiriitoja valttden, niin helposti kdy niin, et-
td saakin tulokseksi alkuperédisen késitteen vain hie-
man naamioituna, kuten kévi yrityksessimme méari-
tella toisenlaisia kompleksilukuja olettamalla nollakoh-
ta polynomille 4+ 1. Jos tekee médritelmaan niin suu-
ren ristiriidattoman muutoksen, ettd mééritelty késite
muuttuu, niin muutosta ei pysty hienosdétaméin ha-
lutuksi, vaan késite loksahtaa johonkin toiseen niistéd
kasitteista, jotka ovat mahdollisia.

Matemaattiset kisitteet ovat siis huomattavasti vahem-
mén vapaasti valittavissa kuin méaritelmét. Ne ikdéan-
kuin eldavat omaa eldméédnsd méadritelmista piittaamat-
ta.
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Suomen matematiikan pioneereja

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Olli Lehto: Tieteen aatelia. Lorenz Lindel6f ja
Ernst Lindel6f. Otava 2008. 398 sivua. 44,30 e.

Hiljattain katselin television tietokilpailuohjelmaa, jos-
sa vastaajien on arvioitava, tietdviatko suomalaiset laa-
jemmin oikeita vastauksia esitettyihin kysymyksiin.
Sain tietéd, ettd enemmistd suomalaisista ei enéé tied4,
kuka on kehittdnyt pesépallon. (Oikea vastaus on Lau-
ri eli Tahko Pihkala). Kuinka moni matematiikan alal-
la Suomessa nykyaédn endsd muistaa, ettd matematiikan
tieteend ja tutkimuksena saattoivat Suomessa alkuun
isé ja poika Lindel6f. Olli Lehdon uusi kirja palauttaa
tdméan tosiasian mieleen.

Suomen matematiikan isdné voi monesta syysta pitda
Ernst Lindel6fid: hén toi Suomeen funktioteorian ja
kasvatti tutkijat, jotka hénen ohellaan nostivat Suo-
men maailmankérkeen télla matematiikan osa-alueella,
ja Lindelofin opetustoiminta, ennen muuta hinen mai-
niot oppikirjansa, vaikuttivat laajasti maamme mate-
maattisen tiedon tason kohoamiseen. Ja Lorenz Linde-
16f puolestaan ei ole vain Ernst Lindel6fin isé, vaan laa-
jasti matematiikan ulkopuolellakin toiminut ja monin
tavoin maamme historiaan vaikuttanut henkilo.

Aika kuluu ja sukupolvet vaihtuvat. Kun tdmén kirjoit-
taja 1960-luvulla aloitteli opintojaan, Ernst Lindel6fin
oppikirjoja sai viela kirjakaupoista ja hdnen oppilait-
tensa oppilaat opettivat Helsingin yliopistossa. Néaihin
kuuluu akateemikko OIlli Lehto, joka on jilleen teh-
nyt merkittdvan kulttuuriteon pelastamalla Lindelo-

fien, isdn ja pojan, elaméntyon kansien viliin. Aikai-
semminhan olemme jo saaneet nauttia hénen tallen-
taminaan Rolf Nevanlinnan ja Vaisdlan kolmen tiede-
miesveljeksen, Vilhon, Yrjon ja Kallen eliméikerroista.

Ernst Lindel6fin matemaatikkomaineen tunteva luki-
ja saattaa hdmmaéstyé kirjan materiaalijakaumaa. Var-
sinaisesta tekstiosuudesta noin 220 sivua késittelee
Lorenz Lindel6fid ja vain 130 Ernst Lindel6fid. Seli-
tys on osin kohteiden toimintakentissd. Lorenz Lin-
delof (1827-1908) eli huomattavan monipuolisen elé-
mén. Han syntyi kdyhéassd Karvian pappilassa, opiskeli
Helsingin yliopistossa tahtitieteilijaksi ja aloitti uraan-
sa Pulkovan observatoriossa Pietarissa, patevoityi pi-
kavauhtia matematiikan professoriksi, loi kiytdnnosséa
ensimmaéisend suomalaisena kansainvélisid matemaatti-
sia suhteita, kohosi yliopiston rehtoriksi, osallistui mer-
kittdvana vaikuttajana sdatyvaltiopdiviin kolmessa eri
saadyssd, aateloitiin ja nousi aatelissdddyn johtoon,
maamarsalkaksi, oli Helsingin kaupunginvaltuuston pu-
heenjohtajanakin, toimi vuosikymmenid Kouluylihalli-
tuksen johtajana, sekd Suomen Tiedeseuran sihteerind
eli kiytadnnossa tuolloin Suomen ainoan yleistieteellisen
yhteisén johdossa. Kouluhallituksen ja sen seuraajan
opetushallituksen seinien sisélla eivit sittemmin ole-
kaan vaikuttaneet matemaattisesti huippupétevét joh-
tajat.

Ernst Lindelofin (1870-1946) ura ei ollut yhtd mo-
nipolvinen. Héankin tuli nuorena matematiikan pro-
fessoriksi, teki neljinnesvuosisadan ajan matemaattis-
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ta tutkimustyotéd, joka on jattdnyt enemmén jalkid
matematiikan kansainvéliseen sanastoon kuin kenen-
kiéin muun suomalaisen (Lindel6fin peitelause, Lindelo-
fin avaruus, Lindel6fin hypoteesi, Phragmén-Lindel6fin
lause, Picard-Lindel6fin approksimaatio, Lindel6fin pe-
riaate), koulutti Suomeen joukon ensi luokan matemaa-
tikkoja (mm. Rolf ja Frithiof Nevanlinna, P. J. Myr-
berg ja Kalle Viisila) ja kirjoitti hienon oppikirjasar-
jan (Johdatus korkeampaan analyysiin, Differentiali- ja
integralilasku ja sen sovellukset I-IV, Johdatus funk-
tioteoriaan). My6s Ernst Lindeldf oli vuosikymmenet
Suomen Tiedeseuran sihteerina.

Lehto kertoo Lindel6feistd tuttuun asiallisen mukaan-
satempaavaan tapaansa, hyvin jasennellysti, kritiikkiéa
ja huumoriakaan unohtamatta. Varsinkin Lorenz Lin-
delofid késittelevd osuus on samalla Suomen autono-
mian ajan valtiollisen ja kulttuurihistorian hieno lapi-
leikkaus. Kuinka moni on tiennyt, ettd Lorenz Linde-
16fin variaatiolaskentaa késitelleen Pariisissa julkaistun
ranskankielisen monografian esitteli vuoden 1861 Lit-
teraturbladetissa itse J. V. Snellman? Humanismi ja
matematiikka eivit ilmeisesti tuolloin olleet viela niin
toisistaan etddntyneitd kuin nyt — ainakin laajan ma-
temaattisesti lahes lukutaidottoman kansan- ja sivisty-
neisténosan mielestéd. Kuvaus Lindel6fin monipuolises-

ta vaikuttamisesta koulumaailmassa ja -hallinnossa on
hyva muistutus itse kullekin opetuksen parissa tyosken-
televille siitd, mink&laiset tiet ovat johtaneet nykyiseen
tieto- ja koulutusyhteiskuntaan. Myo6s ihmisinad Linde-
16fit tulevat Lehdon kirjassa kauniisti esiin.

Vaikka Lehdon kirjaan liittyy kattava ja kunnioitet-
tavan laaja ldhdeluettelo, lukijaa ei rasiteta nooteil-
la. Paikoin tatéd hiukan harmitteleekin: Lindel6fien toi-
mintaa luonnehditaan useasti aikalaiskirjoittajilta lai-
natuin katkelmin, joiden kirjoittajat eivit aina tule lu-
kijan tietoon. — Yhden asiavirheen poikkeuksellisen hy-
vin painovirheidenkin suhteen huolitellusta teoksesta
huomasin: Vaikka Suomen matemaattinen yhdistys yha
jakaa vuosittaisen Ernst Lindel6f -palkinnon parhaasta
edellisen vuoden aikana kirjoitetusta matematiikan pro
gradu -tyosté, ei palkintoon en&d liity Lehdon mainit-
semalla tavalla Ernst Lindel6fin 80-vuotispéivin muis-
toksi lyotyé mitalia: mitalit loppuivat jo muutama vuo-
si sitten.

Suomen Tiedeseura kunnioittaa Olli Lehdon teoksen
kautta kahta merkittdvaa vaikuttajaansa: Tieteen aa-
telia on seuran jo vuodesta 1858 ilmestyneen sarjan Bi-
drag till kinnedom av Finlands natur och folk numero
175.
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Tilastotieteilija tarvitsee matematiikkaa — enta

matemaatikko tilastotiedetta?

Seppo Laaksonen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Palasin yliopistomaailmaan vuonna 2002 pidemmén
poissaolon jilkeen. Opetuskokemusta on nyt kertynyt
sekd yleisilté ettd erityisilta kursseilta sekd ohjauksesta.
Yllattavaa on ollut huomata, ettei tilastotieteen asema
ole kohentunut yliopistossa vaikka tyoeldmaéssa jatku-
vasti olen havainnut alan osaajien puutteen. Myos olen
hdmmastellyt sitd, ettd perusylioppilas tietdd tilasto-
tieteestd edelleen vihan ja monet paddaineopiskelijatkin
ovat tulleet alalle sattumalta, ilman intohimoa. Vaistéa-
matta tdméan taytyy johtua kouluopetuksen luonteesta.

PISA-tulosten mukaan Suomen yldasteikiiset koululai-
set parjadvat yhd mainiosti matemaattis-tilastollisessa
lukutaidossa, mité nimed taidan tosin ainoana kiytt&a.
Monet PISA-tehtdvithén ovat tilastollisia, jopa hieman
todennakoisyyksiinkin viittaavia eli ei sitd matematiik-
kaa mitd kunnon matemaatikot rakastavat.

Oltakoonpa terminologiasta mitd mieltd tahansa, niin
olen huolestunut ylioppilassukupolvien matemaattises-
ta osaamisesta. Minulle kerrotun mukaan yksi kolman-
nes ylioppilaskokelaista ei osallistu minkdanlaiseen ma-
temaattiseen tenttiin ja suorittajista osa ei kuulemma
kiytdnnossd osaa juuri mitddn. Tamé nakyy yliopis-
tojen ja varmaan myos ammattikorkeakoulujen kurs-
seilla, joissa muun muassa tilastotieteen perusopinnot
ovat pakollisia monille. Jopa peruslaskutoimitusten ja
suuruussuhteiden ymmaéartamisessd on suuria vaikeuk-

sia, saati sitten ettd vaikkapa integrointi ja derivointi

onnistuisivat.

Jotain siis olisi syytd tehdd. Yksi perusvaatimukse-
ni olisi asettaa ainakin jokin matemaattis-tilastollinen
alue pakolliseksi ylioppilaille. Huolella toki pitéisi miet-
tid mika tai mitké olisivat sopivia alueita. Toinen ehdo-
tukseni on opetuksen motivoinnin parantaminen siten,
ettd matematiikan sovellus ja siis hyoty tulisivat entis-
td paremmin esille. Témaéan kirjoituksen jatkossa esitdn
muutamia ajatuksia ja myos konkreettisia esimerkkeja
taltd ndkokulmalta.

Esitelkada matematiikan kasittei-
den yhteyksia kaytantoon

En tunne tarkasti lukion matematiikan oppisiséltoja.
Tilastotieteellisté otetta sielld on joka tapauksessa lii-
an vahan. Mutta kaikille matematiikan oppiaineksille
on helppo 16ytda kiytdnnon kytkentoja. Opettajille tu-
tuimpia lienevat fysiikan tai kemian kytkennét. Toivot-
tavasti niitd tuodaan esille.

Tilastollisia kytkent6jd on varmasti myos kaikkialla.
Esimerkiksi integrointi johtaa empiirisen aineiston pii-
rissé summaamiseen, jossa yhteydessd kiytetdédn sum-
mamerkkid. Tama ndyttaa olevan ylioppilaille kumma-
jainen. Logaritmia ei endé nykysukupolvi hahmota suh-
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teellisen mittaamisen upeana vélineené. Itsehdn tdméan
opin laskutikun kautta. Tasta syysté tilastollisessa gra-
filkassa esiintyy jatkuvasti huonoja asteikkoja, siis ab-
soluuttisia suhteellisten sijasta. Vastaavasti harhaudu-
taan eksponentin ymmartamattomyyden takia toiseen
suuntaan. Polynomit ovat my6s paljon kiytettyja, osin
logaritmien ja eksponenttien rinnalla. Tamén artikke-
lin loppuosa keskittyy polynomeihin pyrkien havainnol-
listamaan naiden hyotykayttoa.

Polynomit, niiden derivointi ja aa-
riarvot

Polynomit ovat kivoja funktioita. Yksinkertaisin vaih-
toehto on puhdas vaakasuora mité jossain yksinkertai-
sessa tilanteessa kiytetdan tilastotieteessa, jolloin se
merkitsee esimerkiksi keskiarvoa tai mediaania. Vield
yleisempi polynomi on suora, josta tilastotieteessa kéy-
tetddn nimitysta lineaarinen. Jos se derivoidaan, saa-
daan vakio eli suoran kulmakerroin. Useamman astei-
sille polynomeille ei tilastotieteessa tietddkseni ole eri-
tyisid nimid. Seuraavaksi esitdn kolme esimerkkii, jois-
sa viahintadédn esiintyy toisen ja kolmannen asteen poly-
nomeja. Namé ovat aika yleisid tilastotieteessé ja sen
sovellustieteissd kuten talous- ja sosiaalitieteissa.

Esimerkki 1: Ikaonnellisuus

Onnellisuuden tutkimus on yleistynyt erityisesti psyko-
logiassa ja taloustieteissd. Kun aihetta tutkitaan empii-
risesti, tarvitaan tilastollinen aineisto. Tavallisesti ai-
neisto koostuu ihmisille esitetyistd kysymyksisté. Tés-
sé esitettéava tulos perustuu Euroopan yhteiskuntatut-
kimuksen (Europeansocialsurvey.com) 15 vuotta tayt-
taneistd suomalaisista kerdttyyn haastatteluaineistoon
vuosilta 2002-2007.

Onnellisuuden taustatekijoistd suuri kiinnostus on koh-
distunut ikddn. Taloustieteilijdt ovat havainneet, etta
monesti ikdonnellisuus noudattaa ns. U-kiyréa eli on-
nellisuus on nuorena korkea, laskee sitten keski-ikdan
mennessé jolloin alkaa taas nousta. Yksiloaineistosta
tutkittuna tdméa kayra tarkoittaa paraabelia. Tilasto-
tieteilijd tutkii asiaa asettamalla malliin kaksi selitté-
jad, idn ja sen nelion. Témén jalkeen hén estimoi sen
ja katsoo tuloksista, onko véitteelld peraa.

Selitin ihmisen kokemaa onnellisuutta (asteikko 0-10)
tilastollisella mallilla iké ja sen nelio selittdjina, kum-
mallekin sukupuolelle erikseen. Estimointitulokset ovat
seuraavassa:

onnellisuus(naiset)
= 0,000006476 ikd® — 0,0045424 iki + 8,3775

onnellisuus(miehet)

= 0,000336286 iki? — 0,037554 ikéi + 8,7772

Kuvio 1 havainnollistaa tilannetta graafisesti. Tésta
nidemme ettd naisten ja miesten onnellisuus on melko
sama nuorena ja vanhana mutta miesten onnellisuus
laskee selvésti nuoruuden jilkeen. Lukion matematii-
kan opeilla on helppo laskea minimi-iét, ensin derivoi-
malla ja sitten ratkaisemalla nollakohdat; tee se. Tulos
miehille on 55,8 vuotta ja naisille 350 vuotta
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Kuvio 1. Onnellisuus paraabelilla estimoituna naisille
(ylempi kdyrd) ja miehille (alempi).

Kuviosta ja minimistd on helppo ndhdé, ettd miesten
kiyrd on jossain méadrin U:n muotoinen mutta naisten
ei, vaikka siis estimointi antaa ylospéin aukeavan pa-
raabelin. Ei ole kuitenkaan jirkeé ajatella naisten kay-
ran olevan U-mainen. Miksi? K&yréd on mieluumminkin
ladhes lineaarinen.

Téasséd esimerkissé esitin vain matemaattisen nékdisen
puolen, samoin tapahtuu esimerkissé 2. En siis keskus-
tele paraabeliin liittyvaa epavarmuutta mité siihen tie-
tystikin liittyy. Kayralld on siis tosiasiassa tietty luot-
tamusvali, samoin kuin minimiarvoissa.

Esimerkki 2: Iki ja palkka

Toinen esimerkki on erdénlainen laajennus edelliselle.
Nyt kiiytossd on kolme selittdjas, iké, sen neli ja sen
kuutio. Siten muodostuva funktio on kolmatta astetta.
Selitettdvana on palkansaajan kuukausipalkka erdfssia
aineistossa.

Than samalla periaatteella kuin esimerkisséd 1 estimoin
yhtalon:

palkka = 0,0225 iki® — 3,292 iki? + 148,6

Vastaavasti tein Kuvion 2. Kaikki kolme muuttujaa
ovat merkitsevid, mikd antaa edellytyksen uskoa etté
palkkakiyréssd on sekd minimi ettd maksimi. Nama
voidaan ratkaista derivoimalla ja sitten ratkaisemalla
nollakohdat. Huippukohta saavutetaan talla aineistol-
la varsin nuorena eli 35,4 vuoden idssa. Taman jalkeen
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palkka laskee mutta alkaa nousta juuri ennen tavallis-
ta eldkeikid eli 62,3 -vuotiaana (selitykseni on se, et-
téa korkeapalkkaiset jatkavat tyoeldméssd pidempédén).
Tarkista tulosten oikeellisuus.
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Kuwio 2. Palkka kolmannen asteen kayrdn funktiolla es-
timoituna.

Matalimmillaan palkka on toki ty6elaméan siirrytties-
sd, mikd on téssd asetettu 15 vuoden kohdalle misté
saakka havaintoja oli aineistossa, joskin véhdn. Van-
himmat palkansaajat tédssd ovat 64-vuotiaita. Mate-
maattisesti kiyra voidaan piirtda naiden ikien ulkopuo-
lelle, mutta tilastollisesti ei ole niin syytd tehdd. On-
nellisuuskuviossa asetin kiyrén vélille 15-85 -vuotiaat,
vaikka vanhimmat vastaajat olivat 99-vuotiaita. Jos ha-
luat, jatka kdyrdaa tédnne asti.

Esimerkki 3: Aikasarja

Tama esimerkki ei ole todellinen mutta tdhtad havain-
nollistamaan todellisuutta. Muodostin 25 havaintoyk-
sikkoa, jotka merkitty ajankohtina t. Toiseksi tein tek-
nisen muuttujan x joka saa arvoja 15:sta 39:een yhden
yksikon vilein. Téssé on siis yksinkertainen aritmeetti-
nen sarja.

Varsinaisen aikasarjamuuttujan muodostin toisen as-
teen polynomilla 322 + 8z +10. Huomaa etts timin en-
simmaéinen derivaatta = 6x+8 ja toinen = 6. Taulukos-
sa 1 tatd aikasarjaa merkitsen symbolilla y. Se on siis
funktiomuotoinen ja ajattelen sen téssé olevan suurin
piirtein estimoitu oikeista havaintoarvoista yr. Oikeat
havaintoarvot eivit koskaan noudata mitdén funktio-
muotoa mutta voivat olla lahell4 sellaista. Tutkijan jat-
koty6 on helppoa, jos 16ytéaé aineistossa funktiomaisen
yhteyden. Téssé esimerkissa tilanne on hoidettu niin,
ettd yhteys on varsin hyvé. Katso itse tatd Kuviosta 3.

Havaitsemme kuviosta ehké selkeimmin kuin taulukos-
ta, ettd aikasarja kasvaa kiithtyvésti. Kuvio muistuttaa
eksponentiaalista kasvua, sillé paraabelilla on sopivilla
parametriarvoilla samanlaisia ominaisuuksia. Voit itse
tehdd oman kokeesi eksponenttifunktiomuotoa kiytté-
malla.
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Kuwvio 3. Todellinen aikasarja ja sen funktiomuoto.

Aikasarjaa voi tutkia monin tavoin. Téssd tutkitaan
muutosta miké esimerkissé tarkoittaa kasvua. Analogi-
nen mutta painvastainen tilanne koskee vihenemista.

Laskin kummallekin aikasarjalle aritmeettiset muutok-
set eli differenssit (asiaa voisi tutkia myos suhteellises-
ti):

diffly = y:n arvon muutos

ajankohdasta ¢ ajankohtaan ¢ + 1

difflyr = yr:n arvon muutos

ajankohdasta ¢ ajankohtaan ¢ + 1

Taulukosta ndemme, ettd y:n differenssisarja on nyt
aritmeettinen, arvot kasvavat edellisesta aina 6:1la, mi-
k& on ensimmaéisen derivaattafunktion kulmakerroin ja
toisen derivaattafunktion vakiotermi. Todellinen aika-
sarjani ei ole néin kaunis, vaan vaihtelut ovat suureh-
koja, keskiarvokin jaa noin 5:een. Teoria ei siis téysin
istu todellisuuteen mikd on ymmaéarrettdvad. Kuvio 4
havainnollistaa téta eroa.
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Kuvio 4. Ensimmdiset differenssit todelliselle ja teo-
reettiselle sarjalle.

Teoreettinen sarja on lineaarinen ja sen kulmakerroin
on siis 6. Tamé& viiva asettuu kuitenkin hyvin todel-
listen havaintoarvojen keskelle. Todellisista estimoitu
kulmakerroin on 6,1 eli 1dhelld teoreettista todellisuut-
ta.
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Aikasarja-analyysissd on tapana ottaa toiset differens-
sit eli ensimmaéisten differenssien differenssit. Taulukos-
sa ndma on merkitty seuraavasti:

diff2y = diffly:n arvon muutos
ajankohdasta ¢t ajankohtaan ¢ + 1

diff2yr = difflyr:n arvon muutos
ajankohdasta t ajankohtaan ¢ + 1

Havaitsemme etté teoreettisen sarjan arvot ovat vakioi-
ta eli siis toisen derivaatan arvoja. Tamé osoittaa et-
téd aikasarjan y kasvu ei ole kiihtyvéd vaan on aivan
tasainen. Todellisessa sarjassa ei nytkddn havaita yhta
kaunista asetelmaa. Muutosten muutokset vaihtelevat
huomattavasti mutta mitdén selvia trendia niista ei ha-
vaita. Tama siis my6s osoittaa ettei kasvu ole kiihtyvaa.
Jos haluat, voit piirtdé tésta osasta vastaavan kuvion
kuin edellé.

Tassé esimerkissdni kiytin funktiomaista aikasarjaa
jotta derivoinnin ja differenssioinnin yhteys niakyy hy-
vin. Kokeile muilla funktiomuodoilla vastaavaa myos.
Kaytannossa ei siis 16ydy hyvia funktiomuotoa milla ti-
lanteen nékisi yksinkertaisesti. Differenssioinnin sen si-
jaan voi aina tehd&. Jos toisen differenssin arvoissa ha-
vaitset ylospain menevid trendid, kasvu on kiihtyvaa;
jos se nayttiisi menevan alaspiin, kasvu on hidastu-
vaa (kuten taloustieteilijit dskettédin uskoivat Suomes-
sa tapahtuvan). Vihenemisen puolella voidaan kiyttaa

vastaavia termeja. Esimerkiksi hidastuva viheneminen
tai alaspadinmeno jossakin asiassa merkitsee monelle jo
positiivista signaalia.

t X y yr |diffly |diff1yr |diff2y |diff2yr
1 15| 805| 804
2 16| 906/ 878 101 74
3 17| 1013| 1011] 107 133 6 59
4 18| 1126 1151 113 140 6 7
5 19| 1245| 1289 119 138 6 -2
6| 20| 1370| 1360 125 71 6 -67
7|  21] 1501| 1455 131 95 6 24
8| 22| 1638| 1599| 137 144 6 49
9| 23| 1781] 1742 143 143 6 -1
10| 24| 1930 1929| 149 187 6 44
11 25| 2085| 2030| 155 101 6 -86
12| 26| 2246| 2250, 161 220 6 119
13 27| 2413| 2402 167 152 6 -68
14| 28| 2586| 2466| 173 64 6 -88
15| 29| 2765| 2854| 179 388 6 324
16| 30| 2950, 2803 185 -51 6 -439
17| 31| 3141| 3221 191 418 6 469
18| 32| 3338| 3269 197 48 6 -370
19| 33| 3541| 3600/ 203 331 6 283
20| 34| 3750| 3702| 209 102 6 -229
21 35| 3965| 4005 215 303 6 201
22 36| 4186| 4193 221 188 6 -115
23| 37| 4413| 4290 227 97 6 -91
24| 38| 4646| 4702| 233 412 6 315
25| 39| 4885| 4893| 239 191 6 -221

Taulukko 1. Aikasarjani aineisto ja sen muunnokset.
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Lukuteoriaa ja salakirjoitusta, osa 2

Heikki Apiola
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Virittelyksi

Kirjoitus on jatkoa numerossa 3/2007 olleelle esiosal-
le (solmu.math.helsinki.fi/2007/3/apiola.pdf),
jossa esitellddn lukuteoreettisia perustytkaluja tdmén
varsinaisesti salakirjoitukseen pureutuvan osan 2 tar-
peisiin. Viittaan ykkososaan roomalaisella I:114.
Kéaytdn myo0s joissakin kohdissa vektori- ja matrii-
sitermeja. Vektori tarkoittaa yksinkertaisesti lukujo-
noa, lukujen jirjestettyd listaa. Matriisi on lukutau-
lukko, jossa on samanpituisia vektoreita allekkain. Voit
palauttaa vektorin aiempiin vektorimielikuviisi vaik-
kapa Solmun numerossa 1/2007 olleen kirjoituksen
(solmu.math.helsinki.fi/2007/1/apiola.pdf) al-
kua silméilemélla.

Kryptologia - salaustiede

Tiedon salaamisen/turvaamisen tarvetta on esiintynyt
ihmiskunnan historiassa vuosituhansien ajan. Vanhim-
mat 16ydokset ovat n. 4500 vuoden takaa Egyptin van-
hasta kuningaskunnasta.

Nimitykset kryptologia ja kryptografia on johdettu
kreikankielen sanasta kryptos, salattu, salainen. Kryp-
tologia nayttad vakiintuneen yleistermiksi, joka sisaltéa
osinaan kryptografian eli salaamisteknisten menetel-
mien suunnittelutieteen ja kryptoanalyysin, jonka pii-
riin kuuluvat menetelmien luotettavuuden analysoimi-

nen, heikkouksien paljastaminen, salakoodien murta-
minen jne. Niin sankarit, konnat kuin viilein objektii-
viset menetelmien tutkijat ja testaajat tyoskentelevét
kryptoanalyytikon velvoittavan nimikkeen alla.

Lé&hihistorian dramaattisimpiin tapahtumiin kuulu-
vat liittoutuneiden onnistuneet saksalaisten Enigma-
salakirjoituskoneen sanomien murtamiset (kts. [Wi-
ki]). TAmé& pohjautui puolalaisen matemaatikon Ma-~
rian Rejewskin vuonna 1932 tekemiin keksintéihin. Han
onnistui algebrallista tekniikkaa kdyttden padsemain
Enigma-salauksen jiljille. Hinen ryhménsa luovutti tu-
loksensa vuonna 1939 ranskalaisille ja englantilaisille
kryptoanalyytikoille. Brittien Saksan merivoimiin koh-
distuvaa kryptoanalyyttista toimintaa johti matemaa-
tikko ja teoreettisen tietojenkéisittelytieteen isé, Alan
Turing, jonka ryhmé onnistui joulukuussa 1940 murta-
maan saksalaisten Enigma-koodin. Joissakin l&dhteissa
esiintyy arvioita, joiden mukaan pelkistadn tdman on-
nistumisen ansiosta toinen maailmansota lyheni useilla
vuosilla.

Pieni englantilainen paikkakunta, jonne sodanaikai-
nen kryptoanalyyttinen toiminta keskittyi, on nimel-
tdan Bletchley Park. Sielld toimii nykyisin museo:
www.bletchleypark.org.uk/. Sattumoisin Turingin
elaméstd kerrotaan musiikin keinoin Ooppera Skaalan
esityksissd maaliskuusta 2008 alkaen.

Kryptologian historia tarjoaa monta muutakin janni-
tysseikkailua. Niihin liittyvid lukueldamyksid voi etsia
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ehkéi parhaiten alan klassikosta [CodeB]. Hiiren nap-
sauttamisen péadssd olevaa historiatietoa on tutussa
lahteessd [Wiki].

Toisen maailmansodan jilkeisiin aikoihin saakka sala-
kirjoitusmenetelmét perustuivat viestin kirjaimien jon-
kinlaiseen uudelleen jarjestdmiseen tai sekoittamiseen.
Tietotekniikan kehittymisen my6td mekaaniset laitteet
voitiin korvata tietokoneohjelmilla.

Alan vallankumouksellinen kdannekohta ajoittuu 1970-
luvun lopulle. Vuonna 1976 Stanfordin yliopiston tut-
kijat Withfield Diffie ja Martin Hellman esittivat jul-
kaisussaan [DH] ns. julkisen avaimen menetelmén.
Ensimmaisen konkreettisen esimerkin toimivasta julki-
sen avaimen salausjarjestelmésta esittivit MIT:n tutki-
jat R. Rivest, A. Shamir, L. Adelmann [RSA]. Heidén
sukunimiensé alkukirjainten mukaan sai nimensi RSA-
salausmenetelma.

Kannattaa myds mainita, ettd alalla on suomalaisia,
kansainvélisesti arvostettuja tutkijoita, kuten akatee-
mikko, emeritusprofessori Arto Salomaa tutkimusryh-
mineen ja professori Kaisa Nyberg, jonka kirjoitus [KN]
on kattava, monipuolinen ja ajantasainen katsaus kryp-
tologiaan. Salomaan julkaisut ja monografiat, joista
viitteend [AS], ovat runsaasti referoituja, alan kansain-
valistd huippua edustavia klassikoita.

1900-luvun puolestavélistd ldhtien salausmenetelmét
ovat alkaneet kiyttdd enenevissd madrin matematiik-
kaa, erityisesti abstraktia algebraa ja lukuteoriaa, kom-
binatoriikkaa, todennakoisyyslaskentaa ja tilastotiedet-
ta, algoritmien vaativuusanalyysié, jne.

Tietokoneiden prosessoritehon jatkuva kasvaminen an-
taa "ilmaiseksi” kryptoanalyytikoille raakaan voimaan
perustuvia tyckaluja salakoodien murtamiseen. Tama
pitdd kryptografia-joukot vireind ja pakottaa suun-
nittelemaan entistd nerokkaampia ja mielikuvituksel-
lisempia menetelmia. Kvanttitietokonelaskennan mah-
dollisuuksiin on jo alettu varautua, kts. [Wiki| ja Mik-
ko Moétténen: Kvantti-informaatio — tdmén vuosisadan
vallankumous !?, Arkhimedes 1,/2008.

Salaustieteen ja -tekniikan kiyton painopiste on siirty-
nyt puolustusvoimiin ja tiedusteluun liittyvésta kiytos-
té selkedsti jokaisen kansalaisen arkipéivaén kuuluvak-
si asiaksi. Kaikki luottamuksellisten tietojen vélittami-
nen Internetissd, sdhkoposti, siéhkodinen kaupankaynti,
pankkitoiminta, tietojérjestelmien salasanat, matkapu-
helinliikenne, séhkoéinen allekirjoitus, danestys, sirukor-
tit jne. ovat tdysin salaamistekniikasta riippuvaisia.

Kirjoitukseni tarkoituksena ei ole antaa kattavaa kat-
sausta alaan muuten kuin tarjoilemalla kiinnostuneille
lisdviitteitd eri suuntiin. Varsinainen pdamaéré on ava-
ta alkeista ldhtien yksityiskohtainen matemaattisten
paattelyiden ketju nayttadkseni, miten RSA-menetelma
toimii ja valaista sitd esimerkein. T&ta varten joudun

vield jonkinverran tdydentamé&in kirjoituksen osassa 1
kehiteltyd lukuteorian vélineistoa.

Parhaassa tapauksessa kirjoitus voisi inspiroida jota-
kuta matematiikan opettajaa kehittdméaan aineksia lu-
kion erikoiskurssille tai matematiikkakerholle (jos sel-
laisia jossain on).

Kertaustietoisku mod-laskennasta

Modulaariaritmetiikka on keskeisessé osassa, joten ker-
rataan viela:

a=b (mod n) tarkoittaa, ettd on olemassa kokonais-
luku k siten, ettd a = b+ kn. Toisin sanoen, n | (a —b)
eli @ — b on jaollinen n :114.

Kun puhutaan luvusta b (mod n), tarkoitetaan yleen-
sé pieninta ei-negatiivista muotoa b=+ k n olevaa lukua,
toisin sanoen jakojadnnostd jakolaskussa b/n. N&in
toimivat myds alla olevissa esimerkeissd kiytettavit
MATLAB- ja MAPLE-ohjelmistojen mod- funktiot: MAT-
LAB:ssa mod(b,n) ja MAPLE:ssa b mod n.

Symmetrisistd salakirjoitusmene-
telmista

Monet lukijoista lienevét joskus nuoruudessaan kokeil-
leet jotain tapaa vélittda viestid salatussa muodossa
sekoittamalla sopivasti viestin kirjaimia. Kenties yk-
sinkertaisin menetelmd on korvata sanan kukin kir-
jain aakkosissa seuraavalla kirjaimella. T&ata menetel-
maéaé kiytettiin myos kuuluisassa, vuonna 1968 valmis-
tuneessa elokuvassa 72001: A Space Odyssey” (A.C.
Clarke, S. Kubrick), jossa vallankaappausta avaruusa-
luksen miehistoltd yrittanyt tietokone oli nimeltdan
HAL 9000. Toki tdssd nimessd oli kyse vain pienestd
pikantista kuriositeetista, joka aukeni osalle katsojia.

Vakaviin sotilaallisiin tarkoituksiin menetelmaéa lienee
kdyttinyt ensimmaéisend Julius Caesar. Han on tiet-
tavisti soveltanut kolmen kirjaimen siirtoa eteenpéin
viestin salaamiseen ja vastaavasti saman ma&ran siir-
toja taaksepdin salakoodin avaamiseen. TAméan tyyp-
pisid menetelmia, jossa kirjainta siirretddn aakkosissa
méaaratty maara, kutsutaankin yleisesti Caesarin me-
netelmiksi.

Esimerkki Caesarin menetelmasta

Suoritin itse esimerkin MATLAB-ohjelmaa hyodyntéen,
mutta en paneudu ohjelman syntaksiin. Otan vain joi-
takin MATLAB-néytteitd ja sanontoja, jotka ovat itsen-
sd selittavia.



Solmu 2/2008

29

Muodostetaan merkkivektorit
>> AAKKOSET=’ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZRAQ °
>> viesti=’SAMMONRYOSTO’

Muutetaan viestin kirjaimet numeeriseksi vektorik-
si laskemalla kunkin kirjaimen sijainti AAKKOSET-
vektorissa. Siis esim. A = 0,B = 1,...,.Z = 26,...
Saadaan:

18 0 12 12 14 13 17 24 28 18 19 28

Alkuperéisessia Caesarin menetelmésséd lisiimme jokai-
seen vektorin komponenttiin luvun 3. Lienee aika sel-
vid, ettd O, jota vastaa numero 28, siirretéin syklisesti
aakkosten alkupa#hén ja siitd tulee siis B (koska va-
litsimme aakkosvektorimme viimeiseksi merkiksi véli-
lyonnin).

Téama syklinen siirto tarkoittaa, ettd redusoimme tu-
loksen modulo N = 30, koska aakkosvektorin pituus
on 30. (Voidaan ajatella aakkosvektori kierretyksi ym-
pyrdn muotoon, jonka kehélla liikutaan.) Toisin sanoen
lasku numeroilla on (28 + 3) (mod 30) = 1.

Yleisesti salausfunktiomme on siis (z + 3) (mod N),
missd x on viestin numeerisen esitysvektorin kompo-
nentti (viestin kirjainmerkkid vastaava numero), ja N
on aakkosvektorin pituus. MATLAB-istuntomme jatkui-
si néin, kun ajatellaan, ettd edelld oleva viestin numee-
rinen esitysvektori on muuttujassa nviesti.

>> nsalaviesti=mod(nviesti+3,30)
21 3 15 15 17 16 20 27 1 21 22 1
>> AAKKOSET (nsalaviesti+1)

VDPPRQUABVWB salaviesti kirjaimilla

Salaviestin avaus

Viestin vastaanottajalla on tieto menetelméstd ja
avainluvusta 3. Sehdn voisi yhtd hyvin olla jotain
muutakin. Viestin avaaminen tapahtuu salausfunktion
kdanteisfunktiolla, joka on mité ilmeisimmin
f'(y) = (y —3)mod N.

>> avattu=mod(nsalaviesti-3,N)

18 0 12 12 14 13 17 24 28 18 19 28
>> AAKKOSET (avattu+1)
SAMMONRY(STG

Salaviestin avaus tuotti alkuperiisen viestin, joten hy-
vin kavi.

Niille, joita kiinnostaa MATLAB-syntaksi mainit-
sen, ettd AAKKOSET (avattu+l)-komento tarkoittaa
AAKKOSET-merkkivektorin indeksointia numeerisella
vektorilla, jonka komponentteihin pitdéd lisatd 1, kos-
ka MATLAB:ssa vektorin indeksointi aloitetaan luvus-
ta 1, kun taas jakojaannoksilla laskenta vaatii indek-
sin alkamaan 0:sta. Sama ilmi6 on tietysti lausekkeessa
AAKKOSET (nsalaviesti+1).

Yleisesti menetelmé voitaisiin esittdéd tdhén tapaan:
Merkitédén Z, = {0,...,n — 1}. Salausfunktio

Se + Zn — Zp;Se(x) = (x + ¢e) (mod n), missd e:td
voidaan kutsua salausavaimeksi ja funktiota S, salaus-
funktioksi, joskus itse funktiota kutsutaan myos sa-
lausavaimeksi.

Salakoodi saadaan avatuksi salausfunktion S, kidénteis-
funktiolla S;1(y) = (y —e) (mod n).

Menetelmé on symmetrinen siind mielessd, ettd kun
salaus(avain)funktio tunnetaan, niin salakoodin avaa-
misen suorittava kidnteisfunktio voidaan vélittoméasti
maarittaa.

Kehittyneempid symmetrisid menetel-

mia

Caesarin menetelma yleisessékin muodossaan on luon-
nollisesti hyvin haavoittuva.

Erilaisten mahdollisuuksien (salausavaimien) mééraé
voidaan huikeasti lisdtd ottamalla salausfunktioksi jo-
kin muu tapa sekoittaa kirjaimia. Jos otetaan mielival-
tainen aakkosten "permutaatio”, eli uusi jérjestys, niin
kaikkien mahdollisten salausavainten lukumé&éara on N/,
missd N on edelleen aakkosvektorin pituus. Y14 ole-
vassa tapauksessa N = 30, jolloin saadaan kaikkiaan
30! mahdollisuutta. Kyseessa on luku, jossa on 33 nu-
meroa, joten raakaan voimaan perustuva kaikkien eri
mahdollisuuksien lapikdyminen ei onnistu.

Huolimatta avainten ldhes darettoméasta masrasta, ta-
mékin menetelmd on monin tavoin haavoittuvainen.
Kun on tiedossa kieli, jolla viestinta tapahtuu, voidaan
kirjainten esiintymaéfrekvenssien perusteella paésté oi-
keista kirjaimista selville. Esimerkiksi Suomen kielessa
kirjain A on yleisin, joten (pitkéssd) salakirjoitetussa
viestissé suurimman esiintyméfrekvenssin omaava kir-
jain on todennékoisesti A. Ja niin edelleen. Frekvens-
sianalyysin kaytostd salausavaimen selvittdmiseksi on
hyvid esimerkkejé ja opastettuja harjoitustehtédvid mm.
kirjassa [Kob| luvussa III.

Frekvenssianalyysin vaikeuttamiseksi viesti voidaan
my6s koodata jakamalla se ensin osiin, lohkoihin, jotka
numeroidaan. Jos vaikka kaytettdisiin 2:n pituisia loh-
koja, niin kunkin komponentin numerot olisivat valil-
14 0,...,N2 —1 = 899, ja kyseessi olisi 2-kirjaimisten
tavujen tunnistaminen. Kasvattamalla lohkon kokoa,
sanokaamme suuremmaksi kuin 4, frekvenssianalyysiin
perustuva tunnistus vaikeutuu olennaisesti.

Caesarin menetelmédd on kehitetty ottamalla mukaan
avainsana, joka méaédrdéd kirjaimien muuntumisen. Jos
otetaan avaimeksi satunnainen merkkijono, joka on
lahetettdvan viestin pituinen, niin lasketaan yhteen
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viestivektorin ja avainvektorin numeeriset esitysvekto-
rit komponenteittain (mod N). Yllattavaa kylld, té-
m& menetelméd, englanninkieliseltd nimeltddn "one ti-
me pad”, on ainoa tunnettu informaatioteorian mieles-
sd luotettavaksi todistettu salausmenetelmé. Kaytan-
nossa se on kuitenkin monin tavoin hankala ja epéluo-
tettava, avain on yhtd pitkd kuin viesti, avainvektorit
ovat periaatteessa kertakdyttoisid, ja avainten vaihto on
tyolas ja riskialtis operaatio

Vaikka salausmenetelmien “avantgarde” on epasym-
metristen menetelmien puolella, symmetrisid menetel-
mié kehitelldan myo6s edelleen. Kohta esiteltéavit epa-
symmetriset menetelmét, joihin edelld mainittu RSA
kuuluu, ovat pitkien viestien késittelyssé raskaita. Siksi
joudutaan usein kdyttadmain yhdistelméé, jossa esimer-
kiksi ldhetetddn symmetrisen menetelmén avain salat-
tuna epdsymmetriselld menetelmalld ja symmetriselld
salattu (pitkd) viesti.

Lukuteorian taydennysta

Osassa 1 késiteltiin kokonaislukujen jaollisuusasiota ja
modulaariaritmetiikkaa. Kannattaa kaivaa aktiivimuis-
tiin nuo asiat, ainakin maaritelmat ja lauseiden johto-
padtokset. Tarkeimpia: Jakoyhtdld (Lause 1.1), SYT-
lause (I.5), Eukleideen algoritmi, Fermat’n pieni lause
(Lause 1.13). Perusasioita lukuteoriasta 16ytyy myos
Jukka Pihkon Solmun verkkolehteen kirjoittamasta "lu-
kuteorian helmid” -artikkelista [JP]. Tarvitsemme osas-
sa I esitetyn lisdksi viela lukuteoreettisen jélkiruoka-
annoksen.

Eukleideen algoritmin laajennus

Palautetaan mieleen lause I.8, joka sanoo, etta
syt(a,b) = syt(b,r), kun a esitetdén jakoyhtédlon (lause
I.1) ilmaisemassa muodossa: a = bg+r, 0 < r < b. T4~
mé edustaa askelta, joka riittdvan monta kertaa toistet-
tuna johtaa syt(a,b) :n arvoon. Menettelyéd kutsutaan
Eukleideen algoritmiksi.

Edelleen muistellaan erityiselld 1ammolla "SY Tlauset-
ta” I1.5. Sehén paljastaa, ettd syt(a,b) :lle saadaan esi-
tys muodossa x a + y b, missa x ja y ovat kokonaisluku-
kertoimia.

T&hén mennessé olemme osanneet nautiskella pelkés-
tdan siitd tiedosta, ettd tuollaiset luvut x ja y ovat
olemassa, menettelyd niiden méarittdmiseksi emme ole
esittdneet. Nyt on sen aika!

Katsotaanpa esimerkin valossa:

Esimerkki 1. Madrdattdva syt(171,30).
171 =530+ 21.

Euklalgo: syt(171,30) = syt(30,21).
Jakoyhtdlé: 30 =1-2149.

Euklalgo: syt(30,21) = syt(21,9).

Jakoyhtdlé: 21 =2-9 4 3.

Euklalgo: syt(21,9) = syt(9,3) = 3.

(Seuraava jakoyhtdlo: 9 = 3 -3 4+ 0 johtaisi jakojadin-
nokseen r = 0, joka on algoritmin lopetusehto.)

Siis syt(171,30) = 3.

Tahan saakka kerrattiin vanhaa. Johtaaksemme tavoi-
tellun esityksen, kidytdmme luvuille kirjainsymboleja
asian selkeyttdmiseksi. Merkitddn a = 171,0 = 30,
ja syntyvit jakojadnnokset olkoot ri,72,73,.... Tés-
sary = 21,7’2 = 9,7“3 = 3,7"4 =0.
Paamaéadrana on siis lausua viimeinen nollasta poikkea-
va jakojadnnds (téssd r3) muodossa r3 = xa+ y b. Kir-
joitetaan ylla olevat jakoyht&lot nditd merkint6jé kayt-
taen:

a=5-b —+7r1

b=r1+rs

7’122-7"2—|—’I"3.

Kun tdma puretaan alhaalta ylospéin, saadaan haluttu
esitys. Tarkemmin sanottuna:

1. Ratkaistaan alimmasta yhtalosta rs
avulla.

2. Sijoitetaan tdhé&n r3:n lausekkeeseen ry ratkaistuna
toiseksi alimmaisesta yhtélosta r1:n ja b:n avulla.

3. Sijoitetaan ndin saatuun rsg:n lausekkeeseen 1 yh-
talosta 1 lausuttuna a:n ja b:n avulla. Tama strategia
konkretisoituu esimerkkimme tilanteessa nain:

1 ja roin

7'3:7‘1—2-7“2.
ro =b—ry sij. (3)een = rg=1r1 —2-b+2-1r; =

3- T1 —2-b
a—5b
Sieventdmalld: syt(a,b) =r3 =3-a—17-b.

Menettely on nimeltddn Laajennettu Eukleideen algo-
ritmi.

Huomautan, etté kirjoituksessa [JP] on toinen vastaa-
vanlainen esimerkki laskettuna auki. Samaisessa kirjoi-
tuksessa [JP] ss. 6-7 esiintyy myds hauska konstruktii-
vinen todistus SYT-lauseelle. Todistus etenee Euklei-
deen algoritmin tahdissa, toisin kuin se, jonka esitin
osassa [. Vastaavanlaisia esimerkkejé on myos kirjoissa
[I. Lukiol] ja [I. Lukio2] aihepiireissé Eukleideen algo-
ritmi ja Diophantoksen yhtalot.

Ohjelma laajennettuun Eukleideen algoritmiin.

Nama esimerkit huolella lapikaytydan lukija varmas-
ti vakuuttuu siitd, ettd tallainen tehtdvd voidaan ai-
na ratkaista, ja osaa pyydettdessd ratkaisun suorit-
taa. En muotoile lausetta matemaattiseksi algoritmiksi
tai lauseeksi, vaan kirjoitan sen suoraan tietokoneoh-
jelmaksi, jollaisena se tietysti kiytdnnon sovelluksissa
esiintyy.

Kirjoituksen osassa I esitin rekursiivisen ohjelman
Eukleideen algoritmille. Siitd sopivasti laajentamalla
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saadaan allistyttdvin yksinkertainen koodi laajenne-
tulle. Koodi noudattaa MAPLE-kielen syntaksia, mutta
voidaan muokata helposti mille tahansa rekursion sal-
livalle kielelle.

EEukleides:=proc(a,b)
if b=0 then [a,1,0]
else L:=EEukleides(b,mod(a,b));
d:=L[1]; x:=L[2]; y:=LI[3];
L:=[d,y,x - iquo(a,b)*y] #iquo:osamdird
end if
end proc

Téamé rekursiivinen (itsedén kutsuva) ohjelma laskee
siis luvun d = syt(a,b) ja kertoimet = ja y siten, ettd
d=az+by (vrt. SYTlause).

Edellé oleva esimerkki laskettaisiin néin:

> tulos := EEukleides(171, 30);
> d := tulos[1]: x := tulos[2]: y := tulos[3]
> d,x,y;

3, 3, -17

Saatiin kuin saatiinkin sama kuin késin laskemalla!

Algoritmi on kirjoitettu sovittamalla [I. Algo]-kirjassa
annettu “pseudokielinen” ohjelma MAPLE-syntaksin
mukaiseksi. Elegantti tapa laajennetun Fukleideen al-
goritmin yleiselle matemaattiselle todistukselle on ylla
olevan ohjelman oikeaksi todistaminen, joka onkin yl-
lattavin lyhyt ja ytimekés ([I. Algo] Ch. 33. s. 812.

Kuten sanottu, kdytén esimerkeisséni symbolilasken-
taohjelmaa MAPLE. Esimerkkien lukeminen ei edel-
lytd lainkaan ohjelman tuntemista. Selitdn tarvit-
semani komennot, joita on vain muutama. Ohjel-
man ottaminen mukaan on sikdli mielekista, etté
voidaan esittdd asiat ihan oikean kokoisilla luvuil-
la. Se my06s antaa konkretiaa teoreettisesti kuvail-
taville algoritmeille, ja osoittaa, ettd hyvd symboli-
laskentaohjelma on hy6dyllinen kryptologiatyokalu.
Sekd, MAPLE:n ettd MATHEMATICA:n kayttéjaryh-
missd on suuri méaard kryptologian esimerkkitydark-
keja.  (http://www.maplesoft.com/applications/
— mathematics — Cryptography (23 kpl.) ja
http://www.wolfram.com/)

Toisaalta kannattaa mainita vapaasti saatava oh-
jelma Maxima, jolla kiinnostuneet voivat kokeilla
vastaavien asioiden toteuttamista, ellei MAPLE- tai
MATHEMATICA-ohjelma ole kiytettdvissd. Viimemai-
nituista painotan enemmaén edellistéd siksi, ettd se on
itselleni tutumpi.

Huomautan vield, ettd MAPLE:ssa on sisdanrakennet-
tuna laajennettu Eukleideen algoritmi nimelld igcdex.
Nimi koostuu osista: i - integer, gcd = grea-
test common divisor = syt ja ex - extended Ko-
mento d:=igcdex(a,b,’x’,’y’) palauttaa tuloksen
d=syt(a,b) ja lisdksi muuttujissa z ja y kertoimet, joil-
lad=ax+by.

Edellinen esimerkki laskettaisiin néin:

> d:=igcdex(171,30,°x’,°y’):
> d,x,y;
3, 3, -17
Jatkossa kiytdmme valmista igcdex-funktiota esimer-
keissimme edelld esitetyn EEukleides-funktion sijasta.

Yhtélon az =1 (mod n) ratkaiseminen

Kyseessdhdn on mahdollisimman yksinkertainen ns.
Diophantoksen yhtald, jota kasiteltiin osassa I. Lauseen
1.12 mukaan yhtal6lla on aina yksikasitteinen ratkaisu
(mod n), mikéli syt(a,n) = 1. Ratkaisu saadaan laajen-
netulla Eukleideen algoritmilla laskemalla luvut x ja y
siten, ettd ax + ny = 1. Kiinnostava on vain luku z.
Kun se tunnetaan, niin

ar=1—ny=1 (mod n).

Y14 olevalla MAPLE-funktiolla ratkaisu saadaan siis
nain:

> igcdex(a,n,’x’,’y’):
Kuten sanottu, olemme kiinnostuneita vain x:sté, d:n
tieddmme 1:ksi, y voidaan heittdd romukoppaan. Jos
halutaan minimaalinen z, ts. redusoida (mod n), niin
el muuta kuin x:=x mod n :

Kiinalainen jadnnoslause

Aiheeseen liittyy monta tarinaa erityisesti kiinalaisen
(ja kreikkalaisen) matematiikan historiasta. Loytoja voi
tehdd Googlella hakusanalla Chinese remainder theo-
rem. Erds tarinoista on [I. Algo|-kirjassa:

Noin vuonna 100 ajanlaskumme alkuhetken jalkeen kii-
nalainen matemaatikko Sun-Tsu ratkaisi seuraavan on-
gelman:

Mdaritd kokonaisluvut x, jotka antavat jakojidnnokset
2,3,2 jaettaessa luvuilla 3,5,7. Ratkaisuiksi hin sai lu-
vut x = 23 + k- 105.

Huomattakoon, ettd jakajat n; = 3,ms = H,n3 = 7
ovat pareittain yhteistekijattomét ja 3 -5-7 = 105,
mutta miksi néin, ja mistd tulee 23 7 Nykykielella siis
ratkaisu: = 23 (mod n), missi n = ny - ng - n3.

Miten hén ratkaisuunsa péaétyi, ja osasiko yleistda? Ny-
kylukijalla on helppoa, sovelletaan kiinalaista jaannos-
lausetta, jota téssd ei kuitenkaan esitetd. Mainitta-
koon kuitenkin, ettd lauseen muotoili ja todisti ylei-
sessa muodossaan — kukas muu kuin Euler v. 1734.

RSA-algoritmin todistuksessa tarvittava kiinalaisen
jaannoslauseen seuraus on siind maarin erikoistapaus
itse lauseesta, ettd sen suora todistus on miltei itses-
tadnselvyys. Kiinalaista jadnnoslausetta voidaan kylla
kiyttdd mm. RSA-menetelmén tehokkaampaan toteu-
tukseen ja myds RSA-menetelmén murtamisyrityksiin,
joten sen esittdminen olisi hyvinkin perusteltua tés-
sa yhteydessa. Katson kuitenkin kirjoitukselleni olevan
hyvéksi keventéaa tyokalupakkia, kun se on mahdollista.
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Kutsun tarvitsemaamme seurausta “kiinalaiseksi sel-
vioksi”.

Lause 1 (Kiinalainen selvid). Olkoon

n=mning - Nk, missé syt(n;,n;) =1, kun i # j.
Olkoon a mielivaltainen kokonaisluku. Nyt

x=a (mod n) <= x=a (mod n;),i=1,....k.

Tod. (1) Olkoon =z = a (mod n). Jatko jadkoon luki-
jalle harjoitustehtévéksi.

(2) Olkoon = = a(modn;),i = 1,...,k. Télloin jokai-
nen n; on tekijind (x — a):ssa. Koska syt(n;,n;) = 1,
kun i # j, niin my0s tulo n = njny---ng on tekija-
nd (x — a):ssa, eli * = a(modn). TAm4 viimeinen paa-
telmi jatetdédn taas lukijalle harjoitustehtéviksi (miltei
valmiiksi ohjeistettuna). O

Tehtéva 1. Olkoon syt(ni,n2) =1 ja olkoon n1 | a ja
ng | a. Osoita, ettinyng | a.

Vihje Taas kerran padstdan liikkeelle SYTlauseen 1.5
avulla: 1 = ny x 4+ ng y. Kerro puolittain a:lla, niin alat
olla perilla.

On selvi, ettd tdmé yleistyy useampaan tekijaan (for-
maalisti induktiolla, jota esitelliin mm. kirjoituksessa
[JP]) . Toisaalta tarvitsemme “kiinalaista selviotd” vain
tapauksessa n = ni ns.

Modulaaripotenssilaskenta

Téssé on kaksi nikokulmaa, 1) laskentakaava "potenssi
potenssiin” ja 2) tehokas potenssiinkorotusmenetelma.

1. Potenssi potenssiin. Silloinhan eksponentit kerro-
taan. Pateeko sdanté myos (mod )-laskennassa? Mité
on siis (a*modn)’ ?

aFmodn = a* + in jollain i.

Siis (a*modn)? = (a* + in)! = a*J+ termeji, jois-
sa jokaisessa on in tekijand. (Joko binomikaavalla tai
suoraan tulosta (a* +in)(af +in)---(aF +in), jossa
kaikkiin muihin termeihin paitsi siihen, jossa jokaisesta
binomista otetaan ensimmaéinen, tulee tekijaksi (in):n
potenssi.) Eli saadaan muotoa a*J + K n oleva lauseke,
misséd K on jokin kokonaisluku. Siis

kj

(a*modn)’ = a (mod n),

ja potenssi potenssiin sdanto toimii kauneimmalla mah-
dollisella tavalla.

Modulaarinen potenssiinkorotus

Usein néissé yhteyksissé tulee vastaan tehtéava

a’ (mod n), missi esiintyviit luvut saattavat olla hyvin
suuria. Jos vaikka a on luokkaa 10* ja b luokkaa 102,
mikd on huimasti alakanttiin tyypillistd RSA-salausta
ajatellen, niin a® on luokkaa 10%°°9°, Taméznkokoisilla

luvuilla laskenta alkaa olla epétoivoista mille tahansa

laskentamyllylle, puhumattakaan ihan normaalista ta-
pauksesta, kuten esimerkissimme, jossa a tai b voi olla
luokkaa 10100,

Operaatioon on olemassa tehokas ratkaisu, nimeltdan
“toistettu nelioén korottaminen” tai "nelioén korotus
ja kertolasku”. Algoritmi kuvataan [I. Algo|-kirjassa ss.
829 ja [Kob]| ss. 23 — 24: Paiperiaate on, ettd kerdtaan
tuloa, jossa edelliselld kierroksella saatu tulos korote-
taan nelioon ja lisdksi kerrotaan sopivalla luvulla, mi-
kéli n:n binddriesityksesséd on ao. kohdalla 1. Kunkin
operaation jilkeen redusoidaan modulo n, jolloin suu-
rin laskennassa esiintyva luku on kaiken aikaa < n2.
(Oletetaan, ettd a < n.) Jatdn tilan séédstdmiseksi ku-
vauksen ylimalkaiseksi, yksityiskohdat on annettu mm.
yll& mainituissa viitteissa.

MAPLE-ohjelmassa algoritmi on suoraan sisdanraken-
nettuna komentona: > c:=a&"b mod n: Jos tata ver-
rataan komentoon c:=(a~b) mod n, jota en suosittele,
niin ero saattaa olla huikea, sanoisinko &areton, ja en-
sin kannattaa varmistaa, ettd ohjelman STOP-nappula
toimii.

Algoritmien vaativuus

Laskennallisten algoritmien suhteen on tirkedd arvioi-
da niiden vaatimaa laskenta-aikaa (ja tilaa) suhtees-
sa syoOtteend olevien lukujen kokoon. Téllaisia arvioita
esiintyy kaikissa numeerisen analyysin kirjoissa, alan
systemaattisen tutkimuksen katsotaan kuuluvan teo-
reettisen tietojenkésittelytieteen piiriin. Téssd kirjoi-
tuksessa esiintyviin lukuteoreettisiin algoritmeihin pa-
neutuvaa vaativuusanalyysia kisitellddn kirjassa [Kob|
huolellisesti ja perusteellisesti. My6s toinen peruskir-
jamme [I. Algo| siséltdéd runsaasti vastaavaa analyy-
sia. Tahén kirjoitukseen en voi endd mahduttaa uut-
ta asiaa enempéd, joten joudun tyytyméan tdmén tér-
kedn komponentin osalta kirjallisuusviitteisiin. Mainit-
sen vain esimerkin ja ulkondon vuoksi, missd muodossa
néitd arvioita annetaan. Eukleideen algoritmin suori-
tusaika on O(log® a), kun etsitéén syt(a,b), a > b. Ly-
hyesti tdmé& “iso-O” -notaatio tarkoittaa suluissa ole-
vaan lausekkeeseen verrannollisuutta, eli arvioon kuu-
luu tarkemmin madradméatén vakiokerroin.
Aikaperspektiivin kannalta mainitsen, ettd viime mar-
raskuuta voidaan pitdd numeerisen analyysin ja las-
kennallisten numeeristen algoritmien tutkimuksen 60-
vuotisjuhlakuukautena, silld marraskuussa vuonna
1947 ilmestyi von Neumann'n ja Goldstine’n uraauur-
tava julkaisu aiheesta.
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Epasymmetriset menetelmat, jul-
kinen salakirjoitus

Kaikki vuoteen 1976 mennessd kiytetyt kryptosystee-
mit lasketaan klassisiin menetelmiin kuuluviksi. Niille
on ominaista, etté salausavaimesta Se voidaan kohtuul-
lisella laskentatyolld johtaa purkuavain Sy. Siksi nii-
téd kutsutaan my6s symmetrisiksi menetelmiksi, kuten
edelld oli puhe. Kéytan tulevaa ennakoiden kirjaimia e
ja d, jotka liittyvit sanoihin “encrypt” (salata) ja “dec-
rypt” (avata salaus, dekryptata).

Nykyisin, kun sdhkdinen luottamuksellisen tiedon vili-
tystarve on rdjahdysmaisesti kasvanut sotilas- ja diplo-
maattialueen ulkopuolelle, on suoranainen valttamatto-
myys suunnitella yhtenédinen salaustekniikka, jotta laa-
jojen jarjestelmien yhteensopivuus olisi mahdollinen.
Niinpé tarve yleiseen kdyttoon sopivan julkisen sala-
kirjoitusjarjestelmén kehittdmiseen nousi 1970-luvulla
voimakkaasti esiin.

Julkisen salakirjoituksen periaate

Jokaisella tiedonvaihtoon osallistuvalla osapuolella on
kaksi avainta, julkinen ja salainen. Kryptologian esi-
tyksissd on tullut yleiseksi tavaksi kutsua kahta kom-
munikoivaa osapuolta nimilld Alice ja Bob.

Kaytetadn edellé olevien e- ja d-symbolien ohella myos
kirjaimia P — "Public” ja S — "Secret” viittaamaan
kyseisiin avainfunktioihin. Alice:lla on siten julkinen
avain P4 ja salainen avain S4 ja Bob:lla vastaavasti
PB ja SB.

Kommunikaatiota Alice:n ja Bob:m valilla esittda kuva,
jossa on mukana ilked Eve, joka sieppaa linjalta sala-
kirjoitettuja viesteja, minka ehtii.

A A
salaviesti: ¢ = PA(m)
Bob Ja) Alice
AV
viestim m=S,(c)
Eve, vakooja

Kaikilla kommunikoivilla osapuolilla on kiytossdan
kaikkien muiden julkinen avain, periaatteessa ne voi-
taisiin vaikka julkaista webbisivulla. Lisdksi jokaisella
osapuolella X on oma henkilokohtainen salainen avain
Sx, jota kukaan muu maailmassa ei tied&.

Voimme ymmértaé téssé kuvailussa avaimen funktiok-
si, joka muuntaa viestin numeerisen esityksen selvi-
kielisesté salakieliseksi tai péinvastoin. Joka tapauk-
sessa funktiot Py ja Sx ovat toistensa kddnteisfunk-
tioita. Niinpd, kun Bob salakirjoittaa viestin m kéyt-
tden Alice:n julkista avainta P4, hén tuottaa luvun
¢ = P4(m). Alicella ja vain Alice:lla on salainen avain
S4, joka on Alicemn julkisen avaimen P4 kddnteisfunk-
tio. Siis Alice avaa Bob:n lahettdmén viestin laskulla

Sa(c).

Miké tédssd on uutta ja ihmeellistd? Kaikki osapuo-
let tuntevat avaimen P4, mutta tdmé funktiopa onkin
tehty sellaiseksi, ettd sen kddnteisfunktiota on &&rim-
maéisen vaikea laskea. Téssd on ero symmetrisiin me-
netelmiin ndhden. Diffie ja Hellmann kayttivit termia
“trapdoor function”, jolle [KN]:ssd kiytetddn suomen-
nosta “salaovifunktio”. Kehitin itse kevytmielisesti suo-
mennoksen “loukkuluukkufunktio”. Luukusta on help-
po astua sisddn huomatakseen joutuneensa loukkuun.
Takaisin ulos padstikseen on avattava systeemilukko,
jossa on miljoonia mahdollisuuksia. Matemaattisem-
min ilmaistuna, on 16ydettava laskennallisesti kohtuul-
linen tehtédva, jonka kddnteistehtéva on laskennallises-
ti kohtuuton, kuten 1000 vuotta vaativa laskenta-aika
nopeimmalla supertietokoneella ja parhaalla laskenta-
algoritmilla.

RSA-algoritmissa tuo laskennallisesti kohtuullinen teh-
tdva on kahden hyvin suuren alkuluvun p ja g kerto-
minen: n = pq. Kun luvut valitaan riittdvin suurik-
si (luokkaa 150 numeroa), niin kid#dnteinen tehtéva, lu-
sitteiden "kohtuullinen” ja "kohtuuton” kvantifioiminen
edellyttdd algoritmien laskennallisen vaativuuden ar-
vioita, mihin liittyvad "yleissivistystd” annettiin edelld
lyhyesti.

On tietysti myos muistettava, ettd tietokoneiden pro-
sessoritehojan kasvun ja aivan uusien laskentainnovaa-
tioiden takia loukkuluukku vuonna 2008 ei valttamatta
olekaan sitd endd vuonna 2018.

Mutta jatkakaamme RSA-menetelmén kuvailun tiella.
Edelld symmetrisistd menetelmistd puhuttaessa koo-
dattiin viestit kirjain tai tavu kerrallaan numeroksi ja
muunnettiin niitd sopivasti sekoittamalla. Lukuteoria
ja tietotekniikka antavat mahdollisuuden késitelld vies-
tejd suurina kokonaislukuina. Viestin numerokoodi ka-
sitetddn numeerisen vektorin sijasta yhdeksi suureksi
kokonaisluvuksi, jolle tehddan sopiva matemaattinen
muunnos P. Vastaanottaja avaa sen kiytossadn oleval-
la kddnteismuunnoksella, eli salaisella avaimella S. Jos
viesti on kovin pitké, se jaetaan lohkoihin, joiden pi-
tuudet voivat olla vaikka 100 — 200 merkkid. Ts. viesti
voidaan esittdd numeerisena vektorina, jonka kompo-
nentit ovat (tarvittaessa) suuria kokonaislukuja.

Seuraavaksi esitettdvan algoritmin kuvauksessa ajatel-
laan, etté selvikielisen viestin numeerinen vastine edus-
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taa koko viestid tai yhtd viestivektorin komponenttia.
Talle kiytetadn merkintdd m, niinkuin "message”. Sala-
kirjoitetulle muunnokselle kdytetdan nimeé ¢, niinkuin
"ciphertext”, yleisesti siis ¢ = P(m) ja m = S(c), koska
P ja S ovat toistensa kidnteisfunktioita.

Miten nuo P ja S rakennetaan RSA-menetelméssa? Nyt
olemme valmiit sen kertomaan ja perustelemaan.

Algoritmi 2 (RSA). 1. Muodostetaan kaksi samaa
suuruusluokkaa olevaa suurta alkulukua p ja q.

2. Lasketaan n =pq ja ¢ = (p—1)(¢—1). !

3. Valitaan luku e, 1 < e < ¢ siten, ettd
syt(e,d) = 1. (Luvun e ei tarvitse olla kauhean
suuri.)

4. Lasketaan laajennetulla Fukleideen algoritmilla
luku d siten, etti ed =1 (mod ¢).

5. A :n julkinen avain on (e,n) ja A :n salainen
avain on (d,n).

6. Olkoon m viestin numeerinen esitys, 0 < m < n.
Muodostetaan salainen viesti c = m®(modn)
ja ldhetetadn A :lle.

7. A avaa salaisen viestin ¢ omalla salaisella
avaimellaan d kaavalla a = ¢ (mod n). Ja to-
dellakin a = m, kuten seuraavaksi osoitetaan.

RSA-algoritmin oikeaksi todistaminen

Tod. Salainen viesti ¢ = m® (mod n), missd m on al-
kuperéinen viesti, e salauseksponentti, n = pq, p ja ¢
ovat alkulukuja. Avattu viesti @ = ¢? (mod n) missi d
on avauseksponentti ja toteuttaa yhtalon

ed=1 (mod¢), ¢=(p—1)(¢g—1).

Pitéda siis todistaa, ettd avattu viesti on sama, misté
lahdettiin, eli a = m.

No katsotaan: ¢? = (m® (mod n))? = m*? (mod n)
potenssipotenssiin-sddnnén mukaan.

Nyted=1+j¢=1+j(p—1)(¢ —1) jollain j, joten

me® = mmI@P=D=1 Jirkevi oletus on, ettd m < p
jam < g, jolloin varmasti syt(m,p) = syt(m,q) = 1.

Niinpa Fermat’n pikkulauseen mukaan
mP~t = 1 (mod p) ja m?~! = 1 (mod q), joten
mie=1D(a-1) — (mpfl)j(q_l) =1 (mod p).
Vaihtamalla p:n ja ¢:n jarjestys, saadaan

m/ =11 =1 (mod q).

Kiinalaisen selvion mukaan
mIP=D=1) =1 (mod n).

d d

Siis a = c¢* =mm*c® (mod n) =m (mod n)

Jos luovumme ylla olevasta “jarkevista oletuksesta”,
niin esim. p | m, jolloin m¢? = m (mod p), koskapa
p on molemmissa yhtélon puolissa tekijanéd. Tassa ta-
pauksessa ei tarvita Fermat’n apua, mutta tilanne on
syyté turvallisuussyistéd kuitenkin sulkea pois. Joka ta-
pauksessa viite péitee yleisesti, tehtiinpéd ylla jarkeva
tai vihemmén jarkeva oletus. [l

Esimerkki

Esitykseni on mukaelma viitteen [Cos] tyylista. Otan
“mustina laatikoina” siind annetut funktiot to_number
ja from_number, jotka muuttavat merkkijonon eli teks-
tivektorin numeroksi ja vastaavasti takaisin merkkijo-
noksi annetun aakkosvektorin suhteen vastaavaan ta-
paan kuin edelld olleet MATLAB-funktiot. Erona on,
ettd nyt emme muuta tekstivektoria numeeriseksi vek-
toriksi, vaan yhdeksi kokonaisluvuksi. Kaiken muun
avaan komento komennolta lukijan silmien eteen.

Esimerkin avaimet ovat ldhes turvallista kokoa, olisi-
vat olleet vield hiukan yli 10 vuotta sitten. Jaljempana
pohditaan tarkemmin.

Jos muutamme valitun aakkosvektorin suhteen sanan
SOLMU numeeriseksi saamme:

> aakkoset:="ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZARAQ"
> to_number ("SOLMU") ;
1915121321

N&hdaén, ettd kirjaimia vastaavat numerot on pantu
perdkkéin tyyliin: A =01,B=02,...,5=19,...U =
21

Toinen, kenties luonnollisempi tapa olisi esit-
tdd viesti N —jarjestelmidn lukuna ja muuntaa se
10—jdrjestelméén, missd N on aakkosvektorin pituus.
Talloin samainen SOLMU muuntuisi luvuksi

21+ 13-30+12-30% 4+ 15-30% + 19 - 30* = 15806211.

Koska ylld mainittu to_number-funktio tekee edellisella
tavalla, noudatan sité.

Alla esiintyvat MAPLE-komennot ovat suurelta osin it-
sensé selittdvid. Mainitsen ja kertaan tdssé joitakin ni-
mityksia ja sellaisia komentoja, joiden merkitys voi olla
epéaselva tai unohtunut.

Alkukirjain ¢ viittaa sanaan ”integer”, kokonaisluku.

1Kirjain ¢ viittaa ns. Eulerin ¢-funktioon, emme kuitenkaan tarvitse siihen liittyvis Eulerin lausetta, vaan parjaimme Fermat’n

pikkulauseella.
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ifactor
iged(a,b)
igcdex(a,b,’x’,’y’)

ged = syt
ged extended = Laajennet-
tu Eukleideen algoritmi

a mod b Jakojadnnos laskussa a/b

Muistutan vield, ettd komento d:=igcdex(a,b, ’x?,’y’
palauttaa tuloksen d=syt(a,b) ja lisdksi muuttujissa
x ja y kertoimet, joilla d = ax + by.

Ja nyt se alkaa!

Alice valitsee kaksi suurta alkulukua ja laskee niiden
tulon:

> pA := nextprime(10°60 + 1234567*rand()~5);
1198076816021558356980152413678621
5524827311143774029092192981559

> gA := nextprime (10765 + 8765439999*rand () ~5)
24557694884338801620018108793784400
77015568602607435050878572990629

> nA:=pAxqA:
> length(nA) ;
131

Luvussa nyg on 131 numeroa. Kokeillaan tekijéihinja-
koa.

> ifactor(nl);

Warning, computation interrupted

Painettiin STOP-nappulaa. Ei nayta silta, ettd kannat-
taisi ryhtyéd odottelemaan.

Kokeillaan tekijoihinjakoa, kun p4 kerrotaan jollain
umpiméhkaédn valitulla pienehkolld luvulla.

> ifactor (pA*465734) ;
(2) (337) (691) (119807681602155835698015241
36786215524827311143774029092192981559)

Onnistuu muotoa pa k olevalle luvulle hetkessé, kun
kerroin k£ on miljoonan luokkaa, mutta jos vdhdn kas-
vatetaan, alkaa kestédd tuskaisen kauan.

Seuraavaksi Alice laskee ¢ 4:n, jota varten siis téaytyy
tuntea n4:m tekijat pa ja qa.

> phiA := (pA - 1)*(qA - 1):
Alice valitsee salauseksponentin (“encryption expo-
nent”) .

> eA := nextprime(10~5 + rand());

624044487349
Todetaan, ettd syt(ea,04) = 1. Tama toteutuu hyvin
suurella todenndkoisyydelld (miksi?), mutta se on kui-
tenkin erikseen tarkistettava.
> igcd(eA, phid);
1
Alice laskee nyt laajennetulla Eukleideen algoritmilla
oman salaisen avaimensa eksponentin d 4.
> igcdex(eA, phiA, ’xA’, ’yA’):

p

> dA := xA mod phil;
1368483131199786650215235652 . ..
> length(dA);
131

Salaisessa eksponentissa d4 on 131 numeroa. Tarkiste-
taan, vaikka tiedetdén, ettd eada =1 (mod ¢4)
> eAxdA mod phil;

1
Alicen julkinen avain on (e4,n4) ja salainen avain on
(da,na). Edelld esitellyn puhetavan mukaisesti voidaan
my0Os sanoa, ettd A:n julkinen avain on parametrien
(ea,n4) madraami funktio
P4s(m) = mc4 (mod ny) ja salainen avain vastaavasti
funktio Sa(c) = ¢4 (mod n4).
Bob tekee vastaavat asiat tykonéan:

> pB := nextprime(10~60 + 23453218*rand()~5):
> gB := nextprime(10765 + 12456800*rand()~5):
> nB:=pB*qB: phiB:=(pB-1)*(gB-1):
> eB := nextprime(10~4 + 3*rand());
2336493690667
> igcd(eB, phiB);
1

> igcdex(eB, phiB, ’xB’, ’yB’):
> dB := xB mod phiB:
> length(dB);

131

Bob’n julkinen avain on (ep,mp) ja salainen avain
(d,ng), ja ne madraavit samalla tavoin julkisen ja sa-
laisen avainfunktion Pg ja Sp. Huomaa, ettd kumman-
kin salainen avain pysyy kunkin omana tietona. Sita ei
kukaan missddn vaiheessa ldheta kenellekédén.

Bob salaa numeroksi koodatun viestin m kayttden

Alicen julkista avainta, ts. hén suorittaa laskun

¢ = Ps(m) =m* (mod nya), ja lahettda salaviestin ¢

Alicelle, kas néin:

> m := to_number (‘TAVATAAN HIEKKALAATIKOLLA®);
200122012001011432080905111101120101200911151
21201

> c:=m&"eA mod nA: # modulaarinen potenssi

Alice avaa viestin omalla salaisella avaimellaan:

a=S4(c) =c? (mod n,). Edelld oikeaksi todistetun
algoritmin mukaan pétee: a = m.
> a:=c&"dA mod nA;
200122012001011432080905111101120101200911151
21201
from_number(a) ;
"TAVATAAN HIEKKALAATIKOLLA"

Sahkoinen allekirjoitus

Alice vastaa ja varustaa viestinsd digitaalisella allekir-
joituksella, jotta Bob varmasti tietda, ettd vastaaja on
Alice ja viesti on tarkalleen se, jonka Alice on ldhetté-
nyt.
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Viesti voisi olla

v:="OLEN ALIISA JA TULEN KANSSASI". Olkoon m
tdmén viestin numeerinen esitys. Alice muodostaa al-
lekirjoituksen s = S4(m), toisin sanoen hén koodaa
viestinsd omalla salaisella avaimellaan, ja ldhettda
Bob:lle viestin, jonka peraén liittdd tuon koodin, eli lu-
vun s. Bob vastaanottaa sanoman vektorina [v,s], lukee
selvikielisen viestin v, jonka perusteella tietdd kiyttaa
Alice:n julkista avainta allekirjoituksen tarkistamiseen.
Bob suorittaa laskun P4(s). Jos tuloksena on m, on
Alice:n identiteetti ja viestin siséltd varmennettu.

Sama laskettuna auki

Maaritellidn MAPLE:ssa edelld kdytettyjen avaimien

avulla Alice:n julkinen ja salainen avainfunktio P4 ja

Sa

> PA:=m->m&~eA mod nA: SA:=s->s&"dA mod nA:

> v:="0LEN ALIISA JA TULEN KANSSASI";

> m:=to_number (v);
15120514270112090919012710012720211205142
71101141919011909

Alice:n digitaalinen allekirjoitus

> 5:=SA(m); (130 numeroa):

9327163344329493987807141048894710565396353. .

Alice 1ahettad viestin:

> Bobille:=[v,s];

["OLEN ALIISA JA TULEN KANSSASI", 9327163...]

Bob muuntaa saamansa vektorin 1. komponentin
numeeriseksi ja tarkistaa viestivektorin 2. kom-
ponentin avulla viestin  allekirjoitetun sisdllon.

> m:=to_number (Bobille[1]);
1512051427011209091901271001272021120514. .
> t:=PA(Bobille[2]);
1512051427011209091901271001272021120514. .
>m -t

Kaikki hyvin!

Tahén voidaan tietysti vield lisdtd allekirjoitetun vies-
tin salaus mukaan tarvittaessa. Edellinen vastaisi
(avointa) allekirjoituksella varmennettua paperia ja jil-
kimmainen kuoreen sinetéitya allekirjoitettua paperia.
Tyypillisia tilanteita ovat vaikkapa pankkisovellukset.
Saman allekirjoituksen voi haluta tarkistaa useampikin
taho. Sehén kéy, koska julkinen avain on kaikilla kiytGs-
sddn ja salainen vain asianomaisella allekirjoittajalla.
Tyypillinen esimerkki voisi olla Bob:n Alice:lle 1ahetta-
mé sdhkoinen shekki, jonka allekirjoituksen Alice tar-
kistaisi, 1ahettéisi edelleen pankkiin, jossa se niinikdan
voitaisiin tarkistaa Bob:n julkista avainta kdyttden ja
suorittaa asianmukainen rahojen siirto.

RSA:n turvallisuus

RSA:n turvallisuus perustuu suuren luvun tekijéihinja-

onnistuu, niin avaimet saadaan kiden kd#dnteessd nou-
dattaen yleisen algoritmin kuvausta tai sitd seurannut-
ta esimerkkid. Entd kddntden, pitddko paikkansa, et-
td jos suuren luvun tekijéihin jako on vaikeaa, niin
RSA:n murtaminen on vaikeaa? Ongelmaa on tutkittu
tiiviisti RSA:n julkistamisesta ldhtien, asiaa ei ole pys-
tytty todistamaan, mutta mitddn muuta tapaa mene-
telmén murtamiseen ei myoskién ole 16ydetty. Lainaan
[I. Algo|-kirjaa s. 835: Jos valitaan satunnaisesti kaksi
100-numeroista alkulukua, niin niiden avulla voidaan
muodostaa avain, joka on "murtamaton” nykyteknolo-
gialla (v. 1998).

Kuitenkin on erinéisié seikkoja, jotka tdytyy ottaa huo-
mioon, silld koodinmurtajien tyckalupakissa on taa-
tusti ainakin modulaariaritmetiikan peruslauseet, Fer-
mat’n pikku lause, Eukleideen algoritmi, Kiinalainen
jaannoslause ja parhaat laskenta-algoritmit. Lisédksi
raakaa laskentavoimaa on oletettava olevan suurimman
supertietokoneen verran ja tehokkaasti hajauttaen pal-
jon enemmankin.

[HandB| kisittelee aihetta laajasti esittden ainakin 8
erilaista hyotkkdysmahdollisuutta ja niiden torjunta-
laakkeet. Monissa muissa 1&hteissé, kuten [Nyberg],
[Wiki] ja aivan erityisesti [Sti] (s. 225) on lisdé kryptoa-
nalyyttisid konnankoukkuja ja niiden vastalddkkeité.

Pari yksinkertaisinta seikkaa mainitakseni, on selvaé,
ettd alkulukujen p ja ¢ on molempien oltava niin suu-
ria, ettei pienista luvuista lahteva alkulukujen laskenta
ja tekijatarkistus onnistu kohtuuajassa. Toisaalta ne ei-
vét saa olla niin l&helld toisiaan, ettd voitaisiin tekijan
etsinté aloittaa /n:n lahelta.

Pieni salauseksponentti e on salaamisen kannalta te-
hokas, mutta ongelmallinen, jos viesti (tai viestin osa)
m on niin pieni, ettd m < n'/¢. Tallinhin salaviesti
¢ =mf (mod n) = m® (mieti!). Murtaja Fve muodos-
taa luvun ¢'/€, ja lukee m:#4 kuin avointa kirjaa. Tamé&
voidaan estad lisdamalla viestiin riittavasti "suolaa’” | eli
ylima&réista puppua.

Kryptologia on aina ollut kahden joukkueen vilista kil-
pajuoksua. Rauhanomaiseen kilpailutoimintaan liittyy
RSA129-projekti, joka l&hti liikkeelle, kun RSA:n keksi-
jat Rivest, Shamir ja Adleman esittivit vuonna 1977
Scientific American-lehdessd 129-numeroisen kahden
alkuluvun tulon haasteeksi tiedeyhteisolle tekijoiden
luvan aikaa n. 20000 vuotta silloisilla menetelmilld ja
tekniikalla. Hollantilainen lukuteoreetikko Arjen Len-
stra organisoi maailmanlaajuisen laskentaverkoston
http://www.math.okstate.edu/~wrightd/numthry/
rsal29.html

Lenstran ryhmé kiytti 1980-luvulla kehitettyd uutta
lukuteoreettista menetelméaé ja kykeni purkamaan al-
goritmin rinnakkaislaskentaa hyddyntévaian muotoon.
salattu viesti saatiin auki. Viestin sisalto oli: "The ma-
gic words are squeamish ossifrage.”


http://www.math.okstate.edu/~wrightd/numthry/
file:rsa129.html
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Kilpajuoksu ei paéttynyt tdhan. [Wiki]:ssd mainitaan
jassa [Sti] (v. 2006) s. 175 mainitaan. ettd nykyiset teki-
joihinjakoalgoritmit 16ytavéat 512:n pituisen bin&arilu-
vun tekijat. Luvun pituus kymmenjarjestelméssa saa-
daan kertomalla log;, 2:1la (eikd vain), joten se on n.
150 numeroa. Turvalliseksi luvun n = pq suuruudeksi
Stinton vakuuttaa nykytietdmykselld 1024 bittid, siis
n. 300 numeroa 10-jarjestelméssa.

Ajantasaista tietoa voi hakea [Wiki]:sta sanoilla "RSA
Factoring challenge”; joka kertoo, ettd tamé kilpailu-
muoto lopetettiin vuonna 2007, koska "nykyteollisuu-
della on aiempaa huomattavasti kehittyneempi ymmar-
rys yleisistd kryptoanalyyttisistd periaatteista” .

Tulevaisuuden nikymia

Edella nahtiin, ettéd arviot avainten turvalliseen kokoon
liittyvistd vaatimuksista tahtovat jaada jilkeen siité,
minké tédnddn oletetaan riittdvan pitkille tulevaisuu-
teen. Téstéd syysté ei voida pysdhtyéd lepdaméain RSA-
laakereilla, vaan on valttdméatonta kehittaa uusia “"louk-
kuluukkuideoita”.

Kryptologiset menetelmét ovat laajentuneet abstraktia
algebraa, algebrallista geometriaa, elliptisié kayria, ym.
kehittyneitd moderneja matemaattisia teorioita kiytta-
maan. Lisdksi determinististen menetelmien ohella on
ryhdytty kehittdméain myos todennékoisyyslaskentaan
pohjautuvia satunnaisuuteen perustuvia menetelmia.

Kryptologiassa yhdistyvat kiehtovalla tavalla vuosi-
tuhansien aikana kehittyneet lukuteorian menetelmét
uusien abstraktien matemaattisten teorioiden tarjoa-
miin mahdollisuuksiin. Téarke&nd komponenttina on
tietotekniikka teoreettisena tyovélineend, tehokkaan
laskentavilineiston mahdollistajana, ja tietysti syyn
ja motiivin antajana koko toiminnalle tietoverkkojen,
matkapuhelimien, sirukorttien maailmassa.
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Tietokoneavusteisia matematiikan tehtavia ylakoulussa
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Tein syksylld 2007 tutkimuksen tietokoneavusteisesta
opetuksesta yldkoulussa. Tutkimusta varten sain Web-
ALT Inc:ltd kdyttooni MapleT.A.-ohjelman, jolla loin
tietokoneavusteisia matematiikan tehtévia ylakoulun 7.
luokan kurssia "Luvut” varten. Opetuskokeilu kesti seit-
seman viikkoa, jolloin oppilaat harjoittelivat kurssin ai-
heisiin liittyvia tehtévia ja suorittivat seitseméan viikoit-

taista testia tietokonetta kiyttaen. Jokainen testi sisélsi
10 algoritmista tehtavaa.

voi tu-
osoitteessa

Ttse tehtdviin ja MapleTA-ohjelmaan
tustua Solmun verkkoversiossa,
http://solmu.math.helsinki.fi/2008/
lehtinen.html

Solmun verkkoversiossa on ilmestynyt serbitehtavid. Rationaali- ja reaalilukuja késittelevat tehtévit ovat osoit-
teessa http://solmu.math.helsinki.fi/2008/Serbitehtavia/osnovna.pdf ja algebran lausekkeita kisittele-
vat tehtdvit osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/2008/Serbitehtavia/prijemni.pdf

Solmun uusittu keskustelupalsta on osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/cgi-bin/yabb2/YaBB.pl
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