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Keskipituinen kertomus lukujen olemuksesta, 1. osa

Antti Valmari

Tiivistelma

Tamén kirjoituksen tavoitteena on kertoa lukujen olemuksesta ja matemaattisen maéérittelemisen luon-
teesta tavallista helppotajuisemmin. Kirjoituksessa pohditaan muun muassa, miksi % ei ole luku, mutta /—1
on. My0s selvida, miksi uusien lukujen keksiminen on loppunut kompleksilukuihin.

Lukuja ja lisaa lukuja

Luonnolliset luvut 0, 1, 2, 3, ... tuntuvat koulun ma-
tematiikan opintojen jalkeen tutuilta ja turvallisilta.
Murtoluvut on helppo ymmértéaé vaikka kakkuviipalei-
den avulla. Negatiivisia lukuja ndemme lampomittaris-
sa ja huomaamme, ettd niissdkdin ei ole kyse mistdan
omituisesta asiasta: nehdn ovat vain muitten lukujen
jatke nollasta alaspéin. Negatiiviset luvut tuntuvat hy-
vin todellisilta ainakin silloin, kun maksetaan asunto-
lainan lyhennystal!

Kaikkia nditd lukuja yhdessd kutsutaan rationaalilu-
vuiksi. Sana “murtoluku” lienee monille tutumpi. Jos
ollaan tarkkoja, se ei tarkoita lukuarvoa vaan luvun esi-
tystapaa. Esimerkiksi 2 ei ole murtoluku mutta g on,
vaikka ne molemmat esittdvit samaa lukuarvoa. “Ra-
tionaaliluvut” tarkoittavat niitd lukuarvoja, jotka voi-
daan esittdd murtolukuina.

Muinaiset kreikkalaiset huomasivat, etta nelion lavisté-
jan pituuden suhde sivun pituuteen ei ole esitettévissa
murtolukuna [1, ss. 118-120]. Toisin sanoen, v/2 ei ole
rationaaliluku. Rationaaliluvut eivat siis sisdlld kaikkia
lukusuoran lukuja. Niitd lukusuoran lukuja, jotka ei-

vat ole rationaalilukuja, kutsutaan irrationaaliluvuiksi.
Kaikki lukusuoran luvut yhdessa ovat reaaliluvut.

Sana “rationaalinen” tarkoittaa jarkevai, suunnitelmal-
lista ja tarkoituksenmukaista [3], siis tyhmén tai dlyt-
toméan vastakohtaa. Sanan “rationaaliluvut” voisi siis
leikkimielisesti suomentaa “jarjenmukaiset luvut”, “ir-
rationaaliluvut” ovat “jarjenvastaisia” tai “dlyttomia”
lukuja, ja “reaaliluvut” ovat “todelliset luvut”. Nimet
varmaankin kuvastavat sitd himmennysta, mika ihmi-
silld on joskus ollut uusien lukutyyppien edessa.

Irrationaaliluvut todella ovat hankala asia. Niitd on ni-
mittdin aivan litkaa. Kokonaislukuja on niin vahén, et-
té jokaiselle on riittdnyt oma nimi. Tarkemmin sanoen,
mik4 tahansa kokonaisluku voidaan esittad padttyviana
jonona merkkejé siten, ettd ensimmaisend on tai ei ole
etumerkki “—”; ja sen jalkeen on jokin aarellinen maa-
rd numeromerkkejé “07, “17, “27, ..., “9”. Itse asiassa
tdma esitystapa antaa jokaiselle kokonaisluvulle monta
nimed — esimerkiksi 0, 00 ja —0 ovat sama luku, mutta
se ei haittaa. Téarkedd tdssd on vain se, ettd jokaisella
kokonaisluvulla on ainakin yksi nimi.

My®6s jokaisella muulla rationaaliluvulla on ainakin yksi
nimi — itse asiassa ddrettoman monta nimeéd. Ne saa-
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daan kirjoittamalla vaakasuoran viivan péélle yksi ja
sen alle toinen kokonaisluku, tai vaihtoehtoisesti koko-
naisluku, “/” ja kokonaisluku. Esimerkiksi ZT263 ja %
ovat saman luvun kaksi eri nimeé, ja ne voidaan esittaa

myds —23/456 ja 46/ —912.

Mutta jokaiselle irrationaaliluvulle ei riitd omaa ni-
med, silld nimiksi hyviaksytdan vain paidttyvit merk-
kijonot. Jokainen irrationaaliluku voidaan tosin esittaa
padttymattoména desimaalilukuna — harmi vain, et-
té sellaisten kirjoittaminen joudutaan aina jattamé&dn
kesken, ja loppu korvaamaan kolmella pisteell: v/2 =
1,4142135. ... Siksi sellaista esitystapaa ei kelpuuteta
nimeksi. Padttyvien esitystapojen puutteesta aiheutuu
ongelmia, joiden vuoksi matemaatikot alkoivat kunnol-
la ymmaértaé irrationaalilukuja vasta 1800-luvulla [1,
ss. 783-789].

Irrationaalilukujen ongelmat ovat niin vaikeita, ettd
emme tarkastele niité talla kertaa t&méan enempéaé. Ta-
maén kirjoituksen padaiheena on toinen, paljon helpom-
pi ongelma: imaginaariluvut ja kompleksiluvut. Joku
on ehkd joskus kuullut niistd huhuja, joku toinen ym-
méartdd ne hyvin.

“Imaginaarinen” tarkoittaa kuviteltua, epéatodellis-
ta [3]. Siis nimikin jo kertoo, ettd imaginaariluvut
ovat outoja kummajaisia. Ne eividt mahdu lukusuoral-
le, vaikka, kuten n#htiin, lukusuoralla on niin monta
lukua, ettd jokaiselle ei edes riitd nimea. Mihin niita
tarvitaan? Mitd niilld lasketaan tai mitataan? Ovatko
ne edes oikeasti olemassa?

Laskulakeja

Luvut eivét olisi alkuunkaan niin hyodyllisia kuin ovat,
ellei olisi keksitty laskutoimituksia. Tarkeimmaét lasku-
toimitukset ovat yhteenlasku ja kertolasku.

Kuten hyvin tiedetdén, yhteenlaskun lopputulos on
riippumaton siitd, missa jarjestyksesséd luvut lasketaan
yhteen. Esimerkiksi (8 +5)+2 = 13+2 = 15, (8+2)+5
=10+5 =15, (245)+8 = 7+8 = 15 ja niin edelleen.
Tama on tarked asia, silla kaikilla laskutoimituksilla ei
ole tétd ominaisuutta. Esimerkiksi (8 — 5) —2 =3 —2
=1ja8—(5—2)=8—-3 =05, joten (8—5) —2 #
8 — (5 —2). Myos 2% = 8 # 9 = 32

Yhteenlaskun lopputuloksen riippumattomuus lasku-
jarjestyksesté koostuu oikeastaan kahdesta eri asiasta.
Ensiksi, yhteenlasku on vaihdannainen, eli ovatpa a ja
b mité lukuja tahansa, aina péatee a + b = b + a. Edel-
14 oleva esimerkki 22 # 32 osoittaa, ettd potenssilasku
ei ole vaihdannainen. My6skdan viahennyslasku ei ole
vaihdannainen, koska 3 —2 =1 # —1 = 2 — 3. Yhteen-
lasku on myos liitdnnéinen, eli (a+b)+c=a+ (b+¢),
missé nytkin a, b ja ¢ saavat olla mitd lukuja tahansa.
Vahennyslasku ja potenssilasku eivéit ole liitdnnaisia.

Viéhennyslaskusta oli jo esimerkki, ja potenssilaskusta
esimerkiksi kelpaa (21)3 = 8 # 2 = 2(1°), Myds kerto-
lasku on vaihdannainen ja liitdnnéinen, ja jakolasku ei
ole kumpaakaan.

Lukujen peruslaskutoimitusten tapauksessa vaihdan-
naisuus ja liitdnndisyys kulkevat kési kddessd. Toisin
sanoen, kukin peruslaskutoimitus on joko molempia tai
ei kumpaakaan. Matemaatikot ovat kuitenkin havain-
neet hyddylliseksi erottaa vaihdannaisuuden ja liitdn-
néisyyden eri asioiksi, koska matematiikassa on myés
laskutoimituksia, joilla on vain toinen nistd ominai-
suuksista. Esimerkiksi matriisien kertolasku ja funk-
tioiden yhdistdminen ovat liitdnn&isié mutta eivét vaih-
dannaisia, ja pyoristysvirheiden aiheuttamien ilmiciden
vuoksi taskulaskinten ja tietokoneiden kiyttdmien niin-
sanottujen liukulukujen yhteenlasku on vaihdannainen
mutta ei liitdnndinen. Sitépaitsi vaihdannaisuus ja lii-
tdnnéisyys on helpompi esittdd kaavoina, kun ne méaa-
ritelldan erikseen.

Lukujen yhteen- ja kertolaskuun liittyy tédrked ne yh-
distava sdanto, jota sanotaan osittelulaiksi. Jos a, b ja ¢
ovat mita tahansa lukuja, niin a- (b+c) = (a-b)+(a-c).
Esimerkiksi 8- (5+2) = 8-7 = 56 ja myos (8:5)+(8-2) =
40 + 16 = 56. (Téassd on kiytetty sulkuja enemmén
kuin olisi valttamatonté, jotta laskujarjestys nakyisi
mahdollisimman selviisti.) Jos samaa yritetdén toisin-
péin, siis yhteen- ja kertolaskun roolit vaihdettuina,
niin asia ei toimikaan: 8 4+ (5 - 2) = 8 4+ 10 = 18, mutta
(8+5)-(8+2)=13-10= 130 # 18.

Miksi lukujen laskutoimitukset noudattavat naita lake-
ja? Miksi ne toisaalta eivit noudata joitakin kaavoja,
jotka néyttavat yhtd hyviltd kuin niiden noudattamat
lait? Miksi esimerkiksi a- (b+¢) = (a-b) + (a- ¢) toimii,
mutta a + (b-¢) = (a+b) - (a + ¢) ei toimi? Tamén
kysymyksen vastaus koostuu kahdesta osasta.

Ensiksi, luvut on otettu kdyttoon esittdmédn kappa-
lemé&aria, pituuksia, pinta-aloja ynnd muita sellaisia,
ja kokemuksemme mukaan kappaleméérit ja niin edel-
leen noudattavat naita lakeja. Esimerkiksi yhteenlas-
kun 5 + 3 vaihdannaisuutta voi havainnollistaa piir-
tdmalla yhteenlaskettavat maérat vierekkdisind piste-
joukkoina:

(o o o o

o) (o o o

Kun kuvan kidantaa ylosalaisin, se alkaakin esittéé las-
kutoimitusta 3 + 5:

(o o

o) (e o o o o

Meilla kaikilla on pienesté pitden runsaasti kokemusta
saman kuvan katsomisesta eri suunnista. Sen ansiosta
olemme varmoja, ettd kuvassa olevien pisteiden maéra
el muutu siité, ettd kuva kiddnnetdan ylosalaisin. Pelk-
k& ajatuskin muuttumisesta tuntuu ihan hullulta! Myos
olemme varmoja, ettd asia ei johdu kayttdméstdmme
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pisteiden maéristd 5 ja 3, vaan sama toimii mille m&a-
rille tahansa. Siis pistejoukkojen yhdistdminen t&lla ta-
valla on vaihdannainen operaatio.

Kertolaskun vaihdannaisuutta voi havainnollistaa vas-
taavalla tavalla, mutta nyt pisteiden ryhmittely vaih-
detaan:

My6s osittelulakia voi havainnollistaa kuvilla. Lasku-
toimitusta 3 - (2 + 5) esittdd kuva:

(o o (e o o o o)
(o o (e o o o o)
(o o (e o o o 09

Toisella ryhmittelylld siitd saadaan (3 -2) + (3 - 5):

(o o)f(e o o o o
(o o6 o o o o
(o oile o o o o

Taméntapainen mielikuviin vetoaminen ja sisdiseen
varmuuteen luottaminen riitti matemaatikoille pitkaén.
Pikkuhiljaa kuitenkin paljastui, ettd mielikuvat johta-
vat joskus pahasti harhaan.

Esimerkiksi ndyttéa itsestdan selvilté, ettd jatkuvalla
kdyralla voi olla vain rajallisesti kulmapisteitd, eli pis-
teitd, joissa kdyran suunta muuttuu yhtakkisesti. (Voi-
daan ajatella, ettd jatkuva kiyra tarkoittaa kiyraé, jos-
sa ei ole katkoskohtia, eli se voidaan piirtda nostamat-
ta kyn#dd paperista. Kulmapiste on piste, jossa kiyraa
esittavalla funktiolla ei ole derivaattaa.) 1800-luvun al-
kupuolella ndin uskottiin yleisesti. Kuitenkin vuonna
1834 Bernhard Bolzano keksi jatkuvan kayrén, jonka
jokainen piste on kulmapiste! [1, s. 723] Valitettavasti
Bolzanon tyo6t jaivat vdahille huomiolle, ja matemaati-
kot tulivat yleisesti tietoisiksi téallaisten kummajaisten
olemassaolosta vasta Karl Weierstrassin keksittya sel-
laisia uudelleen vuonna 1861 [1, s. 784].

Tilannetta kuvaa hyvin piispa George Berkeleyn jo
vuonna 1734 kirjassaan “The Analyst” esittdmé kiivas
kritiikki [1, s. 606]. Berkeley oli suivaantunut, kun erés
“pakanallinen matemaatikko” oli vaittéanyt kristinuskoa
kestaméttoméksi. Han pyrki osoittamaan, etta silloinen
tapa perustella differentiaali- ja integraalilaskenta ei ole
sen parempi. Berkeley ei suinkaan viittéanyt tuloksia
védriksi eikd hyodyttomiksi, mutta hén vaitti, etta ta-
pa, jolla ne johdettiin, oli epapédteva. Han viitti, etta
paattelyssa tehdadn raskaita virheitéd, jotka kuitenkin

kumoavat toisensa. Han kirjoitti “kaksinkertaisen vir-
heen seurauksena péaddytddn ei tieteeseen, mutta to-
tuuteen”. Nykypaivin nédkoékulmasta Berkeleyn kritiik-
ki oli aivan oikeaa.

Jos jokin toimii yleensd mutta ei aina, on tilanne kiusal-
linen. Kéytannollisesti ajattelevan ihmisen nakokul-
masta saattaa riittdd, ettd se toimii yleensi. Autoja
hajoaa tienposkeen ja tietokoneet takeltelevat, mutta
se voidaan sietdd, jos sitéd ei tapahdu kovin usein. Tie-
tokoneohjelmista ei yleensé edes yritetd saada virheet-
tOmié, vaan testaaminen lopetetaan ja ohjelma toimi-
tetaan markkinoille, kun ohjelma on lapaissyt valmis-
tajan mielestd riittdvin perusteelliset testit.

Matemaatikko haluaa kuitenkin olla tuloksistaan var-
ma. Tama pyrkimys ddrimmaiseen varmuuteen on kay-
tannollisesti ajattelevista ihmisisté ja usein muista tie-
demiehistédkin joskus turhauttavaa. Se kuitenkin on
matemaatikkojen tapa toimia. Silld on ollut omat etun-
sa. Se on pakottanut matemaatikot kohtaamaan silmés-
ta silmaan syvallisid kysymyksié, jotka kdytdnnollisem-
man asenteen omaava ihminen olisi sysdnnyt syrjdan
mielenkiinnottomina. Ilman tétd tyotd meilld tuskin
olisi esimerkiksi tietokoneita. Toivottavasti ydinvoima-
loiden turvajirjestelmien suunnittelijat eivit ajattele,
ettd riittdé, ettd se toimii suurimman osan aikaa!

Siksi matemaatikot ovat pyrkineet rakentamaan lu-
vun késitteen varmemmalle pohjalle kuin havainnolliset
mielikuvat. Téta tycté tehtiin erityisesti 1800-luvun lo-
pulla. Esimerkiksi Giuseppe Peano esitti vuonna 1894
kuuluisat aksioomansa, joissa luonnolliset luvut raken-
nettiin kahdesta yksinkertaisesta peruskésitteesta: nol-
la ja seuraava luku [1, s. 832]. Gottlob Frege méérit-
teli vuonna 1884 luonnolliset luvut joukko-opin avul-
la lahtien siitd ajatuksesta, ettéd kaksi joukkoa edustaa
samaa lukua, jos ja vain jos niiden alkiot voidaan aset-
taa yksi-yhteen -vastaavuuteen keskenddn [1, s. 831].
Toisin sanoen, tuoleja on sama maéra kuin istujia, jos
jokaiselle istujalle riittda oma tuoli eikd tuoleja jaa yli.
Fregen méaritelma on sikali erityisen hieno, ettéd sen va-
raan voidaan rakentaa myos darettomien lukuméérien
teoria.

Kun luonnolliset luvut on saatu maariteltya, niista voi-
daan rakentaa negatiiviset kokonaisluvut ja rationaa-
liluvut yksinkertaisin keinoin ja reaaliluvut monimut-
kaisin keinoin. Palaamme t&hédn lukualueen laajenta-
miseen jaljempéna.

Yksi nykyisin usein kdytetty tapa maééaritelld mate-
maattisia késitteitd on luetella joukko lakeja. Esimer-
kiksi tietokoneiden ohjelmoinnissa kéiytetddn jonkin
verran kisitettd matroidi. Ald ole huolissasi, jos sen
maéadritelma ndyttad vaikealta. Se on tassé kirjoitukses-
sa vain havainnollistamassa, miltd nykyaikainen mate-
maattinen méaritteleminen nayttda, eikd sen sisdltoa
tarvitse ymmaértad. Matroidi mééritelldén parina (5, ¢),
joka toteuttaa seuraavat ehdot [2, s. 345]:
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1. S on &arellinen epétyhja joukko.

2. ¢ on epétyhji kokoelma S:n osajoukkoja siten, et-
td jos Be€ fja AC B, niin A € /.

3. Jos A€ l, B €{ja A:ssa on vihemmén alkioita
kuin B:ssé, niin on olemassa jokin alkiox € B—A
siten, ettd AU {z} € ¢.

Toinen, myo6s ohjelmointiin tiensd 16ytanyt esimerkki
on tiukka heikko jérjestys, jota merkitsemme “<” [4, s.
467]. Se on tapa verrata alkioita, ja on melko saman-
tapainen kuin lukujen tuttu suuruusjirjestys “<”. Sen
méadritelmé vaatii, ettd seuraavat ehdot péatevit jokai-
selle kohteelle a, b ja c:

1. a < a ei péde.
2. Josa<bjab—<c niina~<ec.

3. Otetaan kiyttoon merkintd a < b tarkoittamaan,
ettd a < b ei pade eikd myoskdan b < a pade. Jos
a=<bjabxc, niin a < c.

Téllainen tapa méaaritella asioita voi tuntua aivan mie-
livaltaiselta — asetetaan vain joukko sd&ntoja kuin
Shakkipelissd. Mutta se toimii, jopa matematiikan ul-
kopuolella. Muutoin sitd ei kiytettéisi ohjelmoinnissa.

Samaa tapaa voidaan kidyttda myos lukujen méaritte-
lemisessa. Silloin peruslaeiksi otetaan jo puheena olleet
vaihdannaisuus, liitdnnéisyys ja osittelulaki. Esitdmme
ne talla kertaa ilman tarpeettomia sulkuja. Kuten ta-
vallista, jatdmme kertolaskuoperaattorin “-” merkitse-
matté. Ei ole ennalta selvai, ettd laskutoimituksen voi
aina suorittaa, silla eihén esimerkiksi nollalla voi ja-
kaa. Siksi tarvitaan sddnnot sanomaan, ettd yhteen- ja
kertolasku voidaan aina laskea.

Siis jokaiselle a, b ja ¢ pétee:

1 a + b on olemassa.

2 a+b=b+a

3 (a+b)+c=a+(b+c)

5 ab = ba

6

(1)

(2)

(3)

(4)  ab on olemassa.
(5)

(6)  (ab)c = a(bc)
(7)

7)) a(b+c)=ab+ac

Namaé lait eiviat yksinddn riitd méarittelemadn, mita
lukuja on olemassa. Niiden puolesta voisi aivan hyvin
olla, ettd vain parilliset luonnolliset luvut 2, 4, 6, ...
ovat olemassa. Tdmé johtuu siitd, ettd kahden parilli-
sen luvun summa ja tulo ovat parillisia. Niinpé parilli-
set luvut toteuttavat lait (1) ja (4) yksindén — ilman,
ettd mukana on muita lukuja. Muitten lakien toteu-
tuminen seuraa suoraan siitd, ettd parillisetkin luvut

ovat lukuja. (Sen sijaan lakikokoelmalle (1), ..., (7) ei
kelpaa se, ettéd vain parittomat luvut olisivat olemassa.
Nehén eivéit toteuta yksinéén lakia (1), silld 345 = 8,
ja 8 el ole pariton.)

Annetut lait eivit siis takaa, ettd ykkonen on olemassal
Téamén korjaamiseksi lisatadn uusi laki. Uudeksi laik-
si el riitd “on olemassa luku nimeltd 17, koska se ker-
too ykkosestd vain nimen ja jattdd kertomatta, mika
ominaisuus erottaa ykkosen muista luvuista. Maéaritel-
méhén ei sisdlld ennakkotietoa, mitd mustetahra “1”
tarkoittaa, joten sen ndkdkulmasta “on olemassa luku
nimeltd 1” kertoo yhté paljon kuin “on olemassa luku
nimeltd §”.

Mika tekee ykkosestd ykkosen? Se, ettd silla kertominen
ei muuta kerrottua lukua.

(8)  On olemassa luku 1 siten, ettéd jokaisella luvulla
a patee a -1 = a.

Lakikokoelma ei ole vieldkdan taydellinen. Se ei esimer-
kiksi riitd takaamaan, ettd 1 + 1 # 1, kuten tulem-
me nidkem&dn kohdassa “Mitd luvut ovat?”. Se riittda
kuitenkin hyvin pitkélle madradmadn, miten luvuilla
lasketaan. Jos esimerkiksi annetaan luvulle 1 4 1 ni-
meksi 2, luvulle 2 + 1 nimeksi 3 ja niin edelleen, ja
jos oletetaan, ettd luvut 1, 2, 3, ... ovat kesken&din
erisuuret, niin nadma lait méaradvat niiden yhteen- ja
kertolaskujen tulokset yksikésitteisesti. Kaikki tulok-
set ovat ne mitd olemme koulussa oppineet. Koko ta-
rina on liian pitkd téssd kerrottavaksi, mutta otetaan
kaksi esimerkkid. Mééritelmén 2 = 1 + 1, lain (3) se-
k& maéaaritelmien 3 = 24 1 ja 4 = 3 4+ 1 nojalla péatee
24+2=24+(141)=(2+1)4+1=3+1=4. Lakien
(7)ja (8) nojalla2- (1+1)=2-142-1=2+2, miki
edellisen tuloksen ja tiedon 2 = 1 4 1 kanssa kertoo,
ettd 2-2 = 4.

Padsemme nyt vihdoin ja viimein toiseen osaan vas-
tauksessamme sivulla 2 esittdmiddmme kysymykseen:
miksi luvut noudattavat niitd lakeja joita ne noudat-
tavat, eikd muita lakeja? Téhdn mennesséd olemme to-
denneet, etta ne asiat, joista puhumista varten luvut on
otettu kdyttoon — kappalemaarat, pituudet, pinta-alat
ja niin edelleen — noudattavat juuri niité lakeja, aina-
kin siind médrin kuin ylipdénsa on jarkevéad puhua la-
eista téllaisten havainnollisiin mielikuviin perustuvien
kohteiden yhteydessa.

Nyt kuitenkin olemme luopuneet lukujen rakentami-
sesta téllaisten mielikuvien varaan ja olemme korvaa-
massa sen tasmalliselld maéritelméalla. Kun lukuja m&a-
ritellddn antamalla laskulakeja, laskulait patevat siita
yksinkertaisesta syysté, ettd maaritelméssé julistetaan,
ettd ne patevit! Eiko tdmé ole kehdpédatelma? Eiko té-
mé ole tyhjan péaille rakentamista?

Ei ole. Matemaatikko saa asettaa mitké lait tahansa ja
tutkia niin syntyvéa jarjestelméd. Toisinaan kiy niin,
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ettd lait ovat keskenddn ristiriidassa. Madritelty kési-
te on silloin mahdoton eikd sitd ole olemassa. Tilanne
on samankaltainen kuin yhtaloll, jolla ei ole ratkaisua.
Mik& on se luku z, jolle pidtee x = x + 27 Ei sellaista
lukua ole. Jos lait eivéit ole keskenéén ristiriidassa, niin
maaritelty késite on silloin matemaatikoiden mielesta
olemassa. Kohdissa ““Velkaluvut”” ja “Lopuksi” pohdi-
taan tata asiaa liséa.

Mutta eiko téstd seuraa, ettd luonnollisten lukujen lait
on valittu mielivaltaisesti, kuten Sakkipelin s&&nnot?
Ei. Lakeja ei ole valittu mielivaltaisesti. Ne on valittu
sen mukaan, miten uskomme kappaleméérien, pituuk-
sien ja pinta-alojen kdyttdytyvin. Luvut noudattavat
lakeja (1), ..., (8), koska olemme tahallamme mééri-
telleet luvut niin, ettd ne noudattavat niité, ja olemme
tahallamme maaritelleet ne niin, jotta ne kayttaytyisi-
vat samalla tavalla kuin asiat, joita haluamme esittda
luvuilla.

Asiassa on vield yksi térked puoli. Vaikka mé&ritelmia
voi asettaa miten vain, silti ei saada aikaan minké&laisia
lukujarjestelmia tahansa. Jatkossa tulemme esimerkik-
si nakemaéadn, ettd jos halutaan lukujarjestelma, joka si-
saltad kaikki reaaliluvut ja jotain muutakin, niin vaih-
toehtoja on vain yksi. (Tdsmenndmme jatkossa, mi-
té tarkoitamme sanoilla “luku” ja “lukujirjestelmi”.)
Vaihtoehtoisia méaritelmid on monta. Kuitenkin, kun
niiden tuottamia jarjestelmia katsotaan tarkasti, huo-
mataan, ettd ne ovat yksi ja sama jarjestelma esitettyna
eri tavoin.

Siis luvut noudattavat niitd lakeja mitd noudattavat,
koska vain sellaisia lukujirjestelmis on olemassa. Mui-
ta lakeja noudattavia jarjestelmid on olemassa, mutta
ne ovat ominaisuuksiltaan niin toisenlaisia, ettd niiden
alkioita ei kutsuta luvuiksi.

“Velkaluvut”

Intialainen Brahmagupta oli esittdnyt negatiivisten lu-
kujen laskusdédnnot jo 600-luvun alkupuoliskolla [1, s.
316]. Silti negatiiviset luvut vaivasivat eurooppalaisia
matemaatikkoja vield yli tuhat vuotta my6hemmin.
Vuosina 1629-1704 eldanyt Johann Hudde nidyttaa ol-
leen heistd ensimmaéinen, joka kohteli niitd yhta luon-
tevasti kuin positiivisia [1, s. 525-526]. Jotkut oppi-
kirjojen kirjoittajat kielsivit kahden negatiivisen luvun
kertomisen keskenddn vield 1700-luvulla [1, s. 645].

Negatiivisia lukuja pyrkii tupsahtelemaan esiin erilais-
ten tehtdvien ratkaisemisen tuloksena. Silloin voi kui-
tenkin ottaa sen kannan, ettd ratkaisua ei ole. Harmil-
lista kylla, ratkaisumenetelmét tuottavat niitd vélivai-
heina silloinkin, kun lopullinen ratkaisu on positiivi-
nen. Negatiivisia lukuja vélttelevd matemaatikko tar-
vitsi monta eri ratkaisutapaa siind missd nykypaivan
matemaatikko selvidéd yhdella, koska hanen taytyi aina

ohjata laskut sellaista reittié, ettd negatiivisia lukuja ei
esiinny.

Tehd&danpé ajatuskoe, ettd tietokoneet olisi keksitty en-
nen negatiivisia lukuja. Kaikki tietokoneet osaisivat las-
kea vain positiivisilla rationaaliluvuilla ja nollalla. Jos
x < y, niin vahennyslasku x — y aiheuttaisi ajonaikai-
sen virheen aivan kuten nollalla jako todellisissa tieto-
koneissa. (Ajatuskoe toimii myos kokonaisluvuilla, jos
jakolasku jatetdan pois. Reaaliluvuilla ajatuskoe ontuu,
koska tietokoneita ei voi ohjelmoida laskemaan reaali-
luvuilla tarkasti.)

Erdana paivana joku neropatti keksii, etta olisi parem-
pi, ettd pienempi miinus suurempi ei aiheuttaisi virhet-
td vaan tuottaisi tulokseksi uudentyypisen, velkaa esit-
tdvan luvun. Han paéttda laatia ohjelman, joka osaa
laskea my®s nailld uusilla luvuilla. Olisiko sellainen vai-
keaa?

Italialaiset kauppiaat kiyttivdt 1400-luvulla merkkis
“4+” ilmaisemaan ylijadmaa ja “—” alijaamaa [1, s. 397],
joten esitetdén luku ohjelmassamme parina (e, z;), jos-
sa xe on “+4” tai “—" ja x; on positiivinen luku tai nolla.
(Ohjelmoija kdyttéisi parin sijasta tietuetta tai luok-
kaa, mutta viltdmme ohjelmointikielitermeja tassa kir-
joituksessa.) Tamé& on itse asiassa nykyinen esitysta-
pamme vain kirjoitettuna hieman eri tavalla. Alaviit-

teet “e” ja “i” viittaavat sanoihin “etumerkki” ja “itsei-
sarvo”.
Esimerkiksi —3 esitetéaén (“—7,3) ja 5 esitetdéin

(“47,5). Nolla ei oikeastaan ole sddstod eikd velkaa,
mutta valitaan yksinkertaisuuden vuoksi, etta nolla esi-
tetddn muodossa (“47,0), ja paria (“=",0) ei kiyteti.
Eihén (“—”,0) varsinaisesti vadrin olisi, koska se vas-
taa tavallisen matematiikan merkintdd —0, joka myos
on arvoltaan 0. Mutta véltetd&n sekaannuksia, jos oh-
jelma esittad nollan aina samassa muodossa.

Laskutoimitukset voidaan ohjelmoida koulussa opittu-
jen etumerkkisdéntdjen mukaan. Yhteenlasku z+y = 2
sujuu néin:

e JoS Te = Ye, Niin 2z = Te ja 2i = x; + Y.

o Jos xe # Ye ja T > ¥i, niin ze = X ja z; = T; — V-

e JoS Te # Ye ja x; = y;, niin ze = “+7 ja z; = 0.

o Jos xe # Ye ja xi < i, niin 2e = Ye ja 2 = Yi — Ti.

Vihennyslasku  — y tapahtuu vaihtamalla y. plussas-
ta miinukseksi tai painvastoin ja sitten kayttamalla yh-
teenlaskua, paitsi jos y on alunperin (“+”,0). Jos y on
alunperin (“4”,0), niin tulokseksi annetaan x.

Kertolasku z-y = z on jopa helpompi kuin yhteenlasku:

® Zi =T Y.

2

e Jos xe = ye tai x; = 0 tai y; = 0, niin 2z, = “+

_w_»

o Jos ze # ye ja x; # 0 ja y; # 0, niin ze = “—".
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Jakolasku z = x/y saadaan edellisestéi korvaamalla en-
simméiinen kohta kaavalla z; = x;/y;.

Tarkoitus on tietysti, ettéd silloin kun kaikki etumerkit
ovat “+”, ohjelmamme laskee kuten positiivisilla luvuil-
la ja nollalla lasketaan. Siis esimerkiksi jos

T+y==z,
niin taytyy olla

(“_,_77’ x) + (L(+”7y) — (“_,_77’ Z) .

Tarkastamalla kaikki edelld annetut (zxe,;)-lukujen
laskusadnnot on helppo ndhda, etta tdméa puoli asiasta
on kunnossa. Ainoa poikkeus on x —y silloin kun = < y.
Positiivisten lukujen ja nollan laskusd&nnéilla tama on
kielletty lasku, mutta (ze, x;)-luvuilla lasku onnistuu ja
tulos on (“—",y — ). Mutta tdmé&héin oli tarkoituskin.
(Ze, z;)-luvut ovat siis positiivisten lukujen ja nollan
laajennos, eiké jokin kokonaan uusi lukujérjestelma.

Me tieddmme, ettd yhteen- ja kertolasku ovat vaihdan-
naisia ja liitdnnaisia ja osittelulaki patee, vaikka muka-
na olisi negatiivisiakin lukuja. Ohjelmoijamme ei sitd
kuitenkaan vield tiedd, koska ajatuskokeessamme ne-
gatiivisia lukuja ollaan vasta keksiméssa.

Mutta, jos luotetaan siihen, ettd vaihdannaisuuslaki
patee positiviisille luvuille ja nollalle, niin on helppo
kokeilemalla huomata, etté se patee myos ohjelman ka-
sittelemille pareille (e, x;). Otetaan esimerkiksi tapaus
a + b, miss ae # be ja a; < b;. Olemme ottaneet kiyt-
t66n uudet nimet a ja b, jotta emme menisi nimien
kanssa sekaisin. Nainpéin laskettaessa x = a ja y = b,
joten “ae # be ja a; < b tarkoittaa “ze # ye ja x; < y;’.
Lasku vie siis neljanteen tapaukseen ja tulokseksi tulee
(Ye, i — ;) eli (be, bi — a;). Laskettaessa b + a pétee
x =bjay = a. Siis ye # Te ja y; < x;. TAmA tar-
koittaa samaa kuin ze # e ja x; > y;, joten lasku vie
toiseen tapaukseen ja tuottaa vastaukseksi (ze, =i — i)
eli (be, b — a;). Tuli siis sama vastaus, kuten pitaakin.

Liitdnnaisyyslait ja osittelulaki voidaan tarkastaa sa-
maan tapaan.

Ajatuskokeemme havainnollistaa kolmea téarke&a asiaa.
Ensiksi, olisi mahdollista — jopa helppoa — opettaa
tietokoneet laskemaan kaikilla rationaaliluvuilla, vaik-
ka ne alunperin osaisivat laskea vain positiivisilla ra-
tionaaliluvuilla ja nollalla. Silloin kun vain ihmiset las-
kivat luvuilla, oli ainakin jossain méaérin jarkevad vait-
téa, ettd jotkin epailyttdvan tuntuiset luvut eivit “oi-
keasti ole olemassa” ja niilla laskeminen on samanlaista
haihattelua kuin ikiliikkujan suunnittelu. Mutta siina
vaiheessa kun tietokoneetkin laskevat “velkaluvuilla” il-
man ongelmia, on pakko myontéda ainakin sen verran,
ettd velkalukujen toteutus tietokoneohjelmana on ole-
massa, joten niilld laskeminen ei ole haihattelua.

Seuraako tésté sitten, ettd myos velkaluvut itse — to-
teutuksensa lisiksi — ovat olemassa, on epéolennainen

kysymys. Sanoilla ei yleensé ole tarkkaan sovittuja mer-
kityksié, vaan on harmaa alue, jossa toisten mielestéa
sopii kiyttda jotakin sanaa ja toisten mielestd ei. Joi-
denkin mielestd lukujen ei voi sanoa olevan olemassa
ainakaan ennen kuin ihmiset keksivéit ne, koska ne ovat
vain ajatusrakennelmia, ja ennen keksimistdan ne eivat
siis ole mit&an.

Nykyajan matemaatikot kayttavéat toisenlaista puheta-
paa. He sanovat, ettd jokin matemaattinen kisite on
olemassa, jos se ei ole sisdisesti ristiriitainen. “Pydreé
nelio” olisi sisdisesti ristiriitainen késite. Siséinen risti-
riita voi olla myds paljon vihemmaén ilmeinen. Kuiten-
kin, jos jokin késite saadaan toimimaan tietokoneohjel-
mana, se ei voi olla siséisesti ristiriitainen.

Sen sijaan, ettd alkaisi kinastella matemaatikon kanssa,
ovatko velkaluvut “oikeasti” olemassa, on hyodyllisem-
paa todeta, ettd hén kayttda sanaparia “olla olemassa”
ehka eri merkityksessa kuin minéa. Joka tapauksessa vel-
kalukuja voi kiyttaa laskelmissa. Kéytannon ndkokul-
masta se on tarkeinté.

Toiseksi, velkalukuja ei rakennettu yksindan, vaan ra-
kennettiin jirjestelmi, joka sisdltdd sekd velkaluvut
ettd tarkat vastineet entuudestaan tutuille luvuille.
Kutsukaamme néité vastineita “sdaéstoluvuiksi”. Ovatko
saastoluvut “oikeasti” sama asia kuin entuudestaan tu-
tut luvut on sekin epdolennainen kysymys. Ellei ohjel-
man kayttaja yritd laskettaa vihennyslaskua pienempi
miinus suurempi, hén ei voi mistddn huomata, ettd oh-
jelma laskee sddstoluvuilla. Vastaus on aina sama kuin
entuudestaan tutuilla luvuilla laskettaessa olisi tullut.

Kolmanneksi, kaikki edelld annetut lait (1), ..., (8) pa-
tevit kaikille (e, x;)-luvuille. Velkalukujen kiyttoonot-
to ei vaadi, ettd vanhat laskulait unohdetaan ja ope-
tellaan uusia. Tama helpottaa velkalukujen kayttoon-
ottoa huomattavasti. Velkaluvut kidyttaytyvét niin sa-
malla tavalla kuin entuudestaan tutut luvut, ettd on
vaikea keksid mitddn muuta syytéd olla kelpuuttamat-
ta niitd luvuiksi kuin ennakkoluuloisuus. Ennakkoluu-
loisuus on ollut matematiikankin historiassa vahva voi-
ma, mutta hyvit uudet ajatukset on lopulta hyviksytty
viimeistdan silloin, kun vanhoihin ajatuksiin juuttunut
sukupolvi on kuollut pois.

Téarkein velkalukujen — eli negatiivisten lukujen —
mukanaan tuoma uutuus on se, ettd jokainen vdhen-
nyslasku on laskettavissa. Tamé asia voidaan ilmaista
lailla “ovatpa a ja b mité lukuja tahansa, niin a — b on
olemassa”. Se ei kuitenkaan riita yksindén, koska tahan
mennesséd annetuissa laeissa ei kerrota mitdén siité, mi-
td vahennyslasku tarkoittaa.

Akkipastd voi niyttid siltd, ettd timéi puute on help-
po korjata: a — b on tietenkin sellainen luku, ettd kun
sithen lisdtadn b, saadaan a. Taman voi ilmaista lailla
(a—b)+b=a.
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Valitettavasti asia ei ole néin yksinkertainen. Periaat-
teessa voisi olla olemassa kaksi tai useampia eri lukuja
x siten, ettd x 4+ b = a. Silloin ongelmaksi tulisi, mika
niistd on a —b. Siis a —b ei ehk ole yksikésitteinen. On-
neksi pystymme lopulta osoittamaan, ettd a — b on yk-
sikésitteinen. Joudumme kuitenkin sitd ennen paattele-
médn médritelmén “a—b on olemassa ja (a—b)+b = a”
ja aikaisemmin annettujen yhteenlaskun lakien varassa
tietamatta, ettd a — b on yksikasitteinen.

Koskaz = (z—y)+y, on z+(y—y) = (z—y)+y)+(y—
y). Liitdnndisyyslakia kiyttdmélla oikea puoli voidaan
muuttaa muotoon (x —y)+ (y+ (y—y)), josta vaihdan-
naisuuslailla pafistiin muotoon (z —y) + ((y —y) +v).
Koska (a—b)+b = a, sievenee tdmé muotoon (z—y)+y
ja edelleen muotoon z. Siis ovatpa x ja y mitd lukuja
tahansa, pitee = + (y — y) = x. Luku y — y kiiyttaytyy
kuten nolla!

Edelleen voidaan paétella, ettd vaikka z olisi eri luku
kuin y, niin z — z ja y —y ovat yhtésuuret. Se on viliton
seuraus yleisemmaésté tuloksesta, jonka mukaan ei voi
olla olemassa enempéd kuin yksi luku, joka kiyttaytyy
kuten nolla. Témén todistamiseksi oletetaan, etta p ja
q ovat kaksi lukua siten, ettd x +p=xjaz+qg==x
jokaisella z. Sijoittamalla ensimméiseen yhtdloon x:n
paikalle ¢ saadaan g + p = ¢, josta vaihdannaisuuden
avulla saadaan p 4+ ¢ = ¢. Toisaalta, sijottamalla jal-
kimmaiseen yhtaléon z:n paikalle p saadaan p + ¢ = p.
Niinpd p = p+ ¢ = q. Siis p ja ¢ eivit voi olla eri luku.

FEi ole yllatys, ettd y — y kiyttdytyy kuin nolla. Olem-
me rakentamassa matemaattista mééritelmaa tutuille
luvuille, ja tutuilla luvuilla y — y = 0. Jos rakennel-
massamme y — y olisi jotain muuta kuin 0, olisi raken-
nelmamme pielessd. On kuitenkin mielenkiintoista huo-
mata, ettd ei tarvitse erikseen mééritelld, ettd y —y on
nolla eiké edes, etté nolla on olemassa. Ndmé seuraa-
vat automaattisesti siité, ettd yhteen- ja vihennyslasku
voidaan aina laskea, yhteenlasku on vaihdannainen ja
liitdnnéinen, ja (a — b) + b = a.

Koska y—y:n tulos on y:n valinnasta riippumaton, kéyt-
taytyy kuten nolla eikd muitakaan nollia voi olla, alam-
me merkitd sitd reilusti symbolilla “0”. Olemme johta-
neet seuraavan tuloksen:

(9)  On olemassa luku 0 siten, ettéd jokaisella luvulla
a patee a +0 = a.

Sijoittamalla a:n paikalle 0 ja b:n paikalle a kaavassa
b+ (a —b) = a saadaan a + (0 — a) = 0. Merkitsemailla
lukua 0 — a yksinkertaisemmin —a voidaan tdmé tulos
esittdad seuraavana lakina:

(10)  Jokaista lukua a kohti on olemassa luku —a siten,

ettd a + (—a) = 0.

Lukua —a kutsutaan luvun a vastaluvuksi. Samaan ta-
paan kuin osoitettiin, ettd nollan lailla kiyttaytyvia lu-
kuja on vain yksi, voidaan osoittaa, ettd myos vastalu-
vun lailla kdyttaytyvia lukuja on vain yksi. Nimittéin,

olkoon my6s a luku siten, ettd a + a = 0. Vaihdannai-
suuslain avulla saadaan @ + a = 0. Nyt voidaan laskea
toisaalta, ettd (a+a)+(—a) = a+(a+(—a)) = a+0 = a,
ja toisaalta, ettd (a+a)+(—a) = 0+(—a) = (—a)+0 =
—a. Niinpd a = (a + a) + (—a) = —a.

Nyt voimme viimein osoittaa, ettd on vain yksi luku x
siten, ettd 4+ b = a. Nimittéin, jos x on sellainen luku,
ninzr =x4+0=x+ b+ (-b) = (x+b) +(-b) =
a + (—b). Koska juuri ndimme, ettd —b on yksikésittei-
nen ja olemme alusta saakka uskoneet, ettéd yhteenlasku
on yksikésitteinen, on x:n arvo yksikasitteinen.

Olemme tdhén asti kdyttdneet lakeja “a — b on ole-
massa’ ja “(a — b) + b = a” osana lukujen maéritel-
méd, ja johdimme lait (9) ja (10) niistd ja kaavasta
—a = 0—a. Matemaatikoilla on kuitenkin tapana tehd&
toisinpiin: (9) ja (10) sekii kaava a —b = a+ (—b) asete-
taan osana maéritelméi, josta vihennyslaskun ominai-
suudet johdetaan. N&din maéaaritelty a — b on olemassa
ovatpa a ja b mitd lukuja tahansa, koska —b on ole-
massa lain (10) nojalla ja yhteenlaskun tulos on ole-
massa lain (1) nojalla. Edelleen, mééritelmén mukaan
(a—0b)+b=(a+(=b)) + b, josta liitdnnaisyyttd ja
vaihdannaisuutta soveltamalla saadaan a + ((—b) + b)
ja a+ (b+ (=b)), josta (10) tuottaa a + 0, mistd (9)
tuottaa a. Siis (a — b) + b = a.

Koska lait (9) ja (10) on johdettavissa laeista “a — b on
olemassa” ja “(a — b) + b = a” seké toisinpéin, on lop-
putulos riippumaton siitd, kummat valitaan ldhtokoh-
daksi. Lakien (9) ja (10) valitseminen lahtokohdaksi on
sikdli mukavampaa, ettd niiden avulla ensimmaiset to-
distukset sujuvat ndppardmmin. Sen jéalkeen kun vaih-
toehtoisen ldhtékohdan lait on johdettu, ei asialla ole
enda merkitysta.

Todistamme vield yhden vastalukujen tutun ominai-
suuden, jota tarvitaan jatkossa. Mita on —(—x)? Méaa-
ritelmédn mukaan se on sellainen luku, ettd (—z) +
(=(—z)) = 0. Toisaalta z + (—x) = 0, josta vaihdan-
naisuuslain avulla saadaan (—x) 4+« = 0. Niinpé z kel
paa luvuksi —(—x). Koska vastaluku on yksikésitteinen,
téytyy olla niin, ettd —(—x) = «.
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