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Netissa nahtya

Talla kertaa padkirjoituksen paikalla ei esitetd juhlavaa
aatteellista siséltod, vaan tosikertomus paatoimittajan
elamésta. Siksi kirjoitus on ensimmaéisessé persoonassa.

Nettisurffailu ei varsinaisesti ole harrastukseni. Joskus
kuitenkin linkki vie toiseen, ja p#dtyy sivuille, joilla
ei alunperin ole aikonutkaan kidyda. Joulun alla sa-
tuin osumaan Opetushallituksen etédlukiomateriaalien
sivuille. Etdlukioprojekti, jonka osapuolina olivat Ope-
tushallitus ja Yleisradio, toimi vuosina 2000-2004. Kat-
selin uteliaisuuttani, mitéd lyhyen matematiikan otsikko
Trigonometria mahtoi sisdltdé. Ensimmaéisend silmaani
sattui hiukan yllattava varoitus, joka kielsi kiyttamas-
td trigonometrisia funktioita muissa kuin suorakulmai-
seen kolmioon liittyvissa yhteyksissa. Sitten totesin, et-
té valmiiksi lasketussa yksinkertaisessa esimerkissa, jo-
ka edellytti suorakulmaisen kolmion toisen kateetin las-
kemista toisen avulla tangenttifunktiota kiyttden, kiy-
tettiinkin sinid ja paadyttiin virheelliseen tulokseen.
Nyt mieleeni muistui Solmun Sammakko-palsta: téllai-
sia pikku klémmahdyksidhén aina silloin talloin tulee
vastaan ja niille voi hyvétahtoisesti hymyilla.

Kiinnostuin sivuista kuitenkin sen verran enemmén, et-
ta pédtin katsoa myés tarjolla olevaa pitkdn matematii-
kan materiaalia. Sita oli esilla erityisesti myds etélukio-
projektin jalkeiseltd ajalta, vuoden 2005 opetussuunni-
telmien mukaisesti. Ensimmaéinen havaintoni oli oma-
perdinen kolmion alan kaava: jos kolmion sivut ovat a,
b ja c jasivua a vastassa oleva kulma «, niin kolmion ala
on 1absina! Sammakkosivuille taitaa tulla lisié mate-

riaalia, ajattelin. Mutta kun menin kurssiin Derivaatta
ja ensimmaéinen silmiin tullut kohta oli tdma:

“Funktio on jatkuva kohdassa x = a, jos

lim = f(x)”

r—a
(se oli juuri niin, kyseessd el nyt ole Solmun virhe)
aloin ns. ndhd& hiukan punaista. Etsin sivuilta palaute-
linkin ja kerroin havaintoni sekd johtopéatokseni, joka
oli ettei tallaista saisi pitda julkisesti ndhtavané, vaan
ettd sivut olisi pikimmiten suljettava ja tarkistettava.
Opetushallitus reagoikin palautteeseeni ripeésti epéil-
len, ettéd olen lukenut vanhan projektin sivuja, joita ei
enda paivitetdkadn. Vastattuani, ettd kritiikkini koski
ajankohtaista aineistoa sain ystéavéllisen puhelinsoiton,
jossa vakuutettiin, ettd materiaalin on laatinut hyva
asiantuntija ja ettd kisikirjoitukset on vield Opetus-
hallituksessakin tarkastettu. Virheet mielelldsn korja-
taankin. Keskustelun mittaan liennyin ja lupasin jou-
lukinkun sulattelun lomassa katsella sivuja liséé, ja jos
vield epdkohtia 16ytéisin, niistd kertoa.

Aloinkin lukea materiaalia systemaattisesti kurssista 1
alkaen. Kopioin havaitsemani epédkohdat omaan tiedos-
toonsa. Kun olin paéssyt noin puoleen viliin, otsikkoon
nelidjuuri asti, tiedostossani oli jo menossa kuudes si-
vu. Epakohtien skaala oli laaja: kirjoitus- ja kielioppi-
virheistd laskuesimerkkien huolimattomuuksiin, loogi-
siin epadjohdonmukaisuuksiin ja tdydellisiin viaarinym-
maérryksiin. Paatin lopettaa.

Paakirjoitus
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Aika usein korostetaan, etté netissé on paljon tietoa,
mutta kaikkeen ei tule luottaa. Sanotaan, etté nuorille
tulisi antaa mediakasvatusta. Jos tietoa tarjoaa valtion
viranomainen, on oletusarvo, etté tieto on luotettavaa.
Kuvattu esimerkki néyttda, ettd ndin ei tarvitse olla.
Parasta mediakasvatusta on tieto.

Yleistdminen yksittdistapauksesta ei ole suotavaa.

Matti Lehtinen

Opetushallituksen laadunvalvonnan raiked pettdminen
juuri matematiikan kohdalla lisdd kuitenkin sitd mie-
lialaa, jonka valtaan tulee seuratessaan matematiikan
ylioppilaskirjoitusten tasoa ja lapéisyrajaa ja opettaja-
kunnan yleista valinpitdméattomyytta tilanteesta, Pisa-
tutkimuksen “matematiikan” osion kritiikitontd vas-
taanottoa ja monia muita aikamme ilmi6itd: matema-
tiikalla ei oikeastaan ole valid. Miki neuvoksi?

Paakirjoitus
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Ensimmaisten kuuluisien naismatemaatikkojen
henkilokuvia, Sofia Kovalevskaja

Vadim Kulikov

Johdanto

Sofia Kovalevskaja syntyi Moskovassa vuonna 1850.
Héan oli keskimmaéinen Vasilij ja Elisaveta Korvin-
Krukovskien kolmesta lapsesta. Isd oli tykistoupseeri
ja diti F. F. Schubertin tytar ja F. I. Schubertin lap-
senlapsi. Molemmat Schubertit olivat akateemikkoja,
toinen matemaatikko.

Sofian ensimmaéinen tutustuminen matematiikkaan ta-
pahtui, kun perhe muutti uuteen asuntoon ja lasten-
huoneen seiné oli tilapéaisesti tapetoitu vanhoilla mate-
matiikan luennoilta peréisin olevilla tapeteilla isén nuo-
ruuden ajoilta. Tapetit kiinnostivat Sofiaa erityisesti,
vaikkei han niistd mitdadn ymmartanyt.

Perheen lapsilla oli yksityisopettajat ja Sofia menestyi
hyvin kaikissa aineissa. Setéd Pietari Korvin-Krukovskij
sai Sofian kiinnostumaan matematiikasta. Sofia muis-
telee, etté setd kertoi Sofialle "asymptooteista, jotka ei-
vat koskaan saavuta paddméadrddnsi ja monista muista
asioista, joita en tietenkddn silloin ymmaéartanyt, mutta
jotka vaikuttivat mielikuvitukseeni ja loivat mielikuvan
matematiikasta ylellisené ja mysteerisené tieteené, joka
avautuu vain valituille".

Sofia Kovalevskaja (15.1.1850-10.2.1891)

Sofian isé ei aluksi hyviksynyt tyttirensa kiinnostusta.
Han ei halunnut, ettd hénen tyttdrestddn tulee mus-
ta lammas, silld tiede ei sopinut naisille. Perheen naa-
puristossa asunut fyysikko Tyrtov sai ylipuhuttua So-
fian isén palkkaamaan Sofialle yksityisen matematiikan
opettajan. Joidenkin ldhteiden mukaan hén vertasi So-
fiaa Pascaliin ja tdmaé teki isddn suuren vaikutuksen.
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Venajallé ei sithen aikaan nainen voinut valmistua yli-
opistosta, joten Sofian oli ldhdettivd Eurooppaan opis-
kelemaan. Han meni naimisiin Vladimir Kovalevskin
kanssa vuonna 1868 ja he lahtivit yhdessa Sofian siskon
Anytan kanssa Heidelbergiin, jossa Sofia pystyi opiske-
lemaan matematiikkaa.

Karl Weierstrass

Kahden vuoden péadstéd, vuonna 1870, Sofia muutti
opiskelemaan Berliinin. Karl Weierstrass antoi Sofial-

le yksityistunteja, silld naiset eiviit saaneet osallistua
julkisiin luentoihin. Vuonna 1874 Kovalevskaya vaitteli
matematiikan tohtoriksi ensimmaéisend naisena Euroo-
passa. Téamén jalkeen perhe muutti Pietariin ja Kova-
levaskaja yritti saada t6itd. Siité ei tullut mitdédn. Joi-
denkin huhujen mukaan erds yliopiston virkailija sanoi
Sofialle: "Tdh&n asti miehet ovat pérjdnneet tyoteh-
tévissddn varsin hyvin emmeka me kaipaa mitdan uu-
distuksia", johon Sofia vastasi "kun Pythagoras todisti
lauseensa, han uhrasi 100 harkaé, sen jilkeen karja on
peldannyt uudistuksia” (karja - venajiksi myos haukku-
masana).

Vuonna 1883 Kovalevskayan mies Vladimir Kovalevskij
teki itsemurhan. Vuonna 1889 39-vuotias Sonya Kova-
levskaya nimitettiin matematiikan professorin virkaan
Tukholman yliopistossa. Néin hénestd tuli Euroopan
ensimmaéinen nainen matematiikan professorin virassa.
Hénet hyviksyttiin Ranskalaisen tiedeakatemian jase-
neksi ja Venédjin tiedeakatemian ensimmaéiseksi naisjé-
seneksi Chebyshevin aloitteesta. Tamé oli ensimmaéinen
Kovalevskajan kotimaastaan saama tunnustus. Myo6-
hemmin painettiin jopa postimerkkejé hanen kunniak-
seen.
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Sofia Kovalevskaja todisti yleisen tapauksen lausees-
ta, joka nykyddn tunnetaan Cauchy-Kovalevskaya-
lauseena; se on olemassaolo- ja yksikésitteisyystulos,
joka liittyy osittaisdifferentiaaliyhtéléiden reuna-arvo-
ongelmien ratkaisuihin. Han oli my6s hyvin kiinnos-
tunut kirjallisuudesta. Jo pienend han kirjoitti runoja
ja Ruotsissa asuessaan kirjoitti ndytelmia ja yhden ro-
maanin. Sonya Kovalevskaya kuoli keuhkokuumeeseen
41-vuotiaana, vuonna 1891. Hénet on haudattu Ruot-
siin, ldhelle Tukholmaa.
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Maria Montessori 1870-1952

Outi Suortti
Niipperin Montessori-leikkikoulu
http://www.niipperinmontessori.fi

Maria Montessori syntyi 1870 Italiassa varakkaaseen
ja koulutettuun sukuun, joten hén pystyi aloittamaan
yliopisto-opinnot luonnontieteessd ja matematiikassa.
My6hemmin hén hakeutui lddketieteen opiskelijaksi, jo-
ka oli tuohon aikaan yksinomaan miesten tieteenala.
Hén valmistui ladketieteen ja kirurgian tohtoriksi 1896,
ensimmaéisend naisena Italiassa.

Tyoskennellessédédn sairaalassa Montessori kiinnostui

1913

1936

vajaamielisten ja heikkolahjaisten lasten ongelmista to-
deten, ettd niiden lasten koulutus oli pedagoginen ei-
k& ainoastaan ladketieteellinen ongelma. Montessori al-
koi perehtyéd kasvatustieteeseen. Hinen kasvatuskési-
tykseensd vaikuttivat mm. Rousseau (aistien kehitté-
minen), Pestalozzi (luonnonrakkaus), Frobel (pienten
lasten kasvatus), seké Seguin (mm. matemaattisten vé-
lineiden kehittdminen).



http://www.niipperinmontessori.fi/

Solmu 1/2008

Montessori péatteli, ettd menetelmé soveltuisi myos
“normaalilapsille”. Han vei vammaisille lapsille kehitta-
midén valineitd Rooman slummialueelle perustamaan-
sa "Lasten taloon"(Casa dei Bambiini) lahjoituksina
saatujen lelujen lisdksi. Lapset olivat alle kouluikaisia
tyovieston vaihempiosaisia lapsia. Viittakymmenta las-
ta hoiti opettajaopintonsa heti alussa keskeyttanyt k-
sityoldisnainen, jolla ei ollut aikaisempia kokemuksia
lapsiryhmén ohjaamisesta.

Montessori nédytti hénelle vilineiden kdyton, ja hédnen
ohjaaminaan lapset oppivat tyoskentelemdédn montes-
sorivélineilld pitkdjanteisesti ja itsendisesti, sekd me-
nestyksellisesti mm. kirjoittamaan, lukemaan ja laske-
maan. Heitd tultiin myohemmin hdmmastelem&an eri
puolelta maailmaa.

Montessorimenetelmé erosi humanistisuudessaan téy-
sin niistd opettajan auktoriteettiin perustuvista ja
tiukkaa kuria vaativista kasvatusmenetelmisté, joita
Ttaliassa ja kaikkialla muuallakin kdytettiin. Lapsen sa-
laisuus onkin Montessorin mielestd ne suunnattomat
voimavarat, jotka lapsella on kasvunsa ja kehityksensa
ohjaamiseen. Lapsi luo itse itsensé, ja tdtd luomispro-
sessia ei aikuinen voi mé&aratd. Lapsi ansaitsee téssé
tyossé aikuisen kunnioituksen.

Montessoripedagogia pohjautuu Montessorin tyosken-
telyyn lasten kanssa, hénen lapsista tekemiinsa havain-
toihin ja havaintojen tutkimiseen. Hénen tyossdén pas-
osassa on lapsi, hin itse kiistdd luoneensa mitdan me-
todia.
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Rolf Nevanlinna -instituutin tukisaation vaitoskirjapalkinto

Marjatta Nididtidnen

Rolf Nevanlinna-instituutin tukisdétion vaitoskirjapal-
kinnon vuoden 2006 parhaasta matematiikan alaan
kuuluvasta véitoskirjasta sai filosofian tohtori Mikko
Stenlund Helsingin yliopistosta.

Viitoskirjan aihe liittyy kaaosteoriaan. 1800-luvun lo-
pulla Henri Poincaré tutki kolmen kappaleen ilmiota
ja biasymptoottisia ratoja, toisin sanoen ratoja, jotka
ldhestyvat ajan suhteen sekd menneisyydessa etté tule-
vaisuudessa asymptoottista rataa, jossa liike on sdén-
nollista. Téllaisten biasymptoottisten ratojen lahelld
esiintyy kaoottista liikettd. Tastd Poincarén havainnos-
ta voidaan katsoa kaaosteorian alkaneen.

V. 1. Arnold osoitti 1960-luvulla, ettd kaoottista liiket-
tad voi esiintyd jos asymptoottisten ratojen ns. stabii-
li ja epdstabiili monisto leikkaavat transversaalisesti ja
esitti fysikaalisen mallin, jossa tétd ilmiota voi tutkia.

Arnoldin malli koostuu heilurista, johon vaikuttaa usei-
ta ajan suhteen jaksollisia voimia. Tehtévéna on tutkia
monistojen leikkausta kun voimien kokoa kuvaava pa-
rametri on pieni. Vaitoskirjassa on osoitettu, ettd leik-
kauskulma on erittédin pieni tdmén parametrin funktio-
na. Erityisesti muodollinen Taylorin kehitelm& havida
identtisesti. Tyossd johdetaan asymptoottinen lauseke
kulmalle ja todistetaan sille ylaraja.

Teorian sovelluskohteena on esimerkiksi aurinkokunnan
planeettojen liike. Tadmé on hyvin sdannollistd inhimil-
lisessé aikaskaalassa, mutta miljoonien vuosien kulues-
sa se nayttdd olevan kaoottista. Stenlundin vaitoskir-
jan ohjaajana on toiminut professori Antti Kupiainen.
Stenlund on esittédnyt tyOssddn uusia menetelmis il-
mién ymmartadmiseksi ja on nyt tutkijana New York
Universityn Courant Instituutissa, joka on erds maail-
man johtavia matematiikan laitoksia.
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Matematiikka esilla Helsingin yliopiston museossa

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Helsingin yliopisto on vanha ja arvokas oppilaitos, ja
sille on vuosisatojen kuluessa kertynyt melkoisesti Suo-
men kulttuurihistorian kannalta arvokasta asiakirjaa ja
esinettd. Naiden esilld pitdmiseksi yliopisto on perus-
tanut museonkin. Sen tilat sijaitsevat Arppeanumik-
si ristityssd entisessd geologian laitoksessa, Helsingin
Senaatintorin kulmalla, osoitteessa Snellmaninkatu 3.
(Arppeanumin nimen takana on 1800-luvun puolivalis-
sd vaikuttanut kemian professori Adolf Edvard Arp-
pe. Arppeanum rakennettiin alun perin Arppen aikana
yliopiston kemian laitokseksi.) Monien muiden museoi-
den tapaan Helsingin yliopiston museossakin on pysy-
van ndyttelyn lisdksi vaihtuvia teemandyttelyita.

Marraskuun lopussa Arppeanumissa avattiin ndyttely,
jonka nimi on Matematiikka — perinnetti ja sovel-
luksia. Niyttely on avoinna maaliskuun 9:nteen 2008
saakka. Museo on auki tiistaista perjantaihin klo 11-17
ja viikonloppuisin klo 11-16.

Museossa kun ollaan, nayttelyn painopiste on ldhem-
pénd otsikon sanaa perinne. Erityinen syy jérjestda
néyttely juuri vuonna 2007 on Lars Ahlforsin synty-
mén satavuotismuisto (Solmu 1/2008). Kunniapaikalla
néyttelyssad onkin merkittdvin suomalaisen matematii-
kan kautta aikojen saama tunnustus, Lars Ahlforsille
vuonna 1936 luovutettu Fieldsin mitali, "matematiikan
Nobel-palkinto". Nayttelyn avajaisissa puhunut akatee-
mikko Olli Lehto siteerasi mitalin luovutukseen liitty-
nyttd lausuntoa, joka osoitti huomionosoituksen ajatel-
lun Ahlforsin ohella my®és sille suomalaiselle funktioteo-

rian koulukunnalle, jonka kasvatti Ahlfors oli.

Lars Ahlforsin perikunta on lahjoittanut mitalin Hel-
singin yliopistolle. Alkuperéisté mitalia séilytetdéin
yleensd kassakaapissa, ja sen jdljennds on esilla yli-
opiston matematiikan laitoksen ala-aulassa Kumpulan
kampuksella. Sen oikean ja alkuperiisen voi nyt siis
jonkin aikaa ndhdéa Arppeanumissa, ennen kuin se taas
kitketaan lukkojen taakse. Lukot kuuluvat olevan teh-
tavadnsa sopivat, silld kaapin oven avaaminen ja mita-
lin esiin saaminen nayttelya varten oli tuottanut ongel-
mia.

Suurmiehia

Matematiikkandyttelyn perinneosuus esittelee pahki-
nénkuoressa Suomen matematiikan historian merkki-
pylvdaat kahdensadan vuoden ajalta muotokuvin, ar-
kistoista ja kirjastoista saaduin asiakirjoin ja julkai-
suin sekd Olli Lehdon laatimin ytimekkain esittelyteks-
tein. Esitellyt henkilot ovat kaikki olleet sidoksissa Hel-
singin yliopistoon tai sen edeltdjadn, Turun Akatemi-
aan. Néyttelyn historiallinen kaari alkaa Anders Lexel-
listd (1740-84). Lexell opiskeli ja tuli dosentiksi Tu-
run Akatemiassa. Hén siirtyi kuitenkin pian Pietariin,
sielld tuolloin vaikuttaneen suuren Leonhard Fulerin
assistentiksi ja seuraajaksikin. Lexell nimitettiin pro-
fessoriksi my6ds Turkuun, mutta hén ei koskaan ehti-
nyt palata Suomeen virkaansa hoitamaan. Nykyaikana
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Lexell muistetaan ennen kaikkea tahtitieteellisista las-
kuistaan. Hén oli itse asiassa ensimmaéinen, joka mé&a-
ritti Uranus-planeetan kiertoradan, vaikka kunnia tasta
yleensd annetaan kuuluisalle ranskaiselle Pierre Simon
Laplacelle.

Seuraavan virstanpylvdén Suomen matematiikan his-
toriassa muodostaa Lorenz Lindeldf (1827-1908). Lin-
del6fin aikana yliopisto oli jo siirtynyt Helsinkiin ja
saanut nimekseen Keisarillinen Aleksanterin-yliopisto.
Lindelof kévi ahkerasti Pariisissa ja hén alkoi integroida
Suomea kansainviliseen matemaattiseen yhteis6on. Lo-
renz Lindelofid edustaa ndyttelysséd hénesté yliopiston
rehtorina maalattu muotokuva ja monografia Lecons
de Calcul des Variations. Tdmé vuonna 1861 Pariisis-
sa painettu teos on ensimméinen suomalaisen kirjoit-
tama kansainvélisesti merkittdva matemaattinen kirja.
Lindel6f, vaatimattomista oloista ldhtenyt kappalaisen
poika, oli yhteiskunnallisesti aktiivinen ja lopulta héa-
net aateloitiinkin. Matematiikan professorin tehtavistéa
hén siirtyi Kouluylihallituksen, Opetushallituksen edel-
tédjan, johtajaksi. Ruotsinkielisen Lindel6fin julkaisema
"suomalais-muukalainen"matematiikan sanasto, lajis-
saan ensimméinen, on myos nayttelyssa esilla.

Lindel6fin seuraajaa matematiikan professuurissa,
Magnus Gustav eli Gosta Mittag-Lefflerid (1846-1927)
edustaa nayttelyssd mm. valokuva komeasta vaalean-
punaisesta linnaa muistuttavasta rakennuksesta. Ruot-
salainen Mittag-Leffler oli matemaatikkona nuori lah-
jakkuus hakiessaan Lindel6filtd vapautunutta virkaa,
mutta hén ei osannut suomea. Tunteita nostattaneen
kiistan jdlkeen hédnelle myonnettiin erivapaus suomen
kielen taidosta — téta koskevat asiakirjat saamme néyt-
telyssd ndhda. Mittag-Lefller toi Suomeen funktioteo-
rian. Han oli Helsingissd vain muutaman vuoden. Nii-
den saldoa on matemaattinen jalkikasvu, oppilas Hjal-
mar Mellin, jonka nimi edelleen on esilld matemaat-
tisessa kirjallisuudessa Mellinin muunnoksen takia, ja
suomalainen vaimo, jonka mukanaan tuoma varallisuus
merkittasti vaikutti sithen, ettd Mittag-Leffler saat-
toi rakentaa Tukholman Djursholmiin edelld maini-
tun linnansa. Linna on kuitenkin yhd matematiikalle
ja Suomenkin matematiikalle merkittavéa paikka. Siel-
14 toimii matemaattinen tutkimuslaitos Mittag-LefHer-
instituutti, jonka suojissa monet nykyédén vaikuttavat
suomalaismatemaatikot ovat saattaneet harjoittaa tyo-
tddan. Mittag-Lefller perusti matemaattisen julkaisusar-
jan Acta Mathematica, jossa vuosikymmenten mittaan
on ilmestynyt monia tarkeitd matematiikan kehitysta
viitoittaneita tutkimuksia.

Suomen matematiikan tutkimuksen varsinainen isé tai
kummisetd on Lorenz Lindelofin poika Ernst Linde-
16f (1870-1946). Ernst Lindeldf tunnetaan maailmal-
la monista merkittévista tutkimustuloksista jotka ulot-
tuvat funktioteoriaan, lukuteoriaan ja topologiaankin.
Suomen vanhempi matemaatikkopolvi tuntee Linde-
16fin parhaiten loistavasta yliopistomatematiikan op-

pikirjasarjasta, Johdatus korkeampaan analyysiin ja
Differentiaali- ja integraalilasku ja sen sovellutukset I
— 1V. Ernst Lindel6fid edustaa néyttelyssd mm. hénen
oppikoulun paastotodistuksensa, jonka kympeissé ei to-
dellakaan ole hdpeamistd, ja vuoden 1919 promootio-
kulkueesta otettu valokuva, jossa promoottori Linde-
16f astelee juuri kunniatohtoriksi promovoidun, tuolloin
Suomen valtionhoitajana toimineen C.G. Mannerhei-
min edella.

Lindel6fin yliopistonopettajatoiminnan tuotosta oli
loistelias tieteellinen jalkikasvu, jota néyttelyssa edus-
tavat Rolf Nevanlinna (1895-1980), Pekka Juhana
Myrberg (1882-1976), Lars Ahlfors (1907-1996) ja Kal-
le Viisdla (1893-1968). Nevanlinnaa edustavat niytte-
lyssd muotokuvan lisiksi mm. Nevanlinnan teorian eli
kompleksimuuttujan niin sanottujen meromorfifunk-
tioiden arvojen jakautumisen teorian vuonna 1925 Ac-
ta Mathematicassa ilmestynyt perusjulkaisu, 1936 en-
si kerran ilmestynyt monografia Findeutige analytishce
Funktionen, useat kunnianosoituksiin liittyvit doku-
mentit ja aikanaan televisiossa esitetty dokumenttivi-
deo.

Pekka Myrberg eteni yliopistourallaan aina yliopiston
korkeimpaan halintotehtdvian, kansleriksi. Kanslerin-
tehtavit jattiviat matematiikalle vain rajoitetusti ai-
kaa, ja Riemannin pintojen kansainvélisesti arvostet-
tu tutkija kiytti sen pddasiassa kompleksimuuttujan
funktioiden iterointia koskeviin selvittelyihin. Myrberg
ei ehtinyt nédhda, ettd hénen hiukan vasemman kidden
puuhailuina pitdménsa tutkimukset nousivat suureen
arvoon, kun kaaosteoria ja fraktaalien teoria 10ysivét
niista tarkeitd tyokaluja itselleen.

Lars Ahlforsin elaméé ja tyotd valaisevat néyttelysséa
paitsi Fieldsin mitali my6s vuonna 1935 Acta Mathe-
maticassa ilmestynyt julkaisu Zur Theorie der Uberla-
gerungsflichen, joka suoranaisesti oli Fieldsin mitalin
myontéamisen perusteena, ja Ahlforsin akateemista uraa
pyykittavit nimitysasiakirjat. Ahlfors ehti 1930-luvulla
olla nimitettynd Harvardin yliopistoon niin, ettd nimi-
tyskirjassa Helsinkiin vuodelta 1938 Ahlfors nimetdan
Harvardin professoriksi. Esilld on my6s se poytékirjano-
te Harvardista vuodelta 1948, jossa Ahlforsin loppuién
virkasuhde Harvardiin vahvistetaan.

Toisin kuin edelld mainitut matemaatikot, Kalle Vaisa-
14 ei ollut funktioteoreetikko eikéd Helsingin yliopiston
professorikaan, vaan vaitoskirjassaan viidennen asteen
yhtéalon ratkaisumahdollisuuksia selvitellyt algebran
tutkija ja professori Tarton ja Turun yliopistoissa seké
Teknillisessd korkeakoulussa. Monet pitdvat Vaisdlan
oppikoulua varten kirjoittamia algebran ja geometrian
oppikirjoja edelleen parhaina lajeissaan.
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Nykyaikaa

Arppeanumin matematiikkanfyttelyn tilat eiviat ole
sallineet nykymatematiikan ja sen sovellusten koko kir-
jon esittelyd. Muutama mielenkiintoinen esimerkki ny-
kymatemaatikkojen tyostd saa edustaa koko suurta
kenttdd. Helsingin yliopistossa kun ollaan, esille ovat
pédsseet professorien Lassi Pdivdrinta ja Mika Seppdld
ryhmaét.

Lievésti hammaslaékarin potilastuolia muistuttava lai-
te osoittautuukin koneeksi, jolla voidaan lépivalais-
ta hampaita. Matematiikka astuu sananmukaisesti ku-
vaan, kun sitd késitellian Helsingin yliopiston sovel-
letun matematiikan tutkijoiden kehittdmin nykyaikai-
seen matemaattiseen inversioteoriaan perustuvin kei-
noin: melko epdmédrdinen hammashahmo muuttuu
hammastyttavin terdviksi ja varmaankin mahdollis-
ten vikojen diagnosoinnin kannalta huomattavan kayt-
tokelpoiseksi kuvaksi. Inversioteorian sovelluksena esi-
telladn myos, miten asteroidin muotoa voidaan péaatel-
18 sen maahan heijastaman valon pienistéd vaihteluista.
Toinen esiin otettu matematiikan sovellus ovat maan

kaarevan pinnan ja karttalehden tasopinnan vastaavuu-
det. Karttaprojektioiden teoria on ldheista sukua suo-
malaisen funktioteorian tutkimuksen yhden péélinjan,
kvasikonformisten kuvausten teorian kanssa.

Monille kansalaisille matematiikka on tuttu siksi, etta
sitd opetetaan ja opiskellaan. Téméakin matematiikan
piirre tulee néyttelyssé esiin: kivijd saa kokeilla Hel-
singin yliopistossa kehitteilld olevaa jérjestelméd, joka
muodostaa automaattisesti ja rajattomasti matematii-
kan harjoitustehtéavia, vielapa erikielisiad. Matematiikan
oppimisen padprosessin on tapahduttava itse kunkin
pdan sisilld, joten jarjestelmid, joka automaattisesti
ratkaisisi kaikki harjoitustehtévét, ei liene syytd kehit-
téaa.

Kaykaa itse katsomassa!

Arppeanumin matematiikkandyttely ei ole puudutta-
van laaja. Se tarjoaa kuitenkin monta mielenkiintois-
ta kosketuspistetté sindnsé abstraktiin ja néyttelykoh-
teeksi ensi ajatuksessa huonosti sopivaan kohteeseensa.
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Lukuteorian helmia

Jukka Pihko
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Taustaa

Sain 24.4.2007 Marjatta N&dtdseltd sdhkopostiviestin,
jonka aihe oli "Fwd: yhteistyokurssi, Jukka, kiinnos-
taako?” Eteenpéin ldhetetyn viestin olivat allekirjoit-
taneet Ressun lukion matematiikan opettajat Hilkka
Taavitsainen, Mika Spara ja Susanna Moksunen. Sen
sisaltona oli ehdotus matematiikan kurssin jarjestdmi-
seksi Ressun lukiossa, tarkoituksena tarjota oppilaille
mielenkiintoista matematiikkaa lukiokurssien ulkopuo-
lelta. Mahdollisena aiheena mainittiin mm. lukuteoria.
Hetkedkddn harkitsematta nielaisin syotin ja ilmoitin
olevani halukas pitdméa&n lukuteorian kurssin. Olen ni-
mittdin usein ajatellut, ettd olisi hauskaa péadsta esit-
teleméddn alaani koululaisille, mutta tdhén suuntaavat
pyrkimykseni oli aina enemmén tai vihemmén tylysti
tyrmétty silld seurauksella ettd olin jo kokonaan luo-
punut toivosta.

Hilkka Taavitsainen kutsui minut koululle 3.5.2007
ideoimaan kurssin siséltod. Paikalla olivat myds muut
edelld mainitut opettajat. Minulla oli valmis ehdotus
kurssin ydinkohdista: Lagrangen lause neljan nelion
summista (joka sanoo, ettd jokainen positiivinen koko-
naisluku voidaan esittdd neljan kokonaisluvun nelion
summana) ja Fermat’'n Suuren Lauseen tapaus n = 4.
Néisté edellinen on suurimpia suosikkejani: pidin siita
dosenttikoeluennon vuonna 1994. Mitd taas tulee jl-
kimmaiseen, niin se on ollut mielesséani sopivana aihee-
na Solmu-lehden kirjoitukseen, jota minulta on joskus

lukiolaisille

pyydetty mutta jota en ole saanut aikaiseksi. Opettajil-
la ei ollut mitddn ehdotustani vastaan vakuutettuani,
ettd kyseiset melko ’'kovat’ tulokset voidaan todistaa
suhteellisen helposti (vaikka ei ihan lyhyesti) lukuteo-
rian peruskésitteiden avulla. Palaverimme péaattyi sii-
hen, ettd Hilkka Taavitsainen lainasi minulle koulussa
kiytetyn oppikirjan [3] ja lupasin palata kurssin tar-
kempaan sisaltoon tutustuttuani teokseen tarkemmin.

Kirjassa [3] mainitaan Aritmetiikan peruslause (joka
sanoo, ettd jokainen ykkostd suurempi kokonaisluku
voidaan esittdd alkulukujen tulona, vieldpa tekijéiden
jarjestysta vaille yksikasitteisesti), mutta jostakin syys-
ta sitd ei todisteta. Kuten tulemme nikemé&én, todis-
tus ei ole kovinkaan vaikea, mutta tatd lausetta, joka
todella on nimensé veroinen, ei voi mitenkédn pitaa it-
sestdén selvind. Samassa kirjassa mainitaan myos téy-
delliset luvut ja Mersennen alkuluvut, mutta ei kerro-
ta, ettd niiden vélilla vallitsee ldheinen yhteys. Koska
kirjassa mainitaan Lagrangen lause (ilman todistusta)
ja Fermat’n Suuri Lause ((tietenkin!) ilman todistus-
ta), niin saatoin todeta, ettd kurssini, jonka paikohdat
olisivat 1) Aritmetiikan peruslauseen todistus, 2) Téy-
delliset luvut, Mersennen alkuluvut ja niiden valinen
yhteys, 3) Lagrangen lause neljin nelién summista ja
4) Fermat’'n Suuri Lause tapauksessa n = 4, lihes sau-
mattomasti liittyi Ressun lukiossa kdytettyyn oppikir-
jaan [3]. Huomattakoon, ettéd kurssin sisélté muodostui
subjektiivisten mieltymysten ja sattuman vaikutusten
tuloksena; jonkun toisen pitdmaé lukuteorian kurssi olisi
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todennékéisesti ollut taysin erilainen.

Kurssille piti sitten vield keksid vetdva nimi ja isku-
lauseita, joiden avulla sitéd voisi mainostaa. Nimen "Lu-
kuteorian helmia” lainasin Khintsinin tunnetusta teok-
sesta [5]. Iskulauseita olivat mm. “koulukurssin ylit-
tavdd mutta kaikille ymmérrettavaa lukuteoriaa” ja
"kurssilla tehddan sukelluksia matematiikan histori-
aan”. Viimeksi mainitulla tarkoitin sitéd, ettd matema-
tiikan ohessa kertoisin my6s aiheeseen liittyvistd mate-
maatikoista. Naitd tarinoita en ole ottanut tdhdn mu-
kaan, jottei esityksestd tulisi lilan laaja. Sen sijaan
viittaan netissé olevaan helppokayttoiseen MacTutor-
arkistoon [4], josta lukija saa tarvittaessa tietoja (ja
kuvia) matemaatikoista. Erdéssé toisessa mielessi (jos
ajattelemme matemaattisia késitteitd ja tuloksia) kurs-
silla oltiin itse asiassa sukelluksissa matematiikan his-
toriassa lahes koko ajan 1700-luvulla ja sitd varhaisem-
malla ajalla; vain sillgin tall6in nousimme pintaan, kur-
kistamaan periskoopista mita nykyaédn tapahtuu. Tata
"aihe’-historiaa késittelen esityksessdni jonkin verran.

Syksylla 2007 pidetylle "Lukuteorian helmi&d”-kurssille
ilmoittautui 14 oppilasta, joista kymmenkunta jaksoi
seurata loppuun saakka. Osa oppilaista oli sellaisia,
jotka eivéit olleet suorittaneet "Lukuteoria ja logiikka”-
kurssia. Minun oli siis aloitettava aivan peruskasitteis-
ta. Kéytettdvissd oli 13 tuntia (missd yksi tunti sisél-
si 75 minuuttia). Tunteja oli kolme viikossa, joten jos
ajatellaan ettd ensimméinen tunti kului kurssin esitte-
lyyn, niin kurssin neljélle kohdalle oli kullekin viikko
varattuna. Aika riitti (omasta mielestdni) hyvin: sain
sanottua sen mita olin suunnitellut.

Kurssin paétyttya mieleeni juolahti, ettd kurssimateri-
aali saattaisi kiinnostaa Solmun lukijoita. Sen lukemi-
nen ei edellyté lukuteorian tuntemista, mutta vaatii eh-
kd hieman vaivannakoéd. Tarkoitukseni on esittda yksi-
tyiskohtaiset todistukset, paitsi silloin kun asia on itses-
téddn selva tai kun todistus olisi samanlainen kuin joku
aikaisemmin (tai mychemmin) esitetty. Mitdén yleisku-
vaa lukuteoriasta en yritdkdan antaa; kurssin nimeen-
kin viitaten tarkoitukseni on ainoastaan esitelld muu-
tama tarkkaan valittu hieno tulos. (Luvussa 2 tdmé on
Eukleideen ja Eulerin antama karakterisointi parillisil-
le téydellisille luvuille.) Luonnollisesti on eduksi, jos
lukijalla on perustiedot lukuteoriasta tai kiytettavissa

[3] tai jokin vastaava lukion kirja (kahteen sellaiseen
viitataan Apiolan Solmu-artikkelissa [1], joka on oheis-
lukemisena myos paikallaan). Tukeudun esityksesséni
padasiassa Burtonin oppikirjaan [2], johon perustuvaa
kurssia ”Johdatus alkeelliseen lukuteoriaan” olen kolme
kertaa luennoinut Helsingin yliopistossa. Tata kirjaa
voin suositella (ensimmaéiseksi) jatkolukemiseksi sellai-
sille, joiden tiedonnalkda tdméa Ressun lukiossa pitdmé-
ni kurssi ei saa tyydytetyksi; muitakin hyvia oppikirjoja
on mainittu (verkkoversion) viitteissa.

Loppukevennyksen antakoon matemaatikko ja kirjaili-
ja Klaus Vala (1930-2000). Teoksessa Nikolai Kval [6]
hén kirjoittaa kertomuksen “Kaksi, kolme ...” paatteek-
si sivulla 87: "Arvelen kuitenkin voivani paételld mihin
suuntaan maailmankuulu baijerilainen olutkulttuuri on
menossa. Olen nimittain opiskellut joskus niinkin tur-
haa asiaa kuin lukuteoriaa. Kaikki me haksahdamme
elamémme aikana joihinkin hullutuksiin.”

Itse helmiin voi tutustua Solmun verkkoversiossa,
osoitteessa http://solmu.math.helsinki.fi/2008/
lukuteorian_helmia.pdf

Viitteet

[1] Apiola, Heikki: Lukuteoriaa ja salakirjoitusta, osa
1, Solmu 3/2007, 7-13.

[2] Burton, David M.: Elementary number theory, Re-
vised printing, Allyn and Bacon, Inc., 1980. Useita
painoksia, esim. 6th. ed., McGraw-Hill, 2005.

[3] Hautajirvi, Ottelin, Wallin-Jaakkola: Laudatur 11,
Lukuteoria ja logiikka, Otava, 2006.

[4] http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/
[6] Khinchin, A. Y.: Three pearls of number theory,

Graylock Press, 1952.

[6] Vala, Klaus: Nikolai Kval, Art House, 1955.
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Matematiikkapaivat Maunulassa 9-10.11.2007

Riitta Liira
Maunulan yhteiskoulu
Helsingin matematiikkalukio

Maunulan yhteiskoulussa jérjestettiin jo viidennen ker-
ran matematiikkapéivit matematiikasta kiinnostuneil-
le lukiolaisille. Jarjestdjat olivat Maunulan yhteiskou-
lun opettajat ja dos. Marjatta Nadtédnen Helsingin yli-
opiston matematiikan ja tilastotieteen laitokselta. Ra-
hoituksesta huolehtivat LUMA-keskus ja Maunulan yh-
teiskoulu. Matematiikkapaiville voitiin ottaa yhteen-
sd 30 lukion opiskelijaa Munkkiniemen yhteiskoulusta,
Kaurialan lukiosta Hameenlinnasta, Ressun lukiosta,
Luonnontiedelukiosta sekd Maunulan yhteiskoulusta ja
Helsingin matematiikkalukiosta

Perjantaina tutustuttiin matematiikkaohjelma Mathe-
maticaan. Aluksi TKK:n matematiikan lehtori (emeri-

tus) Simo Kivela esitteli ohjelmaa, jonka jilkeen opiske-
lijat itse tekivét pieni& harjoituksia Kiveldn ja Ressun
lukion matematiikan lehtori Mika Sparan opastuksella.
Lauantaina TKK:n matematiikan lehtori Georg Met-
salo luennoi aiheesta projektiivinen taso: meno-paluu
adrettomyyteen ja dualiteetti tasokayrille. Maittavan
lounaan jalkeen opiskelijat tutkivat tasokdyrien duaali-
kédyria Mathematicaa kiyttden Kiveldn ja Sparan opas-
tuksella. Seuraavassa muutamia osallistujien komment-
teja.

”Ohjelma oli haastava, mutta mielenkiintoinen ja lasku-
harjoitukset konkretisoivat teoriaa mukavasti. Toivot-
tavasti voimme osallistua tulevinakin vuosina.”

”0Oli hienoa tavata samanhenkisid matematiikasta kiin-
nostuneita nuoria.”

"Péivan anti oli kiinnostava ja innostava.”

"Maunula tarjosi hyvia ruokaa.”

Ohessa muutama kuva tapahtumasta. Tuosta vieteris-
té saa evejulian yhtéalon

(@7 cost(bt) 7 ct)

(:z:,y, Z) =

muodon selville. Kerrointen a, b ja ¢ arvoja ei ole tie-
dossa eikd muuttujan ¢t saamia arvoja. Tytot kokeilivat
ja saivat tallaisen aikaan.
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My6s Maunulan koulun nettisivuille tulee tapahtumas-
ta lyhyt esitys. http://www.mayk.edu.hel.fi

a0
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/2/ /Z?i V!?«? /5 ?‘/727/
7/55
72/ 5’ A

Onko v/—1 olemassa”

Keskipituinen kertomus lukujen olemuksesta, 1. osa

Antti Valmari

Tiivistelméa

Tamén kirjoituksen tavoitteena on kertoa lukujen olemuksesta ja matemaattisen maéérittelemisen luon-
teesta tavallista helppotajuisemmin. Kirjoituksessa pohditaan muun muassa, miksi % ei ole luku, mutta /—1
on. My0s selvida, miksi uusien lukujen keksiminen on loppunut kompleksilukuihin.

Lukuja ja lisaa lukuja

Luonnolliset luvut 0, 1, 2, 3, ... tuntuvat koulun ma-
tematiikan opintojen jalkeen tutuilta ja turvallisilta.
Murtoluvut on helppo ymmértaa vaikka kakkuviipalei-
den avulla. Negatiivisia lukuja ndemme lampomittaris-
sa ja huomaamme, ettd niissikiin ei ole kyse mistdan
omituisesta asiasta: nehdn ovat vain muitten lukujen
jatke nollasta alaspéin. Negatiiviset luvut tuntuvat hy-
vin todellisilta ainakin silloin, kun maksetaan asunto-
lainan lyhennystal!

Kaikkia nditd lukuja yhdessd kutsutaan rationaalilu-
vuiksi. Sana “murtoluku” lienee monille tutumpi. Jos
ollaan tarkkoja, se ei tarkoita lukuarvoa vaan luvun esi-
tystapaa. Esimerkiksi 2 ei ole murtoluku mutta g on,
vaikka ne molemmat esittdvit samaa lukuarvoa. “Ra-
tionaaliluvut” tarkoittavat niitd lukuarvoja, jotka voi-
daan esittdd murtolukuina.

Muinaiset kreikkalaiset huomasivat, etta nelion lavisté-
jén pituuden suhde sivun pituuteen ei ole esitettévissa
murtolukuna [1, ss. 118-120]. Toisin sanoen, v/2 ei ole
rationaaliluku. Rationaaliluvut eivat siis sisilla kaikkia
lukusuoran lukuja. Niitd lukusuoran lukuja, jotka ei-

vat ole rationaalilukuja, kutsutaan irrationaaliluvuiksi.
Kaikki lukusuoran luvut yhdessa ovat reaaliluvut.

Sana “rationaalinen” tarkoittaa jarkevaa, suunnitelmal-
lista ja tarkoituksenmukaista [3], siis tyhmén tai dlyt-
toméan vastakohtaa. Sanan “rationaaliluvut” voisi siis
leikkimielisesti suomentaa “jarjenmukaiset luvut”, “ir-
rationaaliluvut” ovat “jarjenvastaisia” tai “dlyttomia”
lukuja, ja “reaaliluvut” ovat “todelliset luvut”. Nimet
varmaankin kuvastavat sitd himmennysta, mikd ihmi-
silld on joskus ollut uusien lukutyyppien edessa.

Irrationaaliluvut todella ovat hankala asia. Niitd on ni-
mittdin aivan liitkaa. Kokonaislukuja on niin vahén, et-
té jokaiselle on riittdnyt oma nimi. Tarkemmin sanoen,
mik4 tahansa kokonaisluku voidaan esittaéd paattyvané
jonona merkkejé siten, ettd ensimmaisend on tai ei ole
etumerkki “—”; ja sen jalkeen on jokin aarellinen maa-
rd numeromerkkejé “07, “17, “27, ..., “9”. Itse asiassa
tadma esitystapa antaa jokaiselle kokonaisluvulle monta
nimed — esimerkiksi 0, 00 ja —0 ovat sama luku, mutta
se ei haittaa. Téarkedd tdssd on vain se, ettd jokaisella
kokonaisluvulla on ainakin yksi nimi.

My®6s jokaisella muulla rationaaliluvulla on ainakin yksi
nimi — itse asiassa ddrettéoman monta nimeéd. Ne saa-
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daan kirjoittamalla vaakasuoran viivan péélle yksi ja
sen alle toinen kokonaisluku, tai vaihtoehtoisesti koko-
naisluku, “/” ja kokonaisluku. Esimerkiksi ZT263 ja %
ovat saman luvun kaksi eri nimeé, ja ne voidaan esittaa

myds —23/456 ja 46/ —912.

Mutta jokaiselle irrationaaliluvulle ei riitd omaa ni-
med, silld nimiksi hyviaksytaan vain paittyviat merk-
kijonot. Jokainen irrationaaliluku voidaan tosin esittaa
padttymattoména desimaalilukuna — harmi vain, et-
té sellaisten kirjoittaminen joudutaan aina jattdmé&&n
kesken, ja loppu korvaamaan kolmella pisteell: v/2 =
1,4142135. ... Siksi sellaista esitystapaa ei kelpuuteta
nimeksi. Padttyvien esitystapojen puutteesta aiheutuu
ongelmia, joiden vuoksi matemaatikot alkoivat kunnol-
la ymmaértaé irrationaalilukuja vasta 1800-luvulla [1,
ss. 783-789].

Irrationaalilukujen ongelmat ovat niin vaikeita, ettd
emme tarkastele niité talla kertaa t&méan enempéaé. Ta-
maén kirjoituksen padaiheena on toinen, paljon helpom-
pi ongelma: imaginaariluvut ja kompleksiluvut. Joku
on ehkd joskus kuullut niistd huhuja, joku toinen ym-
méartdd ne hyvin.

“Imaginaarinen” tarkoittaa kuviteltua, epétodellis-
ta [3]. Siis nimikin jo kertoo, etti imaginaariluvut
ovat outoja kummajaisia. Ne eividt mahdu lukusuoral-
le, vaikka, kuten n#htiin, lukusuoralla on niin monta
lukua, ettd jokaiselle ei edes riitd nimed. Mihin niita
tarvitaan? Mitd niilld lasketaan tai mitataan? Ovatko
ne edes oikeasti olemassa?

Laskulakeja

Luvut eivét olisi alkuunkaan niin hyodyllisia kuin ovat,
ellei olisi keksitty laskutoimituksia. Tarkeimmaét lasku-
toimitukset ovat yhteenlasku ja kertolasku.

Kuten hyvin tiedetdén, yhteenlaskun lopputulos on
riippumaton siitd, missa jarjestyksesséd luvut lasketaan
yhteen. Esimerkiksi (8 +5)+2 = 13+2 = 15, (84+2)+5
=1045=15, (245)+8 = 7+8 = 15 ja niin edelleen.
Tama on tarked asia, silla kaikilla laskutoimituksilla ei
ole tétd ominaisuutta. Esimerkiksi (8 — 5) —2 =3 — 2
=1ja8—(5—2)=8—-3 =05, joten (8—5) —2 #
8 — (5 —2). Myos 23 = 8 # 9 = 32,

Yhteenlaskun lopputuloksen riippumattomuus lasku-
jarjestyksesté koostuu oikeastaan kahdesta eri asiasta.
Ensiksi, yhteenlasku on vaihdannainen, eli ovatpa a ja
b mité lukuja tahansa, aina péatee a +b = b + a. Edel-
14 oleva esimerkki 23 # 32 osoittaa, ettd potenssilasku
ei ole vaihdannainen. Myo6skdan viahennyslasku ei ole
vaihdannainen, koska 3 —2 =1 # —1 = 2 — 3. Yhteen-
lasku on myos liitdnnéinen, eli (a+b)+c=a+ (b+¢),
missé nytkin a, b ja ¢ saavat olla mitd lukuja tahansa.
Vahennyslasku ja potenssilasku eivéit ole liitdnnaisia.

Véhennyslaskusta oli jo esimerkki, ja potenssilaskusta
esimerkiksi kelpaa (21)3 = 8 # 2 = 2(1°), Myés kerto-
lasku on vaihdannainen ja liitdnnéinen, ja jakolasku ei
ole kumpaakaan.

Lukujen peruslaskutoimitusten tapauksessa vaihdan-
naisuus ja liitdnnaisyys kulkevat kédsi kddesséd. Toisin
sanoen, kukin peruslaskutoimitus on joko molempia tai
ei kumpaakaan. Matemaatikot ovat kuitenkin havain-
neet hyddylliseksi erottaa vaihdannaisuuden ja liitdn-
néisyyden eri asioiksi, koska matematiikassa on myés
laskutoimituksia, joilla on vain toinen néistd ominai-
suuksista. Esimerkiksi matriisien kertolasku ja funk-
tioiden yhdistdminen ovat liitdnné&isid mutta eivét vaih-
dannaisia, ja pyoristysvirheiden aiheuttamien ilmiciden
vuoksi taskulaskinten ja tietokoneiden kiyttdmien niin-
sanottujen liukulukujen yhteenlasku on vaihdannainen
mutta ei liitdnndinen. Sitdpaitsi vaihdannaisuus ja lii-
tdnnéisyys on helpompi esittdd kaavoina, kun ne méaa-
ritelldan erikseen.

Lukujen yhteen- ja kertolaskuun liittyy tédrked ne yh-
distava sdanto, jota sanotaan osittelulaiksi. Jos a, b ja ¢
ovat mitéd tahansa lukuja, niin a-(b+c¢) = (a-b)+(a-c).
Esimerkiksi 8-(5+42) = 8-7 = 56 ja myds (8-5)+(8-2) =
40 + 16 = 56. (Téassd on kiytetty sulkuja enemmén
kuin olisi valttamatonté, jotta laskujarjestys nakyisi
mahdollisimman selviisti.) Jos samaa yritetdén toisin-
péin, siis yhteen- ja kertolaskun roolit vaihdettuina,
niin asia ei toimikaan: 8 + (5 - 2) = 8 + 10 = 18, mutta
(8+5)-(8+2)=13-10= 130 # 18.

Miksi lukujen laskutoimitukset noudattavat naita lake-
ja? Miksi ne toisaalta eivit noudata joitakin kaavoja,
jotka nayttavét yhtd hyviltd kuin niiden noudattamat
lait? Miksi esimerkiksi a- (b+c¢) = (a-b) + (a - c) toimii,
mutta a + (b-c¢) = (a+b) - (a + ¢) ei toimi? Tamén
kysymyksen vastaus koostuu kahdesta osasta.

Ensiksi, luvut on otettu kdyttoon esittdmédn kappa-
lemé&aria, pituuksia, pinta-aloja ynnd muita sellaisia,
ja kokemuksemme mukaan kappaleméérat ja niin edel-
leen noudattavat naita lakeja. Esimerkiksi yhteenlas-
kun 5 + 3 vaihdannaisuutta voi havainnollistaa piir-
tdmalla yhteenlaskettavat maérat vierekkdisind piste-
joukkoina:

(o o o o

o) (o o o

Kun kuvan kidantaa ylosalaisin, se alkaakin esittéé las-
kutoimitusta 3 + 5:

(o o

o) (e o o o o

Meilla kaikilla on pienesté pitden runsaasti kokemusta
saman kuvan katsomisesta eri suunnista. Sen ansiosta
olemme varmoja, ettd kuvassa olevien pisteiden maéra
el muutu siité, ettd kuva kidnnetdin ylosalaisin. Pelk-
k& ajatuskin muuttumisesta tuntuu ihan hullulta! Myos
olemme varmoja, ettd asia ei johdu kayttdméstdmme
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pisteiden maéristd 5 ja 3, vaan sama toimii mille m&a-
rille tahansa. Siis pistejoukkojen yhdistdminen talla ta-
valla on vaihdannainen operaatio.

Kertolaskun vaihdannaisuutta voi havainnollistaa vas-
taavalla tavalla, mutta nyt pisteiden ryhmittely vaih-
detaan:

My6s osittelulakia voi havainnollistaa kuvilla. Lasku-
toimitusta 3 - (2 + 5) esittdd kuva:

(o o (e o o o 09
(o o (e o o o o)
(o o (e o o o 09

Toisella ryhmittelylld siitd saadaan (3 -2) + (3 -5):

(o o)lf(e o o o o
(o o6 o o o o
(o oile o o o o

Taméntapainen mielikuviin vetoaminen ja sisdiseen
varmuuteen luottaminen riitti matemaatikoille pitkaén.
Pikkuhiljaa kuitenkin paljastui, ettd mielikuvat johta-
vat joskus pahasti harhaan.

Esimerkiksi ndyttda itsestdan selvilté, ettd jatkuvalla
kéyralla voi olla vain rajallisesti kulmapisteita, eli pis-
teitd, joissa kiyran suunta muuttuu yhtakkisesti. (Voi-
daan ajatella, ettd jatkuva kiyra tarkoittaa kidyraé, jos-
sa ei ole katkoskohtia, eli se voidaan piirtda nostamat-
ta kyn#dd paperista. Kulmapiste on piste, jossa kiyraa
esittavalla funktiolla ei ole derivaattaa.) 1800-luvun al-
kupuolella ndin uskottiin yleisesti. Kuitenkin vuonna
1834 Bernhard Bolzano keksi jatkuvan kayrén, jonka
jokainen piste on kulmapiste! [1, s. 723] Valitettavasti
Bolzanon ty6t jaivat vdahéille huomiolle, ja matemaati-
kot tulivat yleisesti tietoisiksi téllaisten kummajaisten
olemassaolosta vasta Karl Weierstrassin keksittya sel-
laisia uudelleen vuonna 1861 [1, s. 784].

Tilannetta kuvaa hyvin piispa George Berkeleyn jo
vuonna 1734 kirjassaan “The Analyst” esittdmé kiivas
kritiikki [1, s. 606]. Berkeley oli suivaantunut, kun erés
“pakanallinen matemaatikko” oli vaittéanyt kristinuskoa
kestaméttoméksi. Han pyrki osoittamaan, etta silloinen
tapa perustella differentiaali- ja integraalilaskenta ei ole
sen parempi. Berkeley ei suinkaan viittéanyt tuloksia
vadriksi eikd hyodyttomiksi, mutta hén vaitti, etté ta-
pa, jolla ne johdettiin, oli epapédteva. Han viitti, etta
paattelyssa tehdadn raskaita virheitéd, jotka kuitenkin

kumoavat toisensa. Han kirjoitti “kaksinkertaisen vir-
heen seurauksena péaddytddn ei tieteeseen, mutta to-
tuuteen”. Nykypaivin nédkoékulmasta Berkeleyn kritiik-
ki oli aivan oikeaa.

Jos jokin toimii yleensd mutta ei aina, on tilanne kiusal-
linen. Kéytannollisesti ajattelevan ihmisen nékokul-
masta saattaa riittdd, ettd se toimii yleensd. Autoja
hajoaa tienposkeen ja tietokoneet takeltelevat, mutta
se voidaan sietdd, jos sitéd ei tapahdu kovin usein. Tie-
tokoneohjelmista ei yleensé edes yritetd saada virheet-
tOmié, vaan testaaminen lopetetaan ja ohjelma toimi-
tetaan markkinoille, kun ohjelma on lapaissyt valmis-
tajan mielestd riittdvin perusteelliset testit.

Matemaatikko haluaa kuitenkin olla tuloksistaan var-
ma. Tama pyrkimys ddrimmaiseen varmuuteen on kay-
tannollisesti ajattelevista ihmisistéd ja usein muista tie-
demiehistédkin joskus turhauttavaa. Se kuitenkin on
matemaatikkojen tapa toimia. Silld on ollut omat etun-
sa. Se on pakottanut matemaatikot kohtaamaan silmés-
ta silmaan syvallisia kysymyksia, jotka kiytannollisem-
man asenteen omaava ihminen olisi sysdnnyt syrjdan
mielenkiinnottomina. Ilman tétd tyotd meilld tuskin
olisi esimerkiksi tietokoneita. Toivottavasti ydinvoima-
loiden turvajirjestelmien suunnittelijat eivit ajattele,
ettd riittdé, ettd se toimii suurimman osan aikaa!

Siksi matemaatikot ovat pyrkineet rakentamaan lu-
vun kéisitteen varmemmalle pohjalle kuin havainnolliset
mielikuvat. Téta tyota tehtiin erityisesti 1800-luvun lo-
pulla. Esimerkiksi Giuseppe Peano esitti vuonna 1894
kuuluisat aksioomansa, joissa luonnolliset luvut raken-
nettiin kahdesta yksinkertaisesta peruskésitteesta: nol-
la ja seuraava luku [1, s. 832]. Gottlob Frege méérit-
teli vuonna 1884 luonnolliset luvut joukko-opin avul-
la lahtien siitd ajatuksesta, etté kaksi joukkoa edustaa
samaa lukua, jos ja vain jos niiden alkiot voidaan aset-
taa yksi-yhteen -vastaavuuteen keskendén [1, s. 831].
Toisin sanoen, tuoleja on sama maéra kuin istujia, jos
jokaiselle istujalle riittda oma tuoli eikd tuoleja jaa yli.
Fregen méaritelma on sikali erityisen hieno, etta sen va-
raan voidaan rakentaa myos darettomien lukuméérien
teoria.

Kun luonnolliset luvut on saatu méaariteltya, niista voi-
daan rakentaa negatiiviset kokonaisluvut ja rationaa-
liluvut yksinkertaisin keinoin ja reaaliluvut monimut-
kaisin keinoin. Palaamme t&hédn lukualueen laajenta-
miseen jaljempéna.

Yksi nykyisin usein kdytetty tapa maééaritelld mate-
maattisia késitteitd on luetella joukko lakeja. Esimer-
kiksi tietokoneiden ohjelmoinnissa kéiytetddn jonkin
verran kiisitettd matroidi. Ald ole huolissasi, jos sen
maéadritelma ndyttad vaikealta. Se on téssé kirjoitukses-
sa vain havainnollistamassa, miltd nykyaikainen mate-
maattinen méaritteleminen néyttda, eikd sen sisdltod
tarvitse ymmaértasd. Matroidi méaritelldén parina (S, ¢),
joka toteuttaa seuraavat ehdot [2, s. 345]:
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1. S on &arellinen epétyhja joukko.

2. ¢ on epétyhja kokoelma S:n osajoukkoja siten, et-
td jos B€ lja AC B, niin A € /.

3. Jos A €/, B € {ja Assa on vihemmén alkioita
kuin B:ssé, niin on olemassa jokin alkiox € B—A
siten, ettd AU {z} € (.

Toinen, my6s ohjelmointiin tiensd 16ytanyt esimerkki
on tiukka heikko jérjestys, jota merkitsemme “<” [4, s.
467]. Se on tapa verrata alkioita, ja on melko saman-
tapainen kuin lukujen tuttu suuruusjirjestys “<”. Sen
méadritelmé vaatii, ettd seuraavat ehdot péatevét jokai-
selle kohteelle a, b ja c:

1. a < a ei péde.
2. Josa<bjab—<c niina~<ec.

3. Otetaan kiyttoon merkintd a < b tarkoittamaan,
ettd a < b ei pade eikd myoskdan b < a pade. Jos
a=<bjabxc, niin a < c.

Téllainen tapa méaaritella asioita voi tuntua aivan mie-
livaltaiselta — asetetaan vain joukko sd&ntoja kuin
Shakkipelissd. Mutta se toimii, jopa matematiikan ul-
kopuolella. Muutoin sitd ei kiytettéisi ohjelmoinnissa.

Samaa tapaa voidaan kdyttdd myos lukujen méaritte-
lemisessa. Silloin peruslaeiksi otetaan jo puheena olleet
vaihdannaisuus, liitdnnéisyys ja osittelulaki. Esitdmme
ne talla kertaa ilman tarpeettomia sulkuja. Kuten ta-
vallista, jatdmme kertolaskuoperaattorin “-” merkitse-
matté. Ei ole ennalta selvii, ettd laskutoimituksen voi
aina suorittaa, silld eihén esimerkiksi nollalla voi ja-
kaa. Siksi tarvitaan sddnnot sanomaan, ettd yhteen- ja
kertolasku voidaan aina laskea.

Siis jokaiselle a, b ja c pétee:

(1)  a+b on olemassa.
2) a+b=b+a

(3) (a+b)+c=a+(b+0)
(4)  ab on olemassa.

(5) ab=ba

6) (ab)e = a(be)

(1) a(b+c) =ab+ac

Namaé lait eiviat yksinddn riitd méarittelemadn, mita
lukuja on olemassa. Niiden puolesta voisi aivan hyvin
olla, ettd vain parilliset luonnolliset luvut 2, 4, 6, ...
ovat olemassa. Tdmé johtuu siitd, ettd kahden parilli-
sen luvun summa ja tulo ovat parillisia. Niinpé parilli-
set luvut toteuttavat lait (1) ja (4) yksindén — ilman,
ettd mukana on muita lukuja. Muitten lakien toteu-
tuminen seuraa suoraan siitd, ettd parillisetkin luvut

ovat lukuja. (Sen sijaan lakikokoelmalle (1), ..., (7) ei
kelpaa se, ettéd vain parittomat luvut olisivat olemassa.
Nehén eivéit toteuta yksindén lakia (1), silld 345 = 8,
ja 8 el ole pariton.)

Annetut lait eivit siis takaa, ettd ykkonen on olemassal
Tamén korjaamiseksi lisatadn uusi laki. Uudeksi laik-
si el riitd “on olemassa luku nimeltd 17, koska se ker-
too ykkosestd vain nimen ja jattdd kertomatta, mika
ominaisuus erottaa ykkosen muista luvuista. Maéaritel-
méhén ei sisdlld ennakkotietoa, mitd mustetahra “1”
tarkoittaa, joten sen ndkdkulmasta “on olemassa luku
nimeltd 1”7 kertoo yhté paljon kuin “on olemassa luku
nimeltéd {”.

Mika tekee ykkosestd ykkosen? Se, ettd silla kertominen
ei muuta kerrottua lukua.

(8)  On olemassa luku 1 siten, ettéd jokaisella luvulla
a patee a -1 = a.

Lakikokoelma ei ole vieldkdan tdydellinen. Se ei esimer-
kiksi riitd takaamaan, ettd 1 + 1 # 1, kuten tulem-
me nidkem&dn kohdassa “Mitd luvut ovat?”. Se riittda
kuitenkin hyvin pitkélle madradmadn, miten luvuilla
lasketaan. Jos esimerkiksi annetaan luvulle 1 + 1 ni-
meksi 2, luvulle 2 + 1 nimeksi 3 ja niin edelleen, ja
jos oletetaan, ettd luvut 1, 2, 3, ... ovat kesken&din
erisuuret, niin ndmé lait méaradvat niiden yhteen- ja
kertolaskujen tulokset yksikésitteisesti. Kaikki tulok-
set ovat ne mitd olemme koulussa oppineet. Koko ta-
rina on liian pitké tdssd kerrottavaksi, mutta otetaan
kaksi esimerkkid. Méaritelmén 2 = 1 + 1, lain (3) se-
k& maééaritelmien 3 = 2+ 1 ja 4 = 3 + 1 nojalla péatee
24+2=24+(141)=(2+1)4+1=3+1=4. Lakien
(7)ja (8) nojalla2- (1+1)=2-142-1=2+2, miki
edellisen tuloksen ja tiedon 2 = 1 4 1 kanssa kertoo,
ettd 2-2 = 4.

Padsemme nyt vihdoin ja viimein toiseen osaan vas-
tauksessamme sivulla 19 esittdmadmme kysymykseen:
miksi luvut noudattavat niitd lakeja joita ne noudat-
tavat, eikd muita lakeja? Tdhdn mennesséd olemme to-
denneet, etta ne asiat, joista puhumista varten luvut on
otettu kyttoon — kappalemaarat, pituudet, pinta-alat
ja niin edelleen — noudattavat juuri niité lakeja, aina-
kin siind médrin kuin ylipd&nsa on jarkevéad puhua la-
eista téllaisten havainnollisiin mielikuviin perustuvien
kohteiden yhteydessa.

Nyt kuitenkin olemme luopuneet lukujen rakentami-
sesta téllaisten mielikuvien varaan ja olemme korvaa-
massa sen tasmalliselld maéritelméalla. Kun lukuja m&a-
ritellddn antamalla laskulakeja, laskulait patevat siita
yksinkertaisesta syysté, ettd maaritelméssé julistetaan,
ettd ne patevat! Eiko tdmé ole kehdpédatelma? Eiko té-
mé ole tyhjan péaille rakentamista?

Ei ole. Matemaatikko saa asettaa mitka lait tahansa ja
tutkia niin syntyvéa jarjestelméd. Toisinaan kiy niin,
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ettd lait ovat keskenddn ristiriidassa. Madritelty kési-
te on silloin mahdoton eiké sitd ole olemassa. Tilanne
on samankaltainen kuin yhtaloll, jolla ei ole ratkaisua.
Mik& on se luku z, jolle pidtee x = z + 27 Ei sellaista
lukua ole. Jos lait eivéit ole keskenéén ristiriidassa, niin
madaritelty késite on silloin matemaatikoiden mielesta
olemassa. Kohdissa ““Velkaluvut”” ja “Lopuksi” pohdi-
taan tata asiaa liséa.

Mutta eiko téstd seuraa, ettd luonnollisten lukujen lait
on valittu mielivaltaisesti, kuten Sakkipelin s&&nnot?
Ei. Lakeja ei ole valittu mielivaltaisesti. Ne on valittu
sen mukaan, miten uskomme kappaleméérien, pituuk-
sien ja pinta-alojen kdyttdytyvin. Luvut noudattavat
lakeja (1), ..., (8), koska olemme tahallamme méaéri-
telleet luvut niin, ettd ne noudattavat niité, ja olemme
tahallamme maaritelleet ne niin, jotta ne kayttaytyisi-
vat samalla tavalla kuin asiat, joita haluamme esittéaa
luvuilla.

Asiassa on vield yksi tdrked puoli. Vaikka mééritelmia
voi asettaa miten vain, silti ei saada aikaan minké&laisia
lukujarjestelmia tahansa. Jatkossa tulemme esimerkik-
si nakemaéadn, ettd jos halutaan lukujarjestelma, joka si-
saltad kaikki reaaliluvut ja jotain muutakin, niin vaih-
toehtoja on vain yksi. (Tdsmenndmme jatkossa, mi-
té tarkoitamme sanoilla “luku” ja “lukujirjestelmé”.)
Vaihtoehtoisia mé&ritelmid on monta. Kuitenkin, kun
niiden tuottamia jarjestelmia katsotaan tarkasti, huo-
mataan, ettd ne ovat yksi ja sama jarjestelma esitettyna
eri tavoin.

Siis luvut noudattavat niitd lakeja mitd noudattavat,
koska vain sellaisia lukujérjestelmis on olemassa. Mui-
ta lakeja noudattavia jarjestelmid on olemassa, mutta
ne ovat ominaisuuksiltaan niin toisenlaisia, ettd niiden
alkioita ei kutsuta luvuiksi.

“Velkaluvut”

Intialainen Brahmagupta oli esittanyt negatiivisten lu-
kujen laskusdédnnot jo 600-luvun alkupuoliskolla [1, s.
316]. Silti negatiiviset luvut vaivasivat eurooppalaisia
matemaatikkoja vield yli tuhat vuotta my6hemmin.
Vuosina 1629-1704 eldnyt Johann Hudde nidyttdéa ol-
leen heistd ensimmainen, joka kohteli niitd yhtad luon-
tevasti kuin positiivisia [1, s. 525-526]. Jotkut oppi-
kirjojen kirjoittajat kielsivit kahden negatiivisen luvun
kertomisen keskenddn vield 1700-luvulla [1, s. 645].

Negatiivisia lukuja pyrkii tupsahtelemaan esiin erilais-
ten tehtdvien ratkaisemisen tuloksena. Silloin voi kui-
tenkin ottaa sen kannan, ettd ratkaisua ei ole. Harmil-
lista kylla, ratkaisumenetelmét tuottavat niitd vélivai-
heina silloinkin, kun lopullinen ratkaisu on positiivi-
nen. Negatiivisia lukuja vélttelevd matemaatikko tar-
vitsi monta eri ratkaisutapaa siind missd nykypaivan
matemaatikko selvidad yhdella, koska hinen taytyi aina

ohjata laskut sellaista reittié, ettd negatiivisia lukuja ei
esiinny.

Tehd&danpé ajatuskoe, etté tietokoneet olisi keksitty en-
nen negatiivisia lukuja. Kaikki tietokoneet osaisivat las-
kea vain positiivisilla rationaaliluvuilla ja nollalla. Jos
x < y, niin vahennyslasku x — y aiheuttaisi ajonaikai-
sen virheen aivan kuten nollalla jako todellisissa tieto-
koneissa. (Ajatuskoe toimii myos kokonaisluvuilla, jos
jakolasku jatetdan pois. Reaaliluvuilla ajatuskoe ontuu,
koska tietokoneita ei voi ohjelmoida laskemaan reaali-
luvuilla tarkasti.)

Erdana paivana joku neropatti keksii, etta olisi parem-
pi, ettéd pienempi miinus suurempi ei aiheuttaisi virhet-
td vaan tuottaisi tulokseksi uudentyypisen, velkaa esit-
tdvan luvun. Han paédttda laatia ohjelman, joka osaa
laskea my®s nailld uusilla luvuilla. Olisiko sellainen vai-
keaa?

Italialaiset kauppiaat kiyttivdt 1400-luvulla merkki&
“4+” ilmaisemaan ylijadmaa ja “—” alijaaméaa [1, s. 397],
joten esitetdén luku ohjelmassamme parina (e, z;), jos-
sa Te on “4” tai “—” ja x; on positiivinen luku tai nolla.
(Ohjelmoija kayttéisi parin sijasta tietuetta tai luok-
kaa, mutta viltdmme ohjelmointikielitermeja tassa kir-
joituksessa.) Tamé& on itse asiassa nykyinen esitysta-
pamme vain kirjoitettuna hieman eri tavalla. Alaviit-

teet “e” ja “i” viittaavat sanoihin “etumerkki” ja “itsei-
sarvo”.
Esimerkiksi —3 esitetdén (“—7,3) ja 5 esitetdéin

(“47,5). Nolla ei oikeastaan ole sddstod eikd velkaa,
mutta valitaan yksinkertaisuuden vuoksi, etta nolla esi-
tetddn muodossa (“47,0), ja paria (“=",0) ei kiyteti.
Eihén (“—”,0) varsinaisesti vadrin olisi, koska se vas-
taa tavallisen matematiikan merkintdd —0, joka myos
on arvoltaan 0. Mutta véltetd&n sekaannuksia, jos oh-
jelma esittad nollan aina samassa muodossa.

Laskutoimitukset voidaan ohjelmoida koulussa opittu-
jen etumerkkisdéntdjen mukaan. Yhteenlasku x+y = 2
sujuu néin:

e JOoS Te = Ye, Niin 2e = Te ja 2i = xj + ¥;i.

o Jos xe # Ye ja T > ¥i, niin ze = X ja z; = T — V-

e JoSs Te # Ye ja x; = y;, niin ze = “+7 ja 2z, = 0.

o Jos xe # ye ja xi < i, niin 2e = Ye ja 2 = Yi — ;.

Viéhennyslasku  — y tapahtuu vaihtamalla y. plussas-
ta miinukseksi tai pdinvastoin ja sitten kayttamalla yh-
teenlaskua, paitsi jos y on alunperin (“+7,0). Jos y on
alunperin (“+”,0), niin tulokseksi annetaan x.

Kertolasku z-y = z on jopa helpompi kuin yhteenlasku:

® Zi =T Y.

2

e Jos e = ye tai x; = 0 tai y; = 0, niin 2z, = “+

_w_»

o Jos xe # Ye ja x; # 0 ja y; # 0, niin ze = “—".
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Jakolasku z = x/y saadaan edellisestéi korvaamalla en-
simméiinen kohta kaavalla z; = x;/y;.

Tarkoitus on tietysti, etté silloin kun kaikki etumerkit
ovat “+”, ohjelmamme laskee kuten positiivisilla luvuil-
la ja nollalla lasketaan. Siis esimerkiksi jos

Try==z,
niin taytyy olla

(L(+”7x) + (L(+”7y) — (“_,_77’2:) .

Tarkastamalla kaikki edelld annetut (xe,x;)-lukujen
laskusadnnot on helppo ndhda, etta tdméa puoli asiasta
on kunnossa. Ainoa poikkeus on x —y silloin kun = < y.
Positiivisten lukujen ja nollan laskusdénnéilla tAma on
kielletty lasku, mutta (ze, x;)-luvuilla lasku onnistuu ja
tulos on (“—",y — ). Mutta tdmé&héin oli tarkoituskin.
(Ze, z;)-luvut ovat siis positiivisten lukujen ja nollan
laajennos, eiké jokin kokonaan uusi lukujérjestelma.

Me tieddmme, ettd yhteen- ja kertolasku ovat vaihdan-
naisia ja liitdnnaisia ja osittelulaki patee, vaikka muka-
na olisi negatiivisiakin lukuja. Ohjelmoijamme ei sitd
kuitenkaan vield tiedd, koska ajatuskokeessamme ne-
gatiivisia lukuja ollaan vasta keksiméssa.

Mutta, jos luotetaan siihen, ettd vaihdannaisuuslaki
patee positiviisille luvuille ja nollalle, niin on helppo
kokeilemalla huomata, etté se patee myos ohjelman ka-
sittelemille pareille (ze, x;). Otetaan esimerkiksi tapaus
a + b, missé ae # be ja a; < b;. Olemme ottaneet kiyt-
t66n uudet nimet a ja b, jotta emme menisi nimien
kanssa sekaisin. Nainpéin laskettaessa x = a ja y = b,
joten “ae # be ja a; < b tarkoittaa “xe # ye ja x; <y
Lasku vie siis neljanteen tapaukseen ja tulokseksi tulee
(Ye, i — ;) eli (be, bi — a;). Laskettaessa b + a pétee
x =bjay = a. Siis ye # Te ja y; < ;. TAmA tar-
koittaa samaa kuin ze # e ja x; > y;, joten lasku vie
toiseen tapaukseen ja tuottaa vastaukseksi (ze, =i — i)
eli (be, b — a;). Tuli siis sama vastaus, kuten pitaakin.

Liitdnnaisyyslait ja osittelulaki voidaan tarkastaa sa-
maan tapaan.

Ajatuskokeemme havainnollistaa kolmea tarkeéé asiaa.
Ensiksi, olisi mahdollista — jopa helppoa — opettaa
tietokoneet laskemaan kaikilla rationaaliluvuilla, vaik-
ka ne alunperin osaisivat laskea vain positiivisilla ra-
tionaaliluvuilla ja nollalla. Silloin kun vain ihmiset las-
kivat luvuilla, oli ainakin jossain méaérin jarkevad vait-
téd, ettd jotkin epailyttdvan tuntuiset luvut eivit “oi-
keasti ole olemassa” ja niilla laskeminen on samanlaista
haihattelua kuin ikiliikkujan suunnittelu. Mutta siin
vaiheessa kun tietokoneetkin laskevat “velkaluvuilla” il-
man ongelmia, on pakko myontéda ainakin sen verran,
ettd velkalukujen toteutus tietokoneohjelmana on ole-
massa, joten niilld laskeminen ei ole haihattelua.

Seuraako téstd sitten, ettd myos velkaluvut itse — to-
teutuksensa lisiksi — ovat olemassa, on epéolennainen

kysymys. Sanoilla ei yleensé ole tarkkaan sovittuja mer-
kityksié, vaan on harmaa alue, jossa toisten mielestéd
sopii kiyttda jotakin sanaa ja toisten mielestd ei. Joi-
denkin mielestd lukujen ei voi sanoa olevan olemassa
ainakaan ennen kuin ihmiset keksivéit ne, koska ne ovat
vain ajatusrakennelmia, ja ennen keksimistaan ne eivat
siis ole mit&an.

Nykyajan matemaatikot kayttavéat toisenlaista puheta-
paa. He sanovat, ettd jokin matemaattinen kisite on
olemassa, jos se ei ole sisdisesti ristiriitainen. “Pydreé
nelio” olisi sisdisesti ristiriitainen késite. Siséinen risti-
riita voi olla myds paljon vihemmén ilmeinen. Kuiten-
kin, jos jokin késite saadaan toimimaan tietokoneohjel-
mana, se ei voi olla siséisesti ristiriitainen.

Sen sijaan, ettd alkaisi kinastella matemaatikon kanssa,
ovatko velkaluvut “oikeasti” olemassa, on hyodyllisem-
paa todeta, ettd hén kayttda sanaparia “olla olemassa”
ehka eri merkityksessa kuin minéa. Joka tapauksessa vel-
kalukuja voi kiyttaa laskelmissa. Kéytannon ndkokul-
masta se on tirkeinté.

Toiseksi, velkalukuja ei rakennettu yksindan, vaan ra-
kennettiin jarjestelmé, joka sisdltdd sekd velkaluvut
ettd tarkat vastineet entuudestaan tutuille luvuille.
Kutsukaamme néité vastineita “sdaéstoluvuiksi”. Ovatko
saastoluvut “oikeasti” sama asia kuin entuudestaan tu-
tut luvut on sekin epdolennainen kysymys. Ellei ohjel-
man kayttaja yritd laskettaa vahennyslaskua pienempi
miinus suurempi, hén ei voi mistddn huomata, ettd oh-
jelma laskee séddstoluvuilla. Vastaus on aina sama kuin
entuudestaan tutuilla luvuilla laskettaessa olisi tullut.

Kolmanneksi, kaikki edelld annetut lait (1), ..., (8) pa-
tevit kaikille (e, x;)-luvuille. Velkalukujen kiyttoonot-
to ei vaadi, ettd vanhat laskulait unohdetaan ja ope-
tellaan uusia. Tama helpottaa velkalukujen kayttoon-
ottoa huomattavasti. Velkaluvut kiyttaytyvét niin sa-
malla tavalla kuin entuudestaan tutut luvut, ettd on
vaikea keksid mitddn muuta syyté olla kelpuuttamat-
ta niitd luvuiksi kuin ennakkoluuloisuus. Ennakkoluu-
loisuus on ollut matematiikankin historiassa vahva voi-
ma, mutta hyvit uudet ajatukset on lopulta hyviksytty
viimeistdan silloin, kun vanhoihin ajatuksiin juuttunut
sukupolvi on kuollut pois.

Téarkein velkalukujen — eli negatiivisten lukujen —
mukanaan tuoma uutuus on se, ettd jokainen vahen-
nyslasku on laskettavissa. Tamé asia voidaan ilmaista
lailla “ovatpa a ja b mité lukuja tahansa, niin a — b on
olemassa”. Se ei kuitenkaan riita yksindén, koska tahan
mennesséd annetuissa laeissa ei kerrota mitéén siité, mi-
td vahennyslasku tarkoittaa.

Akkipastd voi niyttid silté, ettd timéi puute on help-
po korjata: a — b on tietenkin sellainen luku, ettd kun
sithen lisdtadn b, saadaan a. Taman voi ilmaista lailla
(a—0b)+b=a.
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Valitettavasti asia ei ole néin yksinkertainen. Periaat-
teessa voisi olla olemassa kaksi tai useampia eri lukuja
x siten, ettd x 4+ b = a. Silloin ongelmaksi tulisi, mika
niistd on a —b. Siis a —b ei ehké ole yksikésitteinen. On-
neksi pystymme lopulta osoittamaan, ettd a — b on yk-
sikésitteinen. Joudumme kuitenkin sitd ennen paattele-
médn médritelmén “a—b on olemassa ja (a—b)+b = a”
ja aikaisemmin annettujen yhteenlaskun lakien varassa
tietamatta, ettd a — b on yksikasitteinen.

Koskaz = (z—y)+y, on z+(y—y) = (z—y)+y)+(y—
y). Liitdnndisyyslakia kiyttdmélla oikea puoli voidaan
muuttaa muotoon (x —y)+ (y+ (y—y)), josta vaihdan-
naisuuslailla pafistiin muotoon (z —y) + ((y —y) +v).
Koska (a—b)+b = a, sievenee tdmé muotoon (z—y)+y
ja edelleen muotoon x. Siis ovatpa x ja y mitd lukuja
tahansa, pitee z + (y — y) = x. Luku y — y kiiyttaytyy
kuten nolla!

Edelleen voidaan péételld, ettd vaikka z olisi eri luku
kuin y, niin z — z ja y —y ovat yhtésuuret. Se on viliton
seuraus yleisemmaésté tuloksesta, jonka mukaan ei voi
olla olemassa enempéd kuin yksi luku, joka kiyttaytyy
kuten nolla. Témén todistamiseksi oletetaan, etta p ja
q ovat kaksi lukua siten, ettd x +p=zx jaz+qg==
jokaisella z. Sijoittamalla ensimmaéiseen yhtdlo6n x:n
paikalle ¢ saadaan g + p = ¢, josta vaihdannaisuuden
avulla saadaan p + ¢ = ¢. Toisaalta, sijottamalla jal-
kimmaiseen yhtaléon x:n paikalle p saadaan p + q¢ = p.
Niinpd p = p + ¢ = ¢. Siis p ja ¢ eivit voi olla eri luku.

FEi ole yllatys, ettd y — y kiyttdytyy kuin nolla. Olem-
me rakentamassa matemaattista mééritelmaa tutuille
luvuille, ja tutuilla luvuilla y — y = 0. Jos rakennel-
massamme y — y olisi jotain muuta kuin 0, olisi raken-
nelmamme pielessd. On kuitenkin mielenkiintoista huo-
mata, ettd ei tarvitse erikseen méaritelld, ettd y —y on
nolla eiké edes, ettd nolla on olemassa. Namé seuraa-
vat automaattisesti siité, ettd yhteen- ja vihennyslasku
voidaan aina laskea, yhteenlasku on vaihdannainen ja
liitdnnéinen, ja (a — b) + b = a.

Koska y—y:n tulos on y:n valinnasta riippumaton, kéyt-
taytyy kuten nolla eikd muitakaan nollia voi olla, alam-
me merkitd sitd reilusti symbolilla “0”. Olemme johta-
neet seuraavan tuloksen:

(9)  On olemassa luku 0 siten, ettéd jokaisella luvulla
a patee a +0 = a.

Sijoittamalla a:n paikalle 0 ja b:n paikalle a kaavassa
b+ (a —b) = a saadaan a + (0 — a) = 0. Merkitsemaélla
lukua 0 — a yksinkertaisemmin —a voidaan tdmé tulos
esittdad seuraavana lakina:

(10)  Jokaista lukua a kohti on olemassa luku —a siten,

ettd a + (—a) = 0.

Lukua —a kutsutaan luvun a vastaluvuksi. Samaan ta-
paan kuin osoitettiin, ettd nollan lailla kiyttaytyvia lu-
kuja on vain yksi, voidaan osoittaa, ettd myos vastalu-
vun lailla kiyttaytyvia lukuja on vain yksi. Nimittéin,

olkoon my6s a luku siten, ettd a + a = 0. Vaihdannai-
suuslain avulla saadaan @ + a = 0. Nyt voidaan laskea
toisaalta, ettd (a+a)+(—a) = a+(a+(—a)) = a+0 = a,
ja toisaalta, ettd (a+a)+(—a) = 0+(—a) = (—a)+0 =
—a. Niinpd a = (a + a) + (—a) = —a.

Nyt voimme viimein osoittaa, ettd on vain yksi luku x
siten, ettd 4+ b = a. Nimittéin, jos x on sellainen luku,
ninzr =24+0=x+ b+ (-b) = (r+0b) +(-b) =
a+ (—b). Koska juuri ndimme, ettd —b on yksikésittei-
nen ja olemme alusta saakka uskoneet, ettéd yhteenlasku
on yksikésitteinen, on x:n arvo yksikasitteinen.

Olemme tahén asti kdyttédneet lakeja “a — b on ole-
massa’ ja “(a — b) + b = a” osana lukujen maéritel-
méd, ja johdimme lait (9) ja (10) niistd ja kaavasta
—a = 0—a. Matemaatikoilla on kuitenkin tapana tehda
toisinpiin: (9) ja (10) seki kaava a —b = a+ (—b) asete-
taan osana madritelméi, josta vihennyslaskun ominai-
suudet johdetaan. N&in maéaaritelty a — b on olemassa
ovatpa a ja b mitd lukuja tahansa, koska —b on ole-
massa lain (10) nojalla ja yhteenlaskun tulos on ole-
massa lain (1) nojalla. Edelleen, mééritelmén mukaan
(a—0b)+b=(a+(=b)) + b, josta liitdnnaisyyttd ja
vaihdannaisuutta soveltamalla saadaan a + ((—b) + b)
ja a+ (b+ (=b)), josta (10) tuottaa a + 0, mistd (9)
tuottaa a. Siis (a — b) + b = a.

Koska lait (9) ja (10) on johdettavissa laeista “a — b on
olemassa” ja “(a — b) + b = a” seké toisinpéin, on lop-
putulos riippumaton siitd, kummat valitaan ldhtokoh-
daksi. Lakien (9) ja (10) valitseminen lahtokohdaksi on
sikdli mukavampaa, etté niiden avulla ensimméiset to-
distukset sujuvat ndppardmmin. Sen jéalkeen kun vaih-
toehtoisen ldhtokohdan lait on johdettu, ei asialla ole
enda merkitysta.

Todistamme vield yhden vastalukujen tutun ominai-
suuden, jota tarvitaan jatkossa. Mitd on —(—x)? Méaa-
ritelmédn mukaan se on sellainen luku, ettd (—z) +
(=(—z)) = 0. Toisaalta = + (—x) = 0, josta vaihdan-
naisuuslain avulla saadaan (—x) 4z = 0. Niinp4 z kel
paa luvuksi —(—x). Koska vastaluku on yksikésitteinen,
téytyy olla niin, ettd —(—x) = .
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Tiivistelméa

Kirjoituksessani kerrotaan oppilaiden kiinnostuksesta tehtévid kohtaan. Ta&ma on ehka yksi matematiikan
opetuksen tarkeimmistd ongelmista yldasteella. Suositellaan, miten olisi mahdollista jarjestdd kouluopetuk-
sesta mukavampaa ja sisdlloltddn rikkaampaa. Seuraavassa esitetdan arkikdytéantoon liittyvien, sanallisten
matematiikan tehtdvien paddvaatimuksia ja annetaan konkreettisia esimerkkejé tehtévista.

Talla hetkelld monet valtiot kannattavat matematiikan
koulutusta ja tieteen tason pitdmistd korkeana. Mate-
matiikka on luonnontieteiden ja informatiivisten tietei-
den yhteinen perusta. Tamaé viite lienee kiistaton. Sen
lisdksi matematiikka on ajattelun kehittdmisen toimin-
nallinen tyokalu. Itse asiassa se on ehké ainoa oppiaine,
jossa oppilaat perustelevat omia johtopaatoksidan. Sita
paitsi me ajattelemme, ettd matematiikka on yhteinen
ja valttdmaton osa ihmisten kulttuuria. Mutta kyse-
ly [1] ja arvovaltaisen PISA-tutkimuksen 2003 [2, dia-
grammi 5.1] tulokset osoittavat, ettd yldasteen oppilail-
la on matala kiinnostus matematiikkaa kohtaan. T4l-
lainen tilanne vaikeuttaa opetus- ja oppimisprosessia,
heijastuu saatujen tietojen laatuun ja sen seuraukse-
na aiheutuu stressia oppilaille. Ndin PISA-tutkimuksen

2003 tulosten diagrammi 5.2 2] esittdd selvésti tieto-
jen laadun riippuvuuden matematiikan kiinnostukses-
ta. Diagrammi 5.3 [2] néyttdd suomalaisten oppilaiden
korkeaa “vieroksunnan” tasoa matematiikan oppitun-
neilla. Meidan nakdkulmastamme katsoen sen syyt ovat
merkittavassa madrin piilossa koulun oppikirjoissa, joi-
den sivut on taitettu yksitoikkoisesti ja ne pitavat sisal-
ld4n epékiinnostavia mekaanisia harjoituksia. Ajatuk-
sena on, ettd jos on mahdollisuus muuttaa sanalliset
matematiikan tehtdvat hauskoiksi ja lapsille miellytta-
viksi, se pitéisi tehda [3]. Alempana on hahmotettu véiy-
lid ja reitteja, jotka johtavat pois ikdvistd, pinttyneista
rutiineista.

Koulumatematiikka koostuu teoriasta ja kiytanndosta.
Tassa kirjoitelmassa jatetaédn teoreettinen osa kasittele-
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mattd. Emme myoskiddn keskustele konkreettisten op-
pituntien rakenteista emmeki niiden kulusta. Se an-
taa meille mahdollisuuden keskittyd tehtdviin hyvin.
Meiddn tavoitteemme on kohottaa tavallisten oppi-
laiden kiinnostusta matematiikkaan. Ensisijaisesti téas-
sd tarkoitetaan valinpitdméattomia tai matematiikkaan
kielteisesti suhtautuvia oppilaita. Toisaalta on tarke&a
huomioida lahjakkaammat tai motivoituneemmat op-
pilaat, mutta heistd puhutaan myéhemmin. Oppilaat
voivat suhtautua matematiikkaan eri tavoin. He voivat
ymmartaa vain, ettd on pakko kiyda koulussa ja opis-
kella koulumatematiikkaa. Toisaalta he voivat tietéa,
ettd matematiikan osaaminen on hyodyllista elaméssa.
Se, mita haluaisimme korostaa, on ettd puhutaan eri-
laisesta suhtautumisesta matematiikkaan. Me uskom-
me, ettd on mahdollista herédttda tavallisten oppitun-
tien aikana kaikkien oppilaitten kiinnostus itse mate-
matiikkaan. Seuraavaksi luetellaan tehtévien valinnan
perusperiaatteet, jotka vastaavat yllamainittuun haas-
teeseen. Sen jidlkeen me valaisemme niiden soveltamista
konkreettisilla esimerkeilla.

Vaatimuksia tehtaviin:

1. Tehtdvan sisalté esitellidn epétavallisessa, esimer-
kiksi epdmatemaattisessa, sadun tai tarinan muodos-
sa.

2. Tehtédvén pitdéd olla monitasoinen.

- On tarpeellista, ettéd tehtdvé sisdltdd ensimmaéisen ta-
son, joka on yksinkertainen kaikille. Tdmén yksinker-
taisen tason ’ratkaisu”, joka tulee mieleen, voi olla vaé-
ra.

- Tehtédvéssd on muita tasoja, jotka eivdt tule mieleen
heti ja jotka vain osa oppilaista ottaa huomioon.

3. FEritasoisissa tehtavissa on eksoottisia, kauniita, ou-
toja tai hauskoja ratkaisuja tai ratkaisuksi tulee yllat-
tavé johtopdatos. Vahintdan yksi niista on hyvin vai-
kea.

4. Tehtdvda antaa oppilaille mahdollisuuden koetella
omia hoksottimiaan ja kehittdd omaa ajattelukykyédén.
5. Tehtavdn muodossa on toinenkin vaihtoehto, joka
riippuu oppilaiden konkreettisesta kiinnostuksesta (lii-
te 1).

Yllamainittuja vaatimuksia vastaavien tehtavien jouk-
ko on esitelty jaljempéand. Muutamat korkeat tasot si-
saltavat suhteellisen vaikeita tehtavié. Sellaisia tehtavia
voidaan suositella oppilaille, jotka ovat vakavasti innos-
tuneita matematiikasta. Opettajan avustuksella huo-
mattava osa oppilaista voi kuitenkin péarjaté sellaisten
tehtévien parissa. Suurin osa alla olevista tehtdvista on
tarkoitettu 7.-luokkalaisille. Tehtévien pdasuunta on al-
gebra ja logiikka. Logiikan tehtévistd on paikallaan teh-
d& seuraava huomautus: logiikka on aine, jota ei opete-
ta koulussa, mutta logiikan perusteet pitaé osata edes
intuitiivisella tasolla. Sitd paitsi logiikka on kaikkien
tiedeaineiden tarkeé osa.

JALKAPALLOTURNAUS
Tyttdjen ja poikien jalkapallojoukkueet pelaavat keske-

naédn. Pojat pelaavat vain poikia vastaan, tytét pelaa-
vat vain tyttojad vastaan. Jokainen joukkue osallistuu
kuitenkin turnaukseen.

Huomio opettajalle: tédssd tapauksessa saa muotoilla
seké suoranaiset (1-4), ettd kddnteiset tehtavit (5-8).

1.1 Kuinka paljon oli otteluita, jos poikien joukkueita
on kolme?

Huomio: Haluttaessa voi tehtdvan muotoilla konkreet-
tisemmaksi antamalla joukkueille nimet (katso ratkai-
su liitteessd 2). Kuten ratkaisusta nikyy, tehtavas voi-
daan kayttad opetettaessa kokonaislukujen kertomista
ja jakamista. Tehtdva on yksinkertainen, mutta oikea
ratkaisu ei 16ydy heti. Olisi hyvi esittdéd kolmen jouk-
kueen turnaustaulukko.

Leijonat | Tiikerit | Virtahevot
Leijonat /17/]]/ 2:2 0:1
Tiikerit 2:2 1111/ 3:4
Virtahevot 1:0 4:3 /11111

Tata tehtdvad kasiteltdessd on hyodyllistd muistuttaa
lukujen kertomisen merkitys.

1.2 Kuinka paljon oli otteluita, jos vastakkain pelaavat
neljé poikien joukkuetta?

1.3 ... pelaavat viisi poikien joukkuetta?

2. Keksikad pelien méaaran yhteinen kaava, jos turnauk-
seen osallistuu poikien joukkueita n kappaletta.
Huomio: Liitteesséa esitetty kaava saa aikaan lukujonon
{0,1,3,6,10,...}, ja siis tdmé& tehtdvd havainnollistaa
"Lukujonot”-teemaa.

3. Kuinka monta pelia oli, jos turnaukseen osallistuu
kaksi tyttojen joukkuetta ja kolme poikien joukkuet-
ta?

4. Keksikdd tyttdjen ja poikien pelien méérin yleinen
kaava, jos turnaukseen osallistuu n tyttdjen joukkuetta
ja m poikien joukkuetta.

5. Montako poikien ja tyttojen joukkuetta oli, jos pelat-
tiin kymmenen pelid ja yhteensa oli viisi joukkuetta?
Huomio: Tamé tehtavd (myos tehtévit 6-7) havainnol-
listaa "Yhtdlot” -teemaa (katso ratkaisu 5.2 liitteessd
2). Tehtévia kisiteltdessd olisi hyvd kertoa oppilaille
tehtavistd ja niiden ratkaisuista, jotka johtavat yksin-
kertaiseen toisen asteen yhtaloon.

6. Mitd voidaan sanoa pelien méérésté, jos turnauk-
seen osallistuvien tyttGjen joukkueiden mééra on sama
kuin poikien joukkueiden m&ara?

Huomio: Seuraavat kaksi tehtdvda ratkaistaan toisen
asteen yhtélon avulla. Tehtévéssd 7 riittad formaalista
tietoa ja itse asiassa se on kohtuullisen helppo. Tehtava
8 on tarkoitettu matematiikkaa harrastaville oppilaille,
se on vaikeampi.

7. Onko mahdollista, ettd oli viisi joukkuetta ja nelja
pelida?
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8. Mité voi kertoa poikien ja tyttdjen joukkueiden méa-
rédn suhteesta, jos joukkueiden méédréd on sama kuin pe-
lien maara?

TESTEJA

Kolme tyttoystdvdd Anu, Birgitta ja Catarina paattivét
kokeilla heidédn ystédvansa loogista ajattelua. He seisoi-
vat rivissd tyhjassd huoneessa ja kutsuivat hantd lIuok-
seen. Hdn néki ystédvit samassa jérjestyksessid Anu, Bir-
gitta, Catarina, vasemmalta oikealle. Tytét sanoivat,
ettd hdnen pitdd tehdd kolme testid. Jokaisessa testissé
on arvattava, kuka heista puhuu totta, kuka valehtelee.

Ensimmadinen testi. Tytdt sanoivat, ettd testissd yk-
si heistd puhuu totta, muut valehtelevat. Anu sanoi:
kaikki vasemmalla seisovat ystavéini valehtelevat. Bir-
gitta sanoi: kaikki vasemmalla ja oikealla seisovat ys-
tavéani puhuvat totta. Catarina sanoi: oikealla seisova
ystavini puhuu totta.

Toinen testi. Tyt6t sanoivat, ettd testissd yksi heis-
td puhuu totta ja ainakin yksi valehtelee. Anu sanoi:
kaikki vasemmalla seisovat ystavéni valehtelevat. Bir-
gitta sanoi: kaikki ystdvit puhuvat totta. Catarina sa-
noi: oikealla seisova ystavidni puhuu totta.

Kolmas testi. Tytét seisoivat jarjestyksessd: ensim-
maéisend Catarina, sitten Birgitta ja Anu. He sanoivat,
ettd testin aikana yksi heistd puhuu totta ja ainakin
vksi valehtelee. Anu sanoi: kaikki vasemmalla seisovat
ystédvani valehtelevat. Birgitta sanoi: kaikki vasemmal-
la ja oikealla seisovat ystdvini puhuvat totta. Catarina
sanoi: oikealla seisova ystdvani puhuu totta.

KESKINOPEUS

Pekka matkusti puolet matkasta Tampereelta Helsin-
kiin nopeudella 40 km/h. Milli nopeudella hénen pi-
tdd matkustaa toinen puoli matkasta, jotta hidnen koko
matkan keskinopeutensa on a) 70 km/h, b) 80 km/h,
c) 90 km/h?

Tavoite: pitdd ymmartda, mikd on numeerisen laskun
fysikaalinen merkitys. Onko aina niin yksinkertaisesti
ja selvésti annettuun tehtdvdin olemassa luonnollinen
ratkaisu?

Huomio: oppilaille on helpompaa ratkaista tehtava, jos
sanotaan kuinka monta kilometrid on Tampereelta Hel-
sinkiin, esimerkiksi 200 km.

MAITOA KAHVIIN JA KAHVIA MAITOON
Meilld on kaksi samanlaista lasia. Toisessa on maitoa,
toisessa on kahvia. Otetaan lusikallinen maitoa ensim-
madisestd lasista ja kaadetaan sen toiseen lasiin.

1. Sekoitetaan maito kahviin toisessa lasissa. Sen jil-
keen otetaan lusikallinen nestetta tastd lasista ja kaa-
detaan se ensimmadiseen lasiin. Kumpaa on enemman:
maitoa kahvissa vai kahvia maidossa?

2. Emme sekoita maitoa kahviin toisessa lasissa. Ote-
taan lusikallinen nestettd tdstd lasista ja kaadetaan se
ensimmaiseen lasiin. Kumpaa on enemmaén téssa ta-
pauksessa: maitoa kahvissa vai kahvia maidossa?

Monet lapset (ja aikuiset!) nopeasti antavat vairin vas-
tauksen: maitoa on kahvissa enemmén, koska ensin kaa-
detaan puhdasta maitoa ja sitten kaadetaan seosta.
Huomio: kannattaa varmasti aloittaa ensimmaéisesta ta-
sosta. Fi sekoiteta maitoa kahviin toisessa lasissa. a)
Kaadetaan toisesta lasista ensimmdiseen lusikallinen
maitoa ja otetaan sama lusikallinen takaisin tai b) kaa-
detaan toisesta lasista ensimméiseen lusikallinen puh-
dasta kahvia, tai c¢) kaadetaan toisesta lasista ensim-
madiseen puoli lusikallista maitoa ja puoli lusikallista
kahvia.

TIETAJISTA JA HIRMUISTA

Joka neljds matemaatikko on hirvié. Joka viides hirvio
on matemaatikko.

1. Kumpia on enemméan — matemaatikoita vai hirvibi-
td? (Yhteinen kysymys)

2. Kumpia on enemmaén — matemaatikoita vai hirvioité,
Jjos matemaatikoiden asumispaikka on Maa, mutta hir-
viGitd asuu toisella planeetalla, hyvin kaukana? (Kon-
kreettinen kysymys)

3. Kumpia on enemméan — motemaatikoita vai hyrvi6i-
ta? (Outo kysymys)

Tavoite: ndytetdan havainnollisesti joukko-opin perus-
késitteitd, esimerkiksi joukkojen leikkaaminen, tyhja
joukko. Yksinkertaisesti todistetaan algebrallisen rat-
kaisun ja joukko-opillisen ratkaisun vastaavuus.

Liite 1

TOINEN VAIHTOEHTO tehtiville JALKA-
PALLOTURNAUS

HIENOILLA KUTSUILLA

Kun kaksi herrasmiesté tai kaksi hienoa naista tapaa-
vat toisensa, he kéttelevét. Silloin kun herrasmies tapaa
hienon naisen, hian suutelee daamin kétta.

Suorat tehtévét:

1.1. Kuinka monta kertaa kédteltiin, kun kolme herras-
miestéd tapaa?

1.2. Kuinka monta kertaa kateltiin, kun tapasi nelja
herrasmiestd? . .. viisi herrasmiestd?

2. Keksikida kiddenpuristuksien maaran yhteinen kaava,
kun n herrasmiesté tapaa.

3. Kuinka monta kddenpuristusta ja kdsisuudelmaa ta-
pahtuu, kun kaksi hienoa naista ja kolme herrasmiesta
tapaa?

4. Keksikad kiddenpuristusten ja kidsisuudelmien maa-
rén yhteinen kaava, kun n daamia ja m herrasmiesté
tapaavat.

Kidnteistehtéavéit:

5. Montako herrasmiesté ja daamia oli, jos kadenpuris-
tuksia oli kymmenen ja ihmisid oli yhteensé viisi?

6. Mitd voidaan sanoa kddenpuristuksien méaarasté, jos
kutsutilaisuuteen osallistuvien daamien méird on sa-
ma kuin herrasmiesten maara?

7. Onko mahdollista, ettd oli viisi ihmistd ja neljd ké-
denpuristusta?

8. Mitd voi kertoa herrasmiesten ja daamien maaran
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suhteesta, jos ihmisten méérd on sama kuin kiddenpu-
ristuksien maara?

Liite 2, ratkaisuja ja vastauksia

JALKAPALLOTURNAUS

1.1. Ratkaisu. Jos kolme poikien joukkuetta pelaa (Lei-
jonat, Tiikerit ja Virtahevot), jokainen joukkue pelaa
kahta joukkuetta vastaan. Esimerkiksi, Leijonat pelaa-
vat Tiikereitd ja Virtahepoja vastaan, siitd voidaan to-
deta, ettd Leijonat pelaavat kaksi pelid. Samalla taval-
la pelaavat muut joukkueet ja siitd seuraa, ettd pelien
méadrd on 3 - 2 = 6. Monet antavat vastaukseksi kuusi.
Mutta téssé jokainen peli on laskettu kaksi kertaa. Esi-
merkiksi, Leijonien ja Tiikereiden peli laskettu kuin las-
ketaan seké Leijonien otteluja ettéd Tiikereiden otteluja,
joten lopullinen pelien mééra on (3-2):2 = 3.

1.2 Lyhyt ratkaisu. Neljan joukkueen pelien maéré las-
ketaan samalla tavalla, (4-3) : 2 = 6.

1.3 Vastaus: 10.

2. Vastaus: n- (n—1):2

3. Ratkaisu. Samoin kuin kohdassa yksi saadaan: (2 -
1+3-2):2=4.
4. Vastaus: m-(m—1):24n-(n—1):2

5.1 Ratkaisu. Kohdasta 1 saadaan kymmenen pelid, jos
turnaukseen osallistuu viisi poikien tai viisi tyttojen
joukkuetta. Onko muita ratkaisuja? Kohdasta 1 n&h-
dddn, ettd suhde 4 : 1 (1 : 4) on epéreaalinen, tarkis-
tetaan tapaus 3 : 2. Kéytetdan kaavaa kohdasta 3: jos
m =3, n=2saadaan (3-2):2+(2-1): 2 =4, tdmé
joukkueiden suhde on my6s epéreaalinen.

5.2 Ratkaisu. Merkitdén poikien joukkueiden méaaréa
x:114, saadaan tyttojen joukkueiden méaardksi (5 —x) ja
pelien mééréksi: v - (x —1): 2+ (b —a)- 4 —x): 2 =
(22 =2+ 20 — 9z +22) : 2 = (222 — 100 +20) : 2 =
x? — 5z + 10.

Ehdon mukaan viimeinen lauseke on 10. Siksi: 2% —
52 + 10 = 10. Téstd seuraa, ettd x2 — 5z = 0. Siis
z-(x—>5) = 0. Lopulta saadaan seuraava vastaus: ainoa
vaihtoehto on, ettad kaikki joukkueet ovat joko poikien
tai tyttojen joukkueita.

6. Ratkaisu. Vanhoissa merkityksissi n = a/2, mis-
sd a on yhteisten pelien méard. Samalla tavalla kuin
kohdassa 5 lasketaan pelien miira: a/2 - (a/2 — 1) :
2+ (a—a/2)-(a—a/2—-1):2=a/2 -(a/2-1) :
2+a/2-(a/2—-1):2=a/2-(a/2 —1).
Merkitsemailld pelien méaaraa b:ll4, saadaan a/2- (a/2 —
1) = b (%)

Todistetaan, ettd kaavassa a on parillinen (ei negatiivi-
nen) luku: a?/4—a/2 = b= a? = 2(2b+a). Identtinen
yht&lé niyttii, ettd a? on parillinen, siksi a on parilli-
nen eikd se ole negatiivinen luku.

Vastaus: tassi tapauksessa pelien maara b = a/2-(a/2—
1), missé a (joukkueiden maara) =0,2,4,...

7. Ratkaisu. Merkitd&n poikien joukkueiden mé&araa
x:114, saadaan tyttojen joukkueiden médriksi (5 — x).
Kohdassa 5.2 oli laskettu, ettd, pelien méérd on 22 —
5z 4+ 10. Ehdon mukaan viimeinen yhtalo on 4, siksi
2?2 — 52+ 10 = 4 eli 22 — 5z + 6 = 0. Ratkaisemalla
se saadaan ¢ = 2 tai x = 3. Vastaus: kaksi poikien ja
kolme tyttojen joukkuetta tai 3 poikien ja 2 tyttojen

joukkuetta.

8. Ratkaisu. Sovitaan, ettd poikien joukkueiden maé-
rd on x, pelien médrd on a. Kohdan 4 mukaan saa-
daan: z - (z—1) : 2+ (a—2x)-(a—xz—1): 2 =
(r?—r+a?—2ar+a?—a+x) : 2 = (22°—2ax+a*—a) : 2.
Ehdon mukaan viimeinen lauseke on a. Siksi 222 —2ax+
a?—3a=0 (%

Toisen asteen yht#lén diskriminantti D on: D = 4a? —
8a? + 24a = —4a(a — 6).

Kirjoitetaan kaikki kokonaiset luvut, jotka eivét ole ne-
gatiivisia ja antavat positiivisen D:n:

a0l 1 ]2 |3 |4]|5]|6
D{0]20]32|36|32]20 |0

Jos a on 1, 2, 4, 5, yhtalolla ei ole reaalista ratkai-
sua. Jos a = 3 (D = 36) yhtélosta (*) saadaan yhtilo
222 —6x = 0eli z- (z —3) = 0. Tiissii tapauksessa kaik-
ki kolme joukkuetta ovat vain poikien tai vain tyttdjen
joukkueita. Nyt jad viimeinen tapaus: a = 6 (D = 0).
Yht#lostd (*) saadaan yhtild: 222 — 12z + 18 = 0
eli 2 — 6x + 9 = 0. Siis viimeisen yhtilén muoto on
(r — 3)%2 = 0. Kuudesta joukkueesta on poikien kolme
ja kolme tyttojen joukkueita.

Vastaus: joukkueiden méara on sama kuin pelien mééa-
ri seuraavassa tapauksessa: 1) ei ole ollenkaan jouk-
kueita, 2) on olemassa kolme joukkuetta, ja ne kaikki
ovat joko poikien tai tyttdjen joukkueita, 3) on olemas-
sa kuusi joukkuetta, joista kolme on poikien ja kolme
tyttdjen joukkueita.

TESTI
1. Ratkaisu. On ilmeisté, ettd Birgitta ja Catarina va-
lehtelivat. Siis Anu puhui totta.

2. Ratkaisu. Toinen tapaus (Birgitta puhui totta) on
ristiriitainen, koska téssd tapauksessa Anun on pakko
puhua totta. Siis Birgitta valehteli. Siitd johtuu, etta
my6s Catarina valehteli.

3. Ratkaisu. Koska Anun puolelta vasemmalla ei ole
ketddn, Anu puhui totta, samoin Catarina puhui tot-
ta (tyhjd joukko kuuluu jokaiseen joukkoon, mm. ys-
tévien joukkoon, jotka valehtelivat tai puhuivat totta).
Siksi my0s Birgitta puhui totta, misté johtuu: ystévét
valehtelivat sanoessaan, etté yksi heistd puhuu totta.

KESKINOPEUS

Ratkaisu. a-tehtdva on ratkaistava oppikirjasta otetun
kaavan mukaan. Varsin kiinnostava on b-tehtava.
Ensimmaéisen puolimatkan Pekan aika on (80 km: 40
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km/h) = 2 tuntia. Se on myds koko matkan aika. (160
km: 80 km/t) = 2 tuntia. Se tarkoittaa, ettd toisella
puolimatkalla Pekan nopeus on déretén. Sen ilmion ni-
mi on teleportaatio. ..

MAITOA KAHVIIN JA KAHVIA MAITOON
Voi olla, ettéd ratkaisu on helpompi ymmartaa, jos en-
sin puhumme mielivaltaisista, mutta konkreettisista lu-
vuista. Olkoon ensin jokaisessa lasissa kymmenen lusi-
kallista nestettd. Silloin ensimmaéisen kaatamisen jal-
keen ensimmaiseen lasiin jai yhdeksén lusikallista mai-
toa. Toisessa lasissa on kymmenen lusikallista kahvia
ja lusikallinen maitoa, yhteensa yksitoista lusikallista
nestetta. Koska sekoitamme nestetta toisesta lasista en-
simmaéiseen, me tuomme lusikassa 1/11 lusikallista mai-
toa ja 10/11 lusikallista kahvia. Lasketaan ja saadaan
tulokseksi ettd toiseen lasiin jai (10 — 10/11) = 9 ja
1/11 lusikallista kahvia ja (1 —1/11) = 10/11 lusikal-
lista maitoa. Ensimmaéisessi lasissa on 10/11 tuotua
lusikallista kahvia ja (9+ 1/11) lusikallista maitoa. No-
peat oppilaat voivat sijoittaa z:n kymmenen asemesta
ja ratkaista tehtdvén yleisessd muodossa.

TIETAJISTA JA HIRMUISTA

1.1 Ensimméinen joukko-opin ratkaisu: Késitellddn

kahta joukkoa, matemaatikoiden ja hirviéiden. Nii-
den joukkojen leikkaus (pitda piirtdd paperilla kaksi
erilaista ympyridé) on ensimmaéisen joukon (ympyrin)
neljdsosa, ja samanaikaisesti se on toisen joukon (ym-
pyrdn) viidesosa.

"Kumpia on enemmén — matemaatikoita vai hirvioi-
ta?” Tietysti hirviditd on enemmén.

1.2 Toinen ratkaisu on kovin tavallinen: Puhutaan ma-
temaatikoista. Neljdnnes heistd on hirvioitd. Esimer-
kiksi, jos matemaatikoita on kuusitoista, siis joka neljas
heistd on hirvid, 16 : 4 = 4. He nelja ovat viidesosa kai-
kista hirvidistd. Silloin kaiken kaikkiaan hirvititd on
5-4 = 20.

1.3 Kolmas ratkaisu, algebrallinen: M : 4 = H : 5 =
M-5=H -4=M:H=4:5.

Lahteet

[1] Shmakov, P., Selikhova, L. 2006 "Hydéty vai kiinnos-
tus?”, Dimensio 4, s. 36-39

[2] PISA-arviointien tulokset ja raportit (PISA 2003)
http://ktl.jyu.fi/pisa/2tasoala.htm#tkuviot

[3] Shmakov, P., Selikhova, L. 2006 "Keksitién ratkaisu
vhdessé oppilaiden kanssa”, Arkhimedes 4, s. 25-26
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Opolle lukemista?

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Ian Stewart: Kirjeitd nuorelle matemaatikolle.
Suom. Juha Pietildinen. Terra Cognita 2007, 215 s.
Ovh. 25 euroa.

Peruskoulujen ja lukioiden ammatinvalinnanohjaukses-
ta huolehtivat opinto-ohjaajat eli opot. Arvattavasti
matemaatikon ammatti ei ole heille kovin tuttu, niin
kuin se ei ole kovin tuttu useimmille oppilaillekaan.
Opot ja matemaatikon ammattia harkitsevat nuoret
voivat nyt tdydentdd tietojaan. Terra Cognita on ni-
mittéin julkaissut suomeksi teoksen, joka luo kaikkien
ymmarrettavilla tavalla kuvan siité, miten ja miksi tul-
laan matemaatikoksi ja mitd matemaatikkona olo saat-
taisi olla.

Kirjan kirjoittaja on englantilainen Ian Stewart (s.
1945). Hin on itse matemaatikko, jonka tieteellinen
julkaisutoiminta kéasittelee mm. Lien algebroja ja ka-
tastrofiteoriaa. Tunnetumpi hén on kuitenkin matema-
titkkkaa ja luonnontieteitd kisittelevdnd populaarikir-
joittajana. Virkatyonddnkin tdma Warwickin yliopis-
ton matematiikan professori johtaa yliopistonsa mate-
matiikan kansantajuistamislaitosta, Mathematics Awa-
reness Centred. Téllainen osasto Warwickissa tosiaan
on.

Yksi Stewartin 1ldhtokohta on héntédkin kuuluisamman
matemaatikon G.H. Hardyn (1877-1947) vuonna 1940
ilmestynyt Matemaatikon apologia, jonka suomennos
oli vuonna 1997 toimintansa alkaneen Kimmo Pietil&i-
sen Terra Cognita -kustantamon ensimmaéinen julkaisu.
Hardyn kirja on pitkdén ollut selkeimmin matematii-
kan olemusta yleistajuisesti, tyylikkadsti ja esteettises-
ti korkeatasoisesti esitteleva pikku teos. Stewart paivit-

tdd Hardyn tekstia ja kertoo enemmén itse matemaa-
tikon opinnoista ja tyosté. Stewartin suomentaja Juha
Pietildinen kirjoittaa sujuvasti ja korrektisti — vivyn
ja langon sekoittuminen on luettava ajan ilmicksi, su-
kulaisuussuhteiden merkityshén taitaa ylimalkaan olla
vahenemassa.

Tan Stewart rakentaa kirjansa 21 kuvitteellisesta kir-
jeestd nuorelle ystavilleen Megille, joka kirjan aika-
na etenee matematiikasta kiinnostuneesta lukiolaises-
ta matematiikan opiskelijaksi, jatko-opiskelijaksi, post-
dociksi ja viimein oikeaksi matemaatikoksi, yliopisto-
virkaan. Meg, arvattavasti Margaret, on sindnsa péivi-
tys: yksi Hardyn lainatuimpia virkkeitd koskee mate-
matiikkaa nuoren miehen alana. Stewart esittelee ma-
tematiikkaa itsedén siten kuin siitd voisi ajatella ole-
van tarpeen kertoa vasta koulumatematiikkaan tutus-
tuneelle ja kertoo siitd, miten hén itse tuli lahteneeksi
alalle. Yliopisto-opiskelija Meg saa neuvoja matema-
tiikan lukemisesta ja oppimisesta, todistuksen olemuk-
sesta, soveltavan ja puhtaan matematiikan eroista se-
ki ajatuksia matematiikan filosofisesta rakenteesta. Jo
tieteen portteja kolkuttelevalle neuvotaan tutkijoiden
hierarkiaa ja yhteistyota. Kerrotaanpa ammatin muka-
naan tuomista pikku ongelmista kuten konferenssimat-
koista eksoottisiin maailmankolkkiin omituisten lento-
yhtididen kyydissa.

Harva matematiikasta kiinnostunut koululainen opois-
ta puhumattakaan tietdd omakohtaisesti kovinkaan
paljon oikeasta matematiikasta, matematiikasta sellai-
sena, kuin matemaatikko sen kohtaa. Stewartin kirja
antaa aika hyvat lahtotiedot.
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Aidinkieleni luvut

Srinivasa Ramanujanin syntymaéstd 120 vuotta

Eero Raaste

Jatko-opiskelija

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto
eero.raaste@helsinki.fi

Vuoden 1913 tammikuun lopulla englantilainen mate-
maatikko Godfrey Harold Hardy sai omituisen kirjeen.
Kirje oli suurikokoinen ja siiné oli intialaisia postimerk-
keja. Sisdlla oli nippu nuhjuisia papereita, jotka sisélsi-
vat suuren madrian matemaattisia kaavoja. Itse kirje oli
kirjoitettu kankealla englannilla. Lahettdja oli tunte-
maton intialainen, joka pyysi Hardyn mielipidetta kir-
jeessd esitetyistd matemaattisista tuloksista.

S. Ramanujan G.H. Hardylle, Madras 16. tammikuuta
1913:

"Hyva herra,

pyydén esittdytyd Madrasin satamaséétion tiliosaston
virkailijana, joka ansaitsee vuodessa 20 puntaa. Olen
nyt noin 23 vuoden ikdinen. Minulla ei ole yliopistollista
koulutusta, mutta olen suorittanut tavanomaiset kou-
luopinnot. Koulun péaétettydni olen kiyttdnyt vapaa-
aikani matematiikan parissa tyoskentelemiseen. En ole
seurannut yliopistokurssien tavanomaista kulkua, vaan
olen etsinyt uusia teitd. Olen tutkinut hajaantuvia sar-
joja yleisesti. Paikalliset matemaatikot kuvailevat saa-
vuttamiani tuloksia ’jarisyttaviksi’.

Kuten alkeismatematiikassa annetaan merkitys a”:lle,
kun n saa negatiivisia ja murtolukuarvoja, mukaile-
maan sidantod, joka pétee positiivisille kokonaisluvuil-

le, samoin koko tutkimukseni pyrkii antamaan Eulerin
toiselle integraalille merkityksen kaikilla n:n arvoilla.
Yliopistossa opiskelleet ystévini kertovat minulle, etté
JoSa" e dz = T'(n) pétee vain kun n on positiivi-
nen. Heiddn mukaansa tdmé integraaliyhtdlo ei pade
negatiivisilla n:n arvoilla. Olettaen tdmén olevan tot-
ta ainoastaan n:n positiivisilla arvoilla ja my6s olettaen
méadritelmén nl'(n) = T'(n+1) olevan yleisesti tosi olen
antanut merkityksen néille integraaleille.

Viitdn, ettd nédiden ehtojen pétiessd integraali on to-
si my6s kaikilla n:n negatiivisilla ja murtolukuarvoil-
la. Koko tutkimukseni perustuu téhén, ja olen kehitel-
lyt taté niin pitkélle, etteivit paikalliset matemaatikot
pysty ymmaéartaméan korkealentoisia ajatuksiani.

Askettiin sain kisiini julkaisemanne kirjoituksen Or-
ders of Infinity, jonka sivulta 36 10ysin véitteen, jonka
mukaan annettua lukua pienempien alkulukujen mé&a-
rélle ei ole olemassa eksplisiittista lauseketta. Olen 16y-
tdnyt kaavan, joka hyvin tarkasti approksimoi oikeaa
tulosta. Virhe on hévidvan pieni. Pyytéaisin Teitd kay-
méan 14pi oheiset paperit. Olen kéyhé, mutta jos olette
vakuuttuneet niilld olevan jotakin arvoa, haluaisin saa-
da teoreemani julkaistua. En ole kirjoittanut tutkimus-
teni tarkkaa kulkua enké aina kaavojakaan, mutta olen
hahmotellut suuntaviivoja, joita myoten olen edennyt.
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Koska olen kokematon, arvostaisin erittdin suuresti mi-
té tahansa neuvoa, jonka voitte minulle antaa. Pyydan
anteeksi vaivaa, jonka téten aiheutan Teille.

Kunnioittavasti Teiddn
S. Ramanujan”

Hardy vilkaisi kirjeen mukana olleita tuloksia, jotka vai-
kuttivat hurjilta ja mielikuvituksellisilta. Mukana oli
my6s tuttuja tuloksia, jotka myo0s esitettiin uusina kek-
sint6ind. Vaitteiden tueksi ei ollut esitetty todistuksia.

Hardy tyonsi kirjeen syrjaén ja ryhtyi tavallisiin puu-
hiinsa. Matemaatikot saivat tuolloinkin jos jonkinlaisia
kirjeitd, joissa enimmékseen ei ollut paljonkaan jarkes.

Aamuinen kirje kuitenkin vaivasi Hardya. Palattuaan
kotiin han ldhetti sanan ystévélleen ja kollegalleen John
Edensor Littlewoodille ja pyysi téta luokseen vilkaise-
maan omituista kirjetté.

Iltayhdekséltd he ryhtyivit tyohon ja jo saman vuoro-
kauden puolella he olivat varmoja siité, ettd kirjoittaja
ei ollut mik&an tavanomainen kaheli vaan matemaatti-
nen nero. Heti seuraavana paivana Hardy ryhtyi toimiin
Ramanujanin saamiseksi Englantiin ja Cambridgeen.

Srinivasa Ramanujan Aiyangar syntyi 22. joulukuu-
ta 1887 koyhddn bramiiniperheeseen eteldintialaisessa
Erodessa, jossa hénen &itinsd Komalatammalin van-
hemmat asuivat. Ramanujanin isé Srinivasa oli pikku-
virkailija vaatekaupassa Kumbakonamissa, jonne myds
diti palasi Ramanujanin kanssa juuri ennenkuin tadma
taytti vuoden.

Ramanujan sairastui kaksivuotiaana isorokkoon, ja ar-
vet sdilyiviat hdnen kasvoissaan koko i&n. Ramanuja-
nin jilkeen syntyneet kolme sisarta kuolivat kaikki pa-
rin kuukauden idssé. Vasta 1898 ja 1905 syntyneet vel-
jet elivat aikuisiksi. Niinpd Ramanujan oli kdiytadnnossa
ainoa lapsi. Aiti oli hénelle kaikki kaikessa. Hin leik-
ki poikansa kanssa mutta opetti myos hindulaisuuden
jumaltaruja ja perinteitd. Komalatammal ja Ramanu-
jan pelasivat erilaisia peleja, kuten "tiikerit ja vuohet”
-strategiapelid.

Vahin ennen viisivuotispaivadnsi koulun aloittanut
Ramanujan oli kapinallinen oppilas, vaikka héan alku-
vuosina oli luokkansa paras ldhes kaikissa aineissa, min-
kd seurauksena hén saattoi opiskella stipendin tur-
vin. Stipendi oli perheen elannolle térkeé, ja lisdksi he
tarjosivat tédysihoitoa opiskelijoille. Namé huomasivat
pienen Ramanujanin kiinnostuksen matematiikkaan ja
ruokkivat sité.

Opiskelijapojat lainasivat Ramanujanille S. L. Loneyn
kirjan Trigonometry, jonka han hallitsi 13-vuotiaana.
Varsinainen kd#anne oli tutustuminen G. S. Carrin kir-
jaan A Synopsis of Elementary Results in Pure Mat-
hematics. Se oli kokoelma tuloksia, jotka enimmékseen
esitettiin kokonaan ilman todistuksia tai todistuksista

annettiin vain suuntaviivat. Néihin aikoihin Ramanu-
jan myos sai stipendin lukiota vastaavaan Kumbako-
nam’s Government Collegeen.

Carrin kirjaan uppoutuminen muokkasi myts Ramanu-
janin tyoskentelytapoja. Hardy yritti myohemmin epé-
toivoisesti saada Ramanujanin oppimaan tdsmallisten
todistusten merkityksen. Tama4 ei kuitenkaan halunnut
ymmaértad miksi itsestdénselvyyksié piti kirjata pape-
rille.

Matematiikka alkoi vallata Ramanujanin kaiken ajan,
ja hinen kouluarvosanansa heikkeniviit (muissa aineis-
sa). Han menetti stipendinsé, mikd oli taloudellisesti-
kin merkitsevé takaisku. Vield enemmén se kolautti Ra-
manujanin itsetuntoa. Epétoivoisena hin karkasi kotoa.
Joidenkin viikkojen kuluttua isé Srinivasa 16ysi poikan-
sa ja toi hénet kotiin.

Yliopiston pédsykokeet kilpistyivat riittdmattéméaan
menestykseen englanninkielessd. Toisenkin yrityksen
epaonnistuttua Ramanujanin oli keksittdvd muuta.
Han kaytti koko valveillaoloaikansa matematiikan tut-
kimiseen ja merkitsi tulokset muistikirjaan, jota hén
kéytti referenssiné tyota hakiessaan. My6hemmin muis-
tikirja tayttyi ja niitd tuli lisdd. Ramanujanin muisti-
kirjojen tulosten verifioiminen on jatkunut néihin p&i-
viin saakka.

Vuoden 1908 lopulla &iti paétti, ettd Ramanujanin oli
avioiduttava. Vaimoksi valittiin etdinen sukulaistytto
Janaki, joka tuolloin oli vasta 9-vuotias. Nuoripari ei
vuosiin asunut saman katon alla, mutta uusi aviosdéty
pakotti Ramanujanin tyénhakuun. Ongelmana oli vain
se, ettd tyon olisi pitdnyt tarjota elannon lisdksi aikaa
harrastaa matematiikan tutkimista.

Monen yrityksen jalkeen Ramanujan sai ystévien vali-
tykselld toimen Madrasin satamasaétion tilivirastosta.
Palkka oli pieni, mutta tdrkedmpaé oli se, ettéd vahitel-
len Ramanujan saattoi kdyttda myos kaiken tybaikansa
matematiikkaan.

Vuonna 1911 Ramanujan sai ensimmaéisen tieteellisen
artikkelinsa julkaistua Journal of the Indian Mathe-
matical Societyssa. Se Kisitteli Bernoullin lukuja B,
n > 0, jotka méaritellaéan funktiolla

z > 2"
P ZB"H’ |z| < 2.
n=0

Ramanujanin matemaattiset tulokset olivat niin vai-
keita, ettd Intiasta oli hankalaa 16ytaa ketédn, joka oli-
si niitd ymmartanyt. Madrasilainen professori Charles
Griffith 1dhetti Ramanujanin puolesta kirjeen Lontoo-
seen professori M. J. M. Hillille. Siihen hén liitti suuren
joukon Ramanujanin tuloksia, joista hén pyysi profes-
sorin arviota.

Hill vastasi usean viikon odottelun jalkeen kirjeelld,
jossa han kehotti Ramanujania kiinnittdmé&an erityista
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huomiota selkeyteen ja virheettomyyteen. Han neuvoi
Ramanujania tutustumaan Bromwichin kirjaan Theo-
ry of Infinite Series, koska tuloksissa oli ollut selvid
virheitéd. Esimerkkina seuraavat yhtasuuruudet:

1
1+2+... =——
+2+...+00 19

124224+, . +002=0
ja

1

12 4+23 4+ ... 3= |
+2° + + o0 210

Hillin arvio oli odotettu, silld hajaantuvia sarjoja vie-
roksuttiin yleisesti. Ramanujanin sarjojen voidaan tul-
kita edustavan Riemannin (-funktion arvoja pisteissa

1, —2ja -3
¢(s) = Zn_s.
n=1

Funktio on joskus méiritelty vain kompleksiluvuille s,
joiden reaaliosa on ykkostd suurempi, mutta sen voi
madritelld kaikille s # 1, missé s on kompleksiluku.

Seuraavaksi Ramanujan kirjoitti itse professori E. W.
Hobsonille Cambridgeen, mutta palaute oli torjuvaa.
Itse asiassa ei ole varmaa vastasiko Hobson lainkaan.
Vihdoin, 16. tammikuuta 1913, Ramanujan kirjoitti
Englannin ykkésmatemaatikoksi nousseelle Hardylle.

Hardyn ponnistelut Ramanujanin saamiseksi Englan-
tiin olivat aluksi kaatua siihen, ettd tdméa bramiinina ei
katsonut voivansa ladhted téllaiselle matkalle. Taikaus-
koisen diti-Komalatammalin unessa ndkemé& perheju-
malatar Namagiri kuitenkin késki Ramanujanin ldhtea,
joten ongelmana oli endd raha. Intiassa vieraillut brit-
timatemaatikko E. H. Neville, ja Ramanujanin tukijat
Intiassa, joista vaikutusvaltaisin oli Sir Francis Spring,
saivat asiat jarjestyméén. 14. huhtikuuta 1914 Rama-
nujan saapui Englantiin S.S. Nevasalla.

Ramanujanin ja Hardyn yhteistyd alkoi Ramanujanin
muistikirjojen tutkimisella. Ty6 oli hidasta, mutta va-
hitellen julkaisuja alkoi ilmestya. Vuonna 1914 vain yk-
si Ramanujanin artikkeli Modular Equations and Ap-
prozimations to 7 julkaistiin Quarterly Journal of Mat-
hematicsissa.

Erés Ramanujanin esitys piille oli seuraava:

1 VB i (4n)![1103 4 26390n]
T 9801 (n!)43964n

n=0

Valitettavasti maailmansota syttyi kesalld 1914 sen j&l-
keen, kun arkkiherttua Frans Ferdinand murhattiin Sa-
rajevossa 28. kesdkuuta. Sota vaikutti my6s elaméén

Cambridgessé, jossa alkoi ndkyé sotilaita. Trinity Col-
lege tyhjeni matemaatikoista, jotka astuivat palveluk-
seen. Ramanujan ja Hardy kuitenkin jatkoivat tyotasn.

Ankaran vegetaarista dieettid noudattavan Ramanuja-
nin oli ollut ty6lastd saada kunnon ravintoa Englannis-
sa muutoinkin, mutta sodan syttyminen pahensi tilan-
netta. Vihdoin kevaalld 1917 Ramanujan sairastui va-
kavasti. Hanen ollessaan parantolassa Putneyssa Har-
dy kévi tapaamassa hénta: ”Olin tullut taksilla numero
1729, ja huomautin tdmén luvun (7x13x19) olevan har-
vinaisen tylsén, ja ettd toivoin, ettei se olisi huono enne.
"Ei,” han vastasi, 'se on hyvin mielenkiintoinen luku; se
on pienin luku, joka kahdella eri tavalla voidaan ilmais-
ta kahden kuution summana.” Kysyin hineltd luonnol-
lisesti tiesikdé hén vastaavan neljénsien potenssien on-
gelman vastausta; ja hén hetken mietittyddn vastasi,
ettei voinut ndhda mitdan ilmeistd esimerkkid, mutta
héan arveli téllaisen luvun olevan hyvin suuri.”

Ramanujan naytti paranevan syksyyn mennessa, mut-
ta pian hén joutui taas sairaalaan. Tautia hoidettiin
tuberkuloosina, ja vasta useita kymmenia vuosia myo6-
hemmin (1994) se on pystytty diagnosoimaan ameeban
aiheuttamaksi maksasairaudeksi. Han oli ilmeisesti saa-
nut tartunnan nuoruudessaan, mutta ameeba oli kote-
loitunut oireettomaksi, kunnes aliravitsemus ja stressi
laukaisivat sen puhkeamaan uudelleen.

Sairautta saattoi pahentaa Ramanujanin tuntema mie-
lipaha siitéd, ettd hénelle luvattu asema Trinityn fel-
lowna ei toteutunut. Ramanujanin nimitysté vastustet-
tiin myo0s syisté, jotka vaikuttavat rasistisilta. Hardy oli
voimakkaasti ajanut nimitystd, ja han toimi kaikin ta-
voin my0s Ramanujanin nimittdmiseksi fellowksi Royal
Societyyn. F.R.S. oli arvostetuin kunnianosoitus, jonka
matemaatikko saattoi saada.

Ramanujan ei saanut tietoa F.R.S. -nimitysaikeista
ajoissa, vaan masentuneena hén yritti paéttaa paivin-
sd hyppadmalla metrojunan eteen. Hén ei vahingoittu-
nut, mutta joutui pidatetyksi: itsemurhan yrittdminen
oli rikos. Hardy pelasti Ramanujanin poliisin hoteista
vetoamalla juuri F.R.S. -arvoon (joka myo6nnettiin vi-
rallisesti vasta viithdn my6hemmin). Pian tdmén jalkeen
Ramanujan nimitettiin myds Trinityn fellowksi.

Ramanujanin paluuta Intiaan oli suunniteltu aikai-
semminkin, mutta vasta sodan loppuminen teki mat-
kan riittdvan turvalliseksi. Lahes tunnistamattomaksi
muuttunut kalpea ja riutunut Ramanujan saapui Bom-
bayhin 27. maaliskuuta 1919. Hén tyoskenteli koko sai-
rautensa ajan herkedméttd. Viimeisind aikoinaan ha-
nen tutkimuksensa koskivat “vale’-d-funktioita. N&ita
havaintojaan hén selosti 20. tammikuuta 1920 paiva-
tyssa pitkassa kirjeessd Hardylle.

Ramanujan kuoli kotikaupungissaan Kumbakonamissa
varhain aamulla 26. huhtikuuta 1920 vaimonsa, van-
hempiensa ja muiden sukulaisten ympéaréimana.
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Ehkd Ramanujanin tyon paras asiantuntija Bruce Carl
Berndt luettelee katsauksessaan Ramanujanin muisti-
kirjoihin kaksitoista aluetta, joita ne kisittelevit: 1. al-
keismatematiikka, 2. lukuteoria, 3. ddrettomaét sarjat,
4. integraalit, 5. asymptoottiset ekspansiot ja approk-
simaatiot, 6. gammafunktio ja siihen liittyvat funktiot,
7. hypergeometriset funktiot, 8. g-sarjat, 9. ketjumur-
toluvut, 10. thetafunktiot ja modulaariset yhtalot, 11.
Ramanujanin teoria elliptisistd funktioista ja 12. luok-
kainvariantit. Muistikirjojen tutkimus jatkuu yha.

Hardy arvioi Ramanujanin merkitysta toteamalla aluk-

si hénelld olleen erinomaisen muistin, mikd ei kui-
tenkaan ollut poikkeuksellista matemaatikoilla: "Hé-
nen nakemyksensd algebrallisista kaavoista, ddretto-
mien sarjojen muunnoksista, jne. oli hammastyttava.
Téasséd suhteessa en ole koskaan tavannut hénen ve-
roistaan, ja voin verrata héantd vain Euleriin tai Jaco-
biin.” ... "Muistillaan, kirsivallisyydella&n ja laskenta-
kyvylldan hén yhdisti tehokkaan yleistyksen, herkkyy-
den muodon hahmottamiseen ja kyvyn nopeasti muun-
nella oletuksiaan, mitké olivat usein jarisyttavia tehden
hénestd omalla erityisalallaan (osaajan), jolla ei ollut
vertaa omana aikanaan.”
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