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11. PAINOKSEN ALKUSANAT

T•am•an oppikirjan kymmenen ensimm•aist•a painosta ovat olleet samanlai-
sia, niin ett •a niit •a kaikkia on voitu k •aytt •a•a rinnakkain kouluopetuksessa.
Kun nyt on haluttu mukauttaa oppikirja paremmin keskikoulu n uusiin op-
pienn•atyksiin, t •ah•an yhdenteentoista painokseen on tehty erin•aisi•a muutok-
sia, joista seuraavassa lyhyt selostus.

Huomattavin muutos koskee ensimm•aisen asteen yht•al•oit •a. Oppikirjan
selvyytt •a silm•all•a pit •aen ne ovat t•ah•an asti olleet esitettyin•a yhten•aisesti,
omassa luvussaan. Kun uusissa oppienn•atyksiss•a on m•a•ar•atty opetettavak-
si yht•al•oit •a jo kolmannelta luokalta l•ahtien, niin I luvun harjoitusteht •avien
joukkoon on lis•atty yksinkertaisia ensimm•aisen asteen yht•al•oit •a. Ne on tar-
koitettu ratkaistavaksi nojautumalla vain erotuksen ja osam•a•ar•an m•a•aritel-
miin, jolloin ne osaltaan selvent•av•at ja tehostavat n•ait •a t•arkeit•a k•asitteit •a.
Varsinaiset yht•al•oiden sievent•amismenetelm•at on otettu puheeksi vasta II
luvussa, nelj•annen luokan kurssissa, sen j•alkeen kun on tutustuttu poly-
nomik•asitteeseen ja polynomeilla laskemiseen. N•aiden asioiden esitt•aminen
jo aikaisemmassa vaiheessa voisi n•aet my•ohemmin vaikuttaa sekoittavasti.
Yht •al•ot, joiden j •asenien nimitt•ajin•a esiintyy muitakin kuin pelkki •a numero-
lukuja, on luonnollisesti j •atetty k •asitelt•av•aksi III luvussa murtolausekkeil-
la laskemisen j•alkeen, keskikoulun viimeisell•a luokalla. Ensimm•aisen asteen
yht •al•oryhm•at, joissa on enemm•an kuin kaksi tuntematonta, toisen asteen
yht •al•ot ja suurin osa neli•ojuurioppia, mik •a kaikki kuuluu vasta lukion kurs-
siin, on siirretty liitett •av•aksi oppikirjan toisen osan seuraaviin painoksiin.

Vaikkakaan likiarvoilla laskemisesta ei oppienn•atyksiss•a en•a•a mainita al-
gebran yhteydess•a, niit •a k•asittelev•a luku on kuitenkin s•ailytetty oppikirjas-
sa. Se on vain nyt siirretty kirjan loppuun liitteeksi, niin ett •a kukin opettaja
voi suhtautua siihen opetuksessaan sen mukaisesti kuin arvelee oppilaiden-
sa tarvitsevan t•aydennyst•a ja varmistusta ko. k•ayt•ann•on kannalta t•arke•ass•a
asiassa.

Oppienn•atykset edellytt •av•at piirrett •av•aksi keskikoulussa yhden ainoan
korkeamman kuin ensimm•aisen asteen kokonaisen rationaalifunktion kuvaa-
jan, nimitt •ain parabelin y = x2. T•ast•a huolimatta sis•alt •a•a esimerkkikirja
edelleenkin muunkinlaisten t•allaisten funktioiden kuvaajien piirt •amist•a kos-
kevia harjoitusteht •avi•a, koska on t•arke•at•a, ett•a oppilaille annetaan tilaisuus
omatoimisestikin piirt •a•a n•ait •a k•ayri•a. Sit•a paitsi piirt •amisen edellytt•am•a
funktion arvojen laskeminen on hy•odyllist •a positiivisilla ja negatiivisilla lu-
vuilla laskemisen harjoittelua.

Edell•a mainittujen muutosten lis •aksi on paikoitellen ja erityisesti oppi-
kirjan alussa suoritettu erin•aisi•a esityksen yksinkertaistamisia. Suurin osa
esityksest•a on kuitenkin j •a•anyt ennalleen.
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Oppikirja perustuu tavanmukaiseen koulussa opittuun laskennon kurssiin,
joten laskeminen kokonais-, murto- ja desimaaliluvuilla oletetaan tunnetuk-
si. Jatkuvaa laskujen k•ayt•ann•ollist •a harjoittelua n •aill •a luvuilla joutuu oppi-
las runsaasti suorittamaan harjoitusteht•avien yhteydess•a.

My•os laskennon teoreettinen puoli tulee periaatteessa suurelta osalta ker-
ratuksi lukuk •asitteen laajentamisen yhteydess•a ja esitett•aess•a laskutoimi-
tuksia polynomeilla ja murtolausekkeilla. Lis•aksi on tietenkin suotavaa, ett•a
sopivissa paikoissa k•asitteiden laajentamisen yhteydess•a palautetaan muis-
tiin vastaavia asioita aritmetiikasta. Esimerkiksi kerto laskun vaihdanta-,
liit •ant•a- ja osittelulain yhteydess•a on syyt•a lyhyesti muistutella, kuinka
n•am•a havainnollisesti todistettiin, kun oli kysymyksess•a positiiviset koko-
naisluvut (ks. liitett •a I s. 146).

Teorian selvent•amiseksi on oppikirjassa k•asitelty runsaasti esimerkkej•a.
Varsinaisia oppilaiden suoritettaviksi aiottuja harjoit usteht•avi•a ei ole siro-
teltu pitkin oppikirjaa asianomaisiin teorian kohtiin, va an ne muodostavat
yhten•aisen kokoelman, "esimerkkikirjan", joka on liitetty kirj an loppuun.
N•ain on tehty sek•a oppi- ett•a esimerkkikirjan yhten•aisyytt •a silm•all•a pit •aen.
Esimerkkikirjassa on noudatettu samaa aineenmukaista jaoittelua kuin op-
pikirjassa. Lis•aksi on asianomaisissa oppikirjan kohdissa ilmaistu sulkeissa
niiden harjoitusteht •avien j•arjestysnumerot, jotka kulloinkin soveltuvat rat-
kaistaviksi.

Kirjan loppuun on liitetty teht •aviin vastauksia ja lyhyit •a viitteit •a joiden-
kin vaikeiden teht•avien ratkaisemiseksi. Onhan n•aet hy•odyllist •a, ett•a oppi-
laalla on tilaisuus jo heti kotiteht •av•an ratkaistuaan tarkistaa, onko ratkaisu
oikea, ja kielteisess•a tapauksessa itse tutkia, miss•a virhe on, sek•a tehd•a uusi
yritys oikean ratkaisun keksimiseksi. Vaikkakin itsekseen opiskelijan kannal-
ta olisi tietysti toivottavaa, ett •a kaikkiin teht •aviin olisi vastaukset, niin kou-
luopetusta ajatellen ei ymm•arrett •avist•a syist•a vastausta ole liitetty sellaisiin
teht•aviin, jotka ovat p •a•ass•alaskun luonteisia, yht•a v•ah•an kuin sellaisiin, jois-
sa tarkistuksen suorittaminen on helppoa ja harjoittelun kannalta suotavaa
(esim. polynomien jako, yksinkertaiset yht•al•ot ja probleemat).

Helsingiss•a toukokuulla 1962
K. V •ais•al•a

T•am•a kahdestoista painoson samanlainen kuin edellinen. Suomen Stan-
dardisoimislautakunnan suosituksen (A. I. 15) mukaisestion siirrytty k •ayt-
t •am•a•an kulman tangentin lyhennyksen•a "tan" entisen "tg" asemesta. N•ain
tullaan tekem•a•an muissakin allekirjoittaneen oppikirjoissa sit•a mukaa kuin
niist •a ilmestyy uusia painoksia.

Helsingiss•a joulukuulla 1962
K. V •ais•al•a
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I luku Rationaaliset luvut

MERKITSEMISTAPOJA | YHT •AL •OIT •A

1 § Kirjaimien k •aytt •o

Jo laskennossa k•aytet•a•an joskus kirjaimia lukujen merkkein•a. Niinp•a esim.
on tunnettu "kaava"

r =
k � p � t

100
josta saadaan lasketuksi korkor , jonka k markan p•a•aoma tuottaa p %:n mu-
kaan t vuodessa. Kirjaimille k; p ja t voidaan t•ah•an "sijoittaa" eri lukuarvoja

ja laskea sitten r . Jos esim. sijoitetaan k = 800 mk, p = 4 % ja t =
1
4

v,

niin saadaan koroksi

r =
800� 4 � 1

4

100
= 8 mk

Toisenlaisena esimerkkin•a kirjainten k •ayt•ost•a esit•amme "yht•al•on"

a + b = b+ a

joka on voimassa olkoot a ja b mit •a lukuja tahansa ja ilmaisee lyhyesti
yhteenlaskun "vaihdantalain", jonka mukaan kahden luvun summan arvo ei
muutu, vaikka yhteenlaskettavien j•arjestys vaihdetaan. (1{12 )

2 § Sulkumerkkien k •aytt •o | Lauseke

Kun on merkitty suoritettavaksi per •akk•ain yhteen-, v•ahennys-, kerto- ja
jakolaskuja, niin on jo laskennossa tehty sellainen sopimus, ett•a ensin suo-
ritetaan j •arjestyksess•a•an merkityt kertomiset ja jaot ja sitten yhteen- ja
v•ahennyslaskut, kuitenkin sill•a poikkeuksella, ett•a mahdollisesti esiintyvien
sulkumerkkien sis•all•a olevat laskut suoritetaan kaikkein ensimm•aiseksi. Niin-
p•a esim. "lausekkeista"

a + b� a � b

(a + b) � (a � b)

edellinen merkitsee, ett•a ensin on b:ll •a kerrottava a ja sitten saatu tulo
lis•att •av•a a:han ja vihdoin n•ain saadusta summasta v•ahennett•av•a b, kun
taas j•alkimm•ainen tarkoitta, ett •a a:n ja b:n summalla on kerrottava niiden
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erotus. K•aytet•a•an my•os "sis•akk•aisi•a" sulkumerkkej•a, jolloin laskujen suori-
tus on aloitettava sisimmiss•a suluissa. Jos esim. on merkitt•av•a, ett•a 3:lla on
kerrottava luvun x ja summan y + 2 erotus, niin kirjoitetaan

3 � [x � (y + 2)]

•Asken k•aytimme nimityst •a "lauseke". Lausekkeeksivoidaan sanoa jokaista
merkitty •a laskutoimitusta. Edell •a esiintyneiden useiden lausekkeiden lis•aksi
mainittakoon esimerkkein•a lausekkeista:

a + 1 ;
7 � x � 4

x � y
; 16 � 2 � 3; x; 3

Kahdessa viimeisess•a esimerkiss•a ei tosin ole merkitty suoritettavaksi mit •a•an
laskua, mutta on tarkoituksenmukaista sis•allytt •a•a t•allaisetkin rajatapaukset
lausekek•asitteen piiriin, vaikkakin n •aist•a tavallisesti k•aytet•a•an vain yksin-
kertaisesti nimityst •a "luku". Kun kirjaimet merkitsev •at lukuja, niin voidaan
p•ainvastoin jokaista lauseketta sanoa luvuksi, joka silloin tietysti tarkoittaa
sit•a lukua, joka saadaan, kun lausekkeessa merkityt laskut ajatellaan suori-
tetuiksi. (13{20 )

3 § Tulon merkitseminen

Kun on merkitt •av•a kahden tai useamman luvun tulo ja tekij•oist•a korkein-
taan ensimm•ainen on tavallinen "numeroluku", niin kertomerkit j •atet•a•an ta-
vallisesti lyhyyden vuoksi pois. Siis esim.abcmerkitsee samaa kuina� b� c ja
5a samaa kuin 5� a. Sit•a vastoin ei ole tapana kirjoittaa esim. tulon a� 5 ase-
mesta a5 ja viel•a v•ahemm•an luvallista on merkit •a esim. tulon 6� 5 asemesta
65 tai tulon 6 � 1

2 asemesta 612 !
T•ass•a yhteydess•a huomautettakoon, ett•a jos on merkitt•av•a esim. se kol-

minumeroinen kokonaisluku, jonka per•akk•aiset numerot ovat a; b ja c, niin
sit•a ei saa esitt•a•a muodossaabc, vaan luku on kirjoitettava

100a + 10b+ c

aivan niin kuin voitaisiin kirjoittaa my •os esim.

548 = 100� 5 + 10 � 4 + 8 (21{25 )

4 § Yht •al•o

Sanayht•al•o, jota jo edell•a k•aytimme, on keinotekoisesti muodostettu sa-
nasta "yht •al•ainen"ja tarkoittaa kahden lausekkeen merkitty•a yht•asuuruutta.
Yht •al•o•on aina kuuluvan yht•asuuruusmerkin vasemmalla puolella olevaa lau-
seketta sanotaan lyhyesti yht•al•on vasemmaksi puoleksija oikealla puolella
olevaa lausekettaoikeaksi puoleksi. Sellaisia yht•al•oit •a kuin esim. 2� 3 = 6 ja
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a+ b= b+ a, jotka ovat voimassa riippumatta siit •a, mit •a arvoja niiss•a mah-
dollisesti esiintyville kirjaimille annetaan, sanotaan identtisiksi. Sit•a vastoin
esim. x + 4 = 10 on ehdollinen yht •al•o, joka on totta eli toteutuu ainoas-
taan, kun x = 6. T •at•a x:n arvoa sanotaan yht•al•on juureksi ja sen hakemista
yht •al•on ratkaisemiseksi.

Esim. 1. Yht •al•on x � 5 = 12 juuri on erotuksen m •a•aritelm •an (ks. II §) perusteella
x = 12 + 5 = 17. Samoin p •a•atell •a•an yleisesti, ett•a yht •al•on x � a = b juuri on x = b+ a.

Esim. 2. Yht •al•on 4x = 28 juuri on osam •a•ar•an m•a•aritelm •an (ks. 14 §) perusteella
x = 28 : 4 = 7. Samoin p •a•atell •a•an yleisesti, ett•a yht •al•on

ax = b

juuri on

x = b : a eli
b
a

Kun esim. a = 3
4 ja b = 1

2 , niin x = 1
2 : 3

4 = 1
2 � 4

3 = 2
3 .

Esim. 3. Kun on ratkaistava yht •al•o 3x + 7 = 20, niin ensin p •a•atell •a•an, ett •a 3x =

20 � 7 = 13. T •ast•a seuraa edelleen, ett•a x = 13 : 3 = 4 1
3 .

Sit•a kirjainta, jonka arvo on yht •al•ost•a haettava, sanotaan tuntematto-
maksi. Tuntematonta merkit •a•an tavallisesti x:ll •a, kuten olemme edellisiss•a
esimerkeiss•akin tehneet. Tuntemattoman lis•aksi voi yht•al•oss•a esiinty•a my•os
tunnetuiksi ajateltuja lukuja esitt •avi•a kirjaimia ( a ja b esimerkeiss•a 1 ja 2).
Niille voidaan sitten antaa mit •a arvoja tahansa. (26{42 )

NEGATIIVISET LUVUT

5 § Negatiivisten lukujen m •a•aritteleminen

Yleisesti puhutaan esim. +3� ja � 3� (luettava: plus 3� ja miinus 3� )
l•amp•otilasta silloin, kun on kysymyksess•a 3� l•amp•o ja 3� pakkanen. N•am•a
merkinn•at ovat lyhennyksi•a merkinn•oist•a 0� +3 � ja 0� � 3� ja merkitsev•at sa-
maa kuin 3� enemm•an ja 3� v•ahemm•an kuin 0� . Jos henkil•o on tehnyt kaksi
kauppaa ja saanut toisessa 50 mk voittoa ja toisessa 50 mk tappiota, niin
voitaisiin vastaavalla tavalla sanoa h•anen saaneen voittoa edellisess•a kau-
passa +50 mk ja j•alkimm•aisess•a � 50 mk.1 Jos molemmat yhdistet•a•an, niin
tulee lopputulokseksi 0 mk voittoa. T•at•a voitaisiin merkit •a laskumerkein:

(+50) + ( � 50) = 0 tai ( � 50) + (+50) = 0

On osoittautunut eritt •ain hy•odylliseksi yleisestikin ottaa k•ayt•ant•o•on t•al-
laiset "nollaa pienemm•at", � merkill •a varustetut luvut, joita sanotaan ne-
gatiivisiksi luvuiksi.2 Nollaa suurempia lukuja, joihin laskennossa on tu-
tustuttu, sanotaan taas positiivisiksi luvuiksi ja ne v o i d a a n varustaa

1 Itse asiassa kuuleekin joskus puhuttavan, ett•a kaupassa tuli niin ja niin paljon "plus-
saa" tai "miinusta", joista edellinen tarkoittaa voittoa j a j•alkimm •ainen tappiota.

2Jo vanhat intialaiset matemaatikot havaitsivat t •am•an hy•odyn ja ottivat negatiiviset
luvut k •ayt •ant•o•on.
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+merkill •a. Niinp•a siis esim. luvuista +50 ja � 50 edellinen on positiivinen ja
tarkoittaa yksinkertaisesti samaa kuin 50 ja j•alkimm•ainen on negatiivinen
ja tarkoittaa sellaista lukua, ett •a sen ja edellisen luvun summa = 0, toisin
sanoen, ett•a yll•a olevat yht•al•ot ovat voimassa. Kun p:ll •a merkit•a•an yleens•a
positiivista lukua, niin on siis negatiivisen luvun

M •a•aritelm •a: N e g a t i i v i s e l l a luvulla � p tarkoitetaan sellaista lu-
kua, ett•a sen ja p o s i t i i v i s e n luvun+ p eli p summa = 0 :

(� p) + (+ p) = 0 ; (+ p) + ( � p) = 0

Lukujen + p ja � p edess•a olevia, niihin kuuluvia merkkej •a + ja � sano-
taan lukujen etumerkeiksi eli lyhyesti merkeiksi. M•a•aritelm•ass•a esiintyviss•a
yht •al•oiss•a on n•am•a luvut pantu selvyyden vuoksi sulkuihin. Edelliset sulku-
merkit voitaisiin kyll •a j•att •a•a pois, mutta ei j•alkimm•aisi•a, koska muutoin tu-
lisi kaksi merkki•a, yhteenlaskunmerkki ja etumerkki, v•alitt •om•asti per•akk•ain,
mit •a ei ole tapana sallia.1

Positiivisista ja negatiivisista kokonais- ja murtoluvui sta sek•a nollasta
k•aytet•a•an yhteist•a nimityst •a rationaaliset luvut eli rationaaliluvut . Kaikkien
t•allaisten lukujen •a•aret•ont•a joukkoa sanotaanrationaaliseksi lukualueeksi.

Huomautamme kertakaikkiaan, ett•a kun seuraavassa esityksess•a k•ayte-
t •a•an kirjainta luvun merkkin •a tai puhutaan yleens•a luvusta, niin ellei toisin
mainita tai asian yhteydest•a toisin k•ay ilmi 2, kysymyksess•a oleva kirjain tai
luku voi olla mink •alaatuinen rationaaliluku tahansa. (43{49 )

6 § Vastaluku | Itseisarvo

M •a•aritelm •a: Kahta lukua, joiden summa= 0 , sanotaan toistensa v a s -
t a l u v u i k s i.

Siis edellisen§:n m•a•aritelm•ass•a esiintyv•at luvut + p ja � p ovat toistensa
vastalukuja. Nollan vastaluku on luku itse, sill•a 0 + 0 = 0.

Jos a on positiivinen luku, niin edellisten m•a•aritelmien mukaan luvuista
+ a ja � a edellinen tarkoittaa itse lukua a ja j •alkimm•ainen on t•am•an vasta-
luku. Jos sit•a vastoin a on negatiivinen luku tai 0, niin merkinn •oill •a + a ja
� a ei ole toistaiseksi mit•a•an sis•alt •o•a. Jotta niill •a t•all•oinkin olisi •asken mai-
nittu merkitys, sovitaan, ett •a my•os silloin, kun a on negatiivinen luku tai
0,

1) + a tarkoittaa itse lukua a

1Jos luvun + p etumerkki j •atett •aisiin pois, mik •a tietysti on luvallista, niin silloin voi-
taisiin kysymyksess•a olevat yht •al•ot kirjoittaa lyhyesti:

� p + p = 0 ; p + ( � p) = 0

2Esim. sanonnasta "olkoon yhteenlaskettavien luku n" k •ay ilmi, ett •a n merkitsee t•ass•a
tapauksessa positiivista kokonaislukua tai rajatapauksessa nollaa.
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2) � a tarkoittaa luvun a vastalukua

Siis joka tapauksessa +a ja � a ovat toistensa vastalukuja:

(� a) + (+ a) = 0 ; (+ a) + ( � a) = 0

Esim. 1. Jos a = � 2,niin + a on itse luku � 2 ja � a on luvun � 2 vastaluku ja siis +2.
Toisin sanoen +( � 2) = � 2 ja � (� 2) = +2.

Esim. 2. Jos a = 0, niin + a on itse luku 0 ja � a on luvun vastaluku, joka edellisen

mukaan on my•os 0. Toisin sanoen +0 = 0 ja � 0 = 0.

Luvun a itseisarvo, jota merkit •a•an: jaj, m•a•aritell •a•an seuraavasti:

1) jaj = a, jos a on positiivinen tai 0
2) jaj = � a jos a on negatiivinen

Esim. 1) Jos a = +3, niin jaj = j+3 j = +3 = 3
2) Jos a = � 3, niin jaj = j� 3j = � (� 3) = +3 = 3

Siis lukujen +3 ja � 3 itseisarvo on 3 eli (+3).Samoin yleisesti: kun p on p o s i t i i -

v i n e n luku, niin j+ pj = j� pj = p. Jos sit•a vastoin ei tiedet•a, onko p positiivinen vai

negatiivinen, niin voidaan kyll •a kirjoittaa j+ pj = j� pj = jpj, mutta t •all•oin jpj:st•a ei saa

j•att •a•a pois itseisarvon merkkej•a, pystyviivoja.

Jokaisen nollasta eri•av•an luvun ja sen vastaluvun itseisarvo on sama p o -
s i t i i v i n e n luku. 0:n itseisarvo = 0 . (50{64 )

7 § Lukusuora ja lukujen suuruussuhteet

Lukuja esitet•a•an havainnollisesti suoran pistein•a seuraavasti. Piirret•a•an
suora | tavallisesti vaakasuoraan | ja valitaan sill •a jokin piste, jonka kat-
sotaan vastaavan lukua 0. Kun sitten on viel•a valittu jokin pituusyksikk •o,
sovitaan, ett•a kutakin positiivista lukua + p vastaa se suoran piste, joka on
0-pisteest•a oikealle et•aisyydell•a p siit •a, ja negatiivista lukua � p se piste, joka
on 0-pisteest•a vasemmalle et•aisyydell•a p siit •a. T•all•a tavalla tulee jokaista po-
sitiivista ja negatiivista lukua sek•a nollaa vastaamaan t•aysin m•a•ar•atty pis-
te kysymyksess•a olevalla suoralla, jota nimitet•a•an lukusuoraksi. Lukusuora
on siis ik•a•an kuin •a•arett •om•an pitk •a l•amp•omittarin asteikko. Kuv. 1 esitt •a•a
lukusuoraa, jolle on n•aytteeksi merkitty muutamien lukujen vastinpisteet.
Huomattakoon erikoisesti:

1) luvun itseisarvo = luvun vastinpisteen et•aisyys 0-pisteest•a
2) vastalukujen vastinpisteet ovat yht•a kaukana0-pisteest•a, sen eri puolil-

la.

� 5 � 4 � 3 � 2 � 1 0 +1 +2 +3 +4 +5

� 21
2 +2 1

2

Kuv. 1
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Pystysuorassa l•amp•omittarissa vastaa korkeammalla olevaa asteikon koh-
taa suurempi l•amp•otil •a kuin alempana olevaa. Vastaavasti asetetaan vaaka-
suoraan lukusuoraan n•ahden

M •a•aritelm •a: Kahdesta luvusta sanotaan sit•a suuremmaksi, jonka vas-
tinpiste lukusuoralla on toisen oikealla puolella.

Alla on lueteltuna joukko per•akk•aisi•a kokonaislukuja suuruusj•arjestykses-
s•a, pienimm•ast•a suurimpaan:

: : : ; � 5; � 4; � 3; � 2; � 1; 0; +1 ; +2 ; +3 ; +4 ; +5 ; : : :

Asettamamme m•a•aritelm•a on sopusoinnussa ei ainoastaan entisen k•asityk-
semme kanssa positiivisten lukujen suuruussuhteista vaanmy•os sen ajatus-
tavan kanssa, jota noudatimme negatiivisia lukuja k•ayt•ant•o•on ottaessamme.
Niinp •a ovat positiiviset luvut nollaa suurempia (> 0) ja negatiiviset luvut
nollaa pienempi•a (< 0), jota sanontaa jo ennakolta k•aytimme 5 §:ss•a.

Jos lukua suurennetaan ja sen vastinpistett•a lukusuoralla siis siirret•a•an
oikealle, niin luvun vastaluvun vastinpiste yll •a tehdyn huomautuksen 2) mu-
kaan siirtyy ilmeisesti joka tapauksessa vasemmalle ja vastaluku siis piene-
nee. Voidaan niin ollen kirjoittaa

Lause: Jos lukua suurennetaan, niin sen vastaluku pienenee. Toisin sa-
noen, jos a > b, niin � a < � b.

Huomautamme lopuksi, ett•a kahdesta negatiivisesta luvusta suuremmalla
on pienempi itseisarvo kuin pienemm•all•a. (65{73 )

YHTEENLASKU

8 § Summan m •a•aritteleminen

Laskennossa on selvitetty, mit•a tarkoitetaan kahden positiivisen luvun
summalla ja miten se muodostetaan. Teht•av•amme on nyt keksi•a tarkoituk-
senmukainen summan m•a•aritelm•a siin•a tapauksessa, ett•a toinen tai kumpi-
kin yhteenlaskettavista on negatiivinen. Tarkastelemme t•ass•a mieless•a seu-
raavaa esimerkki•a.

Jos henkil•o saa jostakin kaupasta voittoa 5 mk eli +5 mk ja toisesta
3 mk eli +3 mk, niin voitto on yhteens •a 8 mk eli +8 mk. T •at•a voidaan
laskutoimituksin merkit •a:

(+5) + (+3) = +8

jossa ei laskennon kannalta ole mit•a•an uutta, lukuun ottamatta etumerkkej •a.
Jos h•an sit•a vastoin olisi saanut edellisest•a kaupasta tappiota 5 mk ja

j•alkimm•aisest•a niin ik •a•an tappiota 3 mk ja siis yhteens•a tappiota 8 mk, niin
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voitaisiin t •am•a lausua niinkin, ett•a h•an sai voittoa edellisest•a kaupasta � 5
mk ja j •alkimm•aisest•a � 3 mk ja yhteens•a � 8 mk eli laskutoimituksena

(� 5) + ( � 3) = � 8

Jos taas henkil•o olisi saanut toisesta kaupasta voittoa 5 mk ja toisesta
tappiota 3 mk eli siis voittoa � 3 mk, niin lopputulos olisi 2 markan voitto
eli

(+5) + ( � 3) = +2

Jos vihdoin olisi kysymyksess•a 5 markan tappio ja 3 markan voitto, niin
olisi lopullinen voitto

(� 5) + (+3) = � 2

markkaa, toisin sanoen 2 markan tappio.
K•asittelem•ass•amme esimerkiss•a on siis voimassa seuraava s•a•ant•o, joka

on havaittu tarkoituksenmukaisimmaksi asettaa yleisestikin kahden luvun
summan m•a•aritelm•aksi.

M •a•aritelm •a: Kahden samanmerkkisen luvun summa= niiden itseisar-
vojen summa varustettuna lukujen yhteisell•a merkill•a.1

Kahden erimerkkisen luvun summa= niiden itseisarvojen erotus varus-
tettuna itseisarvoltaan suuremman luvun merkill•a.2

Jos p ja q ovat positiivisia lukuja ja p > q, niin edellisen m•a•aritelm•an
mukaan on siis

(+ p) + (+ q) = +( p + q)

(� p) + ( � q) = � (p + q)

(+ p) + ( � q) = +( p � q)

(� p) + (+ q) = � (p � q)

N•aist•a kaavoista n•akyy v•alitt •om•asti:

Lause: Jos yhteenlaskettavien merkit muutetaan, niin summan merkki
muuttuu. Toisin sanoen: summan vastaluku= yhteenlaskettavien vastaluku-
jen summa.

T•am•a lause on voimassa silloinkin, kun yhteenlaskettavia on useampia
kuin kaksi (ks. harj.teht. 96). Siis esimerkiksi

� (a + b+ c) = ( � a) + ( � b) + ( � c)

olkoot a, b ja c mit •a positiivisia tai negatiivisia lukuja tahansa. (74{89 )
1Jos toinen yhteenlaskettavista on 0, niin summa on yht •asuuri kuin toinen yhteen-

laskettava, sill •a 0:n perusominaisuus, jonka mukaan jokainen luku j •a•a muuttumatta, jos
siihen lis•at•a•an 0, ulotetaan luonnollisesti k •asitt •am•a•an senkin tapauksen, ett•a ko. luku on
negatiivinen.

2Jos itseisarvot ovat yht •asuuret, niin ko. erimerkkiset luvut ovat toistensa vastal ukuja
ja niiden summa = 0 jo 6 §:ss•a asetetun vastaluvun m•a•aritelm •an mukaan.
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9 § Summa lukusuoralla

Lukusuoralla voidaan havainnollisesti lis•at•a lukuun toinen siten, ett•a en-
sin mainitun luvun vastinpisteest•a siirryt •a•an j•alkimm•aisen luvun itseisarvon
pituinen matka oikealle, jos t•am•a luku on positiivinen, ja vasemmalle, jos se
on negatiivinen.

� 8 � 5 � 2 0 +2 +5 +8

3 3 3 3

Kuv. 2

N•ain tullaan summan vastinpisteeseen. Kuviossa 2 on t•aten muodostettu
edellisess•a §:ss•a esill•a olleet nelj•a summaa. Kulloinkin suoritettu siirtyminen
on merkitty kaarevan nuolen avulla.

T•all•a keinolla voidaan lukusuoralla suorittaa useammankin luvun yhteen-
lasku. Kuviossa 3 on muodostettu summa

(+5) + ( � 3) + ( � 7) + (+4) + ( � 6) = � 7

T•ass•a on l•ahdetty liikkeelle 0-pisteest•a, siis ik•a•an kuin ensimm•ainen yhteen-
laskettava olisi 0. On siirrytty per •akk•ain yhteenlaskettavien itseisarvojen pi-
tuiset matkat, siirtymissuunnan ollessa oikealle, kun asianomainen yhteen-
laskettava on positiivinen, ja vasemmalle, kun se on negatiivinen. N•ain on
lopuksi tultu summan vastinpisteeseen� 7.

� 7 0

6

4

7

5

3
Kuv. 3

Jos jotakin positiivista yhteenlaskettavaa suurennetaan, niin t •at•a yhteen-
laskettavaa vastaava oikealle siirtymismatka suurenee, joten koko summan
vastinpiste siirtyy entisest•a•an oikealle ja siis summa suurenee. Samoin tapah-
tuu, jos jotakin negatiivista yhteenlaskettavaa suurennetaan. T•all•oin n•aet 7
§:n loppuhuomautuksen mukaisesti t•am•an itseisarvo pienenee ja siis my•os
vastaava vasemmalle siirtymismatka pienenee, josta taas aiheutuu koko sum-
man vastinpisteen oikealle siirtyminen. Siis on edelleenkin voimassa vanhas-
taan tunnettu

Lause: Jos jotakin yhteenlaskettavaa suurennetaan, niin summakin suu-
renee. (90{92 )
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10 § Vaihdanta- ja liit •ant •alaki

Laskennosta tutut ovat yhteenlaskun perusominaisuudet:

vaihdantalaki: a + b = b+ a
liit •ant •alaki: a + ( b+ c) = ( a + b) + c

sek•a n•aist•a laeista johtuva

Lause: Kahden tai useamman luvun summalle saadaan sama arvo, las-
ketaanpa luvut yhteen miss•a j•arjestyksess•a tahansa ja vaikka ryhmitt•ainkin.

Ett •a t•am•a lause ja siis my•os sen erikoistapaukset vaihdanta- ja liit•ant•alaki
ovat voimassa silloinkin, kun yhteenlaskettavien joukossa on negatiivisia lu-
kuja, selvi•a•a havainnollisesti, jos ajattelemme positiivisten lukujen merkit-
sev•an voittoja ja negatiivisten tappioita. Onhan n •aet yhdentekev•a•a, miss•a
j•arjestyksess•a tietyt voitot ja tappiot (= negatiiviset voitot) yhdistet •a•an.
My•os k•ay t•am•a lause ilmeiseksi, kun ajatellaan yhteenlasku suoritetuksi lu-
kusuoralla (vrt. teht. 92). (93{98 )

V •AHENNYSLASKU

11 § Erotuksen m •a•aritelm •a ja laskeminen

Erotus m•a•aritell •a•an kuten laskennossakin:

M •a•aritelm •a: Kahden luvun erotuksella tarkoitetaan sellaista lukua, ett•a
kun siihen lis•at•a•an j•alkimm•ainen luku (v•ahent•aj•a), niin saadaan summaksi
edellinen (v•ahennett•av•a).

T•am•an m•a•aritelm•an mukaan on siis aina

(a � b) + b = a

Toiselta puolen, jos v•aitet •a•an, ett•a a� b = x, niin pit •a•a n•aytt •a•a, ett•a x + b =
a.

Esim. 1. (� 3) � (� 5) = +2 ; sill •a (+2) + ( � 5) = � 3.

Erotus voidaan muodostaa, so. v•ahennyslasku toimittaa noudattamalla
s•a•ant•o•a:

Lause 1: Luvusta voidaan v•ahent•a•a toinen siten, ett•a v•ahennett•av•a•an
lis•at•a•an v•ahent•aj•an vastaluku.

T•am•a lause on yht•al•on avulla ilmaistuna:

a � b = a + ( � b)
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Todistaaksemme t•am•an yht•al•on meid•an on n•aytett •av•a, ett•a v•aitetyn ero-
tuksen arvona+( � b) ja v•ahent•aj•an bsumma on v•ahennett•av•a a. Itse asiassa:
yhteenlaskun liit •ant•alain mukaan on

[a + ( � b)] + b = a + [( � b) + b]

joka = a, sill•a viimeisten hakusulkujen sis•all•a oleva kahden vastaluvun sum-
ma = 0.

Esim. 2. a) (+3) � (+5) = (+3) + ( � 5) = � 2
b) (+3) � (� 5) = (+3) + (+5) = +8
c) (� 3) � (+5) = ( � 3) + ( � 5) = � 8
d) ( � 3) � (� 5) = ( � 3) + (+5) = +2 (99{122 )

Edellisen lauseen suuri merkitys on siin•a, ett•a sen avulla voidaan v•ahen-
nyslasku aina muuttaa yhteenlaskuksi. Ja t•am•a on ollut mahdollista vain
negatiivisten lukujen k•ayt•ant•o•on oton kautta. T •aten on my•os tullut mahdol-
liseksi v•ahent•a•a pienemm•ast•a luvusta suurempi, joka laskennossa on mah-
dotonta.

Koska edellisen lauseen mukaan

a � b = (+ a) + ( � b)

b� a = (+ b) + ( � a)

ja oikealle puolelle merkityist•a summista toisen yhteenlaskettavat saadaan
muuttamalla toisen yhteenlaskettavien merkit, niin summat ja siis my•osa� b
ja b� a ovat toistensa vastalukuja (8 §, lause):

Lause 2: a � b ja b � a ovat toistensa vastalukuja, toisin sanoen, kun
v•ahennett•av•a ja v•ahent•aj•a vaihtavat paikkaansa, niin saadaan entisen ero-
tuksen vastaluku

Tarkastelemme nyt, kuinka v•ahennett•av•an ja v•ahent•aj•an suuruuden muu-
tokset vaikuttavat erotuksen suuruuteen. Sit•a varten muutamme lauseen 1
mukaisesti erotuksen summaksi:

a � b = a + ( � b)

Jos v•ahennett•av•a•a a suurennetaan, niin oikealla puolella oleva summa ja siis
my•os erotusa� b suurenee (9§, lause). Jos taas v•ahent•aj•a•a b suurennetaan,
niin sen vastaluku � b pienenee (7§, lause), joten oikealla puolella oleva
summa ja niin ollen my•os a � b t•all•oin pienenee. N•ain on havaittu edelleen
paikkansa pit•av•aksi laskennosta tunnettu

Lause 3: Jos v•ahennett•av•a•a suurennetaan, niin erotus suurenee. Jos taas
v•ahent•aj•a•a suurennetaan, niin erotus pienenee.

Jos merkit•a•an
a � b = x
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niin on
b+ x = a

Ajatellaan nyt vasemmalla puolella oleva summa muodostettavaksi lukusuo-
ralla (9 §). Jos a on suurempi kuin b, toisin sanoena:n vastinpiste lukusuo-
ralla b:n vastinpisteen oikealla puolella, niin x on positiivinen ja ilmaisee,
kuinka pitk •a matka on b:n vastinpisteest•a siirrytt •av•a oikealle, jotta tultai-
siin a:n vastinpisteeseen. Siisx eli a � b on n•aiden pisteiden v•alin suuruinen:

Lause 4: Kun suuremmasta luvusta v•ahennet•a•an pienempi, niin erotus
= lukujen vastinpisteiden v•ali lukusuoralla.

Esim. a) 9 � 5 = 4 = lukujen 9 ja 5 vastinpisteiden v •ali
b) 2 � (� 6) = 2 + 6 = 8 = " 2 " � 6 " "
c) � 3 � (� 8) = � 3 + 8 = 5 = " � 3 " � 8 " "

(123{130 )

KERTOLASKU

12 § Tulon m •a•aritteleminen

Laajennamme nyt kahden luvun tulon k•asitteen niihin tapauksiin, joissa
ainakin toinen tekij •a on negatiivinen.

Laskennossa m•a•aritell •a•an kokonaisluvulla kertominen yhteenlaskuun no-
jautuen seuraavasti:luku kerrottuna kokonaisluvulla= summa, jossa on ker-
tojan ilmaisema m•a•ar•a kerrottavan suuruisia yhteenlaskettavia.On luonnol-
lista, ett •a ulotamme t•am•an m•a•aritelm•an siihenkin tapaukseen, jossa kerrot-
tava on negatiivinen. T•am•an mukaisesti on esim.

(+4)( � 7) = ( � 7) + ( � 7) + ( � 7) + ( � 7) = � (4 � 7)

ja yleisesti, kun a on jokin positiivinen kokonaisluku ja � b mielivaltainen
negatiivinen luku:

(+ a)( � b) = � (ab)

T•ah•an tulokseen p•a•ast•a•an my•os yht•al•ost•a

(+ a)(+ b) = +( ab)

noudattamalla seuraavaa s•a•ant•o•a, joka on osoittautunut tarkoituksenmukai-
seksi tulok•asitteen laajentamisen perustaksi:

Jos kahden mielivaltaisen luvun tulon jommankumman tekij•an merkki
muutetaan, niin tulon merkki muuttuu ja itseisarvo j •a•a muuttumatta.

Viimeksi kirjoitettu yht •al•o on voimassa, olkoota ja b millaisia positiivi-
sia lukuja tahansa. T•ast•a yht•al•ost•a p•a•ast•a•an mainittua s•a•ant•o•a k•aytt •aen
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seuraavaan nelj•a•an yht•al•o•on:

(+ a)(+ b) = +( ab)

(+ a)( � b) = � (ab)

(� a)(+ b) = � (ab)

(� a)( � b) = +( ab)

Koska positiivisten lukujen tulo ab on m•a•aritelty laskennossa, saatuihin
yht •al•oihin sis•altyy tulon m •a•aritelm•an laajennus niihin tapauksiin, joissa ai-
nakin toinen tekij •a on negatiivinen. Ottaen huomioon, ett•a ab on kunkin
yht •al•on vasemmalla puolella olevien tekij•ain itseisarvojen tulo, yht•al•oiden
perusteella voidaan esitt•a•a

M •a•aritelm •a: Kahden luvun tulo = tekij•ain itseisarvojen tulo varustet-
tuna + merkill•a, jos tekij•at ovat samanmerkkiset, ja� merkill•a, jos ne ovat
erimerkkiset.

Esim. a) (+2)(+3) = +6 b) (+2)( � 3) = � 6
c) (� 2)(+3) = � 6 d) ( � 2)( � 3) = +6

Tulo = 0 , jos toinen tekij•a = 0 . T•am•an m•a•aritelm•an ulotamme luonnol-
lisesti siihenkin tapaukseen, ett•a toinen tekij •a on negatiivinen.1

Koska siis (� a)b = � (ab), niin kumpaakin n •aist•a lausekkeista voidaan
merkit •a ilman sulkumerkkej•a lyhyesti � ab, jolloin � merkki voidaan katsoa
kuuluvaksi joko ensimm•aiseen tekij•a•an tai koko tuloon.

Kahden luvun tulon m•a•aritelm•ast•a seuraa v•alitt •om•asti useamman luvun
tulon muodostamista koskeva

Lause 1: Lukujen tulo = niiden itseisarvojen tulo varustettuna + merkil-
l•a, jos negatiivisten tekij•ain luku on parillinen, ja � merkill•a, jos se on pa-
riton .

T•ast•a seuraa taas

Lause 2: Jos tulon yhden tekij•an merkki muutetaan, niin tulon merkki
muuttuu. (131{141 )

13 § Kertolaskun peruslait

Laskennosta ovat tutut kertolaskun peruslait (ks. liitett •a I s. 146):

vaihdantalaki: ab = ba
liit •ant •alaki: a(bc) = ( ab)c
osittelulaki: a(b+ c) = ab+ ac

1Huomattakoon muuten, ett •a edell•a olevat nelj•a m•a•arittelev •a•a yht •al•o•a ovat ilmeisesti
voimassa silloinkin, kun toinen tai kumpikin luvuista a ja b on negatiivinen tai 0.
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Samoin on laskennosta tuttu seuraava lause, joka voidaan johtaa vaihdanta-
ja liit •ant•aleista:

Lause 1: Kahden tai useamman luvun tulolle saadaan sama arvo, ker-
rotaanpa luvut miss•a j•arjestyksess•a tahansa ja vaikka ryhmitt•ainkin.

Voidaan osoittaa, ett•a yll•a mainitut lait ovat voimassa silloinkin, kun
lukujen a , b ja c joukossa on yksi tai useampi negatiivinen luku.1

Koska vaihdanta- ja liit •ant•alaki ovat lauseen 1 erikoistapauksia, niin nii-
den todistamiseksi riitt •a•a, kun n•aytet•a•an oikeaksi t•am•a lause. N•ain onkin
yksinkertaisesti siit•a syyst•a, ett•a tekij •ain j•arjestyst•a muutettaessa ja te-
kij •oit •a ryhmitett •aess•a niiden itseisarvojen tulo j•a•a muuttumatta ja samoin
negatiivisten tekij •ain lukum•a•ar•a, joten ed. §:n lauseen 1 mukaan koko tulon
arvo pysyy ennallaan.

Osittelulain yleisp•atevyyden todistuksen sivuutamme, mutta sen sijaan
n•ayt•amme t•ah•an lakiin nojautuen oikeiksi er•ait •a sen yleistyksi•a.

Lause 2: Luvulla voidaan kertoa summa siten, ett•a t•all•a luvulla kerrotaan
jokainen yhteenlaskettava ja saadut tulot lasketaan yhteen.

Jos kysymyksess•a olevassa summassa on esim. kolme yhteenlaskettavaa
b, c ja d ja kertoja on a, niin saadaan k•aytt •aen hyv•aksi osittelulakia kaksi
kertaa:

a(b+ c + d) = a[(b+ c) + d] = a(b+ c) + ad = ab+ ac+ ad

Lause 3: Summalla voidaan kertoa luku siten, ett•a jokaisella yhteenlas-
kettavalla kerrotaan t•am•a luku ja saadut tulot lasketaan yhteen.

Nojautumalla kaksi kertaa vaihdantalakiin (alussa ja lopussa) ja v•alill •a
kerran edelliseen lauseeseen saadaan n•aet:

(a + b+ c)d = d(a + b+ c) = da + db+ dc = ad + bd+ cd

Kahdesta viimeksi esitetyst•a lauseesta seuraa viel•akin yleisempi

Lause 4: Summalla voidaan kertoa summa siten, ett•a jokaisella kerto-
jan yhteenlaskettavalla kerrotaan jokainen kerrottavan yhteenlaskettava ja
saadut tulot lasketaan yhteen.

Jos n•aet on suoritettava esim. kertominen

(a + b+ c)(d + e+ f )

1Toiselta puolen voidaan todistaa, ett •a on pakko suorittaa tulok •asitteen laajennus yll•a
esitetyn m•a•aritelm •an mukaisesti, jos halutaan, ett •a ko. peruslait pysyv •at voimassa ja ett•a
kahden luvun tulo = 0, kun ainakin toinen tekij •a = 0. T •am•an todistaminen suoritettiin
t •am•ankin oppikirjan kymmeness •a ensimm•aisess•a painoksessa.
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niin pit •am•all•a kertojaa summana ja kerrottavaa yhten•a lukuna saadaan
lauseen 3 mukaan tulo ensiksikin muotoon

a(d + e+ f ) + b(d + e+ f ) + c(d + e+ f )

Kun edelleen t•am•an summan kuhunkin yhteenlaskettavaan sovelletaan lause
2, tulee siit•a

(ad + ae+ af ) + ( bd+ be+ bf ) + ( cd+ ce+ cf )

Poistamalla t•ast•a viel•a sulkumerkit, mik •a ilman muuta voidaan tehd•a (10 §,
lause), saadaan tulo todistettavana olevan lauseemme v•ait •oksen muotoon.

(142{143 )

JAKOLASKU

14 § Osam •a•ar •an m •a•aritelm •a ja laskeminen

Osam•a•ar•a m•a•aritell •a•an kuten laskennossakin:

M •a•aritelm •a: Kahden luvun osam•a•ar•all•a tarkoitetaan sellaista lukua,
ett•a kun se kerrotaan j•alkimm•aisell•a luvulla (jakajalla), niin saadaan tuloksi
edellinen (jaettava).1

T•am•an m•a•aritelm•an mukaan on siis aina

b�
a
b

= a

Toiselta puolen , jos v•aitet •a•an, ett•a
a
b

= x, niin pit •a•a n•aytt •a•a, ett•a bx = a.

Esim.
� 6
� 2

= +3, sill •a (� 2)(+3) = � 6.

Kun b 6= 0, niin tulon ja osam •a•ar•an m•a•aritelmiin nojautuen voimme
p•a•atell•a oikeaksi yleiset kaavat:

+ a
+ b

= +
a
b

� a
� b

= +
a
b

+ a
� b

= �
a
b

� a
+ b

= �
a
b

Todistaaksemme n•aytteeksi esim. kolmannen n•aist•a meid•an on siis n•ay-
tett •av•a, ett•a jakajan � b ja v•aitetyn osam•a•ar•an arvon �

a
b

tulo = jaettava

+ a. N•ain onkin:
(� b)

�
�

a
b

�
= +

�
b�

a
b

�
= + a

1Kertolaskun vaihdantalain perusteella voidaan sanonnan " ett •a kun se kerrotaan
j•alkimm •aisell•a luvulla" asemesta sanoa "ett •a kun sill •a kerrotaan j •alkimm •ainen luku". Jos
on kysymys laatulukujen jakolaskusta, niin on k •aytett •av•a edellist•a sanontaa silloin, kun
jaettava on laatuluku ja jakaja nimitt •am•at•on luku ("ositusjako"), ja j •alkimm •aist•a sanon-
taa silloin, kun jaettava ja jakaja ovat samaa laatua olevia laatulukuja ("sis •alt •ojako").
Vrt. k •asitett •a "suhde" (17 §).
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Olettamalla, ett •a a ja b ovat positiivisia, yll •a olevat yht•al•ot sis•alt •av•at
seuraavan s•a•ann•on osam•a•ar•an muodostamiseksi:

Lause 1: Kahden luvun osam•a•ar•a = jaettavan ja jakajan itseisarvojen
osam•a•ar•a varustettuna + merkill•a, jos jaettava ja jakaja ovat samanmerkki-
set, ja � merkill•a, jos ne ovat erimerkkiset.

Esim. a)
+8
+2

= +4 b)
� 8
� 2

= +4 c)
+8
� 2

= � 4 d)
� 8
+2

= � 4

Edellisest•a lauseesta seuraa v•alitt •om•asti

Lause 2: Jos jaettavan tai jakajan merkki muutetaan, niin osam•a•ar•an
merkki muuttuu.

Jos sek•a jaettavan ett•a jakajan merkki muutetaan, niin osam•a•ar•a j•a•a
muuttumatta.

Osam•a•ar•an m•a•aritelm•ast•a seuraa erikoisesti:

a)
0
a

= 0, jos a 6= 0

b)
0
0

= jokainen luku

c)
a
0

ei ole mik•a•an luku, jos a 6= 0 ( 144{162 )

15 § Summan jakaminen luvulla

Lause: Summa voidaan jakaa luvulla siten, ett•a jokainen yhteenlasket-
tava jaetaan t•all•a luvulla ja saadut osam•a•ar•at lasketaan yhteen.

Osoittaaksemme, ett•a siis esim.

b+ c + d
a

=
b
a

+
c
a

+
d
a

meid•an on n•aytett •av•a, ett•a jakajan a ja oikealla puolella olevan lausekkeen
| v •aitetyn osam•a•ar•an arvon | tulo on jaettava b+ c+ d. Nojautumalla 13
§:n lauseeseen 2 ja osam•a•ar•an m•a•aritelm•a•an saadaankin:

a �
�

b
a

+
c
a

+
d
a

�
= a �

b
a

+ a �
c
a

+ a �
d
a

= b+ c + d (163)

16 § Laajennettu murtolukuk •asite

Jos a ja b merkitsev•at positiivisia kokonaislukuja, niin murtoluku
a
b

tar-

koittaa laskennon mukaisesti samaa kuina kpl 1:n b:s osia. Jos sit•a vastoin a
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tai b tai molemmat ovat negatiivisia kokonaislukuja tai positii visia tai nega-
tiivisia murtolukuja, niin mainittu murtoluvun m •a•aritelm•a ei en•a•a kelpaa.
Sent•ahden asetetaan yleisp•atev•a

M •a•aritelm •a: Murtoluvulla
a
b

tarkoitetaan osam•a•ar•a•a
a
b

.

T•am•a m•a•aritelm•a ei ole ristiriidassa murtoluvun entisen m•a•aritelm•an
kanssa, sill•a tiedet•a•anh•an laskennosta, ett•a esim. murtoluku 2

3 on my•os sama
kuin lukujen 2 ja 3 osam•a•ar•a. Kun a ja b eiv•at ole positiivisia kokonaisluku-
ja, niin ei murtolukua

a
b

lausuta "a b:s osaa", vaana alla b tai a per b tai a

jaettuna b:ll •a kuten jakolaskussa.
Koska jokainen luku x voidaan panna murtoluvun muotoon:

x =
x
1

niin puhuttaessa murtoluvuista voidaan siihen sis•allytt •a•a my•os luvut, joilla
ei ole suoranaisesti murtoluvun muotoa.

Voidaan n•aytt •a•a, ett•a laajennetulla murtolukuk •asitteell•a voidaan laskea
k•aytt •am•all•a t•asm•alleen samoja s•a•ant•oj•a kuin laskennossa.

Murtolukujen s u p i s t a m i s t a ja l a v e n t a m i s t a koskeva s•a•ant•o
voidaan esitt•a•a yksinkertaisesti yht•al•oll•a1

ka
kb

=
a
b

(164{178 )

T•am•a tulee todistetuksi, kun n•aytet•a•an, ett•a lukujen ka ja kb osam•a•ar•a =
a
b

. N•ain onkin osam•a•ar•an m•a•aritelm•an perusteella, sill•a

(kb) �
a
b

= k
�

b �
a
b

�
= ka

Kun edellisen §:n kaavassa vaihdetaan vasen ja oikea puoli kesken•a•an,
saadaan samannimisten murtolukujen y h t e e n l a s k u s•a •a n t •o yht•al•on
avulla esitettyn•a:

b
a

+
c
a

+
d
a

=
b + c + d

a
Erinimisi •a murtolukuja yhteenlaskettaessa ne ensin sopivasti laventamalla
tehd•a•an samannimisiksi.

Samannimisten murtolukujen v •a h e n n y s l a s k u s•a •a n t •o

b
a

�
c
a

=
b � c

a
(179{185 )

todetaan oikeaksi muuttamalla v•ahennyslasku yhteenlaskuksi (11§, lause
1):

b
a

�
c
a

=
b
a

+
�

�
c
a

�
=

b
a

+
� c
a

=
b+ ( � c)

a
=

b� c
a

1T•ass•a §:ss•a yht •al•oiden avulla esitett •av•at s•a•ann•ot on lausuttava my •os sanallisesti.
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K e r t o s •a •a n t •o a
b

�
c
d

=
ac
bd

todistetaan n•aytt •am•all•a, ett•a lukujen ac ja bdosam•a•ar•a = vasemmalla puo-
lella oleva lauseke. N•ain onkin osam•a•ar•an m•a•aritelm•an mukaan, sill•a

(bd) �
� a

b
�

c
d

�
=

�
b�

a
b

� �
d �

c
d

�
= ac

Kun edelliseen kaavaan sijoitetaan erikoisestib = 1, saadaan

a �
c
d

=
ac
d

Kahta lukua, joiden tulo = 1, sanotaan toistensa k•a•anteisluvuiksi eli in-
verssiluvuiksi. Koska

c
d

�
d
c

=
cd
dc

= 1

niin luvut c
d ja d

c ovat toistensa k•a•anteislukuja. Erikoisesti on siis luvun
c = c

1 k•a•anteisluku 1
c .

J a k o s•a •a n t •o
a
b

:
c
d

=
a
b

�
d
c

todistetaan kertomalla oikealla puolella oleva lauseke (v•aitetty osam•a•ar•an
arvo) jakajalla ja toteamalla, ett •a tuloksi saadaan jaettava:

c
d

�
�

a
b

�
d
c

�
=

a
b

�
�

c
d

�
d
c

�
=

a
b

Kun edelliseen kaavaan sijoitetaan erikoisestid = 1, saadaan

a
b

: c =
a

bc
(186{205 )

17 § Suhde ja verranto

M •a•aritelm •a: Kahden luvun s u h t e e l l a tarkoitetaan sellaista lukua,
ett•a kun sill•a kerrotaan j•alkimm•ainen luku, niin saadaan tuloksi edellinen.

Kahden luvun suhde on siis yht•asuuri kuin niiden osam•a•ar•a, ja suhdetta
merkit •a•ankin samalla tavalla kuin osam•a•ar•a•a. Ainoa ero on siin•a, ett•a nimi-
tyst •a "suhde" k•aytet•a•an aina sis•alt •ojaon merkityksess•a, mink•a vuoksi suh-
teen m•a•aritelm•an sanonnassa ei ole sellaista valintavapautta kuin osam•a•ar•an
(vrt. alimuist. s. 14).

Jos luvun a suhde lukuun b on x, niin merkit •a•an siis

a
b

= x eli a : b = x
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M•a•aritelm•an mukaan on t•all•oin xb = a. Luku a on suhteenedellinen j•asen
ja b j•alkimm•ainen j•asen.K•aytett •aess•a edellist•a merkitsemistapaa suhde voi-
daan k•asitt •a•a my•os murtoluvuksi, jonka osoittajana on edellinen j•asen ja
nimitt •aj•an•a j•alkimm•ainen j•asen.

Esim. 1. Luvun � 18 suhde lukuun 12 on � 18
12 = � 18

12 = � 3
2 = � 11

2 .

Esim. 2. Mik •a on suhteen j•alkimm •ainen j•asen, jos edellinen on 134 ja suhde = � 11
6 ?

Jos merkit •a•an j•alkimm •aist•a j•asent•a x:ll •a, niin suhteen m•a•aritelm •an perusteella pit•a•a
olla voimassa yht•al•on �

� 11
6

�
� x = 1 3

4

Osam•a•ar•an m•a•aritelm •an perusteella t•am•an yht •al•on juuri on

x = 1 3
4 :

�
� 11

6

�
= �

�
7
4 : 7

6

�
= �

�
7
4 � 6

7

�
= � 3

2 = � 11
2

Siis suhteen j•alkimm •ainen j•asen on� 11
2 .

Suhdek•asitett •a k•aytet•a•an erityisesti laatulukujen yhteydess•a. Kahden laa-
tuluvun suhde = niiden mittalukujen suhde, edellytt •aen ett•a on k•aytetty
samaa mittayksikk•o•a.

Esim. 3. Mik •a on 6 m:n suhde 120 cm:iin?

6 m : 120 cm = 600 cm : 120 cm = 600 : 120 = 5

Verranto on kahden suhteen merkitty yht•asuuruus:

a
b

=
c
d

Luvut a, b, c ja d ovat j •arjestyksess•a•an verrannon ensimm•ainen, toinen,
kolmas ja nelj•as j•asen. a ja d ovat verrannon •a•arimm•aiset j•asenet ja b ja
c taas sen keskimm•aiset j•asenet. Lukuja a ja b sanotaan verrannollisiksi
lukuihin c ja d.

Jos verrannon molemmat puolet kerrotaan toisen ja nelj•annen j•asenen
tulolla bd, niin saadaan

ad = bc

Jos t•am•an yht•al•on molemmat puolet jaetaan tulolla bd, niin saadaan j•alleen
edell•a oleva verranto, jonka •a•arimm•aisin•a j•asenin•a ovat siis yht•al•on vasem-
man puolen tekij•at ja keskimm•aisin•a oikean puolen tekij•at. Voidaan niin
ollen kirjoittaa

Lause 1: Verrannon •a•arimm•aisten j•asenten tulo= keskimm•aisten j•asen-
ten tulo.

Jos on kaksi yht•asuurta kahden luvun tuloa, niin luvuista voidaan muo-
dostaa verranto, jonka•a•arimm•aisin•a j•asenin•a ovat toisen ja keskimm•aisin•a
toisen tulon tekij•at.
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Yll •a olevasta yht•al•ost•a, joka johdettiin esitetyst •a verrannosta, seuraa
k•a•ant•aen edellisen lauseen j•alkimm•aisen osan mukaan ei vain mainittu ver-
ranto vaan yht•a hyvin verrannot

a
c

=
b
d

ja
d
b

=
c
a

Kun n•ait •a verrataan alkuper•aiseen verrantoon, niin havaitaan oikeaksi ver-
rannon vuorottamista koskeva

Lause 2: Verrannossa saa keskimm•aiset j•asenet vaihtaa kesken•a•an ja
samoin •a•arimm•aiset.

Jos verrannon j•asenist•a tunnetaan kolme, niin nelj•as saadaan aina laske-
tuksi lauseen 1 edellist•a osaa k•aytt •aen.1

Esim. Mik •a on verrannon
5
4

=
x

� 6
kolmannen j•asenenx arvo?

Lauseen 1 mukaan on 4x = 5( � 6) = � 30 , joten x =
� 30

4
= �

15
2

= � 71
2 .

(206{218 )

1Verranto-oppiin tutustutaan perusteellisemmin geometri assa, jossa sill•a on t•arke•a
k•ayt •ant•o.
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II luku Polynomit

POTENSSIT

18 § Potenssin m •a•aritelm •a

Jos n lukua, joista jokainen = a, kerrotaan kesken•a•an, saadaan luvun
a n:s potenssi ja sit•a merkit•a•an an (luetaan my•os: "a korotettuna n:nteen
potenssiin"tai lyhyesti " a n:nteen"). Siis

an =
n kpl

z }| {
a � a � � � a

Esim. a) 23 = 2 � 2 � 2 = 8 b) ( � 5)2 = ( � 5)( � 5) = 25
c)

�
1
2

� 2 = 1
2 � 1

2 = 1
4 d) ( � 4)3 = ( � 4)( � 4)( � 4) = � 64

Lukua a sanotaan kannaksi eli kantaluvuksi tai my •os korotettavaksi ja
n:•a•a eksponentiksi.

Luvun ensimm•aisell•a potenssilla tarkoitetaan lukua itse•a•an: a1 = a. Lu-
vun toista potenssia sanotaan my•os luvun neli•oksi ja kolmatta potenssia
taas senkuutioksi.

Jos jokin muu kuin pelkk•a kirjain tai etumerkit •on kokonais- tai desimaa-
liluku on merkitt •av•a potenssiin korotettavaksi, se pannaan selvyyden vuoksi
sulkuihin.

Esim. a) (a + b)2 b) (3a)4 c) (� 6)3 d)
� a

b

� 2

12 §:n lauseesta 1 seuraa v•alitt •om•asti

Lause 1: Negatiivisen luvun parillinen potenssi on positiivinen japariton
potenssi negatiivinen.

Koska positiivisen luvun potenssi on aina positiivinen, niin t •ast•a lauseesta
seuraa edelleen

Lause 2: Jos muutetaan kantaluvun merkki, niin parillinen potenssi j•a•a
muuttumatta ja pariton muuttuu vastaluvukseen.

Koska parillinen luku voidaan aina esitt•a•a muodossa 2n ja pariton muo-
dossa 2n + 1, jossa n merkitsee kokonaislukua, niin edellisen lauseen sis•alt •o
voidaan esitt•a•a kahden yht•al•on avulla:

(� a)2n = a2n (� a)2n+1 = � a2n+1 (219{240 )
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19 § Tulon ja murtoluvun potenssi

Koska

(ab)n =

n kpl
z }| {
(ab)(ab) � � � (ab) =

n kpl
z }| {
(a � a � � � a)

n kpl
z }| {
(b� b� � � b) = anbn

niin
(ab)n = anbn

eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 1: Tulo voidaan korottaa potenssiin siten, ett•a tekij•at erikseen
korotetaan ko. potenssiin.

T•am•a lause on ilmeisesti voimassa useammankin tekij•an tulon potenssiin
n•ahden.

Esim. a) (2x)3 = 2 3x3 = 8 x3 b) ( � 4xyz)2 = 16x2y2z2

Koska murtolukujen kertos•a•ann•on mukaan

� a
b

� n
=

n kpl
z }| {
a
b

�
a
b

� � �
a
b

=

n kpl
z }| {
a � a � � � a
b� b� � � b| {z }

n kpl

=
an

bn

niin � a
b

� n
=

an

bn

eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 2: Murtoluku voidaan korottaa potenssiin siten, ett•a osoittaja ja
nimitt •aj•a erikseen korotetaan ko. potenssiin.

(241{247 )

20 § Potenssien kertominen ja jakaminen

Koska

am � an =

m kpl
z }| {
(a � a � � � a)

n kpl
z }| {
(a � a � � � a)

| {z }
m+ n kpl

= am+ n

niin

(I) am � an = am+ n

eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 1: Samankantaiset potenssit voidaan kertoa kesken•a•an siten, ett•a
eksponentit lasketaan yhteen ja summa pannaan yhteisen kantaluvun ekspo-
nentiksi.
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T•am•akin lause on ilmeisesti voimassa useampaankin tekij•a•an n•ahden.

Esim. a) x2 � x3 = x5 b) k � k4 � k2 = k7 (248{252 )

Edelliseen lauseeseen nojaten saadaan edelleen:

(am )n =

n kpl
z }| {
am � am � � � am = a

n kpl
z }| {
m+ m+ ��� + m = anm = amn

joten

(II) ( am )n = amn

eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 2: Potenssi voidaan korottaa potenssiin siten, ett•a eksponentit
kerrotaan kesken•a•an ja tulo pannaan alkuper•aisen kantaluvun eksponentiksi.

Esim. a) (x3)5 = x15 b) (2a2b3)3 = 2 3(a2)3(b3)3 = 8 a6b9

T•am•a lause voidaan yleist•a•a. Niinp•a on

[(am )n ]p = amnp

Koska (am )n = amn ja (an )m = anm ja n•aiden yht•al•oiden oikeat puolet
ovat yht •asuuret, niin

(III) ( am )n = ( an )m

eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 3: Potenssin potenssissa saa eksponentit vaihtaa kesken•a•an.
(253{260)

Jos m > n ja a 6= 0, niin saadaan supistamalla n kertaa tekij •all•a a:

am

an =

m kpl
z }| {
a � a � � � a
a � a � � � a| {z }

n kpl

=

m� n kpl
z }| {
a � a � � � a

1
= am� n

Siis

(IV)
am

an = am� n

eli sanallisesti lausuttuna:

Lause 4: Samankantaiset potenssit voidaan jakaa kesken•a•an siten, ett•a
jaettavan eksponentista v•ahennet•a•an jakajan eksponentti ja erotus pannaan
yhteisen kantaluvun eksponentiksi.

Esim. a)
b9

b4
b)

(x3)2

x3x2
=

x6

x5
= x (261{265 )
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21 § 0:s ja negatiivinen potenssi

Kaava (IV) ja vastaava lause 4 pit•av•at paikkansa vain silloin, kun jaetta-
van eksponentti m on suurempi kuin jakajan eksponentti n. Jos n•aet m = n,
niin m � n = 0, ja jos m < n , niin m � n < 0, eik•a t•all•oin kaavan oikeal-
la puolella ole mit•a•an merkityst •a. Laajennamme nyt potenssik•asitett •a niin,
ett •a n•aiss•akin tapauksissa kaava (IV) on voimassa.

Jos ensiksikinm = n, niin
am

an = 1

kun taas kaavasta (IV) saataisiin

am

an = a0

Jotta kaavamme t•all•oinkin olisi voimassa, m•a•aritell •a•an:

a0 = 1

eli sanallisesti lausuttuna:

M •a•aritelm •a: Jokaisen nollasta eri•av•an luvun 0:s potenssi= 1 .

Jos taasm < n ja siis n > m , niin supistamalla kaavan (IV) vasemmalla
puolella olevaa murtolukua am :ll •a saadaan

am

an =
1

an� m

Kun merkit •a•an n � m = p (siis p > 0), niin on siis

am

an =
1
ap

Koska m � n = � p (11 §, lause 2), niin kaava (IV) saisi t•all•oin muodon

am

an = a� p

Jotta kaava nytkin olisi voimassa, m•a•aritell •a•an:

a� p =
1
ap

eli sanallisesti lausuttuna:

M •a•aritelm •a: Luvun negatiivisilla potenssilla tarkoitetaan vastaavanpo-
sitiivisen potenssin k•a•anteislukua.

M•a•arittelev •a yht•al•o voidaan kirjoittaa my •os muotoon

a� p =
�

1
a

� p
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(19 §, lause 2), joten luvun negatiivinen potenssi= k•a•anteisluvun vastaava
positiivinen potenssi.

Esim. 1. a) (x + 2) 0 = 1, edellytt •aen ett•a x 6= � 2 b)
�

3
5

� 0

= 1

Esim. 2. a) 10� 3 =
1

103
= 0 ;001 b)

�
3
5

� � 1

=
�

5
3

� 1

=
5
3

Voidaan todistaa, ett•a §§:n 18{20 lauseet ovat voimassa silloinkin, kun
jokin tai jotkin esiintyvist •a eksponenteista ovat nollia tai negatiivisia.

Esim. 20 §:n lause 1 n•aytet •a•an oikeaksi siin•a tapauksessa, ett•a toinen eksponentti on
positiivinen ( m) ja toinen negatiivinen ( � n), seuraavasti:

am � a� n = am �
1

an
=

am

an
= am � n = am +( � n ) (266{277 )

POLYNOMIEN YHTEEN- JA V •AHENNYSLASKU

22 § Polynomik •asite

Kun 11 §:ss•a esitetyss•a v•ahennyslaskun suorittamista koskevassa kaavassa
vasen ja oikea puoli vaihdetaan kesken•a•an, saadaan

a + ( � b) = a � b

Toiselta puolen on luonnollisesti

a + (+ b) = a + b

N•aist•a yht•al•oist•a n•akyy, ett •a jos lukuun on lis•att •av•a toinen, niin voidaan
sit•a merkit•a lyhyesti siten, ett•a kirjoitetaan edellisen per•a•an v•alitt •om•asti
j•alkimm•ainen etumerkkeineen. Vastaavasti voidaan menetell•a silloinkin, kun
on merkitt •av•a suoritettavaksi useampien lukujen yhteenlasku. Niinp•a esim.

(� a) + ( � b) + (+ c) + ( � d) = � a � b+ c � d

Oikealla puolella oleva lauseke merkitsee oikeastaan, ett•a � a:sta on v•ahen-
nett •av•a b, j•a•ann•okseen lis•att •av•a c ja saadusta summasta v•ahennett•av•a d,
mutta se voidaan tulkita my •os | ja niin tavallisesti tehd •a•ankin | luku-
jen � a, � b, + c ja � d summaksi. T•all•oin lausekkeessa esiintyvi•a merkkej•a
pidet•a•an yhteenlaskettavien etumerkkein•a ja yhteenlaskumerkit on j•atetty
pois. Voidaan siis kirjoittaa

Lause: Kun on merkitt •av•a kahden tai useamman luvun summa, niin
voidaan yhteenlaskumerkit j•att•a•a pois ja kirjoittaa vain luvut etumerkkeineen
per•akk•ain.

Edellisess•a lauseessa esitetyll•a tavalla merkitty •a summaa sanotaanpoly-
nomiksi ja sen yhteenlaskettavia polynomin j•aseniksi eli termeiksi. Erikoi-
sesti sanotaan kolmij•asenist•a polynomia trinomiksi , kaksij•asenist•a binomiksi
ja yksij •asenist•a monomiksi1.

1Monomi ei kyll •ak•a•an ole mik•a•an summa, mutta on osoittautunut tarkoituksenmukai-
seksi laskea sekin rajatapauksena polynomien joukkoon.
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Esim. 1. Lauseketta 2 � 5 � 3 + 8 � 4 voidaan pit •a•a lukujen 2, � 5, � 3, +8 ja � 4
summana, joten sen arvo = � 2.

Esim. 2. x2 � 2x + 3 on trinomi, joka on j •aseniens•a x2 , � 2x ja +3 summa.

Esim. 3.
1

a + b
� c on binomi, jonka j •asenet ovat

1
a + b

ja � c.

Puhutaan my•os jonkin kirjaimen, esim. x:n polynomista eli polynomista
x:n suhteen. T•allaisen polynomin j•asenet ovat x:n ei-negatiivisia, so. po-
sitiivisia ja 0:nsia potensseja kerrottuina tietyill •a luvuilla tai yleens•a x:•a•a
sis•alt •am•att •omill •a lausekkeilla, joita sanotaan j•asenien ja my•os polynomin
kertoimiksi eli koe�sienteiksi . Vastaavasti puhutaan my•os polynomeista
kahden tai useamman kirjaimen tai yleens•a lausekkeen suhteen.

Esim. 1. Trinomi x2 � 2x + 3 on x:n polynomi, jonka kertoimet ovat 1, � 2 ja +3.
Kertoimien m •a•ar•a•amist•a varten ajatellaan trinomi kirjoitetuksi muotoon 1 x2 � 2x + 3 x0 .

Esim. 2. 1
2 x3 � x2y2 � 3xy 3 + y4 on x:n ja y:n polynomi, jonka kertoimet ovat 1

2 , � 1,
� 3 ja 1.

Esim. 3. Binomi ab2c �
1
a

c3 on polynomi b:n ja c:n suhteen, kertoimina a ja �
1
a

. Se

on my•os pelk•an c:n polynomi, jonka kertoimina ovat ab2 ja �
1
a

. Sit•a vastoin se ei olea:n

polynomi.

Esim. 4. 2
�

a
b+ c

� 2

�
a

b+ c
+ 3 on lausekkeen

a
b+ c

polynomi, jonka kertoimet ovat

2, � 1 ja +3.

Kahta polynomin j •asent•a, jotka eroavat toisistaan korkeintaan kertoimien-
sa puolesta, sanotaansamanmuotoisiksi.

Esim. a:n ja x:n polynomissa x � 2x � ax + 3 ax ovat kaksi ensimm•aist•a j•asent•a

samanmuotoisia ja samoin kaksi viimeist•a. Jos sit•a vastoin polynomi k •asitet•a•an pelk•an

x:n polynomiksi, niin kaikki j •asenet ovat samanmuotoisia, sill•a eroavathan t•all•oin j •asenet

toisistaan vain kertoimiensa 1, � 2, � a ja +3 a puolesta.

Kaikkein yksinkertaisin ja samalla t •arkein polynomimuoto on yhden tai
useamman kirjaimen polynomi, jonka kertoimet ovat numerolukuja. Ja on
huomattava, ett •a hyvin usein k•aytet•a•ankin polynomik•asitett •a t•allaisessa ah-
taammassa merkityksess•a. T•allaisiin polynomeihin mekin seuraavassa p•a•a-
asiassa rajoitumme, vaikka§§:ss•a 23{33 esitett•av•at lauseet ovat voimassa
yleiseenkin polynomik•asitteeseen n•ahden. (278{288 )

23 § Polynomien yhteen- ja v •ahennyslasku

Samanmuotoisten j•asenten yhteenlasku eli yhdist•aminen voidaan suorit-
taa k•aytt •am•all•a hyv•aksi 13 §:n lausetta 3 k•a•anteisess•a muodossa.

Esim. 1. 4x + 7 x + 3 x = (4 + 7 + 3) x = 14x
Esim. 2. � 5x + 3 x � 2x = ( � 5 + 3 � 2)x = � 4x
Esim. 3. ay2 � 2ay2 + 3 ay2 � ay2 = (1 � 2 + 3 � 1)ay2 = 1 ay2 = ay2

Esim. 4. Jos binomia ax + b+ pidet •a•an pelk•an x:n polynomina, niin sen j •asenet ovat

samanmuotoisia ja yhdist •am•all•a ne saadaan summaksix:n polynomi (monomi) ( a + b)x.
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Lause 1: Polynomin samanmuotoiset j•asenet voidaan yhdist•a•a yhdeksi
n•aiden muotoiseksi j•aseneksi panemalla sen kertoimeksi mainittujen j•aseni-
en kertoimien summa. (289{295 )

Jos polynomin j•asenet eiv•at ole kaikki samanmuotoisia, niin ottamalla
huomioon, ett•a polynomi on j•aseniens•a summa, sen j•asenet voidaan ryh-
mitell •a niin, ett •a kuhunkin ryhm •a•an tulee vain samanmuotoisia j•aseni•a, ja
yhdist•a•a sitten kunkin ryhm •an j•asenet (10§, lause).

Esim. 1. � y + z + 5 y � x � 2y � 3z
= � x + ( � y + 5 y � 2y) + ( z � 3z) = � x + 2 y � 2z

Esim. 2. 4a + 6 a2 � 2a � 2 � 4a3 � 3a + 5 a3 � 1
= ( � 4a3 + 5 a3) + 6 a2 + (4 a � 2a � 3a) + ( � 2 � 1)
= a3 + 6 a2 � a � 3

Esim. 3. Kun kirjaimien r , s ja x polynomin

rx � 3sx � 1 + 2sx + 2 r + 2

samanmuotoiset j•asenet yhdistet•a•an, saadaan

rx � sx + 2 r + 1

Jos polynomia pidet•a•an pelk•an x:n polynomina, niin ovat t •ass•a kaksi ensimm•aist•a ja
kaksi viimeist •a j•asent•a viel•a kesken•a•an samanmuotoisia, ja yhdist •am•all•a ne saadaanx:n
polynomi

(r � s)x + (2 r + 1)

jonka kertoimet ovat r � s ja 2r + 1.

Yleens•a on tapana j•arjest•a•a lopputuloksessa polynomin j•asenet aakkos-
j•arjestykseen, kuten esimerkiss•a 1, tai jonkin kirjaimen alenevien potenssien
mukaan, kuten esimerkiss•a 2. My•os voidaan j•asenet j•arjest•a•a ylenevien po-
tenssienmukaan, kuten esimerkiss•a 2, jos j•asenet kirjoitetaan p•ainvastaiseen
j•arjestykseen. (296{309 )

10 §:n lauseen perusteella voidaan kirjoittaa seuraava polynomien y h -
t e e n l a s k u s•a •a n t •o:

Lause 2: Polynomit lasketaan yhteen siten, ett•a kirjoitetaan niiden j •ase-
net etumerkkeineen per•akk•ain ja yhdistet•a•an sitten samanmuotoiset j•asenet.

Esim. (2a2b� 4ab2) + (3 a3 � 4a2b) + ( � a3 � a2b)
= 2 a2b� 4ab2 + 3 a3 � 4a2b� a3 � a2b = 2 a3 � 3a2b� 4ab2 (310{316 )

Edelleen seuraa 8§:n lauseesta v•alitt •om•asti

Lause 3: Polynomin vastaluku eli "vastapolynomi"saadaan muuttamalla
polynomin merkit.

Esim. � (x3 � 2x2 + 5 x � 1) = � x3 + 2 x2 � 5x + 1

T•ast•a lauseesta ja 11§:n lauseesta 1 seuraa polynomien v•a h e n n y s -
l a s k u s•a •a n t •o:

Lause 4: Polynomista v•ahennet•a•an toinen siten, ett•a j•alkimm•aisen mer-
kit muutetaan ja saatu polynomi lis•at•a•an edelliseen.

26



Esim. (8x � 3y) � (3x � 2y + 1) = (8 x � 3y) + ( � 3x + 2 y � 1)
= 8 x � 3y � 3x + 2 y � 1 = 5x � y � 1 (317{322 )

Yhdist •am•all•a lauseet 2|4 saadaan seuraava k•ayt•ann•ollinen s u l k u -
m e r k k i e n p o i s t a m i s s•a •a n t •o:

Lause 5: Jos sulkumerkkien edess•a on � merkki, niin se ja sulkumerkit
voidaan poistaa, jos samalla muutetaan suluissa olevan polynomin merkit.
Muussa tapauksessa voidaan sulkumerkit poistaa ilman muuta.

Esim. 1. � (� x � 2y + 5 z) = x + 2 y � 5z
Esim. 2. (3a2 � 2b) + ( � a + b) � (3a2 � 4a + 2 b)

= 3 a2 � 2b � a + b� 3a2 + 4 a � 2b = 3 a � 3b

Jos on "sis•akk•aisi•a" sulkumerkkej•a, niin ne poistetaan per•akk•ain alkaen
esim. sisimmist•a.

Esim. a2 � f 2a2 � 1 � [� 3a � (4a2 � 2)]g
= a2 � f 2a2 � 1 � [� 3a � 4a2 + 2] g
= a2 � f 2a2 � 1 + 3a + 4 a2 � 2g
= a2 � 2a2 + 1 � 3a � 4a2 + 2 = � 5a2 � 3a + 3 (323{337 )

24 § Polynomin aste

Monomin asteella eli asteluvulla joidenkin kirjaimien suhteen tarkoitetaan
n•aiden kirjaimien eksponenttien summaa ko. monomissa.

Esim. 2ax3y2 on kuudetta astetta kaikkien siin •a esiintyvien kirjaimien suhteen, viidett •a

astetta x:n ja y:n suhteen ja kolmatta astetta pelk •an x:n suhteen. My•os voidaan sanoa,

ett •a ko. monomi on nollatta astetta z:n suhteen, sill•a voidaanhan sen per•a•an ajatella

liitetyksi tekij •a z0 = 1.

Polynomin aste eli asteluku taas on sama kuin sen "korkeinta" astetta
olevan j•asenen aste, sen j•alkeen kun polynomin samanmuotoiset j•asenet on
yhdistetty.

Esim. 3x3y + x2y3 � 2y4 on viidett •a astetta x:n ja y:n suhteen ja kolmatta astetta

pelk•an x:n suhteen.

Jos polynomin kaikki j •asenet ovat samanasteisia joidenkin kirjaimien suh-
teen, niin polynomia sanotaanhomogeeniseksieli tasa-asteiseksin•aiden kir-
jaimien suhteen.

Esim. a2b� 5ab2 + 2 b3 on kolmannen asteen homogeeninen polynomi (a:n ja b:n suh-

teen). (338{340 )

POLYNOMIEN KERTOLASKU

25 § Monomien kertominen

Monomit kerrotaan kesken•a•an ryhmitt •am•all•a tekij •at (13 §, lause 1) siten,
ett •a kerrotaan ensin kesken•a•an kertoimet ja samoin samankantaiset potens-
sit (20 §, lause 1).
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Esim. 1. (3a2bc3)( � 2a4c3)( � ab2d)
= [3 � (� 2) � (� 1)](a2a4a)(bb2)( c3c3d) = 6 a7b3c6d

Esim. 2. (3xm +1 y)( � 2xm � 1yn ) = [3 � (� 2)](xm +1 xm � 1)( yyn )
= � 6x ( m +1)+( m � 1) y1+ n = � 6x2m y1+ n (341{356 )

26 § Monomin ja polynomin kertominen

Monomilla kerrotaan polynomi j •asenitt•ain, so. monomilla kerrotaan jo-
kainen polynomin j•asen ja saadut tulot lasketaan yhteen (13§, lause 2).

Esim. 1. 2x2(x2 � 3x + 5) = 2 x4 � 6x3 + 10x2

Esim. 2. � 2a2b(a3 � 4a2b+ 2 ab2) = � 2a5b+ 8 a4b2 � 4a3b3

Esim. 3. 2x(x � y) � 3y(2x � 3y) = 2 x2 � 2xy � 6xy + 9 y2 = 2 x2 � 8xy + 9 y2

T•ass•a esimerkiss•a on annettua lauseketta pidetty tulojen 2 x(x � y) ja � 3y(2x � 3y) sum-

mana ja suoritettu ensin n •am•a kertolaskut. Sitten on saadut polynomit laskettu yhteen,

so. niiden j•asenet on kirjoitettu per •akk•ain etumerkkeineen ja yhdistetty lopuksi saman-

muotoiset j •asenet.

Jos polynomilla on kerrottava monomi, niin vaihdantalain mukaan voi-
daan monomilla kertoa polynomi. Kertominen voidaan suorittaa my•os si-
ten, ett •a jokaisella polynomin j•asenell•a kerrotaan monomi ja saadut tulot
lasketaan yhteen (13§, lause 3). (357{371 )

27 § Polynomien kertominen

Polynomilla kerrotaan polynomi j •asenitt•ain, so. jokaisella kertojan j•ase-
nell•a kerrotaan jokainen kerrottavan j•asen ja saadut tulot lasketaan yhteen
(13 §, lause 4). Samanmuotoiset j•asenet yhdistet•a•an.

Esim. 1. (2a3 � 3ab2)( � a2b+ 6 b3)
= � 2a5b+ 12a3b3 + 3 a3b3 � 18ab5

= � 2a5b+ 15a3b3 � 18ab5

Esim. 2. (3x +2 � x2)( x2 � 4� 2x � 5x3). T •ass•a voitaisiin menetell •a niin kuin edellisess•a
esimerkiss•a, mutta silm •all•a pit •aen lopussa toimitettavaa samanmuotoisten j •asenten yh-
dist •amist•a on k•ayt •ann•ollist •a j•arjest•a•a laskut seuraavasti (kertoja ja kerrottava j •arjestet•a•an
ensin x:n alenevien potenssien mukaan):

� 5x3+ x2 � 2x� 4
� x2+ 3 x +2

5x5 � x4+ 2 x3 +4 x2

� 15x4+ 3 x3 � 6x2 � 12x
� 10x3 +2 x2 � 4x� 8

5x5 � 16x4 � 5x3 � 16x� 8

Tulos on siis 5x5 � 16x4 � 5x3 � 16x � 8. (372{378 )

28 § Erotuksen ja summan tulo

Laskemalla todetaan oikeaksi kaava

(a � b)(a + b) = a2 � b2
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joka voidaan lausua sanallisesti

Lause: Kahden luvun erotuksen ja summan tulo= n•aiden lukujen ne-
li •oiden erotus.

Esim. 1. (x2y � 5y3)( x2y + 5 y3) = ( x2y)2 � (5y3)2 = x4y2 � 25y6

Esim. 2. (� n � 1)( � n + 1) = ( � n)2 � 12 = n2 � 1 (388{398 )

29 § Polynomin neli •o

Suorittamalla kertominen

(a + b)2 = ( a + b)(a + b)

saadaan tulos1:

(I) ( a + b)2 = a2 + 2ab + b2

Sanallisesti voidaan t•am•a lausua seuraavasti:

Lause 1: Binomin neli •o = sen j•asenien neli•oiden ja kaksinkertaisen
tulon summa.

Esim. 1. (x3 + 3) 2 = ( x3)2 + 2 x3 � 3 + 3 2

= x6 + 6 x3 + 9
Esim. 2. (a � b)2 = a2 + 2 a(� b) + ( � b)2

= a2 � 2ab+ b2 (399{425 )

Viimeisess•a esimerkiss•a n•ahtiin, ett •a kun kaavaan (I) sijoitetaan b:n pai-
kalle � b, niin saadaan kaava

(II) ( a � b)2 = a2 � 2ab + b2

Edellinen lause voidaan yleist•a•a. Olkoon esim. muodostettava trinomin
neli•o:

(a + b+ c)2 = ( a + b+ c)(a + b+ c)

Kertomalla ensin ensimm•aiset j•asenet kesken•a•an, sitten toiset ja vihdoin
kolmannet saadaan n•aiden tulojen summaksia2+ b2+ c2. Kun t •am•an j•alkeen
kerrotaan kertojan ensimm•aisell•a j•asenell•a kerrottavan toinen j •asen ja sitten
kertojan toisella j•asenell•a kerrottavan ensimm•ainen j•asen, saadaan n•aiden
tulojen summaksi ab + ab = 2ab. Kun n•ain jatketaan edelleen, saadaan
lopuksi

(a + b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc

T•all•a tavalla menettelem•all•a havaitaan, ett•a on voimassa edellisen lauseen
yleistys:

Lause 2: Polynomin neli•o = sen j•asenien neli•oiden ja kaksinkertaisten
kaksittaistulojen summa.

1V a r o i t u s: ( ab)2 = a2b2 , mutta ( a + b)2 e i o l e = a2 + b2 !

29



Esim. 3. (x � 1)4 = [( x � 1)2 ]2

= ( x2 � 2x + 1) 2

= x4 + 4 x2 + 1 � 4x3 + 2 x2 � 4x
= x4 � 4x3 + 6 x2 � 4x + 1

On kuitenkin huomattava, ett •a t•am•a teht •av•a voidaan ratkaista yksinkertaisemmin seu-

raavassa§:ss•a esitett•av•all•a keinolla.

(426{431 )

30 § Pascalin kolmio

Laskemme nyt per•akk•ain binomin a + b potensseja:

(a+ b)1 = a + b
a + b

a2+ ab
+ ab + b2

(a+ b)2 = a2+2ab + b2

a + b

a3+2a2b+ ab2

a2b+2ab2+ b3

(a+ b)3 = a3+3a2b+3ab2+ b3

a + b

a4+3a3b+3a2b2+ ab3

a3b+3a2b2+3 ab3+ b4

(a+ b)4 = a4+4a3b+6a2b2+4 ab3+ b4

T•ast•a laskusta k•ay ilmeiseksi

Lause: Kun (a+ b)n "kehitet•a•an" polynomiksi, saadaann:nnen asteen ho-
mogeeninen polynomi, jonka kertoimet, kun polynomi j•arjestet•a•an a:n alene-
vien potenssien mukaan, muodostavat ns. P a s c a l i n k o l m i o nn:nnen
rivin:

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

T•am•a "kolmio", jota voidaan jatkaa alasp •ain kuinka pitk •alle tahansa,
muodostetaan siten, ett•a kahden vierekk•aisen luvun summa kirjoitetaan aina
niiden keskiv•alin alapuolelle ja kunkin rivin p •aihin pannaan luku 1.

(432{447 )
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POLYNOMIEN JAKOLASKU

31 Monomien jako

Monomi jaetaan monomilla k•asittelem•all•a merkitty •a osam•a•ar•a•a murtolu-
kuna (16 §) ja supistamalla sitten t •at•a mahdollisuuksien mukaan.

Esim. 1.
8a2x6

2ax4
=

4ax2

1
= 4 ax2

T•ass•a on supistettu 2:lla, a:lla ja x4 :ll •a (20 §, lause 4). Nimitt •aj•aksi on saatu 1, joka on
sitten voitu j •att •a•a pois.

Esim. 2.
� 12a5b3c2

18a2b3
=

� 2a3c2

3
= �

2
3

a3c2

T•ass•a on supistettu 6:lla, a2 :lla ja b3 :lla, jolloin nimitt •aj•aksi on tullut 3. Kun sitten viel •a
osoittajan kerroin � 2 on jaettu nimitt •aj•all•a 3, niin lopputulokseksi on saatu monomi,
jonka kertoimena on � 2

3 .

Esim. 3.
3a3b2c2

2ab5c2d
=

3a2

2b3d
T•ass•a on supistettu a:lla, b:lla ja c:lla. Tulokseksi saatiin nyt murtolauseke. K •aytt •am•all•a
negatiivisia eksponentteja (21 §) tulos voitaisiin kirjoittaa my •os muotoon 3

2 a2b� 3d� 1 . N•ain
ei kuitenkaan tavallisesti tehd •a.

Esim. 4.
xy (x + y)3

x + y
= xy (x + y)2

T•ass•a on supistettu ( x + y):ll •a, jota on pidetty yhten •a lukuna, vaikka se muodoltaan onkin

binomi. (448{461 )

32 § Polynomin jako monomilla

Polynomi voidaan jakaa monomilla j•asenitt•ain, so. jokainen polynomin
j•asen jaetaan monomilla ja osam•a•ar•at lasketaan yhteen (15§, lause).

Esim. 1.
6x4y3 � 2x3y + 3 x2y3

2x2y
= 3 x2y2 � x + 3

2 y2

Esim. 2.
(a � 1)2 + a(a � 1)

a � 1
= ( a � 1) + a = 2 a � 1

Esim. 3.
a2 + b2

a
= a +

b2

a
Viimeisess•a esimerkiss•a j•ai osam•a•ar•an toisen j•asenen nimitt •aj•a•an kirjain. T •allaisessa ta-

pauksessa jako j•atet•a•an yleens•a suorittamatta ja k •asitell•a•an alkuper•aist•a merkitty •a osa-

m•a•ar•a•a murtolukuna. (462{472 )

33 § Polynomien jako

Polynomi jaetaan polynomilla samantapaisesti kuin kokonaisluku koko-
naisluvulla. Seuraavien esimerkkien avulla selvitet•a•an l•ahemmin, kuinka ja-
ko suoritetaan.

Esim. 1. (10a3b+ ab3 + 6a4 � 7a2b2) : (4ab+ 2a2 � b2)

Lasku muodostuu seuraavaksi:
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6a4 + 10a3b� 7a2b2 + ab3 2a2+4ab� b2

� 6a4 � 12a3b� 3a2b2 3a2� ab

� 2a3b� 4a2b2 + ab3

� 2a3b� 4a2b2 � ab3

0

Ensin on jaettava ja jakaja j•arjestetty saman kirjaimen (a) alenevien po-
tenssien mukaan (olisi voitu j•arjest•a•a my•os ylenevien potenssien mukaan).
Sitten on jaettavan ensimm•ainen j•asen (6a4) jaettu jakajan ensimm•aisell•a
j•asenell•a (2a2) ja n•ain on saatu osam•a•ar•an ensimm•ainen j•asen (3a2). T •all•a
on kerrottu jakaja ja tulo v •ahennetty jaettavasta (siis v•ahent•aj•an merkit on
muutettu ja n •ain saatu polynomi lis•atty v •ahennett•av•a•an). T•aten on saatu
ensimm•ainen jakoj•a•ann•os, joka on alempaa astetta (a:n suhteen) kuin jaet-
tava. T •am•an j•alkeen on jakoj•a•ann•oksen ensimm•ainen j•asen (� 2a3b) jaettu
jakajan ensimm•aisell•a j•asenell•a (2a2) ja saatu siten osam•a•ar•an toinen j•asen
(� ab). T •all•a on taas kerrottu jakaja ja tulo sitten v •ahennetty mainitusta
jakoj•a•ann•oksest•a. N•ain saatu toinen jakoj•a•ann•os = 0.

Ett •a saatu osam•a•ar•a on todellakin oikea, todetaan seuraavasti. Itse asiassa
laskun kuluessa on jaettavasta tullut v•ahennetyksi

3a2(2a2 + 4ab� b2) ja � ab(2a2 + 4ab� b2)

eli yhteens•a n•aiden summa, joka k•aytt •am•all•a hyv•aksi 13 §:n lausetta 3
k•a•anteisess•a muodossa voidaan saattaa muotoon

(3a2 � ab)(2a2 + 4ab� b2)

Koska saatu j•a•ann•os = 0, niin

6a4 + 10a3b� 7a2b2 + ab3 = (3 a2 � ab)(2a2 + 4ab� b2)

Osam•a•ar•an m•a•aritelm•an mukaan on siis 3a2� abtodellakin haettu osam•a•ar•a.

Esim. 2. (x4 � 3x3 � x2 � 1) : (x2 + 1)

Jaettavasta, joka on nelj•annen asteen polynomix:n suhteen, puuttuu
ensimm•aisen asteen j•asen. Selvyyden vuoksi on syyt•a j•att •a•a tyhj •a paikka
t•allaisen puuttuvan j •asenen paikalle, kun jaettava kirjoitetaan jakoa varten.

x4� 3x3� x2 � 1 x2+1

� x4 � x2 x2� 3x� 2

� 3x3� 2x2 � 1
� 3x3 � 3x

� 2x2+3x� 1
� 2x2 � 2

3x+1
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Viimeksi saatu jakoj•a•ann•os on jo alempaa astetta kuin jakaja. Jos jakoa
viel•a jatkettaisiin, olisi seuraava osam•a•ar•an j•asen 3x � 1. Ja jatkettaisiinpa
jakoa sitten kuinka kauan tahansa, ei koskaan saataisi jakoj•a•ann•ost•a, joka
= 0. Tavallisesti pys•ahdyt•a•ankin silloin, kun on saatu jakoj•a•ann•os, joka on
alempaa astetta kuin jakaja. Esimerkiss•amme on t•all•oin ilmeisesti

(x4 � 3x3 � x2 � 1) � (x2 � 3x � 2)(x2 + 1) = 3 x + 1

eli
x4 � 3x3 � x2 � 1 = ( x2 � 3x � 2)(x2 + 1) + (3 x + 1)

joka sis•alt •a•a kokonaislukujen jakolaskusta tutun s•a•ann•on:

jaettava = "osam•a•ar•a" � jakaja + jakoj•a•ann•os

Sana "osam•a•ar•a" on pantu lainausmerkkeihin siit•a syyst•a, ett•a ei ole kysy-
myksess•a osam•a•ar•a sanan varsinaisessa merkityksess•a. T•am•a saadaan, kun
viimeksi kirjoitetun yht •al•on molemmat puolet jaetaan jakajalla x2 + 1:

x4 � 3x3 � x2 � 1
x2 + 1

= x2 � 3x + 2 +
3x + 1
x2 + 1

Siis t•aydellinen osam•a•ar•a saadaan, kun•askenmainittuun vaillinaiseen osa-
m•a•ar•a•an lis•at•a•an jakoj•a•ann•oksen ja jakajan osam•a•ar•a (vrt. esim. 14

3 = 4 2
3

eli 4 + 2
3).

Jos jakoa suoritettaessa saadaan jakoj•a•ann•os 0, niin on tapana sanoa,
ett •a jako menee tasan.Esimerkiss•a 1 jako meni tasan, kun taas esimerkiss•a
2 jako ei mennyt tasan. (473{489)

ENSIMM •AISEN ASTEEN YHT •AL •OT

Yht •al•on sievent •aminen
34 § Ensimm •aisen asteen yht •al•on ratkaiseminen

Jo 4 §:ss•a oli alustavasti esill•a yht•al•ot ja monin paikoin I luvussa oli
yht •al•oiden ratkaisemista koskevia harjoitusteht•avi•a. Ratkaisemisessa nojau-
duttiin erotuksen, osam•a•ar•an ja suhteen m•a•aritelmiin. Kun nyt on tutus-
tuttu polynomeilla laskemiseen, voidaan ryhty•a perusteellisemmin k•asitte-
lem•a•an yht•al•oiden ratkaisemista.

Kahta (ehdollista) yht •al•o•a sanotaan yht•apit•aviksi, jos niill •a on samat
juuret. Kun yht •al•o•a ryhdyt •a•an ratkaisemaan, sit•a ensin sievennet•a•an, so.
yht •al•ost•a johdetaan yh•a yksinkertaisempia ja yksinkertaisempia alkuper•ai-
sen kanssa yht•apit •avi•a yht•al•oit •a. Yht •al•on sievent•aminen perustuu seuraa-
vaan lauseeseen, jonka oikeus on ilmeinen.

Lause 1: Alkuper•aisen yht•al•on kanssa yht•apit•av•a yht•al•o saadaan
1) jos yht•al•on molempiin puoliin lis•at•a•an tai niist •a v•ahennet•a•an sama

luku,
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2) jos yht•al•o, so. yht•al•on molemmat puolet, kerrotaan tai jaetaan samalla
luvulla (6= 0).

Esim. 1. 2x2 + 4x � 3 = 5 + 2 x2

T•ass•a esiintyy molemmilla puolilla sama j•asen 2x2. Se poistuu yht•al•ost•a,
kun molempiin puoliin lis •at•a•an � 2x2. T•all•oin saadaan

4x � 3 = 5

Kun t •am•an yht•al•on molempiin puoliin lis•at•a•an +3, h•avi•a•a � 3 vasemmalta
puolelta ja oikealle puolelle ilmestyy sen vastaluku +3:

4x = 5 + 3

eli
4x = 8

Jakamalla t•am•a yht•al•o 4:ll•a tullaan yht •al•o•on

x = 2

joka siis on yht•apit •av•a alkuper•aisen yht•al•on kanssa ja ilmaisee suoraan, ett•a
yht •al•on ainoa juuri on 2.

Tarkistaaksemme, onko ratkaisu oikein suoritettu, sijoitamme alkuper•ai-
seen yht•al•o•on x:n paikalle saadun juuren 2. Suorittamalla laskut havaitaan,
ett •a yht•al•o muuttuu t •all•oin identtiseksi 13 = 13, joten yht•al•o todellakin
toteutuu.

Esimerkkiss•amme ed. lauseen kohdan 1) mukaisesti suoritetut kaksi en-
simm•aist•a sievennystoimitusta voidaan pukea seuraavaan k•ayt•ann•olliseen
muotoon:

Lause 2: Alkuper•aisen yht•al•on kanssa yht•apit•av•a yht•al•o saadaan
a) jos yht•al•on molemmilla puolilla esiintyv•a sama j•asen poistetaan,
b) jos j•asen siirret•a•an toiselta puolelta toiselle ja samalla muutetaan sen

merkki.

Esim. 2. x� 7
6 + 1 = 1� x

4

Ensimm•ainen sievennystoimenpide t•ass•a yht•al•oss•a on nimitt •ajien pois-
taminen. Sit•a varten kerrotaan yht•al•on molemmat puolet j•asenitt•ain ni-
mitt •ajien pienimm•all•a yhteisell•a jaettavalla 12:lla:

12(x� 7)
6 + 12 = 12(1� x)

4

Kun ensimm•aisess•a ja viimeisess•a j•aseness•a suoritetaan supistaminen, saa-
daan

2(x � 7) + 12 = 3(1 � x)
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Poistamalla sulkumerkit, so. suorittamalla merkityt kertolaskut, saadaan
t•ast•a edelleen

2x � 14 + 12 = 3 � 3x

Kun kaikki x:n sis•alt•av•at j•asenet siirret•a•an vasemmalle ja muut oikealle
puolelle (lause 2 b), tullaan yht•al•o•on

2x + 3x = 3 + 14 � 12

Yhdist•am•all•a samanmuotoiset j•asenet saadaan

5x = 5

Kun viel •a yht•al•o jaetaan x:n kertoimella 5:ll•a, p•a•adyt•a•an alkuper•aisen yh-
t •al•on kanssa yht•apit •av•a•an yht•al•o•on

x = 1

joten yht •al•o onkin ratkaistu.
Kun tarkistuksen vuoksi saatu juuri 1 sijoitetaan alkuper•aiseen yht•al•o•on,

muuttuu se identtiseksi 0 = 0, joten yht •al•o todellakin toteutuu.
Viimeksi k•asitellyss•a esimerkiss•a tulivat kysymykseen kaikki tavalliset sie-

vent•amistoimitukset:
1) Nimitt •ajien poistaminen (yht •al•o kerrotaan nimitt •ajien pyj:lla).
2) Sulkumerkkien poistaminen(suoritetaan merkityt laskut).
3) J•asenten siirt•aminen (tuntemattoman sis•alt •av•at j •asenet vasemmalle ja

muut oikealle puolelle).
4) Samanmuotoisten j•asenten yhdist•aminen.
N•ain sievent•am•all•a saadaan yht•al•o normaalimuotoon. Sen vasemmalla

puolella olevan polynomin astetta tuntemattoman suhteen sanotaan yht•al•on
asteeksi eli asteluvuksi. Kaikki t •ah•an asti ratkaistut yht •al•ot ovat olleet en-
simm•aist•a astetta. Esim. x2 = 4 on toisen asteen yht•al•o. Sill•a on kaksi juur-
ta: x = 2 ja x = � 2. Toistaiseksi rajoitumme k•asittelem•a•an yksinomaan
ensimm•aisen asteen yht•al•oit •a.

Ensimm•aisen asteen yht•al•on normaalimuoto on

ax = b

jossa a ja b merkitsev•at tunnettuja lukuja, joista a 6= 0. Kun t •am•a yht•al•o
jaetaan a:lla, saadaan esille yht•al•on juuri

x =
b
a

T•ah•an tulokseen p•a•ast•a•an edellisest•a yht•al•ost•a my•os suoraan osam•a•ar•an
m•a•aritelm•an perusteella. Tulos osoittaa, ett•a ensimm•aisen asteen yht•al•oll•a
on aina yksi juuri.
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Jos yll•a esitetyss•a normaalimuotoisessa yht•al•oss•a x:n kerroin a = 0, joten
yht •al•o on

0 = b

niin se ei ole en•a•a ensimm•aist•a astetta vaan nollatta. Jos t•all•oin b 6= 0, niin
viimeksi kirjoitettu yht •al•o ja siis my•os sen kanssa yht•apit •av•a alkuper•ainen
yht •al•o on mahdottomuus, eik•a yht•al•oll•a niin ollen ole yht•a•an juurta. Jos sit•a
vastoin b = 0, niin on kysymyksess•a identtinen yht •al•o 0 = 0, joten kaikki
luvut ovat t •am•an ja siis my•os alkuper•aisen yht•al•on juuria.

Esim. 3. 5(x2 + 1) � (x � 2)2 = (2 x + 1) 2

T•ast•a saadaan ensin poistamalla sulkumerkit

5x2 + 5 � x2 + 4 x � 4 = 4x2 + 4 x + 1

Kun sitten molemmilla puolilla esiintyv •a sama j•asen 4x poistetaan ja x:n sis•alt •av•at j •asenet
siirret •a•an vasemmalle puolelle ja muut oikealle puolelle, saadaan

5x2 � x2 � 4x2 = 1 � 5 + 4

Yhdist •am•all•a t•ass•a samanmuotoiset j•asenet tullaan identtiseen yht •al•o•on

0 = 0

Alkuper •ainenkin yht •al•o on siis identtinen, joten kaikki luvut ovat sen juuria.

Esim. 4. x � a =
a(x + 1)

2

Nimitt •aj•an poistamiseksi yht•al•o kerrotaan 2:lla ja samalla poistetaan sulkumerkit:

2x � 2a = ax + a

T•am•an j•alkeen siirret•a•an x:n sis•alt •av•at j •asenet vasemmalle ja muut oikealle puolelle:

2x � ax = a + 2 a

Kun nyt yhdistet •a•an samanmuotoiset j•asenet, niin on huomattava, ett •a vasenta puolta
pidet •a•an pelk•an x:n polynomina (ks. 22 §), joten saadaan (23 §, lause 1)

(2 � a)x = 3 a

T•am•an ja siis my•os alkuper•aisen yht•al•on juuri on

x =
3a

2 � a

Kun a:lle annetaan mielivaltainen arvo, niin t •ast•a saadaan vastaavan yht•al•on juuri. Jos
esimerkiksi a = 1, niin yht •al•on juuri on

x =
3 � 1
2 � 1

= 3

kun taas vastaava yht •al•o on

x � 1 =
x + 1

2
Poikkeuksen muodostaa kuitenkin arvo a = 2. T •all•oin n•aet saadaan

x =
3 � 2
2 � 2

=
6
0
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joka ei ole mik•a•an luku. T •am•a tulos on selitett •aviss•a seuraavasti. Itse yht•al•o on t•all•oin

x � 2 = x + 1

Kun sama j•asenx poistetaan molemmilta puolilta ja � 2 siirret •a•an oikealle puolelle, tullaan
mahdottomaan yht •al•o•on 0 = 3, joten yht •al•oll•a ei todellakaan ole mit •a•an juurta.

Esim. 5. j4x + 7 j = jx � 2j

Kahden luvun itseisarvot ovat yht •asuuret, kun luvut ovat joko yht •asuuria tai toistensa
vastalukuja. Siis annettu yht •al•o toteutuu, kun jompikumpi seuraavasta kahdesta yht •al•ost•a
on voimassa:

4x + 7 = x � 2

4x + 7 = � (x � 2)

Edellisen yht •al•on juuri on x = � 3 ja ja j •alkimm •aisen x = � 1. N•am•a molemmat ovat niin
ollen annetunkin yht •al•on juuret.

Jos tarkistuksen vuoksi saadut juuret sijoitetaan alkuper •aiseen yht•al•o•on, saadaan ident-
tiset yht •al•ot

j� 5j = j� 5j eli 5 = 5 ja j+3 j = j� 3j eli 3 = 3

Ratkaisu on siis oikea. (490{545 )

35 § Sekalaisia probleemoja

Monenlaisia teht•avi•a | probleemoja | voidaan ratkaista k •aytt •am•all•a
apuna yht•al•oit •a. Mill •a tavalla t •am•a tapahtuu, selvi•a•a seuraavassa k•asitelt•a-
vist•a esimerkeist•a.

Esim. 1. Pullo ja korkki maksavat yhteens •a 25 p. Pullo maksaa 20 p enemm•an kuin
korkki. Paljonko maksaa korkki?

T•ah•an vanhaan leikkis•a•an kysymykseen saa tavallisesti vastauksen 5 p! Tutkimme, onko
vastaus oikea, ratkaisemalla probleeman yht•al•on avulla.

Olkoon kysytty korkin hinta x p. Pullon hinta on silloin x + 20 p. Ja koska pullon ja
korkin hinta yhteens •a = 25 p, niin

(x + 20) + x = 25

N•ain on muodostettu yht •al•o, josta ratkaisemalla saadaan x:n arvo. Saamme ensin

2x = 5

joten x = 2 1
2 p. Ja niinh •an onkin, kun asiaa tarkemmin ajattelee. Pullo maksaa n •aet

t •all•oin 2 1
2 + 20 = 22 1

2 p ja pullo ja korkki siis yhteens •a 221
2 + 2 1

2 = 25 p, kuten pit •a•akin.

Esim. 2. Henkil •o l•ahti k •avelem•a•an maantiet •a nopeudella 6 km/t, ja 2 tuntia my •o-
hemmin l•ahti samasta paikasta samaa tiet•a pitkin polkupy •or•ailij •a ajaen 15 km/t. Kuinka
kaukana ja kuinka pitk •an ajan per•ast•a py•or•ailij •a tavoitti jalkamiehen?

Py•or•ailij •a tavoittakoon jalkamiehen x tunnin kuluttua. H •an on t•ass•a ajassa ajanut
x � 15 = 15x km. Koska jalkamies on ollut matkalla 2 t kauemmin eli x + 2 t, h •anen
kulkemansa matka on (x + 2) � 6 = 6( x + 2) km. Koska kumpikin on kulkenut saman
matkan, niin on voimassa yht •al•o

15x = 6( x + 2)

T•at•a yht •al•o•a ratkaistaessa saadaan per•akk•ain yht •al•ot:

15x = 6 x + 12

9x = 12

x = 12
9 = 4

3 = 1 1
3
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Siis py•or•ailij •a sai jalkamiehen kiinni 1 1
3 t eli 1 t 20 min kuluttua. H •an oli t •ass•a ajassa

ajanut 1 1
3 � 15 = 4

3 � 5 = 20 km. Siis py •or•ailij •a tavoitti jalkamiehen 20 km p •a•ass•a ajettuaan
1 t 20 min.

Esim. 3. Luku 56 on jaettava kahteen osaan, jotka suhtautuvat toisii nsa kuten 3 : 5.
Ratkaisemme t•am•an teht •av•an kahdella eri tavalla:
1) Merkit •a•an edellist•a osaa x:ll •a, jolloin j •alkimm •ainen osa = 56 � x. Pit •a•a siis olla

voimassa verrannon
x

56 � x
=

3
5

T•ast•a yht •al•ost•a voidaan poistaa nimitt •aj•at nojaamalla 17 §:n lauseeseen 1:

5x = 3(56 � x)

Ratkaisemalla t •am•a yht •al•o saadaanx = 21. Koska 56 � 21 = 35, niin haettavat osat ovat
siis 21 ja 35.

Jos tarkistukseksi muodostetaan 21 : 35, niin supistamalla t •at•a suhdetta 7:ll •a havaitaan,
ett •a todellakin suhde = 3 : 5.

2) Sellaisia lukuja, jotka suhtautuvat toisiinsa kuten 3 : 5 , ovat 3x ja 5x, olkoon x
mik •a luku tahansa. Nyt on m •a•ar•att •av•a x:lle sellainen arvo, ett •a osien summa = 56. N•ain
saadaan yht•al•o

3x + 5 x = 56

T•ast•a saadaan ratkaisemalla x = 7. Siis haettavat osat ovat 3 � 7 = 21 ja 5 � 7 = 35.

Esim. 4. Luku k on jaettava kolmeen osaan, jotka suhtautuvat toisiinsa kut en a : b : c.
T•am•a teht •av•a voidaan ratkaista k •aytt •am•all•a edellisen teht•av•an j•alkimm •aist•a ratkaise-

miskeinoa.
Sellaisia lukuja, jotka suhtautuvat toisiinsa kuten a : b : c ovat ax; bx ja cx, olkoon x

mik •a luku tahansa. Nyt on m •a•ar•att •av•a x:lle sellainen arvo, ett •a osien summa = k. N•ain
saadaan yht•al•o

ax + bx + cx = k

Kun vasemmalla puolella olevan x:n polynomin j •asenet yhdistet•a•an, saadaan

(a + b+ c)x = k

josta edelleen

x =
k

a + b+ c
Kysytyt k:n osat saadaan kertomalla t•am•a vuorotellen a:lla, b:ll •a ja c:ll •a. Ne ovat siis

ak
a + b+ c

bk
a + b+ c

ck
a + b+ c

Jos tarkistuksen vuoksi muodostetaan n•aiden lukujen suhteet ja supistetaan yhteisell •a

tekij •all•a
k

a + b+ c
, niin saadaan todellakin a : b : c. Lukujen summaksi taas saadaan

ak + bk + ck
a + b+ c

=
(a + b+ c)k

a + b+ c
= k

kuten pit •a•akin.

Probleemaa ratkaistaessa yht•al•on avulla tulevat siis kysymykseen seuraa-
vat toimitukset:

1) Tuntemattoman (x) valinta (tuntemattomaksi on useimmiten muka-
vinta valita itse kysytty seikka, ei kuitenkaan aina (vrt. e sim. 3 ja 4)).

38



2) Yht•al•on muodostaminen(tuntemattoman ja tunnettujen lukujen avul-
la lasketaan probleemassa mainittuja seikkoja hyv•aksi k•aytt •aen jokin asia
kahdella eri tavalla ja kirjoitetaan tulokset yht •asuuriksi).

3) Yht•al•on ratkaiseminen
4) Tarkistus (yleens•a on syyt•a tarkistaa, t •aytt •a•ak•o saatu tulos problee-

massa asetetut ehdot, voidakseen varmistautua, ett•a yht•al•o on oikein muo-
dostettu ja sen ratkaisu oikein suoritettu). ( 546{585 )

36 § Prosenttilaskuja

Jos b on p % a:sta, toisin sanoen
p

100
a:sta, niin

b =
pa
100

Kun t •ass•a kaavassa esiintyvist•a kolmesta kirjaimesta kaksi tunnetaan, niin
kolmas voidaan laskea.Prosenttiarvo b saadaan suoraan kaavasta.Prosent-
tiluvun p ja perusarvon a laskemiseksi ratkaistaan yht•al•o n•aiden kirjaimien
suhteen. Nimitt •ajien poistamiseksi yht•al•o kerrotaan 100:lla:

100b = pa

T•ast•a saadaankin sitten kaavat

p =
100b

a
a =

100b
p

Esim. 1. Kauppias antoi ostajalle 5 %:n alennuksen tavaran hinnasta . Mik •a oli alen-
tamaton hinta, jos ostaja maksoi tavarasta 11 mk 78 p?

Olkoon alentamaton hinta x p. Alennus on silloin
5x
100

p. N•ain saamme yht•al•on

x �
5x
100

= 1 178

T•am•an yht •al•on juuri x = 1 240. Siis alentamaton hinta oli 12 mk 40 p.
Teht •av•a voidaan ratkaista seuraavallakin tavalla k •aytt •am•all•a hyv•aksi edell•a johdettua

a:n kaavaa. Koska alennus oli 5 %, niin alennettu hinta b (= 1 178 p) on 95 % alentamat-
tomasta hinnasta a. Mainitun kaavan mukaan saadaan suoraan

a =
100� 1 178

95
= 1 240

Esim. 2. Kuinka paljon on vett •a lis•att •av•a 16 kg:aan 12 % suolaliuosta, jotta liuos
muuttuisi 10 %:ksi?

Olkoon lis•att •av•a vesim•a•ar•a x kg. Liuosta tulee t •all•oin olemaan 16 + x kg. T •ass•a on siis

suolaa 10 % eli
10(16 + x)

100
kg. Koska alkuper•aisess•a liuoksessa oli suolaa 12 % eli

12 � 16
100

kg ja suolam•a•ar•a on pysynyt muuttumattomana, niin on voimassa yht •al•o

10(16 + x)
100

=
12 � 16

100

Ratkaisemalla saadaan x = 16
5 = 3 ;2. Siis lis•att •av•a vesim•a•ar•a on 3;2 kg.
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Esim. 3. Er•a•an•a vuonna nousi kahvin hinta p %. Kuinka monta prosenttia on perheen
v•ahennett•av•a kahvin kulutusta, jotta kahvimenot pysyisiv •at ennallaan?

Oletetaan, ett •a kahvikilon hinta on ollut a mk ja ett •a perheen vuotuinen kahvin kulutus
on ollut b kg. T •all•oin ovat perheen vuotuiset kahvimenot olleet ba mk.

Kun sitten kahvin hinta nousee p %, niin uusi

kilohinta =
(100 + p)a

100
mk

Jos perhe v•ahent•a•a kahvin kulutustaan x %, niin vuotuinen

kahvin kulutus =
(100 � x)b

100
kg

T•all•oin ovat perheen vuotuiset kahvimenot

(100 � x)b
100

�
(100 + p)a

100
mk

Jotta kahvimenot pysyisiv •at ennallaan, tulee siis olla voimassa yht•al•on

(100 � x)b
100

�
(100 + p)a

100
= ba

Kun t •am•a yht •al•o jaetaan b:ll •a ja a:lla, saadaan

100� x
100

�
100 + p

100
= 1

Ratkaisemalla saadaan t•ast•a

x =
100p

100 + p
joka on siis kysytty prosenttiluku.

a:n ja b:n suuruudet eiv•at niin ollen vaikuta mit •a•an tulokseen, mik•a onkin ymm •arrett •a-
v•a•a ja mink •a teht •av•an sanamuotokin edellytt •a•a. Jos t•am•a olisi otettu huomioon jo teht •a-
v•a•a ratkaisemaan ryhdytt •aess•a, niin olisi p •a•asty hiukan yksinkertaisempaan laskuun seu-
raavasti.

Oletetaan, ett •a kahvin kilohinta on ollut 100 mk ja vuotuinen kulutus 100 kg ja niin
ollen vuotuiset kahvimenot

100� 100 mk = 10 000 mk

Kun sitten kahvin hinta nousee p % ja kulutusta v •ahennet•a•an x %, niin uusi kilohinta
= 100 + p mk ja vuotuinen kulutus = 100 � x kg ja niin ollen vuotuiset kahvimenot

(100 � x)(100 + p) mk

Jotta kahvimenot pysysiv •at ennallaan, tulee siis olla voimassa yht•al•on

(100 � x)(100 + p) = 10 000

Ratkaisemalla saadaan t•ast•a yht •al•ost•a sama tulos kuin edell•a. (586{610 )

37 § Korko- ja diskonttolaskuja

Jos r on korko, jonka k mk:n p•a•aoma tuottaa p %:n mukaan t v:ssa, niin
on tunnetusti

(I) r =
kpt
100

Jos K on kasvanut p•a•aoma, so. p•a•aoma, joksi k mk kasvaa p %:n mukaan t
v:ssa, niin on edelleen
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(II) K = k +
kpt
100

Kummassakin kaavassa esiintyy nelj•a kirjainta. Jos kolme n•aist•a tunne-
taan, niin nelj •as saadaan ratkaisemalla yht•al•o sen suhteen.

Esim. Henkil •o maksoi huhtik. 8 p:n •a takaisin 1 000 mk:n suuruisen lyhytaikaisen lai-
nansa ja sille 6 %:n mukaan korkoa 12 mk 20 p. Milloin laina oli otettu?

Olkoon lainausaika x p•aiv•a•a =
x

360
vuotta. 1 Kaavan (I) mukaan saadaan yht •al•o

12;20 =
1 000� 6 � x
100� 360

Kun t •am•a yht •al•o ratkaistaan, saadaan x = 73 ;2. Siis lainausaika oli 73 p•aiv•a•a = 2 kk 13

p•aiv•a•a, joten laina oli otettu tammik. 25 p:n •a. (611{618 )

Oletetaan, ett•a A on j•a•anyt B :lle velkaa K mk (esim. ostamistaan ta-
varoista) ja on sovittu siit •a, ett•a suoritus on tapahtuva t v:n (tavallisesti
vuoden murto-osa) kuluttua i l m a n k o r k o a. Jos A sitten kuitenkin ha-
luaa suorittaa velkansa heti, niin h•anen ei tarvitse suorittaa velkaansaK
mk t •aydellisen•a, vaan tietty alennettu summa k mk, sill•a saahanB t•all•oin
saamistaan rahoista kysymyksess•a olevan t v:n aikana tuloja esim. koron
muodossa.K :ta sanotaan velantulevaksi arvoksi, k:ta velan nykyarvoksi ja
alennusta K � k diskontoksi. Viimeksimainitun laskemiseksi on olemassa
kaksi hiukan eri tuloksiin johtavaa tapaa.

1) Virallinen diskontto. Jos lasketaan rahoille korkoap, niin teoreettisesti
ajatellen on k m•a•ar•att •av•a niin suureksi, ett•a se p %:n mukaan kasvaat
v:ssaK mk:ksi. Toisin sanoenk lasketaan yht•al•ost•a (II) ratkaisemalla se k:n
suhteen. N•ain saatavaa diskonttoa K � k sanotaan viralliseksi diskontoksi.
Kun yht •al•o (II) kirjoitetaan muotoon

(a) K � k =
kpt
100

niin n•ahd•a•an, ett•a virallinen diskontto = velan nykyarvon k korko p %:n
mukaan t v:ssa.

2) Kauppadiskontto. Koska edellinen menettelytapa on hankala | pit •a•a-
h•an siin•a k:n m•a•ar•a•amiseksi ratkaista yht•al•o | niin k •ayt•ann•ollisess•a liike-
el•am•ass•a lasketaan diskontto yksinkertaisemmalla keinolla, jokajohtaa mel-
kein samaan lopputulokseen. Itse asiasa kaavaan (a) pannaan oikealle puo-
lelle k:n paikalle K ja lasketaan siis diskontto K � k, jota nyt sanotaan
kauppadiskontoksi, kaavasta

(b) K � k =
Kpt
100

Siis kauppadiskontto= velan tulevan arvonK korko p %:n mukaan t v:ssa.
Koska K > k , niin yht •al•oiden (a) ja (b) oikeista puolista n•akyy, ett •a

kauppadiskontto on aina hieman suurempi kuin virallinen diskontto. Mutta
1Koronlaskussa oletetaan joka kuukaudessa olevan 30 p•aiv•a•a ja siis vuodessa 360

p•aiv•a•a.
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erotus on kuitenkin joka tapauksessa niin pieni verrattuna kysymyksess•a
oleviin summiin k ja K , ett •a sill•a ei ole mit•a•an k•ayt•ann•ollist •a merkityst •a.

Kummassakin yht•al•oist•a (a) ja (b) esiintyy nelj •a kirjainta. Kun kolme
n•aist•a tunnetaan, niin nelj•as saadaan ratkaisemalla asianomainen yht•al•o
t•am•an kirjaimen suhteen.

Esim. A. Aalto on ostanut B. Bernerilt •a tavaraa 2 400 mk:n arvosta, ja on sovittu siit •a,
ett •a hinta suoritetaan 3 kk:n kuluttua ilman korkoa. Paljonko o n Aallon suoritettava, jos
h•an maksaa tavaran heti ja korkoa lasketaan 6 %:n mukaan?

1) Virallisen diskonton mukaan. Sijoittamalla yht •al•o•on (a) K = 2 400, p = 6 ja t = 3
12

saadaan yht•al•o

2 400� k =
k � 6 � 3
100� 12

Ratkaisemalla t •am•a saadaank = 2 364;53 mk. T•am•a summa on siis Aallon heti suoritet-
tava. T •all•oin on
virallinen diskontto = 2 400 mk � 2 364;53 mk = 35;47 mk

2) Kauppadiskonton mukaan. Kaavan (b) mukaan on

kauppadiskontto = 2 400 � k =
2 400� 6 � 3

100 � 12
= 36 mk

joten k = 2 400 mk � 36 mk = 2 364 mk.

Kauppadiskontto on siis 53 p suurempi kuin virallinen disko ntto.

K•ayt•ann•oss•a menetell•a•an tavallisesti niin, ett •a B asettaa A:n maksetta-
vaksi t v:n kuluttua (ilman korkoa) erityiselle lomakkeelle kirjo itetun velka-
kirjan ns. vekselin, jonka A hyv•aksyy vekselin poikki kirjoittamallaan nimi-
kirjoituksellaan. Jos nyt B haluaa rahat heti (ilman ett •a A haluaa mak-
saa), niin h•an myy vekselin esim. johonkin pankkiin, jolloin pankki an-
taa h•anelle siit•a vekselin nykyarvon eli ns. diskontatun arvon k, kun taas
pankki m•a•ar•aajan, t v:n, kuluttua saa A:lta vekselin tulevan eli nimellis-

Kuv. 4

arvon K . V e k s e l i l a s k u i s s a l a s k e t a a n d i s k o n t t o k a u p -
p a d i s k o n t o n m u k a a n ja k•aytet•a•an siis kaavaa (b).
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Esim. 1. Edellisess•a esimerkiss•a puheena olleen kauppahinnan suoritus voidaan j•arjes-
t •a•a kuviossa 4 esitetyll•a vekselill•a. Jos Berner haluaa saada rahat heti, myy h•an vekselin
esim. pankkiin ja saa siis sielt•a diskontatun arvon 2 364 mk, edellytt •aen ett•a diskontto-
prosentti on 6. 3 kk:n kuluttua on sitten Aallon maksettava p ankkiin vekselin nimellisarvo
2 400 mk.

Esim. 2. Helmik. 17 p:n•a myytiin pankkiin ("diskontattiin") 5 000 mk:n suuruinen
vekseli, joka lankesi maksettavaksi toukok. 5 p:n•a, ja saatiin siit •a 4 929 mk 58 p. Mik•a oli
diskonttoprosentti?

Merkit •a•an kysytty •a diskonttoprosenttia x:ll •a. Aika helmik. 17 p:st •a toukok. 5 p:•a•an on
78 p:•a•a. Kaavaan (b) sijoittamalla saadaan yht •al•o

5 000� 4 929;58 =
5 000� x � 78

100� 360

josta laskuja suorittamalla saadaan ensin

70;42 =
65x
6

ja sitten ratkaisemalla

x =
6 � 70;42

65
= 6 ;5

Siis diskonttoprosenti oli 6,5. (619{629 )

38 § Arvopaperit (osakkeet ja obligaatiot)

Kun perustetaan osakeyhti•o, kootaan osakep•a•aoma, jonka turvin yhti •o
aloittaa toimintansa, "laskemalla liikkeelle", so. myym •all•a m•a•ar•atyn hintai-
sia arvopapereita,osakkeita, joiden ostajat tulevat yhti •on omistajiksi, osak-
kaiksi. Osakas voi myyd•a osakkeitaan toisille. Riippuen ennen kaikkea yhti•on
tuottaman voiton suuruudesta osakkeen myyntihinta eli kurssi voi paljon-
kin poiketa alkuper•aisest•a osakkeeseen merkityst•a hinnasta,nimellisarvosta.
Yhti •on vuosivoitosta jaetaan osakkeenomistajilleosinkoja, joiden suuruus on
yhti •okokouksen m•a•ar•a•am•a prosentti osakkeen n i m e l l i s a r v o s t a.

(630{633 )
Kun valtio, kunta tai suuri yhti •o haluaa suuren lainan, jota se ei voi saada

yhdest•a paikasta, se laskee liikkeelle suuren joukonobligaatioita, jotka ovat
samalle summalle (obligaationnimellisarvo) kirjoitettuja velkakirjoja, joi-
den omistajille obligaatiolainan ottaja maksaa obligaatiossa m•a•ar•atyn pro-
sentin mukaista n i m e l l i s a r v o s t a laskettua vuotuista korkoa. Obli-
gaatioita voidaan myyd•a toiselle, ja kurssi ilmaisee t•all•oin, montako pro-
senttia myyntihinta on obligaation n i m e l l i s a r v o s t a.

Esim. A oli ostanut 30 kpl 8 % obligaatioita kurssiin 105 ja maksanut niist •a yhteens•a
7875 mk. Kysyt •a•an:

a) Mik •a oli obligaatioiden nimellisarvo?
b) Paljonko A sai obligaatioista vuosittain korkoa?
c) Montako % A sai obligaatioihin sijoittamilleen rahoille vuotuista ko rkoa (oletetaan,

ett •a ensimm•ainen obligaation koron maksu tapahtuu vuoden kuluttua ost on j•alkeen)?

Yhden obligaation ostohinta oli 7875 : 30 = 262 ;5 mk. Toiselta puolen, jos obligaation
nimellisarvo on x mk, niin ostohinta oli 105 % t •ast•a. Siis

105x
100

= 262;5
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Ratkaisemalla t •am•a yht •al•o saadaan obligaation nimellisarvoksi x = 250 mk.
Obligaatiosta maksettiin vuosittain korkoa 8 % nimellisar vosta eli

250 � 8
100

= 20 mk

30 obligaation korko oli siis 30 � 20 = 600 mk.
Jos A sai obligaatioihin sijoittamilleen rahoille vuotuista ko rkoa x %, niin on voimassa

yht •al•o
7875x
100

= 600

Ratkaisemalla saadaan t•ast•a yhden desimaalin tarkkuudella x = 7 ;6, joka siis on kysytty
prosenttiluku.

Vastaus: a) 250 mk b) 600 mk c) 7;6 %.

(634{637 )
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III luku Murtolausekkeet

POLYNOMIEN JAOLLISUUSOPPI

39 § Perusk •asitteit •a

Kuten muistetaan, oli laskennossa murtoluvuilla laskettaessa kokonais-
lukujen jaollisuusopilla t •arke•a sija. Samoin on meid•an vastaavasti pereh-
dytt •av•a polynomien jaollisuusoppiin, ennen kuin ryhdymme selvittelem•a•an
laskujen suorittamista murtolausekkeilla, joiden osoittaja ja nimitt •aj•a ovat
polynomeja.

Jos jaettaessa polynomi toisella jako menee tasan, niin sanotaan, ett•a
edellinen polynomi on jaollinen j•alkimm•aisell•a eli j•alkimm•ainen polynomi
on edellisen tekij•a.1 Ensin mainittu polynomi voidaan t •all•oin esitt•a•a t•am•an
tekij •an ja jaossa osam•a•ar•aksi saadun polynomin tulona. Jokainen polynomi
on ilmeisesti jaollinen � 1:ll•a, itsell•a•an ja vastapolynomillaan. Jos polynomi
t•am•an lis•aksi ei ole jaollinen mill•a•an muulla polynomilla, sit •a sanotaanjaot-
tomaksi. P•ainvastaisessa tapauksessa polynomia sanotaanjaolliseksi. Sen
jaotonta tekij •a•a (6= � 1) sanotaan alkutekij•aksi. Kun polynomi on esitetty
alkutekij •ain tulona, niin polynomi on "jaettu alkutekij •oihins•a".

Esim. 1. x + y + z; a2 + b2 , m ja 3 ovat jaottomia polynomeja.
Esim. 2. Polynomi ab+ ac on jaollinen a:lla. Onhan n •aet

ab+ ac
a

= b+ c

so. jako menee tasan. Osam•a•ar•an m•a•aritelm •an mukaan on siis

ab+ ac = a(b+ c)

Koska oikealla puolella olevat tekij •at ovat jaottomia, niin polynomi on n •ain jaettu alku-

tekij •oihins•a.

40 § Polynomien jako alkutekij •oihin

On kyll •a olemassa yleisi•a menetelmi•a t•am•an teht•av•an ratkaisemiseksi,
mutta niill •a on niiden hankaluuden takia p•a•aasiassa vain teoreettinen mer-
kitys. K •ayt•ann•oss•a esiintyviss•a tapauksissa yleens•a selvit•a•ankin seuraavassa
esitett•avi•a erikoismenetelmi•a k•aytt •aen.

1Kun jaollisuusopissa puhumme polynomista, niin tarkoitam me aina joidenkin kirjai-
mien polynomia, jonka kertoimet ovat kokonaislukuja (vrt. 22 §).
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Kun ryhdyt •a•an jakamaan annettua polynomia alkutekij•oihin, niin on ai-
na ensin tarkastettava, onko polynomin j•asenill•a yhteinen tekij•a (6= � 1).
Jos t•allainen on, niin seerotetaan tekij•aksi ja toiseksi tekij•aksi kirjoitetaan
tietenkin se polynomi, joka saadaan jakamalla annettu polynomi mainitulla
yhteisell•a tekij •all•a. Edellisess•a §:ss•a k•asiteltiinkin jo yksi t •allainen esimerkki
(esim. 2).

Esim. 1. 4x3 � 8x2y2 +6 x3y2 . Kun polynomin j •asenien yhteinen tekij•a 2x2y erotetaan,
saadaan 2x2y(2x � 4y + 3 xy ). N•ain on polynomi jaettu alkutekij •oihins•a, jotka ovat siis 2,
x, x, y ja 2x � 4y + 3 xy .

Esim. 2. a(a + b) + 2( a + b)2 . Kun t •am•an binomin j •asenien yhteinen tekij•a a + b
erotetaan, saadaan

(a + b)[a + 2( a + b)] = ( a + b)(3a + 2 b)

Binomin alkutekij •at ovat siis a + b ja 3a + 2 b. (638{647 )
Kun 29 §:n kaavoissa (I) ja (II) vasemmat ja oikeat puolet vaihdetaan

kesken•a•an, saadaan

a2 + 2ab+ b2 = ( a + b)2

a2 � 2ab+ b2 = ( a � b)2

N•aiden sis•alt •o voidaan lausua sanallisesti seuraavasti:

Lause 1: Jos trinomi on kahden luvun neli•oiden summa lis•attyn•a (v•a-
hennettyn•a) samojen lukujen kaksinkertaisella tulolla, niin trinomi = mai-
nittujen lukujen summan (erotuksen) neli•o.

T•at•a lausetta eli edell•a olevia kaavoja hyv•aksi k•aytt •aen voidaan trinomi
usein jakaa tekij•oihin.

Esim. 3. x4 + 4 x2y + 4 y2 = ( x2)2 + 2 � x � 2y + (2 y)2 = ( x2 + 2 y)2

Esim. 4. 3k4 � 6k3 + 3 k2 . T •ass•a on j•asenill•a yhteinen tekij •a 3k2 , joka t •aytyy ensin
erottaa. N •ain saadaan 3k2 (k2 � 2k +1). Viimeiseen tekij •a•an voidaan nyt soveltaa edellinen
lause, joten saadaan lopullisesti 3k2(k � 1)2 .

Esim. 5. 2ab� a2 � b2 . T •am•an trinomin vastatrinomi on edellisen lauseen edellytt •am•a•a
muotoa, jonka vuoksi menetell •a•an seuraavasti:

2ab� a2 � b2 = � (� 2ab+ a2 + b2) = � (a � b)2 (648{660 )

Kun 28 §:ss•a esitetyss•a kaavassa vasen ja oikea puoli vaihdetaan kes-
ken•a•an, saadaan

a2 � b2 = ( a � b)(a + b)

Sanoin voidaan t•am•an kaavan sis•alt •o lausua seuraavasti:

Lause 2: Jos binomi on kahden luvun neli•oiden erotus, niin binomi =
n•aiden lukujen erotuksen ja summan tulo.

T•at•a lausetta hyv•aksi k•aytt •aen voidaan binomi usein jakaa tekij•oihin.

Esim. 6. 9x2 � 1 = (3 x)2 � 12 = (3 x � 1)(3x + 1)

Esim. 7. 2ax6 � 8a3x2 = 2 ax2(x4 � 4a2)
= 2 ax2 [(x2)2 � (2a)2 ]
= 2 ax2(x2 � 2a)( x2 + 2 a)
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Edelliseen lauseeseen nojaten voidaan aina hajoittaa kahden tekij•an tu-
loksi muotoa an � bn oleva binomi, kun n on p a r i l l i n e n luku. Jos eri-
koisesti n on luvun 2 potenssi, siis 2, 4, 8, 16 jne., niin binomi voidaant•at•a
lausetta hyv•aksi k•aytt •aen jakaa alkutekij•oihin (esim. 8).

Esim. 8. a4 � b4 = ( a2)2 � (b2)2 = ( a2 � b2)( a2 + b2)
a4 � b4 on t•aten jaettu alkutekij •oihin. On n •aet huomattava, ett •a kaikki muotoa an + bn

olevat binomit ovat jaottomia, kun n on luvun 2 potenssi.

Esim. 9. a6 � b6 = ( a3)2 � (b3)2 = ( a3 � b3)( a3 + b3)

Molemmat saadun tulon tekij •at ovat viel •a jaollisia, kuten seuraavassa n•aemme (esim. 12).

(661{674 )

Harjoitusteht •av•an 386 mukaan on

a3 � b3 = ( a � b)(a2 + ab+ b2)

a5 � b5 = ( a � b)(a4 + a3b+ a2b2 + ab3 + b4)

Tarkastelemalla n•aiss•a j•alkimm•aisen tekij•an muotoa saamme aiheen otak-
sua, ett•a yleisesti on

(I) an � bn = ( a � b)(an� 1 + an� 2b+ an� 3b2 + � � � + abn� 2 + bn� 1)

T•am•a kaava samoin kuin sen•asken mainitut erikoistapaukset todistetaan oi-
keaksi yksinkertaisimmin suorittamalla oikealla puolella merkitty kertolasku
ja toteamalla, ett •a tuloksi saadaan vasemmalla puolella oleva binomi:

an� 1+ an� 2b+ an� 3b2+ : : :+ abn� 2+ bn� 1

a� b

an+ an� 1b+ an� 2b2+ : : :+ abn� 1

� an� 1b� an� 2b2� : : :� abn� 1� bn

an � bn

Todistetun kaavan perusteella voidaan kirjoittaa

Lause 3: an � bn on jaollinen (a � b):ll•a a i n a .

Jos n on p a r i t o n luku ja edelliseen kaavaan sijoitetaanb:n paikalle
� b, saadaan kaava (ks. 18§, lause 1):

(II) an + bn = ( a + b)(an� 1 � an� 2b+ an� 3b2 � � � � � abn� 2 + bn� 1)

Kaavan oikealla puolella toisena tekij•an•a olevan polynomin merkit ovat vuo-
rotellen + ja � . T•am•an kaavan perusteella voidaan kirjoittaa

Lause 4: an + bn on jaollinen (a + b):ll•a, jos n on p a r i t o n luku.

Jos n on pariton a l k u l u k u, niin kaavat (I) ja (II) esitt •av•at binomeja
an � bn ja an + bn alkutekij •oihin jaettuna, mink •a todistaminen j•atet•a•an
suorittamatta. Jos sit •a vastoin n on pariton yhdistetty luku, so. jaollinen,
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niin j •alkimm•aiset tekij•at ovat jaollisia. Binomin alkutekij •oihin jakamisen
t•allaisissa tapauksissa j•at•amme k•asittelem•att •a.

Ko. kaavojen muistaminen on kyll•akin hy•odyllist •a, mutta ei v•altt •am•at•on-
t •a. Voidaanhan n•aet toinen tekij •a kulloinkin esill •a olevassa tapauksessa muo-
dostaa jakamalla binomian � bn tai an + bn vastaavasti (a� b):ll •a tai (a+ b):ll •a,
jolloin osam•a•ar•aksi saadaan tuo tekij•a (vrt. harj.teht. 480|482).

Esim. 10. x3 + 8 = x3 + 2 3 = ( x + 2)( x2 � x � 2 + 2 2) = ( x + 2)( x2 � 2x + 4)
Esim. 11. x6 � x = x(x5 � 15) = x(x � 1)(x4 + x3 + x2 + x + 1)
Esim. 12. Esimerkiss•a 9 saatiin lausetta 2 hyv•aksi k•aytt •aen

a6 � b6 = ( a3 � b3)( a3 + b3)

Kun oikealla puolella olevat tekij •at jaetaan edelleen tekij•oihin lauseita 3 ja 4 tai vastaavia
kaavoja hyv•aksi k•aytt •aen, saadaana6 � b6 jaetuksi alkutekij •oihin:

a6 � b6 = ( a � b)(a + b)(a2 + ab+ b2)( a2 � ab+ b2) (675{686 )

Joskus voidaan menetell•a siten, ett•a polynomin j•asenet ensin sopivasti
ryhmitell •a•an ja jaetaan ryhm•at ensin tekij•oihin ja n•ain saatuun summaan
sovelletaan jokin edell•a puheena olleista keinoista.

Esim. 13. x3 + x2 + x + 1 = ( x3 + x2) + ( x + 1) = x2(x + 1) + ( x + 1). T •am•an sum-
man molemmilla yhteenlaskettavilla on yhteinen tekij •a x + 1. Kun se erotetaan tekij •aksi,
saadaan (x + 1)( x2 + 1).

Esim. 14. a2 � b2 � c2 + 2 bc = a2 � (b2 + c2 � 2bc) = a2 � (b � c)2

= [ a � (b � c)][a + ( b� c)] = ( a � b+ c)(a + b� c)

Esim. 15. a2 � b2 + ac + bc = ( a2 � b2) + ( ac + bc) = ( a � b)(a + b) + c(a + b)
= ( a + b)(a � b+ c) (687{697 )

41 § Pienin yhteinen jaettava

Polynomien pienint•a yhteist•a jaettavaa (pyj.) ei voida m •a•aritell •a samalla
tavalla kuin laskennossa tehtiin kokonaislukuihin n•ahden, koska polynomeja
ei voida verrata toisiinsa suuruuden puolesta. Sen sijaan m•a•aritell •a•an seu-
raavasti | n •ain olisi voitu laskennossakin tehd•a

M •a•aritelm •a: Polynomien pyj. on polynomi, joka voidaan jakaa tasan
ko. polynomeilla ja jolla on mahdollisimman v•ah•an alkutekij•oit•a.

Polynomien pyj. haetaan samalla tavalla kuin kokonaislukujen. Siis poly-
nomit jaetaan alkutekij •oihins•a ja muodostetaan sitten tulo, jonka tekij•oiksi
otetaan kutakin alkutekij •a•a niin monta kuin sit •a esiintyy siin•a polynomissa,
jossa sit•a on eniten.

Esim. 1. Haettava monomien 12a3b ja 8a2b3c pyj.

12a3b = 2 2 � 3a3b
8a2b3c = 2 3a2b3c

pyj. = 2 3 � 3a3b3c = 24a3b3c
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Esim. 2. Haettava polynomien x4 � x2 , � x3 + 2 x2 � x ja 3x5 � 3x2 pyj.

x4 � x2 = x2(x2 � 1) = x2(x � 1)(x + 1)
� x3+ 2 x2 � x = � x(x2 � 2x + 1) = � x(x � 1)2

3x5 � 3x2 = 3 x2(x3 � 1) = 3 x2(x � 1)(x2 + x + 1)

pyj. = 3 x2(x � 1)2(x + 1)( x2 + x + 1) (698{718 )

MURTOLAUSEKKEILLA LASKEMINEN

42 § Supistaminen

Murtolauseketta supistetaan (ks. 16§) osoittajan ja nimitt •aj•an yhteisell•a
t e k i j •a l l •a,1 mik•a merkitsee sit•a, ett•a osoittaja ja nimitt •aj•a jaetaan t•all•a
tekij •all•a, toisin sanoen t•am•a tekij •a poistetaan osoittajasta ja nimitt •aj•ast•a.
Yleens•a on tarpeellista ennen supistamista jakaa osoittaja ja nimitt •aj•a al-
kutekij •oihin, ellei niin ole jo valmiiksi tehty.

Esim. 1.
6a2b4c2

8a3bc2
=

3b3
4a

T•ass•a on supistettu osoittajan ja nimitt •aj•an yhteisill •a tekij •oill •a 2, a2 , b ja c2 .

Esim. 2.
ax � ay
x2 � y2

=
a(x � y)

(x � y)( x + y)
=

a
x + y

: Supistettu on siis ( x � y):ll •a.

Supistaminen ja yleens•a murtolausekkeiden sievent•amisen ja niill•a laske-
misen yhteydess•a joudutaan usein k•aytt •am•a•an hyv•aksi seuraavaa lausetta,
joka on v•alit •on seuraus 14§:n lauseesta 2:

Lause: Murtolausekkeen arvo j•a•a muuttumatta,
1) jos muutetaan osoittajan t a i nimitt •aj•an merkki ja samalla my•os itse

murtolausekkeen merkki,
2) jos muutetaan s e k•a osoittajan e t t •a nimitt •aj•an merkki.

Esim. 1. �
� x2 � x + 1

2
=

x2 + x � 1
2

On huomattava, ett •a koska t•ass•a osoittaja on polynomi, niin sen merkin muuttaminen
tapahtui siten, ett •a muutettiin polynomin k a i k k i e n j •asenien merkit.

Esim. 2.
a(a � b)
b(b � a)

= �
a(a � b)
b(a � b)

= �
a
b

T•ass•a on ennen supistamista pantu nimitt •aj•ass•a tekij •an b � a paikalle sen vastaluku

a � b, jolloin nimitt •aj•an merkki on muuttunut, ja t •am•an takia on murtolausekkeen eteen

pantu � merkki. (719{735 )

1V a r o i t u s: Esim. murtolauseketta
ab+ c

ac
ei saa "supistaa" a:lla eik•a c:ll •a, sill•a

n•am•a ovat kyll •akin nimitt •aj•an t e k i j •o i t •a, mutta eiv •at osoittajan. a on vain osoittajan
y h t e e n l a s k e t t a v a n tekij •a ja c on osoittajan y h t e e n l a s k e t t a v a

49



43 § Yhteen- ja v •ahennyslasku

Murtolausekkeiden yhteenlasku suoritetaan kuten murtolukujen (ks. 16
§). Jos yhteenlaskettavat murtolausekkeet ovaterinimisi •a, niin ne tehd•a•an
ensin samannimisiksi. Yhteiseksi nimitt•aj•aksi valitaan nimitt •ajien pyj., ja
kukin murtolauseke lavennetaan sitten sill•a osam•a•ar•all•a, joka saadaan, kun
yhteinen nimitt •aj•a jaetaan murtolausekkeen omalla nimitt•aj•all•a. T•am•an j•al-
keen osoittajat lasketaan yhteen ja summa pannaan osoittajaksi sek•a yhtei-
nen nimitt •aj•a nimitt •aj•aksi. Lopuksi n•ain saatu murtolauseke supistetaan |
mik•ali mahdollista.

Jos on kysymyksess•a murtolausekkeiden v•ahennyslasku tai yleens•a po-
lynomi, jonka j •asenet ovat murtolausekkeita, joiden etumerkkien joukossa
esiintyy my•os� merkkej•a, niin sitten kun murtolausekkeet on tehty samanni-
misiksi, " � merkit siirret •a•an murtolausekkeiden edest•a osoittajiin", so. muu-
tetaan � merkill •a varustettujen murtolausekkeiden ja niiden osoittajien mer-
kit (ed _§, lause). T•am•an j•alkeen suoritetaan osoittajien yhteenlasku.

Esim. 1.
a
b

�
b
a

+ 1 =
a2

ab
�

b2

ab
+

ab
ab

=
a2 � b2 + ab

ab

Tavallisesti kirjoitetaan kolmas lauseke heti ensimm •aisen j•aljest•a, so. suoritetaan sa-
malla kertaa samannimisiksi teko, � merkkien siirto ja osoittajien yhteenlasku (vrt. seur.
esimerkkej•a).

Esim. 2.
3x � 4a

6a2
�

2x � a
4a2

�
1

3a
=

2(3x � 4a) � 3(2x � a) � 4a
12a2

=
6x � 8a � 6x + 3 a � 4a

12a2
=

� 9a
12a2

= �
3
4a

Esim. 3.
3x � 1
x2 � 1

�
2x � 1
x2 � x

=
3x � 1

(x � 1)(x + 1)
�

2x � 1
x(x � 1)

=
x(3x � 1) � (x + 1)(2 x � 1)

x(x � 1)(x + 1)
=

3x2 � x � 2x2 + x � 2x + 1
x(x � 1)(x + 1)

=
x2 � 2x + 1

x(x � 1)(x + 1)
=

(x � 1)2

x(x � 1)(x + 1)
=

x � 1
x(x + 1)

=
x � 1
x2 + x (736{762 )

44 § Kerto- ja jakolasku

Kuten 16 §:ss•a n•aytettiin, murtolausekkeiden kertominen ja jakaminen
suoritetaan niin kuin laskennon murtolukuopissa, siis kertolaskussa osoitta-
jat kerrotaan kesken•a•an ja nimitt •aj•at kesken•a•an ja jakolaskussa jaettava ja
jakajan k•a•anteisluku kerrotaan kesken•a•an. On muistettava ennen kertomis-
ten suorittamista supistaa | mik •ali mahdollista.

Esim. 1.
4a2

b2c
�

ab
6c

=
4a2 � ab
b2c � 6c

=
2a3

3bc2

Esim. 2. (x + y) �
2y
x

�
x2

x2 � y2
=

(x + y) � 2y � x2

x(x � y)( x + y)
=

2xy
x � y
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Esim. 3.
ab� b

3a2
:

1 � a2

6ab
=

b(a � 1)
3a2

�
6ab

(1 � a)(1 + a)

= �
b(1 � a) � 6ab

3a2 � (1 � a)(1 + a)
= �

2b2

a(1 + a)
= �

2b2

a + a2 (763{779 )

45 § Rationaalisten lausekkeiden sievent •aminen

Jokaista lauseketta, joka saadaan toimittamalla numeroluvuilla ja kirjai-
milla yhteen-, v•ahennys, kerto- ja jakolaskuja, sanotaan (n•aiden kirjaimien)
rationaaliseksi lausekkeeksi.Edell•a esitettyj •a laskumenetelmi•a k•aytt •aen voi-
daan t•allainen lauseke aina saattaa kysymyksess•a olevien kirjaimien polyno-
min muotoon tai kahden polynomin osam•a•ar•an muotoon. Lausekkeen saat-
tamista t •allaiseen tai johonkin muuhun yksinkertaiseen muotoon sanotaan
lausekkeensievent•amiseksi.Joskus voidaan katsoa makuasiaksi, mit•a lausek-
keen yksinkertaisimmista muodoista on pidett•av•a "sievimp•an•a".

Esim. 1. Jos rationaalista lauseketta sievennett•aess•a on saatu tulokseksi (x + 1) 3 eli
x3 + 3 x2 + 3 x + 1, niin edellist •a pidet•a•an sievemp•an•a, se kun ensiksikin on lyhyempi ja
toiseksi siit •a n•akyy lausekkeen erikoisominaisuus, kuutiomuoto. Vastaav ista syist•a, joskaan
ei en•a•a yht •a painavasti, pidet •a•an lauseketta (x � 1)2 sievemp•an•a kuin trinomia x2 � 2x +1.

Esim. 2. Makuasia on, kumpaako lausekkeista

x + 1
x

ja 1 +
1
x

pidet •a•an sievemp•an•a.

Esim. 3. Kun rationaalista lauseketta

a + b
a � b

� 4
�

1 �
a

a + b

� �
1 +

b
a � b

�

sievennet•a•an toimittamalla merkityt laskut asianmukaisessa j •arjestyksess•a, saadaan pe-
r•akk•ain:

=
a + b
a � b

� 4 �
a + b� a

a + b
�

a � b+ b
a � b

=
a + b
a � b

�
4ab

(a + b)(a � b)
=

(a + b)2 � 4ab
(a + b)(a � b)

=
a2 + 2 ab+ b2 � 4ab

(a + b)(a � b)
=

a2 � 2ab+ b2

(a + b)(a � b)

=
(a � b)2

(a + b)(a � b)
=

a � b
a + b

(780{800 )

ENSIMM •AISEN ASTEEN YHT •AL •OT (jatkoa)

46 § Nimitt •ajien poistaminen

K•asittelemme nyt nimitt •ajien poistamista yht•al•ost•a, kun nimitt •ajin•a
esiintyy tuntemattoman ja tunnettujen kirjaimien polynom eja. Nimitt •aj•at
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poistetaan t•all•oin periaatteessa samalla tavalla kuin nimitt•ajien ollessa nu-
merolukuja (34 §, esim. 2): kerrotaan yht•al•o nimitt •ajien pyj:lla, jolloin ni-
mitt •aj•at supistuvat pois.

Esim. 1.
3

2x + 4
�

5x � 7
x2 � 4

+
7

2x
= 0

Jaetaan ensin nimitt •aj•at alkutekij •oihin:

3
2(x + 2)

�
5x � 7

(x � 2)(x + 2)
+

7
2x

= 0

Nimitt •ajien pyj. = 2 x(x � 2)(x + 2). Kerrotaan t •all•a yht •al•o j•asenitt•ain ja suoritetaan
samalla murtolausekkeiden supistamiset:

3x(x � 2) � 2x(5x � 7) + 7( x � 2)(x + 2) = 0

Kun poistetaan sulkumerkit, saadaan ensin

3x2 � 6x � 10x2 + 14x + 7 x2 � 28 = 0

ja sitten edelleen yhdist•am•all•a samanmuotoiset j•asenet ja siirt•am•all•a tunnettu j •asen oi-
kealle puolelle:

8x = 28

Siis
x =

28
8

=
7
2

= 3 1
2

Yht •al•on juuri on niin ollen x = 3 1
2 .

Jos tarkistuksen vuoksi saatu juuri sijoitetaan yht •al•o•on, havaitaan, ett •a se toteutuu.

Esim. 2.
x + 1
x � 1

�
x � 1
x + 1

=
3x + 1
x2 � 1

Kun yht •al•o kerrotaan nimitt •ajien pyj:lla ( x � 1)(x + 1), niin nimitt •aj•at supistuvat pois:

(x + 1) 2 � (x � 1)2 = 3 x + 1

Suorittamalla vasemmalla puolella laskut saadaan

4x = 3 x + 1

T•am•an yht •al•on juuri on x = 1.
Kun saatu x:n arvo sijoitetaan alkuper •aiseen yht•al•o•on, havaitaan, ett •a yht •al•o ei to-

teudukaan. Sen ensimm•aisen ja viimeisen j•asenen nimitt •aj•at tulevat n •aet = 0 eik •a n•aill •a
j•asenill•a ole mit•a•an arvoa.

T•allainen tapaus, jossa yht•al•oll•a ei ole juurta, tulee siis kysymykseen silloin, kun saa-

dulla x:n arvolla jokin yht •al•on nimitt •aj•a = 0. 1 Toisenlainen tapaus, jossa my•osk•a•an

yht •al•oll•a ei ole juurta, esiintyy silloin, kun yht •al•o•a sievennett•aess•a siit •a h•avi•a•a tunte-

maton ja p •a•adyt •a•an mahdottomaan yht •al•o•on: kaksi erisuurta lukua ovat yht •asuuria (ks.

harj.teht. 504 ja 526 sek•a 34 §, esim. 4). (801{837 )

1T•all•oin on my•os nimitt •ajien pyj. = 0, joten nimitt •aji •a poistettaessa yht•al•o tulee kerro-
tuksi 0:lla. N •ain on selitett •aviss•a se, ett•a ko. laatuinen x:n arvo voi toteuttaa loppuyht •al•on,
vaikka ei toteutakaan alkuper •aist•a yht •al•o•a.
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47 § Yht •al•opari ja kaksi tuntematonta

Jos tarkastellaan ensimm•aisen asteen yht•al•o•a, jossa on kaksi tuntematonta
x ja y, esim.

3x � 2y = 6

niin havaitaan, ett •a sill•a on •a•arett •om•an monta juuriparia. Itse asiassa, jos
yht •al•o•on sijoitetaan esim. x:lle mik•a arvo tahansa, niin ratkaisemalla saatu
yht •al•o y:n suhteen saadaan ainay m•a•ar•atyksi niin, ett •a yht•al•o toteutuu.

Jos sit•a vastoin vaaditaan, ett•a samojen tuntemattomien arvojen on to-
teutettava edellisen lis•aksi jokin toinenkin ensimm•aisen asteen yht•al•o, esim.

4x + 2y = 1

niin saadaan yleens•a tuntemattomille t •aysin m•a•ar•atyt arvot. T •all•oin on ky-
symyksess•a yht•al•opari

(1)

(
3x � 2y = 6

4x + 2y = 1

T•am•an yht•al•oparin ratkaiseminen tapahtuu siten, ett•a ensineliminoidaan
toinen tuntematon, mill •a tarkoitetaan sit •a, ett•a yht•al•oist•a johdetaan sellai-
nen uusi yht•al•o, josta puuttuu mainittu tuntematon. Esimerkiss •amme saa-
daan y eliminoiduksi yksinkertaisesti siten, ett•a yht•al•oiden vasemmat puo-
let lasketaan yhteen ja samoin oikeat eli, kuten lyhyesti sanotaan, yht•al•ot
lasketaan yhteen.Saadaanhan n•ain:

7x = 7

T•am•a yht•al•o ja kumpi tahansa alkuper•aisest•a yht•al•oist•a, esim. edellinen,
muodostavat yht•al•oparin

(2)
�

3x � 2y = 6
7x = 7

joka on yht•apit •av•a alkuper•aisen yht•al•oparin (1) kanssa, so. molemmilla
yht •al•opareilla on samat juuret. N•aill •a yht•al•opareilla on n•aet ensiksikin en-
simm•aiset yht•al•ot samat. Edelleen yht•al•oparin (2) j •alkimm•ainen yht•al•o, jo-
ka on yht•al•oiden (1) summa, toteutuu, jos yht•al•ot (1) ovat voimassa. Ja
samoin yht•al•oparin (1) j •alkimm•ainen yht•al•o toteutuu, jos yht •al•opari (2)
on voimassa, sill•a mainittu yht •al•o saadaan v•ahent•am•all•a yht•al•oparin (2)
j•alkimm•aisest•a yht•al•ost•a edellinen.

Yht •al•opari (2) on nyt helppo ratkaista. J •alkimm•aisest•a yht•al•ost•a, jossa
on vain yksi tuntematon, saadaan x = 1. Kun t •am•a sijoitetaan edelliseen
yht •al•o•on, saadaan yht•al•o

3 � 2y = 6

ja t •ast•a edelleen ratkaisemallay = � 11
2 . Siis yht•al•oparin (2) ja niin ollen

yht •al•oparin (1) ainoa ratkaisu on x = 1 ; y = � 11
2 .
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Esim. 2.

(
5x + 6y = 7

7x + 4y = 12

Yht •al•opari (1) oli sik•ali erikoinen, ett•a y:n kertoimet olivat yht •al•oiss•a
toistensa vastalukuja. T•am•an erikoisuuden takia saatiin y eliminoiduksi las-
kemalla yht•al•ot yhteen. Jotta nytkin voisimme menetell•a samoin, kerromme
annetut yht •al•ot sellaisilla luvuilla, ett •a uudessa yht•al•oparissay:n kertoimet
tulevat toistensa vastaluvuiksi. N•ain tapahtuu, kun esim. edellinen yht•al•o
kerrotaan � 2:lla ja j •alkimm•ainen 3:lla. T•all•oin saadaan yht•al•opari

�
� 10x � 12y = � 14

21x + 12y = 36

joka ilmeisesti on yht•apit •av•a alkuper•aisen parin kanssa.1 Kun nyt n •am•a
yht •al•ot lasketaan yhteen, saadaan

11x = 22

josta seuraax = 2. Sijoitetaan t •am•a x:n paikalle alkuper•aisen yht•al•oparin
ensimm•aiseen yht•al•o•on, joka on yht•apit •av•a uuden yht•al•oparin ensimm•aisen
yht •al•on kanssa. N•ain saadaan yht•al•o

10 + 6y = 7

josta ratkaisemalla tulee y = � 1
2 . Siis alkuper•aisen yht•al•oparin ratkaisu on

x = 2 ; y = � 1
2 .

Viimeksi k •asitellyn yht •al•oparin ratkaiseminen voidaan j •arjest•a•a k•ayt •ann•ollisesti seu-
raavasti.

�
5x + 6 y = 7 � 2
7x + 4 y = 12 3

�
� 10x � 12y = � 14

21x + 12y = 36

11x = 22
x = 22

11 = 2

5 � 2 + 6y = 7
6y = � 3
y = � 3

6 = � 1
2

Alkuper •aisen yht•al•oparin per•a•an on merkitty pystyviivan taakse ne luvut, joilla yht •al•ot

on kerrottu y:n eliminoimista varten.

Edell•a selitetty•a eliminoimismenetelm•a•a sanotaan yhteenlaskukeinoksi.
V•alist•a on mukavaa k•aytt •a•a ns. sijoituskeinoa, jolla tarkoitetaan sit •a, ett•a

1Ne luvut, joilla alkuper •aiset yht •al•ot on kerrottava, ovat ne osam •a•ar•at, jotka saadaan,
kun y:n kertoimien pyj. jaetaan kertoimilla. Kun lis •aksi n•ain m•a•ar•attyjen kertojien etu-
merkit valitaan sopivasti, tulee t •aten uuteen yht •al•opariin y:n kertoimiksi mainittu pyj. ja
sen vastaluku. Menettely muistuttaa siis suuresti murtolu kujen tekemist •a samannimisiksi.
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toinen yht •al•o ratkaistaan toisen tuntemattoman suhteen ja saatu arvo si-
joitetaan t •am•an tuntemattoman paikalle toiseen yht•al•o•on. N•ain saadaan
yht •al•o, jossa on vain yksi tuntematon. T•am•a keino on suositeltava erikoises-
ti silloin, kun toinen yht •al•o on jo valmiiksi ratkaistu toisen tuntemattoman
suhteen.

Esim. 3.
�

3x + 2 y = 12
y = 2 x � 1

Kun j •alkimm •aisen yht•al•on ilmaisema y:n arvo sijoitetaan y:n paikalle edelliseen yht•al•o•on,
saadaan

3x + 2(2 x � 1) = 12

josta edelleen ratkaisemalla tulee x = 2. Kun t •am•a sitten sijoitetaan toiseen annetuista

yht •al•ost•a, saadaany = 3. Siis juuripari on x = 2 ; y = 3. (838{861 )

Esim. 4.

8
><

>:

x
a

�
y
b

= 1

x
b

�
y
a

= 1

Ensin poistetaan nimitt •aj•at kertomalla kumpikin yht •al•o tulolla ab. Sitten eliminoidaan
y. Lasku muodostuu seuraavaksi.

(A)

�
bx � ay = ab � b � a
ax � by = ab a b

�
� b2x + aby = � ab2

a2x � aby = a2b

(a2 � b2)x = a2b� ab2

x =
a2b� ab2

a2 � b2
=

ab(a � b)
(a � b)(a + b)

=
ab

a + b

Kun saatu x:n arvo sijoitettaisiin johonkin edellisist •a yht •al•oist•a, saataisiin siit •a rat-
kaisemalla y:n arvo. T •at•a menettelytapaa k•aytettiinkin edellisiss •a esimerkeiss•a. Nyt on
kenties mukavampaa m•a•ar•at•a y:n arvo vastaavalla tavalla kuin •asken x, siis eliminoimalla
x yht •al•oparista (A). Yht •al•oparin viereen, toisen pystyviivan taakse, on merkitty ne l uvut,
joilla yht •al•ot eliminoimista varten kerrotaan. Lasku muodostuu seuraa vaksi.

�
� abx + a2y = � a2b

abx � b2y = ab2

(a2 � b2)y = � a2b+ ab2

y =
� a2b+ ab2

a2 � b2
=

� ab(a � b)
(a � b)(a + b)

= �
ab

a + b

Yht •al•oparin ratkaisu on siis x =
ab

a + b
; y = �

ab
a + b

(862{869 )

48 § Probleemoja

Kun probleemoja ratkaistaessa k•aytet•a•an kahta tuntematonta, tulee muo-
dostaa kaksi yht•al•o•a, jotka tuntemattomat toteuttavat. T •am•a yht•al•opari on
sitten ratkaistava.

Esim. 1. Mik •a on se kaksinumeroinen luku, jolla on sellainen ominaisuus, ett •a kun se
jaetaan 6:lla, saadaan sen numeroiden summa, ja kun siit•a v•ahennet•a•an 9, saadaan luku,
jolla on samat numerot, mutta p •ainvastaisessa j•arjstyksess•a?
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Olkoon kymmenien numero x ja ykk •osieny. Siis itse luku on 10x+ y. Saadaan yht•al•opari
8
<

:

10x + y
6

= x + y

10x + y � 9 = 10y + x

N•am•a yht •al•ot saadaan sievent•am•all•a muotoon
�

4x � 5y = 0
x � y = 1

Kun j •alkimm •ainen yht •al•o kerrotaan � 5:ll•a ja lis•at•a•an edelliseen yht•al•o•on, eliminoituu y ja

saadaan � x = � 5, joten x = 5. Kun t •am•a arvo sitten sijoitetaan j •alkimm •aiseen yht•al•o•on

(yksinkertaisempi kuin edellinen), saadaan siit •a ratkaisemalla y = 4. Siis kysytty luku on

54.

Esim. 2. M•a•ar•att •av•a luvut A ja B siten, ett •a seuraava yht•al•o on identtinen:

A
(x � 1)(x + 2)

+
B

(x � 1)(x � 2)
=

A + B
x2 � 1

+
1

(x + 1)( x2 � 4)

Kerrotaan ensin yht •al•o nimitt •ajien pyj:lla ( x � 1)(x + 1)( x � 2)(x + 2):

A(x + 1)( x � 2) + B (x + 1)( x + 2) = ( A + B )(x � 2)(x + 2) + ( x � 1)

Suorittamalla kertomisia saadaan t •ast•a edelleen

A(x2 � x � 2) + B (x2 + 3 x + 2) = ( A + B )(x2 � 4) + x � 1

Kun viel •a poistetaan sulut ja siirret •a•an j•asenet vasemmalle puolelle sek•a yhdistet •a•an x:n
suhteen samanmuotoiset j•asenet, tullaan yht •al•o•on

(� A + 3 B � 1)x + (2 A + 6 B + 1) = 0

T•am•a ja siis my•os alkuper•ainen yht •al•o on identtinen silloin, kun vasemmalla puolella
kumpikin sulkulauseke = 0: �

� A + 3 B � 1 = 0
2A + 6 B + 1 = 0

T•ast•a yht •al•oparista saadaan ratkaisemalla A = � 3
4 ; B = 1

12 . (870{890 )
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IV luku Neli •ojuuret

49 § Juurik •asite

M •a•aritelm •a: n
p

a (" n:s juuri a:sta") tarkoittaa lukua, jonka n:s potenssi
on a.

n on nimelt•a•an juuren indeksi ja a juurrettava. Toista juurta sanotaan ta-
vallisesti neli•ojuureksi ja kolmatta juurta kuutiojuureksi. Neli•ojuuren indeksi
j•atet•a•an merkitsem•att •a.

Juuren m•a•aritelm•an mukaan on siis aina

( n
p

a)n = a

Toisin sanoen n
p

a on yht•al•on
xn = a

juuri.

Esim. 1. a) 3
p

8 = 2, sill •a 23 = 8
b) 3

p
� 8 = � 2, sill•a (� 2)3 = � 8

Esim. 2. a)
p

4 = +2 ja � 2, sill•a (� 2)2 = 4
b)

p
� 4 ei ole mik•a•an luku, sill •a luvun neli •o on aina � 0

Esim. 3.
p

0 = 0, sill •a 02 = 0

Rajoitumme t •ass•a luvussa k•asittelem•a•an vain neli•ojuuria, joilla onkin
k•ayt•ann•oss•a suurin merkitys. Esimerkkej•a 2 ja 3 ajatellen1 voimme p•a•atell•a,
ett •a

1) positiivisen luvun neli•ojuurella on kaksi arvoa, jotka ovat toistensa vas-
talukuja,

2) negatiivisen luvun neli•ojuurella ei ole yht•a•an arvoa,
3) nollan neli•ojuuri on nolla.
N•ain on asianlaita ilmeisesti muihinkin parillisiin juurii n n•ahden. Parit-

tomilla juurilla taas on aina yksi arvo (vrt. esim. 1).
Vaikkakin siis esim.

p
4 oikeastaan tarkoittaa sek•a +2 ett •a � 2, niin taval-

lisesti k•asitet•a•an sen merkitsev•an edellist•a, kun taas j•alkimm•aist•a merkit•a•an
�

p
4:ll•a. Jos halutaan korostaa, ett•a molemmat arvot ovat kysymyksess•a,

merkit •a•an �
p

4. (891{908 )

1Vrt. my •os seur.§:•a•a.

57



50 § Irrationaaliset luvut

Kun ajatellaan, mik •a on luvun
p

2 arvo, niin ensiksikin on selv•a•a, ett•a se
ei ole mik•a•an kokonaisluku. Mutta se ei voi olla my•osk•a•an murtoluku. Jos
n•aet olisi p

2 =
p
q

jossa oikealla puolella oleva murtoluku oletetaan jo supistetuksi ja q > 1,
niin olisi neli •ojuuren m•a•aritelm•an mukaan t•am•an murtoluvun neli •o = 2 ja
siis

p2

q2 = 2

T•am•a on kuitenkin mahdotonta, koska vasemmalla puolella on supistumaton
murtoluku, joka ei ole kokonaisluku.

Vaikkakaan siis
p

2 ei ole kokonais- eik•a murtoluku, l •oydet•a•an sille niin
tarkkoja "likiarvoja"kuin halutaan esim. desimaalilukuj en joukosta seuraa-
valla tavalla.

Koska ensiksikin 12 = 1 < 2 ja 22 = 4 > 2, niin on

1 <
p

2 < 2

Jaamme nyt lukusuoralla lukujen 1 ja 2 v•alin 10:een yht•asuureen osaan (kuv.
5) ja tutkimme, miss•a n•aist•a osista

p
2 on. Sit•a varten muodostetaan

1 1;1 1;2 1;3 1;4

p
2

1;5 1;6 1;7 1;8 1;9 2

Kuv. 5

jakopisteiden vastinlukujen neli•ot ja verrataan niit •a lukuun 2. Havaitaan,
ett •a 1;42 = 1 ;96 < 2, mutta 1;52 = 2 ;25 > 2. Siis

1;4 <
p

2 < 1;5

Jakamalla taas vastaavasti lukujen 1;4 ja 1;5 v•ali 10:een yht•asuureen osaan
huomataan kokeilemalla, ett•a 1;412 = 1 ;9881< 2, mutta 1;422 = 2 ;0164> 2,
joten

1;41 <
p

2 < 1;42

Kun n•ain jatketaan edelleen, saadaan per•akk•ain

1;414 <
p

2 < 1;415
1;4142<

p
2 < 1;4143

Saatujen "ep•ayht•al•oiden" vasemmalla puolella olevia lukuja, jotka ovat
<

p
2, sanotaan

p
2:n alalikiarvoiksi ja oikealla puolella olevia, jotka ovat
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>
p

2, senyl•alikiarvoiksi . Jokaisen t•allaisen likiarvon virhe on pienempi kuin
viimeist•a numeroa vastaava yksikk•o.

Kun edell•a esitetty•a menettely•a ajatellaan jatketuksi rajattomasti, jou-
dutaan p•a•attym •att •om•a•an desimaalilukuun, joka esitt•a•a

p
2:

p
2 = 1;4142: : :

T•am•a desimaaliluku on jaksoton, sill•a jaksolliset p•a•attym •att •om•at desimaa-
liluvut voidaan muuttaa murtoluvuiksi, jollainen

p
2 ei ole.

Positiivisia ja negatiivisia kokonais- ja murtolukuja ja n ollaa olemme ni-
mitt •aneet rationaalisiksi eli rationaaliluvuiksi (5 §). Lukuja, joita kuten

p
2

voidaan esitt•a•a p•a•attym •att •omien, jaksottomien desimaalilukujen avulla, sa-
notaan irrationaalisiksi eli irrationaaliluvuiksi . Rationaali- ja irrationaali-
lukujen yhteinen nimitys on reaaliluku.1 Kaikkien reaalilukujen •a•aret•ont•a
joukkoa sanotaanreaaliseksi lukualueeksi.

Samalla tavalla kuin edell•a osoitettiin
p

2:sta voidaan n•aytt •a•a, ett•a jokai-
sen kokonaisluvun neli•ojuuri on irrationaalinen, ellei luku ole jonkin koko-
naisluvun neli•o. Mutta irrationaalilukuja on muitakin kuin juuret. Niinp •a
on sellainen esim. ympyr•an keh•an ja halkaisijan suhde� = 3 ;14159: : :

Jo silloin, kun k•asittelimme vain rationaalilukuja, totesimme, ett •a jokaista
lukua vastaa m•a•ar•atty piste lukusuoralla (7 §). Vasta nyt, kun irrationaali-
luvut on otettu k •ayt•ant•o•on, voimme sanoa, ett•a k•a•ant•aen jokaista pistett•a
lukusuoralla vastaa m•a•ar•atty luku.

Koska irrationaaliluvut voidaan ilmaista kuinka tarkoill a rationaalisilla
likiarvoilla tahansa, niin voidaan p •a•atell•a, ett•a kaikki ne laskulait, jotka
olemme aikaisemmin havainneet oikeiksi rationaalilukuihin n•ahden, ilmei-
sesti pit•av•at paikkansa my•os, kun on kysymyksess•a laskutoimitusten suorit-
taminen yleens•a reaaliluvuilla. ( 909{911 )

51 § Neli •ojuurien sievent •aminen

Usein voidaan neli•ojuuri saattaa yksinkertaisempaan muotoon nojaamalla
kaavaan p

a2b = a
p

b

joka voidaan sanoin tulkita seuraavasti:

Lause: Neli•ojuuren alta voidaan tekij•a siirt •a•a neli•ojuuren eteen, jos siit•a
samalla otetaan neli•ojuuri .

Neli•ojuuren edest•a voidaan tekij•a siirt •a•a neli•ojuuren alle, jos se samalla
korotetaan neli•o•on.

1Oppikirjan II osassa laajennetaan viel •a lukuk •asitett •a ottamalla k •ayt •ant•o•on ns. ima-
ginaariset luvut. T •allaisiin johdutaan, kun k •asitet•a•an luvuiksi my •os negatiivisten lukujen
neli•ojuuret. Niinp •a on "imaginaarinen yksikk •o" i =

p
� 1.
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Todistaaksemme kaavan oikeaksi meid•an tarvitsee neli•ojuuren m•a•aritel-
m•an mukaan vain n•aytt •a•a, ett•a kaavan oikeana puolena olevan luvun neli•o
= vasemmalla puolella oleva juurrettava. N•ain onkin:

(a
p

b)2 = a2(
p

b)2 = a2b

Esim. 1.
p

32 =
p

16 � 2 = 4
p

2

Esim. 2. n
r

m
n

=
r

n2 �
m
n

=
p

mn

Esim. 3. Kun neli •on sivu = s, niin kuinka suuri on l •avist•aj•a l?
Suorakulmaisesta kolmiosta, jonka hypotenuusana on neli•on l•avist•aj•a ja kateetteina

neli•on kaksi sivua, saadaan Pythagoraan lauseen avulla

l2 = s2 + s2 = 2 s2 ;

joten neli •ojuuren m•a•aritelm •an mukaan

l =
p

2s2

Edellisen lauseen perusteella voidaan kirjoittaa

l = s
p

2

Jos on laskettava sellaisen murtoluvun arvo, jonka nimitt•aj•an•a on irra-
tionaalinen neli•ojuuri, niin laskun helpottamiseksi on edullista "poistaa ne-
li •ojuuri nimitt •aj•ast•a"laventamalla murtoluku t •all•a neli•ojuurella.

Esim. 4. Laskettava neli •on sivun pituus s, kun neli •on l•avist•aj•a = 1 m. Esimerkiss•a 3
saadun tuloksen perusteella on

s =
l

p
2

=
1

p
2

=
1

1;4142:::

Sen sijaan, ett•a suorittaisimme t •am•an ik•av•an jaon, poistamme neli•ojuuren nimitt •aj•ast•a
laventamalla murtolukua

p
2:lla:

1
p

2
=

p
2

(
p

2)2
=

p
2

2
=

1;4142:::
2

= 0 ;7071: : :

N•ain tuli lasku perin yksinkertaiseksi, ja tulokseksi saati in nelj •an desimaalin tarkkuudella

s = 0 ;7071 m. (912{925 )

52 § Neli •ojuuren arvon laskeminen

Ed. §:n lauseen mukaan on
p

100a = 10
p

a

Koska luvun kertominen 10:ll•a ja 100:lla tapahtuu siten, ett•a desimaalipilk-
kua siirret•a•an vastaavasti yksi ja kaksi numeroa oikealle, niin t•ast•a yht•al•ost•a
voidaan p•a•att •a•a:

Jos juurrettavan desimaalipilkkua siirret •a•an k a k s i numeroa oikealle,
niin neli •ojuuren arvo muuttuu vain siin •a suhteessa, ett•a sen desimaalipilkku
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siirtyy y h d e n numeron oikealle. Vastaavasti tapahtuu siirrett •aess•a desi-
maalipilkkua vasemmalle.

Esim. Kuten seuraavassa laskemalla toteamme, viiden numeron tarkkuudella on
p

2238;9 = 47;317

•Asken sanotun perusteella t•ast•a voidaan p•a•att •a•a, ett •a samalla tarkkuudella on
p

223890 = 473;17
p

22;389 = 4;7317
p

22389000 = 4731;7
p

0;22389 = 0;47317
p

2238900000 = 47317
p

0;0022389 = 0;047317

Se kokeilemiskeino, jolla 50§:ss•a johdimme
p

2:n likiarvoja, on kovin han-
kala. Esit•amme nyt huomattavasti k•aytt •okelpoisemman menetelm•an. Mene-
telm•a•a teoreettisesti perustelematta laskemme sit•a k•aytt •aen edellisess•a esi-
merkiss•a mainitun neli •ojuuren.

p
22j38;j90j = 47;317
16 4
638 87
609 7
2990 943
2829 3
16100 9461
9461 1
663900 94627
662389 7

1511

K•aytetty menetelm•a, joka hiukan muistuttaa tavallista kokonaislukujen
jakolaskua, on seuraava:

1) Juurrettava on jaettu desimaalipilkusta l •ahtien molempiin suuntiin kak-
sinumeroisiin luokkiin. Jos juurrettavan kokonaisosan numeroiden luku on
pariton, niin ensimm•aiseen luokkaan tulee vain yksi numero. Desimaalien
per•a•an voidaan liitt •a•a tarpeellinen m•a•ar•a nollia.

2) Neli•ojuuren ensimm•ainen numero (4) on suurin yksinumeroinen luku,
jonka neli•o sis•altyy ensimm•aiseen luokkaan. Ensimm•aisen luokan ja mai-
nitun neli •on erotus jatkettuna1 toisella luokalla on ensimm•ainen j•a•ann•os
(638), ja neli•on tekij •ain (4 ja 4) summa on ensimm•ainen summa (8).

3) Neli•ojuuren toinen numero (7) on suurin sellainen yksinumeroinen lu-
ku, ett •a sen ja sill•a jatketun ensimm•aisen summan (87) tulo sis•altyy en-
simm•aiseen j•a•ann•okseen. Ensimm•aisen j•a•ann•oksen ja t•am•an tulon erotus
jatkettuna kolmannella luokalla on toinen j•a•ann•os (2998), ja tulon tekij •ain

1Kun lukua 6 jatketaan luvulla 38, niin tarkoitetaan sill •a, ett •a luvun 6 per•a•an kirjoi-
tetaan luku 38, joten saadaan luku 638.
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summa on toinen summa (94). Jne. Desimaalipilkku on pantu sitten, kun
viimeinen kokonaisten muodostama luokka on k•aytetty.

Esim.
p

364 laskettava kolmen desimaalin tarkkuudella.

p
3j64 = 19;078
1 1
264 29
261 9

30000 3807
26649 7
335100 38148
305184 8
2991600 381567

Kun tulokseen oli laskettu kolme desimaalia, saatiin 19 ;078. Mutta koska seuraava de-
simaali olisi 7, viimeinen desimaali on korotettava. Tulos on siis

p
364 = 19;079 (926{949 )
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V luku Funktiot ja niiden kuvaajat

53 § Funktiok •asite

Jos suureen arvo riippuu jonkin m•a•ar•atyn lain mukaan toisen muuttuvan
suureen arvosta, niin edellist•a sanotaan j•alkimm•aisen funktioksi ja j •alkim-
m•aist•a funktion argumentiksi. Funktiota sanotaan my•os riippuvaksi muut-
tujaksi ja argumenttia taas riippumattomaksi muuttujaksi eli lyhyesti muut-
tujaksi. Vakioksi eli konstantiksi sanotaan suuretta, jonka arvo on muuttu-
maton tahi k •asitelt•av•an•a olevan kysymyksen yhteydess•a pidet•a•an muuttu-
mattomana.

Esim. 1. Neli•on ala y on sen sivun x funktio. y:n x:st•a riippuvuuslaki voidaan t •all•oin
ilmaista lyhyesti yht •al•on y = x2 muodossa. Jos muuttujalle eli argumentille x annetaan
esim. arvo 2 m, niin funktio y saa arvon 4 m2 . Jos taas x = 0 ;6cm, niin y = 0 ;36 cm2 .

Esim. 2. Luvut 0 ; 3; � 4; 1
2 ;

p
5 jne. ovat vakioita eli konstantteja. Sellainen on my •os

ympyr •an keh•an ja halkaisijan suhde � = 3 ;14159: : :

Esim. 3. Liikkeen tapahtuessa tasaisella nopeudella v, kuljettu matka s on ajan t
funktio. v on t•all•oin vakio. s:n t:st•a riippuvuuslaki voidaan nyt ilmaista tunnetusti yht •al•on
s = vt avulla.

Esim. 4. y = 2 x + 1, y = x2 + 3 x � 5, y =
p

x jne., yleens•a yht •al•ot, joissa y on

merkitty yht •asuureksi kuin jokin x:n sis•alt •av•a matemaattinen lauseke, m•a•arittelev •at y:n

x:n funktioksi. Viel •ap•a sellainenkin kuin esim. y = 2 voidaan tarpeen tullen k •asitt •a•a

argumentin x funktioksi, sellaiseksi nimitt •ain, joka kaikilla argumentin arvoilla saa saman

arvon 2. T •allainen funktion rajatapaus on siis itse asiassa vakio.

Muuttujan polynomeja sanotaan kokonaisiksi funktioiksi. N•am•a ovat eri-
koistapauksia rationaalisista funktioista, joiksi sanotaan kaikkia muuttujan
rationaalisia lausekkeita (45 §). Viel •a yleisempi funktioluokka on algebral-
liset funktiot , joita muodostettaessa voidaan suorittaa muuttujalla, paitsi
"rationaalisia laskutoimituksia", my •os juurenottoja.

Esim. x2 , 3x � 1
2 ,

1
x

,
x2 +

p
2

x � 1
,

p
x, x + 3

p
x2 + 5 ovat algebrallisia funktioita ja sit •a

paitsi nelj •a ensimm•aist•a niist •a rationaalisia ja kaksi ensimm•aist•a kokonaisia funktioita.

Kaikki edell •a esitetyt funktiot ovat olleet yhden muuttujan funktioita. Jos
suorakulmion vierekk•aiset sivut ovat x ja y, niin sen ala z = xy. z on siis
kahden muuttujan x ja y funktio. Edelleen on esim.u = x2 + yz kolmen
muuttujan x, y ja z funktio, jne. Seuraavassa rajoitumme k•asittelem•a•an
vain yhden muuttujan funktioita.
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Viel•a on ns.empiiriset eli kokemusper•aiset funktiot, joita ei voida ilmaista
min•a•an matemaattisena lausekkeena.

Esim. Monet luonnonilmi •ot (esim. ulkol •amp•otila) ja tilastolliset seikat (esim. Suo-

men asukasluku) ovat ajan empiirisi •a funktioita, joiden ajasta riippuvuuslaki voidaan vain

per•ast•a p•ain todeta tekem•all•a havaintoja. (950{954 )

54 § Koordinaatisto

Olemme n•ahneet (7 ja 50§), kuinka kutakin reaalilukua vastaamaan voi-
daan s•a•at•a•a m•a•ar•atty suoran ("lukusuoran") piste, ja k •a•ant•aen. Nyt osoi-
tamme, kuinka reaalisten lukuparien ja tason pisteiden v•alille voidaan s•a•at•a•a
samanlainen vastaavaisuus.

T•ass•a tarkoituksessa piirret•a•an kaksi lukusuoraa kohtisuoraan toisiaan
vastaan siten, ett•a niiden 0-pisteet yhtyv•at (kuv. 6). N •ain syntynytt •a "ristik-
koa"sanotaankoordinaatistoksi ja molempia lukusuoriakoordinaattiakseleik-
si. Erikoisesti sanotaan toista akselia, joka tavallisesti piirret •a•an vaakasuo-
raan (positiivisten lukujen vastinpisteet oikealla puolella), abskissa-akseliksi
ja toista, pystysuoraa (positiivisten lukujen vastinpist eet yl•apuolella), ordi-
naatta-akseliksi. Akselin yhtym •akohta on nimelt•a•an alkupiste eli origo.

(� 2; +3) (+2 ; +3)

(+2 ; � 3)(� 2; � 3)

x

P(x; y)
y

� 4 � 3 � 2 � 1 0 +1 +2 +3 +4

� 4

� 3

� 2

� 1

+1

+2

+3

+4 III

III IV

Kuv. 6

Olkoon nyt P jokin koordinaatiston tasoon kuuluva piste. Piirret •a•an P:st•a
kohtisuorat koordinaattiakseleita vastaan. Vastatkoon abskissa-akselilla ole-
vaa kantapistett •a luku x ja ordinaatta-akselilla vastaavasti luku y (kuviossa
on x = +3 1

2 ; y = +1 3
4). N•ait •a lukuja sanotaan P:n koordinaateiksi ja erikoi-

sesti x:•a•a P:n abskissaksija y:t •a senordinaataksi. N•ain ilmeisesti jokaista
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koordinaatiston tason pistett•a vastaa m•a•ar•atty lukupari (x; y), ja k•a•ant•aen.
Kuviossa on esitetty my•os "pisteet"(+2 ; +3) ; (� 2; +3) ; (� 2; � 3) ja (+2 ; � 3).

Koordinaattiakselit jakavat tason nelj •a•an nelj•annekseen,joista I:ss•a pis-
teen abskissa ja ordinaatta ovat molemmat positiivisia ja III:ssa taas mo-
lemmat negatiivisia, kun taas II:ssa on abskissa negatiivinen ja ordinaatta
positiivinen ja IV:ss•a p•ainvastoin. (955{960 )

55 § Funktion kuvaaja

Kun halutaan saada selv•a kuva siit•a, kuinka funktion arvo muuttuu ar-
gumentin muuttuessa, voidaan tehd•a taulukko, jonka yhteen sarakkeeseen
merkit •a•an joukko argumentin x arvoja ja viereiseen sarakkeeseen vastaavat
funktion y arvot. Huomattavasti havainnollisempi kuva funktiosta saadaan
kuitenkin esitt •am•all•a segraa�sesti eli piirt •am•all•a koordinaatistoon funktion
kuvaaja, jolla tarkoitetaan pisteen (x; y) uraa.1 Abskissa-akselia sanotaan
t•all•oin tavallisesti x-akseliksi. ja ordinaatta-akselia y-akseliksi.

Esim. y = 2 x

Kuv. 7

x y

� 2 � 4

� 11
2 � 3

� 1 � 2

� 1
2 � 1

0 0

1
2 1

1 2

11
2 3

2 4

Vieress•a olevassa taulu-
kossa on esitetty joukko
argumentin x arvoja ja vas-
taavat funktion y arvot.
N•ait •a lukupareja ( x; y ) vas-
taavat pisteet on sitten
merkitty koordinaatistoon
(kuv. 7). Havaitaan, ett •a ne
ovat samalla origon kautta
kulkevalla suoralla. Ja voi-
daan todeta, ett •a niin on ai-
na asian laita, m•a•ar•at•a•anp•a
kuinka paljon tahansa uusia
pisteit •a. Mainittu suora on
siis funktiomme kuvaaja.

Kuvioon on piirretty

my•os funktion y = � 2x ku-

vaaja. Se on suora, joka si-

jaitsee edellisen suoran

kanssa symmetrisesti x-ak-

selin suhteen. T•am•a seuraa

yksinkertaisesti siit •a, ett •a samaa argumentin arvoa vastaavat kysymyksess•a olevien funk-

tioiden arvot ovat toistensa vastalukuja, joten vastaavat pisteet (x; y ) ovat symmetrisess•a

asennossax-akselin suhteen. (961, 962 )

56 § y=kx

Kun edellisess•a §:ss•a piirsimme t•am•an funktion kuvaajat tapauksissa k =
2 ja k = � 2, k•avi ilmeiseksi, ett•a ne ovat origon kautta kulkevia suoria.

1Mukavinta on suorittaa piirros ns. millimetripaperille. Y ksik•oksi valitaan t •all•oin ta-
vallisesti 1 cm.
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Todistamme nyt sitovasti, ett •a n•ain on asian laita, olkoon k:lla mik •a arvo
tahansa.

Lause 1: Funktion y = kx kuvaaja on aina origon kautta kulkeva suora,
jonka kaltevuuskulma� x{akselin suhteen m•a•ar•aytyy yht•al•ost•a

(A) tan � = jkj

Suora (oikealle siirrytt •aess•a)
1) nousee, josk on positiivinen
2) laskee, josk on negatiivinen
3) yhtyy x-akseliin, jos k = 0
Jos ensiksik = 0 ja siis y = 0 kaikilla x:n arvoilla, niin kuvaaja on selv•asti

itse x-akseli. Sen kaltevuuskulma� = 0, mik •a on sopusoinnussa yht•al•on (A)
kanssa.

x

(x; y)
P

P0

y

s0
0

s0

� b

Kuv. 8

Oletamme sitten, ett•a k on positiivinen ja siis jkj = k. Piirret •a•an origon
kautta suora s0, jonka kaltevuskulma x-akselin suhteen = � ja joka sijait-
see koordinaatiston I:ss•a ja III:ssa nelj•anneksess•a (kuv. 8). T •am•an suoran
pisteet (x;y) ja vain ne t•aytt •av•at ehdon

y
x

= tan � = k

eli
y = kx

Suora s0 on niin ollen funktion y = kx kuvaaja.
Jos vihdoin k on negatiivinen, •asken tarkastellunk:n vastaluku, niin funk-

tion kuvaaja on suora s0
0, joka sijaitsee suorans0 kanssa symmetrisestix-

akselin suhteen. T•am•a seuraa yksinkertaisesti siit•a, ett•a samaa argumentin
arvoa vastaavat ko. kahden funktion arvot ovat toistensa vastalukuja, joten
vastaavat kuvaajien pisteet P ja P0 ovat symmetrisess•a asennossax-akselin
suhteen.

Oikealle siirrytt •aess•a suoras0 "nousee" ja s0
0 "laskee", kuten v•ait •os edel-

lytt •a•a.
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Funktion y = kx kuvaajasuora eli, kuten lyhyesti sanotaan, "suoray =
kx" voidaan piirt •a•a siten, ett•a annetaanx:lle jokin arvo (6= 0) ja lasketaan
vastaava y:n arvo sek•a piirret •a•an sitten suora n•ain m•a•ar•atyn pisteen (x; y)
ja origon kautta.

Lukua k sanotaan suorany = kx kulmakertoimeksi eli kulmakoe�sientik-
si. Mit •a suurempi jkj on, sit•a suurempi on kaltevuuskulma� , toisin sanoen,
sit•a jyrkemmin suora nousee tai laskee.

Koska edellisen lauseen mukaanx:n suuretessakx suurenee tai pienenee
sen mukaan, onkok positiivinen vai negatiivinen, niin voidaan kirjoittaa

Lause 2: Jos a > b, niin
1) ka > kb, jos k on positiivinen
2) ka < kb, " " " negatiivinen

Olkoot x1 ja x2 kaksi mielivaltaista argumentin arvoa ja y1 ja y2 vastaavat
funktion arvot, joten

y1 = kx1; y2 = kx2

Jakamalla edellinen yht•al•o j•alkimm•aisell•a saadaan verranto

y1 : y2 = x1 : x2

T•am•a tulos ilmaistaan sanomalla, ett•a funktion kx arvot ovat s u o r a a n
verrannolliset vastaaviin argumentin arvoihin eli lyhyesti: funktio kx on
s u o r a a n verrannollinen argumenttiin.

Esim. Jos kappale liikkuu tasaisella nopeudella v (vakio), niin matka s ajan t funktiona
on

s = vt

Matka on siis suoraan verrannollinen aikaan. (963{968 )

57 § y=kx+b

Ed. §:n lause 1, joka koskee erikoistapaustab = 0, voidaan yleist•a•a seu-
raavasti:

Lause 1: Funktion y = kx + b kuvaaja on suora, joka leikkaay-akselin
pisteess•a b ja jonka kaltevuuskulma� x -akselin suhteen m•a•ar•aytyy yht•al•ost•a

tan � = jkj

Suora (oikealle siirrytt •aess•a)
1) nousee, josk on positiivinen
2) laskee, josk on negatiivinen
3) on x-akselin suuntainen, josk = 0
T•am•a yleinen lause seuraa•asken mainitusta erikoistapausta koskevasta

lauseesta yksinkertaisesti seuraavasti.
Kutakin x:n arvoa vastaava funktion y = kx + bkuvaajan s piste saadaan,

kun funktion y = kx kuvaajasuoran s0 samaax:n arvoa vastaavaa pistett•a
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x

y = kx

s

y = kx + b

s0

b

�� |
{z

}

b

|
{z

}

kx + b|
{z

}kx

|
{z

}b

Kuv. 9

siirret •a•an matka b yl•osp•ain, jos b on positiivinen (kuv. 9), tai alasp•ain, jos b
on negatiivinen. s on siis s0:n suuntainen suora ja leikkaay-akselia pisteess•a
b.

s:n piirt •aminen voidaan suorittaa siten, ett•a viimeksi mainitun pisteen
lis•aksi m•a•ar•at•a•an jokin toinen sen piste ja piirret•a•an sitten suora n•aiden
pisteiden kautta. x:n kerrointa k sanotaan yleisess•akin tapauksessa kulma-
kertoimeksi.

Edellisest•a lauseesta seuraa v•alitt •om•asti

Lause 2: Suorat y = k1x + b1 ja y = k2x + b2 ovat yhdensuuntaiset silloin
ja vain silloin, kun k1 = k2. (969{990 )

58 § y = ax2

Piirr •amme t•am•an funktion kuvaajan tapauksessaa = 1. Siin •a tarkoituk-
sessa annammex:lle joukon arvoja ja laskemme vastaavaty:n arvot. N•ain
saadaan kuvion 10 vierell•a oleva taulukko. Vastaavat pisteet (x; y) merkit •a•an
sitten koordinaatistoon ja piirret •a•an niiden kautta mahdollisimman luonnol-
linen ja sile•a k•ayr•a (kuv. 10). T•am•a esitt•a•a funktiomme kuvaajaa. Jos las-
kemalla m•a•ar•at•a•an lis•a•a kuvaajan pisteit•a, n•ahd•a•an, ett•a ne ovat piirretyll •a
k•ayr•all•a.

Funktion y = ax2 kuvaajaa sanotaanparabeliksi. T•am•a k•ayr•a on symmet-
rinen y-akselin suhteen, mik•a voidaan p•a•att •a•a siit•a, ett•a kahta x:n arvoa,
jotka ovat toistensa vastalukuja, vastaa samay:n arvo. T•at•a symmetrisyy-
sakselia sanotaan parabelinakseliksi ja sill•a oleva parabelin piste, joka on
origossa, on nimelt•a•an parabelin huippu.

Kun x = 0, niin y = 0. Kun sitten jxj ja siis x2 suurenee, niiny suure-
nee, josa > 0 ja pienenee, josa < 0. y:n suureneminen tai pieneneminen on
sit•a nopeampaa mit•a suurempi jaj on. Kahta a:n arvoa, jotka ovat toisten-
sa vastalukuja, vastaavien funktioiden kuvaajat ovat symmetrisi•a x-akselin
suhteen, sill•a niiden samaa abskissaa vastaavat ordinaatat ovat toistensa vas-
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x y

0 0

� 0;5 0;25

� 1 1

� 1;5 2,25

� 2 4

� 2;5 6;25

Kuv. 10

Kuv. 11

talukuja. Kuviossa 11 esitet•a•an n•aytteeksi samassa koordinaatistossa arvoja
a = � 4, � 1, � 1

4 , � 1
16 vastaavat parabelit.

Edell•a esitetyll•a keinolla piirret •a•an muunlaistenkin funktioiden kuvaajat.
K•ayr•an pisteit•a m•a•ar•at•a•an niin tihe•ass•a, ett•a k•ayr•a voidaan hyvin niiden
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kautta piirt •a•a. Sellaisissa paikoissa, joissa k•ayr•a on kaarevampi, on yleens•a
syyt•a m•a•ar•at•a pisteit•a tihe•amm•ass•a kuin v•ahemm•an kaarevissa kohdissa.
On huomattava, ett •a algebrallisten funktioiden kuvaajat ovat yleens•a yksin-
kertaisia ja kauniita, sileit •a k•ayri•a, ilman " •akkimutkia".

Olkoot x1 ja x2 kaksi mielivaltaista argumentin arvoa ja y1 ja y2 vastaavat
funktion arvot, joten

y1 = ax1
2; y2 = ax2

2

Jakamalla edellinen yht•al•o j•alkimm•aisell•a saadaan verranto

y1 : y2 = x1
2 : x2

2

T•am•a tulos ilmaistaan lyhyesti: funktio ax2 on suoraan verrannollinen ar-
gumentin neli•o•on.

Esim. Ympyr •an ala A s•ateen r funktiona on

A = �r 2

Ympyr •an ala on siis suoraan verrannollinen s•ateen neli•o•on. (991{1005 )

59 § y =
p

x

Sen sijaan, ett•a antaisimme x:lle arvoja ja laskisimme vastaavat y:n ar-
vot, on t •all•a kertaa mukavampaa tehd•a p•ainvastoin. Onhan n•aet x = y2

ja neli•o•on korottaminen on helpompaa kuin neli•ojuuren ottaminen. Mutta
t•all•a tavalla ilmeisesti joudumme piirt •am•a•an k•ayr•an, joka on yhtenev•a ku-
viossa 10 esitetyn parabelin kanssa. Ainoa ero on siin•a, ett•a parabeli nyt

"aukeaa" oikealle (kuv. 12),

Kuv. 12

kun taas mainittu parabeli
aukeaa yl•osp•ain.

Kuviosta n•akyy havainnol-
lisesti x:n arvojen lukum•a•a-
r•a•an n•ahden ennest•a•an tun-
temamme tosiasia: kutakin
x:n arvoa vastaa kaksi, yksi
tai ei yht •a•an funktion arvoa
sen mukaan, onkox positii-
vinen, nolla vai negatiivinen.
Funktion kaksi arvoa ensin
mainitussa tapauksessa ovat
toistensa vastalukuja.

T•allaisia funktioita, jotka
voivat saada samalla muuttujan arvolla kaksi arvoa (ei useampia), sanotaan
kaksik•asitteisiksi funktioiksi. Niit •a funktioita taas, jotka eiv •at koskaan saa
useampia kuin yhden arvon, sanotaanyksik•asitteisiksi funktioiksi. T •allaisia
ovat mm. kaikki rationaalifunktiot. Vastaavalla tavalla m •a•aritell •a•an kol-
mik•asitteiset funktiot jne. ( 1006{1009 )
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60 § y =
a
x

Kuviossa 13 esitet•a•an t•am•an funktion kuvaajat tapauksissa a = 1 (yh-
ten•ainen viiva) ja a = � 1 (katkoviiva). Ne on piirretty 58 §:ss•a k•aytetyll •a
keinolla (x:lle on annettu arvot� 1

5 , � 1
4, � 1

3 , � 1
2, � 1, � 2, � 3, � 4, � 5 ja

laskettu vastaavat y:n arvot).

Kuv. 13

Kysymyksess•a oleva k•ayr•a, olipa vakiolla a mik•a arvo tahansa, on ni-
melt•a•an hyperbeli. Se on kaksiosainen eli, kuten tavallisesti sanotaan,kaksi-
haarainen. Kun siirryt •a•an jompaakumpaa haaraa pitkin kauemmaksi ja kau-
emmaksi, niin k•ayr•a l•ahenee rajattomasti koordinaattiakselia. Koordinaat-
tiakseleja sanotaan t•am•an ominaisuuden takia hyperbelinasymptooteiksi.

Tarkastelemme nyt l•ahemmin funktion kulkua, so. funktion muuttumista
argumentin muuttuessa. Oletamme ensin, ett•a a on positiivinen. Kun t •all•oin
x "kasvaa" rajattomasti eli, kuten on tapana merkit •a, x ! + 1 (luettava: x
l•ahenee +•a•aret•ont•a), niin (vrt. kuviota) y ! 0 alituisesti pieneten ja posi-
tiivisena pysyen. Kun taas x pienenee rajattomasti eli x ! �1 , niin y ! 0
alituisesti kasvaen ja negatiivisena pysyen. Kun edelleenx ! 0 "positiivi-
selta puolelta", niin y ! + 1 , ja kun x ! 0 "negatiiviselta puolelta", niin
y ! �1 . T•at•a on tapana merkit•a my•os

a
0

= �1
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Kun x kasvaa negatiivisesta positiiviseksi, niin sill•a hetkell•a, jolloin se ohit-
taa 0:n, funktio "hypp •a•a" �1 :st•a + 1 :•a•an.

Kun a on negatiivinen, niin funktion kulku on muuten edell •a kuvatun
kaltainen, paitsi ett •a funktiolla on edelliseen tapaukseen verrattuna vastak-
kainen merkki.

Kuviosta selvi•a•a, ett•a kun x merkki•a•an muuttamatta suurenee, niin funk-
tio

a
x

aina pienenee tai suurenee sen mukaan, onkoa positiivinen vai nega-

tiivinen. Siis voidaan kirjoittaa

Lause 1: Jos jakajaa, merkki•a muuttamatta, suurennetaan, niin osam•a•a-
r•a pienenee tai suurenee sen mukaan, onko jaettava positiivinen vai negatii-
vinen.

Erikoistapauksessaa = 1 voidaan t •am•an lauseen sis•alt •o pukea muotoon:

Lause 2: Suuremmalla kahdesta samanmerkkisest•a luvusta on pienempi
k•a•anteisarvo kuin pienemm•all•a.

Olkoot x1 ja x2 kaksi mielivaltaista argumentin arvoa ja y1 ja y2 vastaavat
funktion arvot, joten

y1 =
a
x1

; y2 =
a
x2

Jakamalla edellinen yht•al•o j•alkimm•aisell•a saadaan verranto

y1 : y2 =
1
x1

:
1
x2

eli y1 : y2 = x2 : x1

T•am•a tulos ilmaistaan sanomalla, ett•a funktion
a
x

arvot ovat k •a •a n t •a -

e n verrannolliset vastaaviin argumentin arvoihin eli lyhyesti: funktio
a
x

on

k •a •a n t •a e n verrannollinen argumenttiin.

Esim. Jos kappale liikkuu tasaisella nopeudella tietyn matkan s (vakio), niin matkaan
tarvittava aika t nopeuden v funktiona on

t =
s
v

Aika on siis k •a•ant•aen verrannollinen nopeuteen (vrt. esimerkki •a 56 §:ss•a).

(1010, 1011 )

61 § Empiirisen funktion kuvaaja

Empiirisen funktion esitt •amist•a graa�sesti selit•amme seuraavan esimerkin
avulla. Er•a•ass•a paikassa mitattiin huhtikuun 28 p:n •a ulkol•amp•otila vuoro-
kauden kuluessa 3 tunnin v•aliajoin. Tulokset ovat esitettyin •a alla olevassa
taulukossa.

Klo 0 3 6 9 12 15 18 21 24
L•amp•otila � 4;6� � 6;3� � 7;2� � 3;0� +1 ;0� +3 ;3� +4 ;2� +1 ;4� � 1;5�
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Otetaan aika abskissaksi ja l•amp•otila ordinaataksi ja merkit •a•an taulukos-
sa esiintyv•at 9 lukuparia koordinaatistoon. Kysymyksess•a olevan vuorokau-
den l•amp•otilaa ajan funktiona esitt •av•a k•ayr•a kulkee silloin n•aiden pisteiden
kautta. Kun emme tunne l•amp•otilaa mainittujen kellom •a•arien v•aliajoilla,

Kuv. 14

niin voidaan k•ayr•a piirt •a•a vain likim •a•ar•aisesti. T•all•oin k•aytet•a•an jompaa-
kumpaa seuraavasta kahdesta menettelytavasta.

Toisessa keinossa yksinkertaisesti yhdistet•a•an saadut pisteet janoilla ja
ajatellaan siis paremman tiedon puutteessa, ett•a l•amp•otila v •aliaikoina on
muuttunut "suoraviivaisesti". N •ain saadaan kuviossa 14 esitetty murtoviiva
l•amp•otilan kuvaajaksi.

Toinen keino taas perustuu siihen, ett•a otaksutaan l•amp•otilan kuvaajan
olevan mahdollisimman yksinkertaisen ja luonnollisen sile•an k•ayr•an, joka
kulkee kysymyksess•a olevien pisteiden kautta. Kuvaajan piirt •aminen n•ain
on tietysti jossakin m•a•arin mielivaltaista, mutta kun piirt •aminen harkiten

Kuv. 15
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tehd•a•an, niin eiv•at yleens•a edes eri henkil•oiden piirrokset paljonkaan eroa
toisistaan, elleiv•at tunnetut pisteet ole kovin harvassa ja ep•as•a•annollisesti.
Kuviossa 15 oleva sile•a k•ayr•a on n•ain piirretty.

T•all•a kertaa on meill•a tilaisuus tarkistaa, miss•a m•a•arin edell•a esitetyt
k•ayr•at poikkeavat oikeasta kuvaajasta, joka on n•aht•aviss•a kuviossa 16. T•a-

Kuv. 16

m•a k•ayr•a on saatu siten, ett•a samassa paikassa, jossa havaittiin taulukossa
olevat l•amp•otilat, oli toiminnassa ns. termogra�, joka on sellainen kelloko-
neistolla toimiva koje, jossa kyn•a automaattisesti suoraan piirt•a•a paperille
l•amp•otilak •ayr•an. (1012{1016 )

62 § Ensimm •aisen asteen yht •al•on kuvaaja

Yht •al•o
ax + by = c

jossa a, b ja c merkitsev•at vakioita ja b 6= 0 m •a•arittelee y:n argumentin
x funktioksi. Kun n •aet x:lle annetaan jokin arvo, niin vastaava y:n arvo
saadaan ratkaisemalla yht•al•o y:n suhteen. y:t •a sanotaan t•all•oin x:n ratkai-
semattomaksi funktioksi.

Jos edell•a oleva yht•al•o ratkaistaan y:n suhteen, saadaany lausutuksi x:n
ratkaistuna funktiona:

y = �
a
b

x +
c
b

Funktion kuvaaja on siis suora (57§, lause 1). T•at•a suoraa sanomme alussa
mainitun yht•al•on kuvaajaksi ja yht •al•o•a ko. suoran yht•al•oksi.

Suoran piirt •amiseksi ei yht•al•o•a yleens•a saateta ratkaistuun muotoon, vaan
m•a•ar•at•a•an alkuper•aisen yht•al•on avulla kaksi suoran pistett•a ja piirret •a•an
sitten suora n•aiden kautta. Mainituiksi pisteiksi valitaan tavallisest i koor-
dinaattiakselien ja suoran leikkauspisteet, ellei suora kulje origon kautta
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tai elleiv•at leikkauspisteet ole niin l•ahekk•ain, ett •a suoran piirt•aminen on
ep•avarmaa. Viimeksi mainituissa tapauksissa otetaan toiseksi pisteeksi jo-
kin akselilla m•a•ar•atyst•a leikkauspisteest•a tarpeeksi kaukana oleva suoran
piste.

Jos erikoisesti a = 0 ( b 6= 0), niin tarkasteltu yht •al•o kutistuu muotoon
by = c eli

y =
c
b

Yht •al•on kuvaaja on t•all•oin x-akselin suuntainen suora, joka leikkaay-akselin
pisteess•a

c
b
. Jos taasb = 0 ( a 6= 0), niin meill •a on yht•al•o ax = c eli

x =
c
a

jonka kuvaaja on vastaavasti ilmeisestiy-akselin suuntainen suora, joka leik-
kaa x-akselin pisteess•a

c
a

.

N•ain on havaittu oikeaksi

Lause: Ensimm•aisen asteen yht•al•on

ax + by = c

kuvaaja on aina suora.

Esim. 1. Piirrett •av•a suora

Kuv. 17

3x � 2y = 6

Suoran ja y-akselin leikkauspiste saa-

daan, kun yht •al•o•on sijoitetaan x = 0. T •al-

l•oin on y = � 3, joten mainittu leikkaus-

piste on (0; � 3). Panemalla p•ainvastoin

y = 0, saadaan x = 2, joten suoran ja

x-akselin leikkauspiste on (2; 0). Pisteiden

(0; � 3) ja (2; 0) kautta piirretty suora on

vaadittu suora (kuv. 17).

Esim. 2. Piirrett •av•a suora

4x + 2 y = 1

Kun nyt m •a•ar•at•a•an edellisess•a esimer-

kiss•a esitetyll •a tavalla suoran ja akselien

leikkauspisteet, saadaan niiksi (0; 0;5) ja

(0;25; 0). Koska n•am•a pisteet ovat kovin

l•ahekk•ain, m•a•ar•at•a•an uusi piste suoralta.

Sijoitetaan yht •al•o•on esim. x = 2, jolloin

saadaany = � 3;5, ja piirret •a•an sitten suo-

ra pisteiden (0; 0;5) ja (2; � 3;5) kautta (kuv. 17). (1017{1025 )
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63 § Ensimm •aisen asteen yht •al•oparin graa�nen ratkaisemien

47 §:ss•a olemme n•ahneet, miten yht•al•opari

(I)
�

ax + by = c
a0x + b0y = c0

ratkaistaan algebrallisesti. Nyt n •ayt•amme, miten sama yht•al•opari ratkais-
taan graa�sesti.

Koska sellainen piste (x; y), jonka koordinaatit toteuttavat molemmat yll •a
olevat yht•al•ot, on kummankin yht •al•on kuvaajasuoralla, niin se on n•aiden
suorien leikkauspiste. Siis yht•al•oparin ratkaisemiseksi graa�sesti tarvitsee
vain piirt •a•a molemmat suorat, jolloin leikkauspisteen koordinaatit ovat haet-
tu juuripari.

Esim. (
3x � 2y = 6

4x + 2 y = 1

N•aiden yht •al•oiden kuvaajasuorien piirt •amisen olemme selitt•aneet edellisen §:n esimer-

keiss•a (kuv. 17). Kuten kuviosta n •akyy on suorien leikkauspiste (1; � 1;5), joten yht •al•on

juuripari on x = 1, y = � 1;5. Saman tuloksen saimme algebrallisesti 47§:ss•a.

(1026{1033 )

64 § Yht •al•oparin ratkaisujen lukum •a•ar •a

Edellisess•a §:ss•a esitetyst•a ratkaisumenetelm•ast•a seuraa v•alitt •om•asti

Lause 1: Yht•al•oparilla (I) on ratkaisuja

1) yksi, jos kuvaajat leikkaavat toisensa
2) ei yht•a•an, " " ovat yhdensuuntaiset
3) •a•arett•om•an monta, " " yhtyv•at

Sanoaksemme t•am•an lauseen "algebran kielell•a", kirjoitamme yht •al•ot (I)
ratkaistuun muotoon:1

8
<

:

y = �
a
b

x +
c
b

y = �
a0

b0x +
c0

b0

N•aiden suorien yhdensuuntaisuusehto on

�
a
b

= �
a0

b0

(57 §, lause 2). Kun t•ass•a muutamme molempien puolien merkit ja vaih-
damme kesken•a•an saadun verrannon keskimm•aiset j•asenet (17§, lause 2),
saamme yhdensuuntaisuusehdon muotoon

a
a0 =

b
b0

1Oletamme, ett •a b ja b0 6= 0.
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Suorien yhtymisehdoksi tulee t•am•an lis•aksi
c
b

=
c0

b0 eli

b
b0 =

c
c0

Lause 1 voidaan siis esitt•a•a algebrallisessa muodossa seuraavasti:

Lause 2: Yht•al•oparilla (I) on ratkaisuja

1) yksi, jos
a
a0 6=

b
b0

2) ei yht•a•an, "
a
a0 =

b
b0 6=

c
c0

3) •a•arett•om•an monta, "
a
a0 =

b
b0 =

c
c0

Jos tapauksessa 3) yht•asuuria suhteita merkit•a•an k:lla, niin

a = ka0; b = kb0; c = kc0

mist•a n•akyy, ett •a edellinen yht•al•oist•a (I) saadaan t•all•oin kertomalla j •alkim-
m•ainen k:lla.

Esim. Mill •a lukujen m ja n arvoilla seuraavalla yht •al•oparilla on ratkaisuja 1) yksi, 2)
ei yht •a•an, 3) •a•arett •om•an monta:

(
(m2 � 3)x + my = m + n

(2m � 1)x + 2 y = m

Edellisen lauseen mukaan on kysymyksess•a tapaus 2) tai 3) silloin, kun on voimassa
verranto

m2 � 3
2m � 1

=
m
2

Kirjoittamalla keskimm •aisten j•asenten tulo = •a•arimm•aisten j•asenten tulo (17 §, lause 1)
saadaan yht•al•o

2m2 � 6 = 2m2 � m

T•am•an juuri on m = 6. Siis tapaus 1) on kysymyksess•a, kun m 6= 6.
Jos m = 6, niin mainitusta kahdesta mahdollisuudesta on kysymyks ess•a tapaus 3)

silloin, kun on voimassa verranto

m
2

=
m + n

m
eli

6
2

=
6 + n

6

T•am•an yht •al•an juuri on n = 12.

Siis yht •al•oparilla on ratkaisuja:

1) yksi, jos m 6= 6
2) ei yht •a•an, " m = 6 ; n 6= 12
3) •a•arett •om•an monta, " m = 6 ; n = 12 (1034{1037 )
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