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Fysiikka, kemia, laskento ja matematiikka: nelja eri lajia

Otsikko luettelee aakkosjdrjestyksessd neljd tiedon ja
taidon alaa. Kaksi ensimmaéisté ovat eksakteja luonnon-
tieteitd, fyysisen maailmamme olemusta selvittédvii,
maailmankuvaa rakentavia tietokokonaisuuksia, teknii-
kan moninaisten saavutusten kulmakivid. Kolmas on
arkipdivimme kannalta olennainen taito, jota tarvitaan
kaikenlaisen kvantitatiivisen informaation késittelyssi,
leivontaresepteistd supertietokoneilla tehtédviin moni-
vaiheisiin simulaatiosovelluksiin asti. Matematiikka on
abstrakti mé#édrédn ja muodon tiede, looginen ja de-
duktiivinen rakennelma, kuitenkin todellisuuteen ank-
kuroitunut ja maailman ymmértdmiselle olennaisen
tirkeitd tyokaluja tarjoava, myos fysiikan, kemian ja
laskennon tukitiede, muttei suinkaan vain naiden.

Fysiikka, kemia, laskento ja matematiikka ovat ihmisen
eri tiedon- ja taidonalojen joukossa sikéli poikkeuksel-
lisia, ettéd niitd kaikkia opetetaan yleissivistavéssa kou-
lussa, eri méérid ja eri aikoina. Laskennon perusteita
opetetaan rinnan toisen viestinnidn perustaidon, luke-
misen kanssa koulun ensimméisinéd vuosina. Néin on ol-
lut kauan, eiké asia ole siitd muuttunut, ettd oppiaineen
nimi on késitteiden sekaannuksessa ja hienostelutarpei-
den vuoksi muutettu matematiikaksi. Oppiainenimen
matematiikka alla laskennon opetusta jatketaan perus-
koulussa ja lukiossa; lukiossa laskennon nimeksi tulee
lyhyt matematiikka. Peruskoulun loppupuolella ja lu-
kiossa on tarkoitus opettaa myos fysiikkaa, kemiaa ja
matematiikkaa. Lukiossa matematiikka-aineen nimi on
pitkd matematiikka. My6s pitkd matematiikka on kon-
struktio, johon siséltyy vahva laskentokomponentti.

Fysiikkaa, kemiaa, laskentoa ja matematiikkaa yh-

distdd ylakédsite matemaattiset aineet. Maahamme
on juurtunut kansainvilisesti melko ainutlaatuinen
kaytanto, jonka mukaan néiden syvésti toisistaan eroa-
vien tiedon- ja taidonalojen opetus yhdistyy samaan
opettajaan.

Opettamisen professiosta eli ammattikuvasta on vii-
me vuosina paljon kirjoitettu ja puhuttu. Erityisesti
opettajan tyon ihmissuhdeaspektien téarkeyttd on ko-
rostettu. Ei kuitenkaan voi muuksi muuttaa sitéd tosia-
siaa, ettd opettaja voi olla tietojen tai taitojen opetta-
ja vain, jos hén itse osaa. Tanssinopettajan on osatta-
va tanssia, mielelladn hyvin. Tanssi tarvitsee tuekseen
musiikin, mutta musiikinopettaja ei automaattisesti ole
péteva tanssinopettaja sen enempééd kuin tanssinopet-
taja on musiikinopettaja. Laskennonopettajan on osat-
tava laskea, fysiikan opettajan on osattava fysiikkaa,
kemian opettajan kemiaa. Hyva laskennonopettaja ei
valttdmatté tiedd matematiikasta tai kemiasta mitdén.
Haitaksi ei ole, jos laskennon opettaja pitdid laskemi-
sesta, fysiikan opettaja fysiikasta ja kemian opettaja
kemiasta. Ja vilttdmé&tonta on, ettd opettajalla on ko-
konaisnidkemys opetettavasta aineestaan, kyky ndhda
ja asettaa kulloinkin opetettavana oleva asia tai tai-
to laajempaankin yhteyteen kuin kulloisenkin opetus-
tilanteen mikromaastoon.

Miten huolehditaan siité, ettéd opettaja osaa? Antaako
kunnan sivistyslautakunta tai kaupungin opetusvirasto
laskennon opettajaksi pyrkiville laskutehtévia, kemian
opettajaksi pyrkiville analyysitehtavid, kysytaanko fy-
siikan opettajaksi haluavalta sihkdmagneettisen sétei-
lyn perusominaisuuksia, jotta varmistuttaisiin opetta-

Paskirjoitus
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jlen osaamisen laadusta? Né&in ei tehd&d, vaan laa-
dun katsotaan ndkyvén opettajan tehtédviin hakeu-
tuvan opintosuorituksista. ”Matemaattisten aineiden
opettaja”on kuitenkin periaatteessa péatevd opetta-
maan esimerkiksi matematiikkaa, oppia ja tietoa, jolla
ei valttamatta ole mitdédn tekemistd luonnontieteiden
kanssa (vaikka silld toki usein on!), kunhan hén on suo-
rittanut syventdvid opintoja kemiassa tai fysiikassa ja
aineopintoja matematiikassa.

Matemaattisten aineiden opettajia tavatessaan ja
esimerkiksi ylioppilastutkinnon matematiikan koetta
ldhes varmuudella seuraavia kokeen vaikeuden kauhis-
teluja kuunnellessaan ei voi vélttyéd saamasta késitysté,
ettd matemaattisten aineiden opettajien matemaatti-
nen ammattitaito on joskus védhédinen. Ja matematii-
kan aineopintojen sisdllostéd ja suoritustasosta hiukan
perillé ollen ei téata tarvitse ollenkaan ihmetella.

Matematiikkaa ei tarvitse opettaa kaikille, eikd sité
kaikille opetetakaan - laskentoa kylldkin, ja sitd tar-
peeseen. Mutta maa tarvitsee jonkin verran ihan oi-
keaa matematiikkaa ymmartavia, siitd kiinnostuneita,
sitd rakastavia. Ja matematiikan tédrke#iksi aineekseen
lukiossa valinnut opiskelija tarvitsee johdattelijakseen

Matti Lehtinen

opettajan, joka itse osaa matematiikkaa, on siitéd kiin-
nostunut, rakastaa sitd. Matematiikan osaajaksi ei tulla
opinnoitta, matematiikan opettajaa eivit kasvata kir-
jankustantajien markkinoimat oppikirjojen tehtéavien
mallivastauskokoelmat. Ei ole kovin todennikoista,
ettd kemiaa tai fysiikkaa padaineenaan opiskelleet oli-
sivat ehtineet ja jaksaneet kehittdd itsestddn aidosti
ammattitaitoista oikean matematiikan opettajaa. Téta
yksinkertaiselta kuulostavaa faktaa ei monikaan sivis-
tyslautakunta, opetusvirasto tai kasvatusopillisin an-
sioin tehtéviinsd edennyt rehtori tiedosta tai tunnusta.

Miksi emme osaa irrottaa eri tiedonalojen erityis-
osaamista toisistaan? Miksei nuorten vialttdméitta ki-
vistd tietd itse kunkin tiedonalan osaamiseen tasoi-
teta jérjestelmélld, jossa kunkin oppiaineen opetus
olisi sddnnonmukaisesti kyseisen aineen erityisosaajan
késissd?

Ettei syntyisi véaidrinkasitystd: en ehdota fakki-
idiotismin lisddmistd. Aidosti oman asiansa osaava
opettaja, ja juuri han, ymmartas tietonsa seké niiden
rajoitukset ja arvostaa toisten erilaisia tietoja ja taito-
ja.

Paiskirjoitus
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Marjatta Néédtdnen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Uusista opetussuunnitelmista

Uusista opetussuunnitelmista on tullut keskustel-
tua ohimennen joidenkin matemaatikkojen kanssa.
Téllaisia mielipiteitd on tullut esille: pahimpia ongel-
mia uusien opetussuunnitelmien suhteen on, ettd po-
lynomialgebra on rajoitettu polynomien kertomiseen.
Jakoalgoritmi esiintyy vain numeerisena ja erikoiskurs-
silla. Polynomien késittely on kuitenkin perusosaa-
mista, jota tarvitaan luonnontieteellisilla ja teknisilla
aloilla perusopinnoissa. Matematiikasta innostuneet ja
sitéd harrastavat oppilaat onnistuvat paikkaamaan au-
kon vaikka itsekseen, mutta muille olisi syytd opet-
taa jo koulussa ndmé asiat — tasa-arvonkin takia olisi
tarkedd, ettd kaikille annettaisiin mahdollisuus oppia
nidméi asiat, jotta heiddn jatkomahdollisuutensa eivit
kaatuisi tdllaiseen perusosaamisen aukkoon.

Olisi hyva saada opetussuunnitelmista kokemuksia ja
mielipiteité, osallistukaa keskusteluun!

Kalle Viisidldan algebran oppikirja
Solmuun

Edellisessd numerossa  kerrottiin, ettd Vaisaldn al-
gebran oppikirjan tehtdvid julkaistaan Solmussa.
Léhiaikoina ilmestyy koko kirja Solmun verkko-
osoitteessa. Kiitdmme julkaisuluvista Véisédldn peri-
kuntaa ja WSOY:té. Kirjan tekstin on kirjoittanut Sol-
mulle Mirjana Mirolovic ja tehtédvét Juha Ruokolainen.
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Lukuteoriaa ja salakirjoitusta, osa 1

Heikki Apiola
Dosentti
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Johdanto

Lukuteoriaa on joskus pidetty esteettisesti kauniina,
mutta kdytdnnossd aika hyodyttoménd matematiikan
alana. Kukaan ei asettane nykyaddnkddn tuota es-
teettistd puolta kyseenalaiseksi, mutta miten on sen
kaytannon hyodyn laita?

Nykyinen sidhkoiseen tiedonvilitykseen perustuva asioi-
den hoitaminen ei olisi mahdollista ilman tehokkaita
salausmenetelmié. Niiden kehittdmisessd puolestaan on
ollut ratkaisevan térkeé osa juuri tuolla lukuteorian tar-
joamalla “hyodyttomalla” estetiikalla.

Téssé kirjoituksessa esitetdédn lukuteorian perusasiat,
joita tarvitaan osassa 2 esiteltdvén ns. julkisen RSA-
salakirjoitusmenetelmén johtamiseen, patevéksi osoit-
tamiseen ja ohjelmoimiseen.

Lukuteoria on sikéli poikkeava matematiikan ala, etta
siitd voi kirjoittaa lukijalle, jolla on minimaaliset pe-
rustiedot matematiikassa. Itse asiassa tarvitaan vain
ymmérrys kokonaislukujen perusominaisuuksista ja
laskutoimituksista niilld. N&illa evéilla padstddn aika
nopeasti kiinnostaviin tuloksiin ja sovelluksiin késiksi.

Kirjoitus toimii testiné ylld olevalle viitteelle. Toki on
hyodyksi, jos lukijalla on oheislukemistona vaikkapa lu-
kion lukuteorian syventdvén kurssin 11 oppikirja, ku-
ten [Lukiol] tai [Lukio2].

Kirjoitus ei ole lukuteorian alkeiden oppikirjan osa, kes-
kityn vilttdméttomén (ja toivottavasti riittédvin) osuu-
den esittelyyn paamédrana ylla mainitun julkisen sa-
lakirjoituksen RSA-salakirjoitusalgoritmina tunnetun
menetelmdn ymmértdminen. Esitdn asiat perusteelli-
sesti, niin ettd yksityiskohtienkin ymmartdminen oli-
si mahdollista. Jotta kirjoitus ei paisuisi liian laajaksi,
esitdn sen kahdessa osassa. Téssd ensimmaéisessé keski-
tyn lukuteorian perusteisiin ja toisessa tuohon salakir-
joitussovellukseen.

Kokonaisluvut, jaollisuus

Merkint6ja: Kéaytian joukko-opin ja logiikan standar-
dimerkintoja:

x € A tarkoittaa: z kuuluu joukkoon A, eli x on A:n
alkio.

Kokonaisluvut: Z = {0,+1,+2,£3...}

Luonnolliset luvut: N = {0,1,2,3,...}

Kasittelemme pelkédstadn kokonaislukuja, usein viit-
taamme kokonaislukuun lyhyesti sanalla Iuku.

Pienin ja suurin luku
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Kokonaislukujen osajoukoilla on ominaisuus, jota ei ole
rationaali- eikd reaaliluvuilla. Kyseessd on mahdolli-
suus valita osajoukosta pienin ja suurin luku.

Luonnollisten lukujen minimiominaisuus: Jokai-
sessa N:n epétyhjéssd osajoukossa on pienin luku.

Téasté seuraa:

Kokonaislukujen minimi- ja maksimiomi-
naisuus: Jokaisessa Z:n ylhdiltd rajoitetussa
epdtyhjissd osajoukossa on suurin luku ja alhaal-
ta rajoitetussa on pienin luku

Jakoyhtilo

Jos vaikkapa luku a = 55 jaetaan luvulla b = 8
kokonaislukujakona, saadaan osaméiird ¢ = 6 ja ja-
kojadnnos v = 7, silld 55 = 6 - 8 + 7. Osaméira ¢
l6ydetdan hakemalla suurin luku ¢, jolle ¢ - 8 < 55,
jakojaannos on se, mitd jaa yli. Jakojdannos r on ja-
kajaa (b = 8) pienempi, muutenhan osaméiri g = 6 ei
olisikaan suurin mahdollinen.

Y14 oleva esimerkki noudattaa sitd periaatetta, jolla
olemme oppineet jakolaskun suorittamaan jo peruskou-
lussa. Sama periaate voidaan kirjoittaa yleisesti pelkilla
kirjainsymboleilla:

Lause 1. Olkoot a ja b luonnollisia lukuja, a > 0.
Talloin on olemassa yksikdsitteiset q jar, 0 < r < b
siten, ettd a = qb+r

Tod. Toistamme siis vain ylla esimerkissé esitetyn juo-
nen. Voidaan olettaa, ettd a > b, muutenhan voidaan
ottaa ¢ = 0,7 = a.

No, ei muuta kuin valitaan maksimiominaisuuden pe-
rusteella suurin luku ¢ niin, ettd ¢b < a. (Epdyhtélon
pb < a toteuttavia lukuja p varmasti on, ainakin p = 0,
ja p = 1, joten puheena on epétyhji joukko. Liséksi
kaikki téllaiset luvut p toteuttavat varmasti epayhtélon
p < a, joten niiden joukko on ylhélté rajoitettu.)

Merkitédn r:114 erotusta r = a — bq, jolloin 7 > 0. Jos
olisi » > b, niin voitaisiin kirjoittaa r = b + ¢, missi
c>0.

T&ll6in olisi a = gb+b+c = (¢ + 1)b+ ¢, joten q ei
olisikaan yll& olevan joukon suurin luku.

Yksikésitteisyys: Olkoon kaksi esitystid: a = g1 b + 1,
jaa=qb+rey, missa 0 <r; <b, 1=1,2.

T&llsin |re — r1| < b, joten |q1 — qa2| b < b.

Koska b > 0, silld voidaan jakaa ja saadaan |g1 —ga2| < 1.
Kokonaisluvuille timé on mahdollista vain siten, etté
q1 = qo. Siitdpa heti seuraa, ettd myos r1 = ro. O

Maaritelma 1 (Jaollisuus). Luku a on jaollinen luvul-
la b, jos on olemassa luku n siten, ettd a = nb. Talloin

sanotaan, ettd b on a:n tekijd ja a on b:n moniker-
ta. Merkitiin: b|a, joka voidaan lukea: ”b on tekijind
a:ssa” tai ”b jakaa a:n”

Huomautus 1. Jos b|a, niin —b|a. Jokaisella luvulla
a on triviaalit tekijit +1 ja +a.

Luku 0 on jaollinen kaikilla luvuilla b, koska 0 = 0 - b,
toisaalta 0 on tekigind 0:ssa, mutta er missidn luvussa

a # 0.

Esimerkki 1. Jaollisuusesimerkkeji

1) 7|56, —3]12.

2) Luvun 12 ei-triviaalit tekijit: +2,+3,+4, +6
3) Luvulla 6 jaollisten lukujen joukko:
{n-6ln€Z} ={0,4+6,+12,+18...}

Kootaanpa yhteen yleiset jaollisuuden perusominaisuu-
det.

Lause 2. Yleiset jaollisuusominaisuudet

1) Jos x| a ja x|b, niin x| (a £b)

Yleisemmin:

1’) Jos x|a ja x|b, niin x| (am + bn) mielivaltaisille
(kokonais)luvuille m, n

2) Jos x| a tai x|b, niin x| (ab)

3) Jos a|b, b#0, niin |a| < |b],

Tod. Todistetaan malliksi kohta 1). Yleistys 1°) on ai-
van vastaavanlainen. Kohdat 2) ja 3) ovat suorastaan
itsestédnselvyyksid. Mieti kuitenkin.
Kohta 1): Oletuksen mukaan on olemassa (koko-
nais)luvut s ja t siten, ettd a = sz ja b = tx. Niinpé
at+b=sx+tx=(s+1t)x, joten x| (a+D).

——

€L

Kannattaa huomata, ettd kidinteinen suunta kohdalle
2) ei pide yleisesti.

Esim: 12 = 3-4. Luku 6 on tekijdné luvussa 12, mutta
6 ei ole tekijind kummassakaan tulontekijissd 3 tai 4.

No, kysehin on siité, ettd 6 :lla on yhteinen tekija seka
3 :n ettd 4 :n kanssa. Tdhén térkedédn havaintoon pa-
lataan, ja muotoillaan lisdehto, jolla kd&dnteinen joh-
topadtos on voimassa.

Kun puhutaan positiivisten kokonaislukujen a jaolli-
suudesta, voidaan rajoittua puhumaan positiivisista te-
kijoistd b, silld jos b on tekijé, niin —b on aina myos
tekijé, joten sen mainitseminen erikseen on turhaa
sanahelindd. (Matemaatikon hyveisiin kuuluu sanojen
sédstdminen. )
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Alkuluvut

Masritelma 2. Kokonaisluku a > 1 on alkuluku, jos
se on jaollinen vain 1:1ld ja itsellidn. Muuten puhutaan
yhdistetystd luvusta.

Jokainen luku a on jaollinen my¢s —1 :1l&d ja —a :lla.
Noudatamme edelld mainittua “turhan sanahelindn
vilttdmisperiaatetta “ ja pitdydymme positiivisissa te-
kijoissa.

Alkulukujen alkupéi nayttaad télta: 2,3,5,7,11,13,17.
Yksinkertainen algoritmi alkulukujen laskemiseen on jo
antiikin Kreikassa tunnettu Eratostheneen seula. Luku-
joukosta 1, ..., n seulotaan pois kaikki yhdistetyt luvut
poistamalla ensin 2:n monikerrat (parilliset luvut), sit-
ten 3:n monikerrat (3:1la jaolliset luvut), jne. Kts. [Lu-
kiol]

Symbolilaskentaohjelmissa on valmiita alkulukualgo-
ritmeja ohjelmoituna. MAPLE:lla voitaisiin 100 en-
simmaistd alkulukua laskea né&in:

> N = [$(2 .. 100)]

(2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11,12,13,14 ...
99, 100]

> map (ithprime, N)

(3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,23,29,31,37,41,43 ..
523, 541]

Eratostheneen seula on helppo ymmaértéaa ja ohjelmoi-
da, mutta se on varsin tehoton. Tehokkaiden alkulu-
kualgoritmien kehittely on térked osa mm. kryptolo-
gista (salakirjoitusmenetelmiin liittyviid) tutkimusta.

Lause 3 (Alkulukuhajotelma). Jokainen luonnollinen
luku a > 1 voidaan esittdid alkulukujen tulona.

Tod. Jos a on alkuluku, se on (yksiterminen) alkulu-
kutulo. Jos taas a on yhdistetty luku, se on muotoa
a = aya, a; > 1,5 = 1,2. Jos kumpikin on alku-
luku, olemme perilld. Ellei, niin ainakin toinen on yh-
distetty luku. Esitetéiéin kaikki (toinen tai molemmat)
tekijat kahden luvun tulona. Né&in jatketaan, kunnes
paddytddn tuloon, jonka mitdén tekijaé ei voida jakaa.
Tamé tapahtuu viimeistiin log,(a) askeleen jiilkeen,
koska yhdistetyn luvun kumpikin tekija > 2. O

Tuntuisi uskomattomalta, jos alkuluvut loppuisivat jos-
tain alkaen, ts. niité olisi vain dérellinen méara. Euklei-
des todisti jo v. 300 eKr. kirjassaan Elementa (Kirja IX,
propositio 20), etté niitéd todella on direttdmiin paljon.
Téaméa 2300 vuotta vanha todistus on edelleenkin voi-
missaan. N&in se menee:

Lause 4 (Eukleides). Alkulukuja on ddreton mddird.

Tod. Olkoon p mielivaltainen alkuluku. Osoitetaan,
ettd on olemassa sitd suurempi alkuluku. T&ll6inhén
adrellinen alkulukujen mé#ra johtaisi heti ristiriitaan.

Olkoot p1,p2,...,pn = p kaikki alkuluvut, jotka ovat
< p. Olkoon P = (p;1-pa-...pn)+1. Jos P jaetaan milla
tahansa luvuista p;,j = 1,...,n, niin jakojéfinnos = 1
(ajattele P : n kaavaa jakoyhtdlond). Jako ei siis me-
ne tasan, eli mikdén p :t4 pienempi alkuluku ei ole te-
kijand P :ssd. Mutta alkulukuhajotelmalauseen 3 mu-
kaan P :lld on tekijand alkuluku (P itse, jos se sattuu
olemaan alkuluku). Tadm4 tekijé ei ole mik&dn p :té pie-
nempi tai sen suuruinen (alku)luku, joten sen on oltava
P :td suurempi. O

My6hemmin on esitetty monia muitakin todistuksia,
kts. esim.
http://en.wikipedia.org/wiki/Prime_numbers

Suurin yhteinen tekija

Lukujen a ja b suurin yhteinen tekija, syt(a,b) on
nimensi mukaisesti suurin luku s, joka on tekijané seka
a:ssa ettd bissi.

Esimerkiksi syt(24,30) = 6, syt(5,7) = 1. Systemaat-
tinen tapa syt(a, b):n méirdédmiseksi on muodostaa al-
kulukuhajotelmat ja poimia kummastakin yhteiset al-
kutekijat. Edellisesséd esimerkisséd: 24 = 2 -2 -2 - 3,
30 = 2-3-5. Yksi kakkonen ja yksi kolmonen voi-
daan poimia kummastakin, eikd mitd&in muuta, joten
todellakin saadaan 6.

Tehokkaampi menetelmé on ns. Eukleideen algoritmi,
joka esitelldén kohta.

Sitd ennen johdetaan suurimmalle yhteiselle tekijille
kaava, josta saadaan kétevésti koko joukko ominai-
suuksia. Sitd voidaan pitdéd tdmén kirjoituksen yhtend
tarkeimpéané tyokaluna.

Lause 5 (SYTlause). Olkoot a ja b positiivisia koko-
naislukuja.

syt(a,b) = min{s > 0|s=azx+ by, z,y€Z}
Tod. Oikealla puolella oleva joukko koostuu positiivi-

sista kokonaisluvuista. Luonnollisten lukujen minimio-
minaisuuden mukaan tédssé joukossa on pienin luku

50 = axo + byo,

missd xg ja yo ovat sellaiset kokonaisluvut, joilla tuo
minimi saavutetaan.

Todistuksen juoni on osoittaa, etté

{(1) syt(a,b) < so,

(2) syt(a,b) > so.
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Epiyhtils (1) : Koska syt(a,b) on tekijini sekid a:ssa
ettd b:ssé, niin se on tekijdné jokaisessa muotoa a x+by
olevassa lausekkeessa, siis my0s sg :ssa. Niinpé on olta-
va syt(a,b) < so.

Epéyhtdlo (2) : Jos onnistumme osoittamaan, etté
S0 | aja so|b, niin tieddmme, ettd so on @ :n ja b :n yh-
teinen tekijé ja siten pienempi tai yhtdsuuri kuin suurin
yhteinen tekiji syt(a, b).

Aloitetaan a :sta. Jakoyhtdlon mukaan a = ¢sg + r,
missd 0 < r < sg. Osoitetaan, ettd r = 0, jolloin
viitteemme on a :n osalta todistettu.

Kirjoitetaan r = a — gso =
a(l —qo) + b(—qyo)-

a— qlaxzg + byo) =

Siis r on "muotoa sq”. Lisidksi 0 < r < s¢. Koska sg on
pienin positiivinen tuota muotoa oleva luku, on oltava
r = 0. Siten a = ¢ so, ts. S0 a.

Aivan samoin voimme menetelli b:n suhteen, ja
paitelld, ettid so | b. (Suoritapa tdméi lasku ja pédttely!)
Siispd sp on a :n ja b :n yhteinen tekijd, ja niin ollen
so < syt(a, b).

Niin olemme todistaneet epdyhtilst (1) ja (2), joten
todellakin syt(a, b) = sq.

O

Ennenkuin ryhdymme nautiskelemaan tdmén lauseen
seurauksista, otamme kéaytto6n merkinnén ja nimityk-
sen:

Keskendin jaottomat luvut: Luvut a ja b ovat kes-
kendén jaottomat, jos syt(a,b) = 1. Kdytdmme myos
sanontaa yhteistekijattomét ja puhetapaa: ”a :lla ja
b 114 ei ole yhteisid tekijoitd” tarkoittaen: ei yhteisid
epétriviaaleja tekijoita.

Aloitetaan edelld luvatulla kifinteiselld puolella tulon
jaollisuusominaisuuteen (Lause 2)

Lause 6. Oletetaan, etti syt(a,n) = 1. Josn|ab, niin
n|b

Tod. Koska syt(a,n) = 1, on 1 = x1 a + y1 b joillakin
kokonaisluvuilla 1 ja y1 (SYTlause (Lause 5)). Kun
tdma kerrotaan puolittain b :1l4, saadaan

b=x1ab+y bn.

Koska n|ab, on ab = kn jollain k € Z. Kun ylld b :n
lausekkeessa sijoitetaan a b :n paikalle k n, saadan:

b=xikn+yibn=n(z1k+y1b).
—_———

€z

Siispéd todellakin n on tekijané b : ssi. O

Erityisesti saadaan nyt:

Seuraus 7. Olkoon p alkuluku ja a ja b mielivaltai-
sia kokonaislukuja. Jos p on tekijind tulossa ab, niin
p on tekijind a :ssa tai p on tekijind b :ssd. Loogisena
lauseena ilmaistuna:

p alkuluku, plab = plaVp|b.

Tod. Oletetaan siis, ettd p on tekijand a b :ssé. Jos p ei
ole tekijdni a :ssa, niin syt(p,a) = 1, koska p on alku-
luku. Edellisen mukaan p :n taytyy siten olla tekijana
b :ssé. O

Tehtava 1. Osoita esimerkilld, ettd edellinen ei pdde
yleisesti, jos p ei ole alkuluku.

Eukleideen algoritmi

Kyseessé on menettely, jolla voidaan rekursiivisesti
méiirittad syt(a,b) annetuille kokonaisluvuille a ja b .
Se on periisin samasta Elementa-teoksesta n. 300 v.
eKr kuin lause 4.

Algoritmi pohjautuu havainnolle:

Lause 8. Olkoot a ja b luonnollisia lukuja, a > b.
Jos r on jakojiinnds jakolaskussa a/b, niin syt(a,b) =
syt(b,r).

Tod. Kirjoitetaan jakoyhtédlon mukaan a = gb+r. Jos
s on a :n ja b :n yhteinen tekija, niin s on tekijana
r :ssé, koska = a — ¢ b (Lause 2, kohta 1). Siispéd s on
b:n ja r:n yhteinen tekiji. Kédédntéen, jos s on b:n ja r:n
yhteinen tekijé, niin se on a:n tekija, koska a = gb+r.
Kaikki yhteiset tekijit ovat samat, joten erityisesti suu-
rin yhteinen tekija on sama. O

Esimerkki 2. Madrdttivd syt(576, 168).

576 =3 - 168 + 72.

Lause 8: syt(576,168) = syt(168, 72).

Jakoyhtdlo: 168 = 2 - 72 + 24.

Lause 8: syt(168,72) = syt(72,24).

Jakoyhtdlo: 72 =3 -24 4 0.

Lause 8: syt(72,24) = syt(24,0) = 24.
Alkuperdisen tehtivin ratkaisu: syt(576,168) = 24.

Kirjoitetaan algoritmi rekursiiviseksi (itsediéin kutsu-
vaksi) ohjelmaksi symbolilaskentaohjelman MAPLE oh-
jelmointikielelld. Kyseessd on varmasti kaikkien rekur-
siivisten algoritmien &iti!

(Solmukirjoitus Maplen-kaytosté:
http://solmu.math.helsinki.fi/1999/5/apiola/,
rekursiota késitelldin kirjoituksessa:
http://solmu.math.helsinki.fi/1998/2/seppanen/.
Erds kuulemani tietosanakirjami#ritelmé: Rekursio,
kts. rekursio)
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Eukleides := proc (a, b)
print(a, b); # seurantaa varten
if b = 0 then a else

Eukleides(b, a mod b) end if

# a mod b on jakoj\"a\"ann\'"os.
end proc:

Suoritetaan esimerkkiajo vaikkapa mé&arittamélla
syt(145,75). Oikean sarakkeen b siirtyy seuraavalla ri-
villa vasemmalle jakajaksi ja saman rivin oikean puolen
luku on vastaava jakojaannos.

> Eukleides (145, 75)

145, 75
75, 70 ( 145 = 1x75 + 70 )
70, 5 ( 75 = 1x70 +
5, 0 ( 70 = 145 + 0 )
5 ( syt(5,0) = 5 )

Siis syt(145,75) = 5 .

Aritmetiikkaa jakojadnnoksilla

Meihin  on  ”sisddnrakennettu” laskenta  ja-
kojadnnoksilla erityisesti tapauksissa n = 12 ja 24.
Jokainen tiet#d, etté kellonajat 5 (i.p.) ja 17 tarkoit-
tavat samaa, ja jos yojuna ldhtee klo 20 ja on perilla
klo 9, niin matkaan on kulunut aikaa 13 tuntia. Mate-
maattisesti ndmé voidaan ilmaista kaavoilla:

5=17 (mod 12) ja 20+ 13=9 (mod 24)
Yleisesti madritelladn késite kongruenssi modulo n:

Maaritelma 3. Olkoon n > 1. Luwvut a ja b ovat
kongruentteja modulo n, josn|(a—b). Tdilléin mer-
kitddn

a=b mod n.

Maaritelma tarkoittaa sitéd, ettd a ja b saadaan toisis-
taan lisddmélla sopiva ”modulin” n monikerta: a — b =
kn jollain kokonaisluvulla k. Téméa merkitsee, ettd ja-
kolaskuissa a/n ja b/n on sama jakojiinnés.

Tehtava 2. Jos tinddn on maanantai, niin mikd vii-
konpdivd on 100 :n pdivin kuluttua?

Ratkaisu: Numeroidaan vitkonpdivit 0,...,6 antaen
arvo 0 vaikka sunnuntaille. Tehtdvindg on selvittdd ja-
kojidinnds jakolaskussa 100/7. Jakoyhtils on

100 = 7 - 14 4 2. Kun siis kierrdmme “vitkkokellotau-
lua” 14 kertaa (= 98 pdivid), tulemme samaan, mistd
ladhdimme, mennddn vield kahdella yli, joten pdivd on
1+ 2 =3, eli keskiviikko.

Voidaan ajatella, ettd 1 + 100:sta vdhennetdan sellai-
nen 7 :n monikerta, ettd padstddn vilille O, --- ,6. Sa-
nonta: Redusoidaan luku 101 modulo 7. Tam4 juhlal-
liselta kalskahtava sanonta tarkoittaa siis arkikielell&
vain sitéd, ettd méadritdmme jakojiddnnoksen jakolaskus-
sa 101/7. Kaiken aikaa vaan siis pyorittelemme samaa
jakoyht&loa.

Modulaariaritmetiikkaa

Havainnollisesti ajatellen modulaariaritmetiikka, eli
”jakojaannoslaskenta” voidaan ajatella niin, ettd lu-
kusuoran sijasta kuljetaan pitkin ympyran kehaa. Kel-
lotaulu on téstd havainnollinen esimerkki, siind ja-
kovilejd on 12 ja kyseessé siis laskenta modulo 12.

Voidaan ajatella, ettd kokonaislukusuora on kierretty
rullalle, joka kiertdd samaa kehdd ddrettomén monta
kertaa. Kehd on jaettu 12 :een osaan, yleisesti modu-
lin eli jakajan ilmaisemaan ma#rdan osia. Useimmiten
emme ole kiinnostuneita siité, montako taytté kierrosta
kehdn ympéri tehddén, vaan siitd, mille kohdalle ”on-
nenpyordd” lopulta pysdhdytaan.

Kéytannon laskutoimitukset (+ — -), kun modulina on
n, suoritetaan niin, etté lasketaan luvuilla 0,...,n — 1.
Lopputulos ”redusoidaan modulo n”, ts. lisdtdin tai
vihennetdén n:n monikertoja niin, etta padstidn vilille
0,...n—1, eli kerran vield: lasketaan jakojaannos, kun
jakajana on n.

Formaalimpi ja matemaattisesti kauemmas kantava ta-
pa on tarkastella ns. jidnnosluokkia modulo n, jol-
loin ”samaistetaan” kaikki luvut, joilla on sama ja-
kojadnnos jaettaessa luvulla n. Viittaan koulukirjoihin
[Lukio2] Kongruenssi, s. 126, tai [Lukiol] Kappale 5 s.
82. Koska pyrin pitdmé&én koneiston minimaalisena sa-
lakirjoitustavoitteitamme ajatellen, valtan yliméaraisia
uusia abstraktioita, niin elegantteja ja keskeisid mate-
maattisen kisitteenrakennuksen vélineitd kuin ovatkin.

Kongruensseilla laskeminen

Kongruenssi nayttad yhtaloltd ja monessa suhteessa
kéyttaytyy samoin.

Lause 9.

Jos a=0b(mod n) ja c¢=d(mod n), niin

atc=bxd(mod n) ja ac=bd(mod n).

Tod. Tyydytdan todistamaan vain summan tapaus.
Erotus on aivan samanlainen. Tulo on hiukan pitem-
pi, mutta periaate on sama, eiki siind voi mitenk&din
johtua harhateille (eihén!). (Yrité itse, mutta voit myos
katsoa [Lukiol] s. 85).
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No niin, olkoon siis n| (a — b) jan|(c — d), ts.

a—b=jnjac—d=kn joillakin luvuilla j, k. Nyt

(a+c)—(b+d) =jn—kn = (j—k)n, joten todellakin

a+c=(b+d)+ Kn, missi K =j —k € Z, eli viite
on tosi. O

Erityisesti valitsemalla ¢ = d(= m) n&hdddn, ettd
kongruenssiin voidaan lisdtd puolittain luku, se voi-
daan kertoa puolittain luvulla ja korottaa potenssiin:

Lause 10. Jos a =b(mod n) ja k € Z, m €N, niin

(1.) a+k=b+k(mod n),
(2.) ak =bk(mod n),
(3.) a™ =b" (mod n).

Kongruenssiyhtidlon supistaminen

Kyseessié on oikeastaan vain lauseen 6 yhteydessid
esitettyjen asioiden pukeminen modulaariaritmetiikan
kielelle.

Esimerkki 3.
2.2=2-5(mod 6).

Voidaanko tekijilli 2 supistaa? Ts, pdteekd
2 = 5(mod 6) ? No eipi tietenkdidin, silli 5 — 2 = 3,
joka ei taatusti ole 6:n kokonaismonikerta.

Ehto, jolla supistaminen on sallittua, ei yllattane
ketadn.

Lause 11 (Modsupistus). Jos syt(k,n) = 1, niin
ak=bk(mod n) = a=b(mod n).

Sanallisesti: Kongruenssiyhtild voidaan supistaa yhtei-
selld kertoimella k, mikdli kerroin k ja moduuli n ovat
yhteistekijdattomdt.

Tod. Oletetaan siis, ettéd syt(k,n) =1 ja

ak =bk(mod n). Télléin (a — b) k = 0 (mod n), joten
n|(a—>b) k. Koska syt(k,n) = 1, niin lauseen 6 mukaan
n|(a —b), ts. a = b(modn). O

Kongruenssiyhtilo, kadnteisalkio

Tarkastelemme yksinomaan muotoa axz = b(mod n)
olevia yhtéloitda. Yleisesti kokonaislukukertoimisia
yhtéloitd sanotaan Diofantoksen yhtéloiksi ja niihin
liittyva teoria on osa lukuteorian perusoppia. Salakir-
joituksen kannalta tarvitaan vain ylla olevaa muotoa,
vieldpé silla lisdrajoituksella, ettd b = 1.

Lause 12. Olkoon n > 1 ja syt(a,n) = 1. Tdilldin
yhtiloll ax = 1(mod n) on yksikdsitteinen ratkaisu
x.

Tod. 1. Ratkaisun olemassaolo: Todistus seuraa suo-
raan Lauseesta 5 nédin: Koska syt(a,n) = 1, on olemas-
sa kokonaisluvut = ja y siten, ettd ax +ny = 1, ts.
axr =14 ny. Mutta timahén tarkoittaa, etta

ax = 1(mod n).

2. Ratkaisun yksikésitteisyys seuraa suoraan Modsu-
pistus-lauseesta 11. (Mieti kuitenkin!) O

Ylla olevan yhtdlon ratkaisu voidaan ajatella
kéanteisalkion etsimistehtédviksi annetulle a :lle. Tyy-
dyttdvadmmin sanottuna kyse on a :n madrdaman
”jadnosluokan” modulo n kéénteisalkiosta, josta kui-
tenkin lupasimme olla puhumatta enempéé télla ker-
taa. Ratkaisua z merkitd&n usein symbolilla z =
a~'(mod n). Yksikisitteinen kiifinteisalkio (mod n)
on siis olemassa jokaiselle a :lle, joka on yhteistekijaton
modulin n kanssa.

Kadnteisalkion médrittdmiseen tarvitaan menetelmé
lauseen 5 kertoimen z (sielld merkittiin zo) laskemi-
seksi. Se voidaan tehdid ns. laajennetulla Eukleideen
algoritmilla. Palataan tdhén kirjoituksen osassa 2.

Fermat’n pieni lause

Kaikkihan ovat kuulleet legendaarisia tarinoita Fer-
mat’n suuresta lauseesta ”Fermat’s last theorem”.
Kuinka ”olen 16ytéanyt ihmeellisen todistuksen, joka ei
mahdu muistikirjani marginaaliin”, ja kuinka englan-
tilainen Andrew Wiles, 7 vuotta yksindisessd vintti-
kamarissa tyoskenneltyddn todisti tuon vuodesta 1630
matemaattista maailmaa kiusanneen lauseen. Kuinka
siitd 1oytyi puutteita, jotka Wiles my6hemmin onnis-
tui paikkaamaan. Ja kuinka tuo todistus ei mahtuisi
sataankaan marginaaliin.

No, nyt emme puhu siitd enempéd, vaan ”pienestd”
lauseesta, joka on yksi keskeinen osa salakirjoitusme-
netelmén oikeellisuuden todistusta.

Lause 13 (Fermat’n pieni lause). Jos p on alkuluku ja
a ei ole jaollinen p :lld, niin

a?~t = 1(modp).
Tod. Lauseen 10 kohdan (3.) perusteella a voidaan re-
dusoida vilille [0,p — 1]. Koska p ei ole tekijané a :ssa,

ei a ole kongruentti 0 :n kanssa modulo p. Niinp4 riittai
osoittaa véite oletuksella 0 < a < p — 1.

Muodostetaan jono

(A):a,2a,3a,...,(p—1)a (mod p).



Solmu 3/2007

13

Néma ovat siis jakojdannoksia, kun jakajana on p, siis
lukuja valilla [0, p — 1].

Osoitetaan, ettd luvut ovat > 0, ja ettd tédssid on jo-
kainen luku valilla 1,...,p — 1 tdsmélleen kerran. Toi-
sin sanoen jono (A) antaa luvut 1,...,p — 1 jossain
jarjestykseesa.

Jotta juonen seuraaminen olisi miellyttdvampaé,
jitdmme tdmén yksityiskohdan erikseen osoitettavaksi.

Kun se on tehty, tiedetéédn siis, ettéd

a2a3a...-(p—l)a=1-...-(p—1)=(p—1)! (mod p).

Toisin sanoen a?~(p —1)! = (p — 1)!" (mod p).

Palamme halusta jakaa yhtils puolittain (p — 1)!:lla,
mutta onko lupa? No eipd muuta kuin syddmen kyllyy-
destéd sovellamme lausetta 11, jonka oletus on voimassa,
silla mikasan luvuista 2,...,p — 1 ei voi olla alkuluvun
p tekija.

Lause on todistettu, kunhan selvitimme tuon edell
mainitun puuttuvan yksityiskohdan.

Tieddmme jo, ettid a # 0. Voisiko olla ka =0 (mod p)
jollain kK = 1,...p — 17 No tdméahin merkitsisi, ettd p
olisi tekijané k a :ssa.

Seuraus 7 vaatisi, ettd p on tekijind k :ssa tai
a :ssa, mutta kumpikaan ei pdde. Tieddmmehén, etta
syt(p,a) = 1 ja syt(p,k) = 1, kun k = 1,...,p — 1,
koska kerran p on alkuluku. Jonon (A) luvut ovat siis
joukossa {1,...,p —1}.

Lisdksi ne ovat kaikki erillisi&, silld jos j ja k ovat jou-
kossa {1,...,p—1}jaja=ka (mod p), niin modsu-
pistuslauseen 11 mukaan j = k.

Siiné kaikki. O

Huomaamme, etté oikeastaan ainoa tyodkalu oli Modsu-
pistuslause 11. Todistuksen juonen keksiminen on sit-
ten aivan toinen juttu.

Pierre de Fermat esitti véitteen ystavilleen 18.10.1640
péivityssd kirjeessdéin. Kuten miehen tapoihin kuu-
lui, hin ei téllekddn véitteelle esittdnyt todistusta.
(" Lahettdisin my6s todistuksen, ellen pelkéisi sen ole-
van lilan pitkdn.”) Ensimméinen tunnettu todistus on

Leibniz’n julkaisemattomassa késikirjoituksessa vuo-
delta 1683 ja ensimméinen julkaistu on peréisin Fuleril-
ta vuodelta 1736. Naméi ovat keskendin periaatteessa
samanlaisia, binomikaavaan perustuvia, kokonaan toi-
senlaisia kuin ylla annettu.

Lauseelle on myohemmin keksitty useita kiintoisia to-
distuksia. Kts. http://en.wikipedia.org/wiki/
Proofs_of_Fermat}27s_little_theorem. Uusim-
pien  joukkoon  kuuluu  hollantilaisen  tieto-
jenkésittelytieteen gurun ja vuoden 1972 Turingin pal-
kinnon saajan Edsger Dijkstra’n vuonna 1980 keksimé
kombinatorinen todistus. Sekin on ylld mainitussa viit-
teessd esitettyna.

Salakirjoitus tulee

Niilla pohjatiedoilla pagstédn kisiksi johdannossa mai-
nittuun salakirjoitusmenetelméén, joka on aiheena seu-
raavassa Solmun numerossa ilmestyvissd osassa 2,
toistaiseksi vain omien arkistojeni uumenissa piileske-
levénd ja muotoaan hakevana salakirjoituksena.

Viitteet

[Algo] T.H. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest: Int-
roduction to Algorithms, The MIT Press, McGraw-
Hill, 1998.

[Lukiol] Halmetoja, Hikkinen, Merikoski, Pippola,
Silfverberg, Tossavainen, Laurinolli, Viénénen: Lu-
kuteoria ja logiikka, Matematiikan taito, syventivé
kurssi 11, WSOY

[Lukio2] Kangasaho, Mikinen, Oikkonen, Paasonen,
Salmela: Logiikka ja lukuteoria, Pitkd matematiik-
ka, syventdva kurssi, WSOY

[NumberTH] Humphreys, Prest: Numbers, groups and
codes, Cambridge U.P. 1989.

[Wiki] http://en.wikipedia.org/wiki/
Fermat’s_little_theorem

Kirjat [Lukiol] ja [Lukio2] ovat saman syventévin
kurssin 11 kesken&dn vaihtoehtoisia kirjoja. Edelli-
nen késittelee tatd aihetta hiukan laajemmin.



14

Solmu 3/2007

Matematiikkaa Venijilla

Eemeli Blasten
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Kesékuun viidentend pédivand minulle soitettiin Suo-
men Matemaattisesta Yhdistyksestd ja kysyttiin
kiinnostaisiko minua ldhted Venéjille. Kyseessd oli
Venijilla jo kuuden vuoden ajan jirjestetty kesdkoulu.
Tdmé& oli ensimméinen kerta, kun sinne kutsut-
tiin ulkomaalaisia. Sain pari tuntia mydhemmin
sahkopostiviestin, jossa kerrottiin yksityiskohdat.

Kesékoulu jarjestetdan Dubna-nimisessé ydintutkimus-
laitoskaupungissa ja se kestdd kymmenen péivad. Luen-
noitsijoiksi mainitaan Ven#jan parhaita matemaatikoi-
ta, muun muuassa Anosov, Arnold ja Novikov. Vii-
meksimainittu on saanut Fieldsin Mitalin, mutta en
silti tuntenut ket&dédn heistd. Kesédkoulun tarkoitukse-
na on herdttdd mielenkiinto matematiikan opiskelus-
ta yliopistotasolla ja ketk#d sopisivatkaan paremmin
tdhén tehtédvéan kuin ison maan huippumatemaatikot?
P&atin ldhted matkaan.

Hankin viisumin ja varasin junamatkan Helsingista
Moskovaan ja takaisin. Kesikoulun jarjestdjit sanoi-
vat hoitavansa matkan Moskovasta Dubnaan. Niinpa
18. heindkuuta ldhdin Moskovaan. Olin kolmen muun
suomalaisen kanssa samassa hytissd. Matka kesti kol-
metoista tuntia, joten oli paljon aikaa keskustella kai-
kesta. Mieleeni jdi lause “Ven#jalld mikdéin ei toimi,
mutta kaikki jarjestyy.”

Seuraavana aamuna olin Moskovassa. Tuntui kuin oli-
sin menettdnyt lukutaitoni, silld kaikki oli kirjoitet-
tu kyrillisin aakkosin eikd missddn ollut kadnnoksia

englanniksi tai miksikdan muuksi kieleksi. Olin jo kat-
sonut Google Earthista reitin valmiiksi ja kirjoittanut
paperille metroasemien nimet. Toisin kuin Helsingissé,
Moskovassa metroverkosto kattaa melkein koko kau-
pungin. Sielld on kymmenen koko kaupungin ldpi kul-
kevaa linjaa ja yksi kehélinja, jota muut leikkaavat.
Onnekseni reitti oli helppo eiké tarvinnut vaihtaa lin-
jaa. Metroasemat olivat hienoja patsaineen ja marmo-
rikdytdvineen. Tunnin harhailun jélkeen saavuin Mos-
kovan Matematiikan Jatkuvan Opetuksen Keskukseen,
josta bussin oli mé&érid lahted kohti Dubnaa. Loppu-
matka oli kuuma, silld bussissa ei ollut ilmastointia.
Yhdessa vaiheessa juutuimme risteykseen, koska joku
oli pysdkoinyt autonsa kulmaan eikd bussi mahtunut
kadntymaan. Illalla saavuin Dubnan rajalla olevaan
konferenssikeskukseen ja tapasin Knutin Norjasta seké
Istvanin ja Plaulinin Unkarista.

Aamiainen oli jonkinlaista ravitsevaa siemensoppaa,
leipéd4 ja teetd. Ruokailun jilkeen Viktor Kleptsyn tu-
li esittaytyméain. Hdan oli erds kesdkoulun jarjestéjisté
ja toimisi tulkkina, silld melkein kaikki luennot olivat
venijiksi. Aluksi oli Uspenskin johdantoluento Godelin
epatiydellisyyslauseesta. Hin méaritteli mitéd tarkoite-
taan logiikan kielelld, mitd ovat kaavat, lauseet, todis-
tukset ja mitd eroa on totuudella ja todistettavuudel-
la. Godelin epétdydellisyyslause sanoo, etta jos jonkin
aksioomasysteemin ilmaisuvoima on tarpeeksi tehokas
ilmaisemaan luonnollisten lukujen késitteen, niin tésséa
systeemissé on lause, joka on tosi, mutta jota ei voi-
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da todistaa. Uspenski todisti tuloksen neljalld eri ta-
valla luentosarjan aikana. Seuraavaksi oli neljd pientd
rinnakkaisluentoa, mutta missdén ei mainittu asiasta
mitddn englanniksi, joten oli hyvéa hetki ottaa kiin-
ni junamatkan aikana kertyneitd univelkoja. Lounaan
jalkeen oli kaksi isoa luentoa perikkéin. Illalla ihmiset
menivit ulos pelaamaan jalkapalloa ja lentopalloa.

Aamulla oli puuroa, leipdi ja teetd. Téssd vaiheessa
olin jo huomannut, ettd Venjilli teelld on samanlai-
nen asema kuin kahvilla Suomessa. Tapasin viidennen
ja viimeisen ulkomaalaisen, Michaelin Luxembourgista.
Seuraavaksi oli kaksi luentoa, lounas, kaksi luentoa, il-
lallinen ja frisbeen heittoa Knutin ja Michaelin kanssa.
Téastd muodostui kesdkoulun rutiini: aamiainen, kak-
si tai kolme luentoa, lounas, kaksi luentoa, illallinen
ja mahdollinen iltaohjelma, kuten elokuva, Tsaikovs-
kia, muistelmapuhe Neuvostoliiton hajoamisesta ja niin
edelleen. Koulun mielenkiintoisin anti oli kyll4 luennot.

Kymmenen péivin aikana osallistuin 42:lle luennolle,
jotka olivat 23:sta eri aiheesta. Aiheet olivat usealta eri
matematiikan haaralta ja esitystapa oli jotakin yliopis-
toluentojen ja seminaarien valiltéd. Laskuharjoituksia ei
ollut. Tarkein havainto oli se, ettd oppilaat ja muut
kuuntelijat kommentoivat, korjailivat ja kyselivit pal-
jon enemmén kuin mitd olen nahnyt Suomessa. Mie-
lenkiintoisia olivat Anisovin luennot eri huutokauppa-
tyypeistd ja ddnestyksistd, Paninin luennot Pythago-
raan kolmikoiden luettelemisesta, Kirilovin fraktaaleja
koskeva esitelmé, Yaschenkon pitkéd luentosarja kryp-
tografiasta, ketjumurtoluvuista ja elliptisistd kéyristé,
Kleptsynin todistus siité, ettd vain muotoa 4k+1 olevat
alkuluvut voidaan esittdd kahden nelion summana ja
lopuksi Fieldsmitalisti Novikovin esitelmé diskreetisté
kompleksianalyysistd kolmiohilalla. Eniten minuun vai-
kutti kuitenkin kolme eri luentosarjaa, joita kuvailen
tarkemmin.

Uspenksyn esitelmé neljasta tavasta todistaa Godelin
epatédydellisyyslause oli jarisyttdva ottaen huomioon,
ettd Helsingin Yliopistolla kidytetddn kahden periodin
pituinen kurssi vain yhden tavan esittdmiseen. En-
simméinen Uspenskyn esittdamé todistus oli oleellisesti
ottaen sama kuin mikd matematiikan laitoksen kurs-
silla kdyd&dan lapi. Siind oli ajatuksena, ettd muodos-
tetaan luonnollisten lukujen aksioomasysteemin avulla
tasméllinen lause, joka sanoo “minua ei voi todistaa.”
Tamaé lause on tosi, koska jos se olisi epétosi, niin se voi-
taisiin todistaa, jolloin se olisi tosi. Miksei sitten tehty
lausetta, joka sanoo “miné olen epétosi”, vanhaa valeh-
telijan paradoksia matkien? Sen takia, ettd todistuvuu-
den ja totuuden méédritelmét eroavat. Todistuvuuden
médritelmé on jossain médrin yksinkertaisempi, joten
tdsta ominaisuudesta voidaan puhua annetussa formaa-
lissa kielessé. Jos haluttaisiin puhua totuudesta, pitéisi
kayttaa adrettoman pitkia lauseita, mutta tdmaé aiheut-
taisi ongelmia todistuvuuden maéritelmaan.

Toinen todistus perustui algoritmiteorian erdéseen

kiintopistelauseeseen: “Jos A on algoritmi, joka on
médritelty mille tahansa rekursiivista funktiota kuvaa-
valle ohjelmankoodille ja joka antaa tuloksena rekursii-
vista funktiota kuvaavan ohjelmakoodin, niin A:lla on
kiintopiste. Siis on olemassa ohjelma, jonka A muun-
taa ohjelmaksi, joka tekee tdsmélleen saman kuin alku-
perdinen ohjelma.” Godelin epatiydellisyyslause saa-
daan numeroimalla kaikki ohjelmat Py, P, P», jne...
ja tarkastelemalla algoritmia a, joka antaa tulokseksi
ensimmiisen ohjelman a(P), jolle voidaan todistaa an-
netussa formaalissa kielessé, ettd se ei ole ekvivalent-
ti P kanssa. Jos a olisi mééritelty kaikille ohjelmil-
le, niin kiintopistelauseen nojalla olisi ohjelma P, jo-
ka olisi ekvivalentti tuloksen a(P) kanssa, mutta a:n
médritelmén nojalla tdmé on mahdotonta. Siispd on
olemassa rekursiivista funktiota kuvaava ohjelma @,
jolle ei voida todistaa sen epéekvivalenssia mink&én
muun ohjelman kanssa. Otetaan nyt jokin ohjelma P,
joka ei ole ekvivalentti :n kanssa. Rekursiivisten funk-
tioiden mééritelmé on sellainen, ettd on mahdollista
muodostaa kyseisesséi formaalissa kielessé lause “Q) ei
ole ekvivalentti P:n kanssa.” T#t4d lausetta ei siis voida
todistaa, vaikka se on tosi.

Kolmas todistus perustuu erddseen paradoksiin.
Ensimméisessd todistuksessa ikddn kuin kéytettiin
hyodyksi vanhaa valehtelijan paradoksia “miné valeh-
telen”, ja téssd kéytetdin seuraavaa paradoksaalista
madritelmad: “olkoon n pienin luonnollinen luku, jo-
ta ei voida mééritelld alle kahdellakymmenelld sanal-
la.” Edellisessé lauseessa on alle kaksikymmentd sa-
naa, ja se méadrittelee luvun n. Seuraavaksi alettiin
méarittelemdéin tarkemmin erilaisia késitteitd, jotta
saataisiin paradoksia vastaava ristiriita mikali kaikki
todet lauseet voitaisiin todistaa. En muista tarkemmin
tatda enké viimeistdkddn todistusta, joka perustuu sii-
hen, ettei voida tehdé algoritmia, joka tarkistaa kaikis-
ta ohjelmista pysdhtyvitko ne kaikilla syotteilla.

Toiseksi mielenkiintoisin luento oli ehdottomasti
Gusein-Zaden, ja sen aihe oli Brownin liike. Aihe
on hyvin vaikea jos keskittyy teknisiin yksityiskoh-
tiin. Ajatuksena oli tarkastella kaksi- ja kolmiulot-
teisella ruudukolla tapahtuvaa satunnaiskulkua, jos-
sa jokaisella ajanhetkelld kulkijalla on yhtd suuri to-
dennikoisyys siirtyd mihin tahansa viereiseen ruutuun.
Seuraavaksi annettiin ruutujen koon pienentyé ja ra-
japrosessin jilkeen siirryttiin tarkastelemaan jatkuvaa
satunnaisliikettd kaksi- ja kolmiulotteisessa avaruudes-
sa. Téssé ei siis kiinnitetty huomiota rajaprosessin yk-
sityiskohtiin. Tarkoituksena oli etsié vastaus kysymyk-
seen: “milld todennékoisyydelld kulkija palaa jossakin
vaiheessa takaisin aloituspisteeseen?” Oikeastaan, kos-
ka piste on nollamittainen joukko avaruudessa, on to-
dennikoisyys nolla. Siispé siirryttiin kysyméédn milla
todenndkoisyydelld kulkija palaa takaisin origokeski-
seen r-siteiseen palloon.

Ongelman tasmélliseksi muotoilemiseksi méarittelimme
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funktion  P(x,y,z), joka kertoo milli to- | tapausta. Jos A ei ole nolla, niin on tasan yksi ratkai-
dennikoisyydelld pisteestd (x,y,z) piédstiddin  r- | su. Jos A = b = 0, niin on dfirettéméin monta ratkaisua

siteiseen origokeskiseen palloon. Télle on kohtuul-
lista olettaa, ettd 0 < P < 1 kaikkialla ja P = 1
r-siteisessd origokeskisessd pallossa. Lisdksi tuntui
jarkevalta olettaa, ettd P riippuu vain etédisyydesta
origoon, eikd napakulmasta. Itse asiassa tdmé& ominai-
suus todistettiin oikeaksi ruudukolla, joten rajapro-
sessin myoté se siirtyisi P:lle. Kolmas ominaisuus oli
tarkein. Tarkastelimme mielivaltaista pistettd ag ava-
ruudessa, ja se keskipisteené olevaa ry séteista palloa.
Symmetrian perusteella oletettiin, ettd todennikoisyys
pédstd keskipisteestd ympyrdn kehdn mielivaltaisel-
le pisteelle on vakio. Kokonaistodenn#koisyyden kaa-
van perusteella saatiin siis, ettd P(ag) on yhtd suu-
ri kuin keskiarvo luvuista P(z,y,z), missi (z,y,z)
kay ldpi annetun pallon. Tdmé& on analyysissd hyvin
tunnettu ominaisuus. Sitd kutsutaan funktion P har-
monisuudeksi. Tarkastelemalla P:n Taylor-kehitelmaé
saimme, ettd P:n toisen kertaluvun osittaisderivaat-
tojen summa on aina nolla. Muodostunut yhtélo, eli
AP = 0, on nimeltddn Laplacen yhtélo. Téssd mer-
kitsimme A = 07 + 05 + 02, missd viimeistd termii
ei ole kaksiulotteisessa tapauksessa. Koska P riip-
pui vain etdisyydestd R origoon, niin mé&érittelimme
P(z,y,z) = G(R). Tamén jélkeen Laplacen yhtilo sai
muodon G”(R)+(n—1)/R-G'(R) = 0, missd n on ulot-
tuvuus. Tasossa siis G’ + G'/R = 0. Tdmén yhtilon
ainoa alkuehdot toteuttava ratkaisu on vakiofunktio
G = 1. Kolmiulotteisessa avaruudessa saatiin ratkai-
suiksi G(R) = C1/R + C2 joten piti analysoida lisdd
ruudukkomallia, jotta nihtiisiin, ettd G — 0, kun
R kasvaa rajatta. Muiden alkuehtojen kanssa saim-
me, etti G(R) = r/R, missd r on alkuperdisen ori-
gokeskisen pallon sdde. Siis tasossa aina paddytdin
alkupisteeseen, kun taas kolmiulotteisessa avaruudessa
todennékoisyys pienenee etédisyyden kasvaessa.

Viimeisin luento, jonka kuvailen, oli pedagogisesti
tarkein. Tihomirovin esitelmén nimi oli “lyhyt mate-
matiikan kurssi.” Sen aiheena oli Vendjian yliopiston
kahden ensimmaéisen vuoden opintojen ne tdrkeimmét
asiat, joita tarvitaan melkein joka tutkimusalalla.
Namé olivat lineaariset yhtélot, toisen asteen pinnat,
epélineaaristen yhtéléiden ratkaiseminen ja differenti-
aalilaskenta. Lisdksi néitd késiteltiin eri ulottuvuuk-
sissa: suoralla, tasossa, mielivaltaisen moniulotteises-
sa avaruudessa ja didretonulotteisessa avaruudessa. Esi-
merkkingd #&retonulotteisesta avaruudesta mainittiin
{9, jonka pisteet ovat muotoa x = (x1,x2,3,...),
missé ajatuksena on, ettd x:n “etdisyys” origoon
on &dé#rellinen. Tavallisessa n-ulotteisessa avaruudessa
etdisyys origoon, normi, on \/x? + 2% + ... + 22. Vas-
taavalla ajatuksella déretonulotteisen avaruuden normi
on /2?2 + 22 + 23 + ..., eli {5 sisiltii ne pisteet, joilla
x%+x%+x§+...<oo.

Lineaarisista yhtéloistd Tihomirov antoi esimerkin
Az = b, missé A ja b olivat reaalilukuja. Téssé on kolme

ja jos A =0, b+ 0, niin ei ole yhtikdin ratkaisua. Ta-
sossa ja m-ulotteisessa avaruudessa ndimme vastaavan
ilmién, kun tulkitsimme, ettd A on n X n-matriisi ja b on
n x 1-sarakematriisi, eli vektori. Aérellisulotteisissa ta-
pauksissa olisimme yht# hyvin voineet sanoa, etti A on
lineaarikuvaus, eli A(ax+pfy) = aA(x)+BA(y) kaikilla
reaaliluvuilla «, 3 ja n-ulotteisen avaruuden pisteilld x
jay. Adretonulotteisessa tapauksessa Tihomirov kertoi
vastaavan tuloksen olevan totta, mikéli A:lle oletettai-
siin yksi lisdominaisuus. Tadm& tulos tunnetaan nimella
Fredholmin vaihtoehdot (Fredholm alternative), ja se
sanoo, ettd mikéli A = I 4+ C, missé I on identtinen
operaattori ja C' on kompakti lineaarinen operaattori,
niin yhtélslld A(x) = b on joko ratkaisu kaikilla b tai
yhtélslla A(x) = 0 on epétriviaali ratkaisu.

Toisesta aiheesta, toisen asteen pinnoista, emme puhu-
neet suoraan, vaan tarkastelimme useamman muuttu-
jan toisen asteen polynomeja. Yksiulotteisessa tapauk-
sessa polynomi oli muotoa Q(x) = ax? + bx + c. Siir-
ryimme uuteen muuttujaan y = xb/(2a), jolloin saim-
me Q = ay? + ¢, missd ¢’ oli vakio. Toisen ulottu-
vuuden tapauksessa Q(z) = a12?3 + 2a27172 + azx3.
Téssé oli jétetty alempiasteiset termit huomioimatta.
Télloinkin oli olemassa k#déntyva lineaarinen muuttu-
janvaihto y = y(x), jolla Q@ = A\y? + Aoy3, missi
kertoimet Ay ja Ao olivat vakioita. Vastaavasti n-
ulotteisessa avaruudessa saimme Q = A\jy? + lays +
co Ayl Asretonulotteisessa tapauksessa tarkaste-
limme yllamainitun fo:n pisteitd. Madrittelimme Q:n
ddrettomén summan Q(x) = ) a;;z;x; avulla, missa
> afj on #érellinen. Tihomirovin mukaan oli myos tot-
ta, ettd on olemassa muuttujanvaihto, jonka avulla

QZZ)\NJ?-

Epélineaaristen yhtéloiden ratkaisemisesta Tihomirov
kertoi vain erdén numeerisen algoritmin. Perusajatuk-
sena oli kysymys: “mitd jos yhtdlod kuvaava funktio
olisikin lineaarinen?” Tihomirov kertoi, ettd jos nol-
lakohdan alkuarvaus on =z, niin funktion arvo en-
simméisessd pisteessd on f(xzg). Jos f olisi lineaarinen
ja sen kulmakerroin olisi A, niin oikea nollakohta oli-
si 29 — A1 f(wg). Tamin toteamiseksi riittéds tarkas-
tella kulmakertoimen mééritelméd. Edellisestd saim-
me algoritmin x,11 = 7, — A1 f(z,). Se muistuttaa
Newtonin menetelméi, jossa onkin A = f/(x,). Téssi
tapauksessa A oli kuitenkin vakio. Seuraavaksi Tiho-
mirov todisti kaikissa &d#rellisulotteisissa tapauksissa,
ettd erdilld f:n ehdoilla algoritmi suppenee aina jo-
honkin tietyn etédisyyden péadssa olevaan nollakohtaan.
Aiiretonulotteisessa tapauksessa sama on totta, kun-
han tulkitaan mitd f, A ja x ovat. Tihomirov antoi esi-
merkin, jossa “pisteind” tai muuttujina pidettiin valilla
[a,b] jatkuvia funktioita. Niiden vélinen “etéisyys”
médriteltiin funktioiden erotuksen itseisarvon maksi-
mina, eli dist(g,h) = max|g(z) — h(z)|. Algoritmis-
sa esiintyva f korvattiin epélineaarisella operaattorilla
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flyl(z) = y(x) —ya— [ g(t,y(t))dt ja X korvattiin ident-
tiselld kuvauksella. Téssé siis y oli vililld [a, b] jatku-
va funktio, kuten myoskin f[y], ja f[y] sai pisteessd x
ylldolevan kaavan mukaisen arvon f[y](z). Osoittautui,
ettd tdméa operaattori toteuttaa vaaditut ehdot. Tésta
seurasi, ettd alkuarvo-ongelmalla y'(z) = g(x,y(z)),
y(a) = y, on aina ratkaisu, joka on méiritelty vélilla
[a,a + €] jollakin positiivisella e. Kaiken tdmén jilkeen
Tihomirovilla ei ollut aikaa puhua differentiaalilasken-

nasta.

Loppumatka meni ylldttdvan hyvin. Bussi Dubnasta
Moskovaan ei juuttunut mihink&in ja matka kesti vain
kolme tai neljid tuntia. Junani 1dht66n oli vield viisi
tuntia aikaa, joten kévin parin kesdkoulun jirjestdjéin
kanssa turistikierroksella Kremlinin ympéri. Illalla me-
nin junaan ja aamupiivilld olin takaisin Suomessa.
Kiitdn matkan rahoittajia ja jérjestdjid erinomaisesta
kesdkoulusta.



18 Solmu 3/2007

Geometrian pahkina

Tauno Tukkinen

Yksikkdympyrén keskipiste on origossa O. Positiivisel- Y

ta y-akselilta valitaan yksikkdympyrén sisélté jokin pis- C
te A, positiiviselta z-akselilta yksikk6ympyran sisiltd 1

piste B ja yksikkOympyrdn kehdltd ensimméisesté A

koordinaattineljanneksestd piste C. Todista, ettid kol-
mion ABC piirin pituus on vihintéidn 2.

Vinkki tehtédvéian 16ytyy sivulta 20.
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Gauss romaanihenkilonia

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Daniel Kehlmann: Maailman mittaajat. Suomen-
tanut Hona Nykyri. Perhemediat, 2007. 288 s. Ovh. 26
e.

D ANIE

Maailman

mtttaa]at

PERHEMEDIAT

Matemaatikko on yleisen késityksen mukaan elamaélle
ja muulle maailmalle vieras norsunluutorninsa asukas.

Télta kannalta on hiukan yllattavas, ettd on kuiten-
kin kohtalaisen useita romaaneja, joissa matemaatikko
on pédosassa. Viime aikoina ovat eteen tulleet aina-
kin Fredrik Langin Eldméni Pythagoraana (Tammi) ja
Jukka M. Heikkilén kirjat Arkhimedes Syrakusalainen
seké Tyranni, jossa Arkhimedes my6s vahvasti esiintyy
(Karisto). Melko viihin kaunokirjallisuudesta tunnettu
Perhemediat-kustannusyhtié on nyt tuonut markkinoil-
le saksalais-itdvaltalaisen Daniel Kehlmannin romaanin
Maailman mittaajat. Siind on kaksi padhenkil6a, tut-
kimusmatkailija Alexander von Humboldt ja matemaa-
tikko Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

Vuonna 1975 syntynyt Kehlmann on saksalaisella kie-
lialueella varsin tunnettu kirjailija. Maailman mittaa-
jat on Saksassa ollut myydyimpien kirjojen listalla ja se
on kéddnnetty useille kielille. Romaani seurailee viéljasti
pédahenkilbitdéin, joiden intohimona on ymmértad maa-
ilmaa. Gaussin ymmaérrys syntyy ennen muuta ajatte-
lun kautta, Humboldt, ilmeisesti kirjailijalle helpom-
min ldhestyttava kohde, kokeilee, matkustaa ja yrittaa
néhda. Miehet tapaavat kirjan alussa, mutta kumpikin
jo uriensa loppupuolella, vuonna 1828, eivitké oikeas-
taan 16yda yhteistd pohjaa vaikka yhdistavétkin voimi-
aan magnetismin tutkimuksessa. Suurin osa romaania
jakautuu vuorotteleviin Gaussin ja Humboldtin eldm&a
valottaviin jaksoihin, jotka etenevét paljonkaan toisiin-
sa sitoutumatta. Kumpikin on omalla tavallaan mono-
maani ja epdsosiaalinen, kumpikaan ei oikein saa muuta
maailmaa oikealla tavalla kasittdméaan pyrkimyksidan.
Kuuluisuuskaan ei tule niistd ansioista, jotka miehet
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itse tuntevat tarkeimmikseen.

Kehlmannin Gauss ei aivan vastaa sitd mielikuvaa, jon-
ka saa lukemalla Gaussin elimékertoja. Niiden kir-
joittajat ovat yleensd matemaatikkoja, joita haikdisee
Gaussin matemaattinen tuotteliaisuus ja ideoiden run-
saus - kaikki se, mikd on saanut jidlkimaailman
nimittdmédn Gaussia matemaatikkojen kuninkaaksi.
Kehlmann esittdd Gaussin hiukan toisessa valossa:
péddosin pettyneend ja kérttyisdné, jonkin verran koo-
misenakin henkil6né, joka jo kirjoitettuaan suuren lu-
kuteoreettisen teoksensa Disquisitiones Arithmeticae
parikymppisenéd tietdd antaneensa tédrkeimpénsid ja
tietdd, ettéd loppueldmaé tulee olemaan alaméked. Kehl-
mannin Gauss on ajattelunsa nopeudessa ylivertainen,
mutta karsiméton, kun muut ihmiset eivit ole yhté no-
peita. Vain Gaussin ensimméinen vaimo Johanna on
ilyllisesti Gaussin kanssa samoilla tasoilla. Mutta kun
tdmé kuolee lapsivuoteeseen, Gauss on tyynen ratio-
naalinen. Hénelld on perhe, jota hén ei kykene hoita-
maan. Siis on mentidvi uudelleen naimisiin, vaikka Jo-
hannan ystdva Minna, ilmeinen vaimokandidaatti, on-
kin Gaussia aina ldhinnd drsyttéinyt.

Kehlmann on lukenut Gauss-elamékertansa. Kirja esit-
telee suurin piirtein ne Gaussin elamin tapahtumat,
jotka historioitsijatkin tapaavat tuoda julki, kuiten-
kin kaunokirjailijan vapaudella. Niinpd Gaussin lap-
suuden ja nuoruuden kuvauksiin liittyy tunnetun luku-
jen yhdesté sataan yhteenlaskun, Martin Bartelsin tar-
joaman matematiikkaan johdatuksen ja Braunschwei-

Geometrian pahkindn vinkki: Tee peilaus origon suhteen.

gin herttuan sponsorintoiminnan ohella myts kuvitel-
tu kuumailmapalloretki Montgolfierin veljesten oppi-
laan Pilatre de Rozierin kanssa ja matka jo seniilin
Immanuel Kantin luo Konigsbergiin — kytkds Kehl-
mannin omiin, kesken ja#neisiin Kant-tutkimuksiin ja
Gaussin myshemmin ajattelemiin joskin julkaisemat-
ta jéttdmiin euklidista geometriaa korvaaviin rakennel-
miin. Kantillehan Eukleideen geometria oli absoluutti-
nen totuus.

Kirjan lukija saa vahvistusta kisitykselle, ettd ma-
tematiikka olisi erityisesti nuoren miehen tyo6téd, kun
Kehlmann antaa ymmaértéa, ettd Gauss koki tehneensé
eliméntyonsd Disquisitiones Arithemeticae valmistut-
tua vuonna 1801. Néinhén ei sentédéin kiaynyt, ja Gaus-
sin matemaattisten saavutusten lista piteni viela pal-
jon.

Gaussin yksityiselamén kuvauksissa Kehlmann on
voinut pitkille kédyttdd mielikuvitustaan. Tus-
kin tieddmme, seurusteliko Gauss oikeasti pitkdin
venéldisen prostituoidun kanssa, mutta kun kirjaili-
ja antaa henkilonsé néin tehdi, se on osa hénen raken-
tamaansa maailmaa, johon lukijana on sopeuduttava.

Maailman mittaajia ei ole kirjoitettu erityisesti mate-
matiikan harrastajille. Gaussin muissakin yhteyksisséi
kohdannut lukee toki kirjan erityisen suurella mie-
lenkiinnolla. Ilona Nykyrin suomennos selviytyy hy-
vin muutamista matemaattissisaltoisista jaksoistakin.
Kannattaa lukea!
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Matematiikkakilpailu opettajillekin?

Matti Lehtinen

Maanpuolustuskorkeakoulu

Matematiikkakilpailuja jarjestetddn kaikkialla maail- | men opettajien matematiikkakilpailut?

massa nuorten innostamiseksi matematiikan pariin. ) ) )

Yksi tirked lenkki kilpailujen tavoitteen saavuttami- | 1+ Kuinka monen joukon {1,2,3, ..., 5n} osajoukon

sessa on matematiikan opettaja. Jos opettaja ei tiedo-
ta kilpailumahdollisuudesta eiké osaa opastaa oppilai-
taan kilpailumatematiikan pariin, ei kilpailujérjestelméa
toimi. Suomessa ei ole aivan harvinaista, etté tieto esi-
merkiksi lukion valtakunnallisista matematiikkakilpai-
luista pysdhtyy opettajaan.

Mika avuksi? Opettaja, joka on itse innostunut
tehtavéinratkaisu-urheilusta, on varmasti omiaan kan-
nustamaan oppilaitaan ja tasoittamaan heidén tietddn
matematiikkakilpailun alkuun kivisentuntuisella saral-
la. Mutta opettajille ei ole omia kilpailuja. Opetta-
jat kilpailevat monissa lajeissa: Opettaja-lehdesta voi
lukea niin opettajien sakki- kuin sulkapalloturnauk-
sistakin. Mutta otetaanpa kerran esimerkkid Mongo-
liasta, maasta, joka johdonmukaisesti menestyy Kan-
sainvilisissd matematiikkaolympialaisissa Suomea pa-
remmin.

Mongolian kansallisissa matematiikkaolympialaisissa
on kaksi kilpailua: oppilaiden ja opettajien. Opetta-
jien kilpailussa palkintoina on kunnian lisdksi rahaa.
Seuraavassa 43. Mongolian kansallisten matematiikkao-
lympialaisten, joita pidettiin Ulan Bataarissa 5. — 11.
toukokuuta 2007, opettajien sarjan tehtévét. Opettajat
ja oppilaat, ldhettdkdd ratkaisuehdotuksenne Solmuun.
Enté kuka on aktiivinen ja organisoi ensimmaéiset Suo-

alkioiden summa on jaollinen viidelld?

2. On annettu 101 saman suoran janaa. Todista, ettd
janojen joukossa on 11 sellaista, joilla on yhteinen pis-
te tai 11 sellaista, joista millddn kahdella ei ole yhteisiéa
pisteité.

3. Olkoon p pariton alkuluku. Olkoon g primitiivijuuri
mod p [pienin z, jolle 27 # 1 mod p, kun ¢ < p — 1].
Maéaritd kaikki sellaiset p:n arvot, joille joukkojen A =
(P+1]1<k<PiyjaB={g"|1<m< )
alkiot ovat samat mod p.

4. Todista: jos x, y ja z ovat luonnollisia lukuja ja
2y = 22 4+ 1, niin on olemassa kokonaisluvut a, b, c
ja d niin, etti 2 = a2 + 0%, y = 2 + d? ja z = ac + bd.

5. Piste P on tasasivuisen kolmion ABC' ympéri piir-
retyn ympyran piste. Osoita, ettd janat PA, PB ja PC
voivat olla kolmion sivuja. Olkoon R kolmion ympéri
piirretyn ympyréan séde ja d pisteen P ja mainitun
ympyréan keskipisteen valimatka. Maarita konstruoidun
kolmion ala.

6. Olkoon n = p{*---p% > 2. Oletetaan, ettd luvulle
a ja kaikille 4, 1 < i < s, pétee (p; — 1) [/a. Todista,
ettéd n | Y, ez. a% missd Zj, = {a € Zy | (a, n) = 1}.
[(a, n) on lukujen a ja n suurin yhteinen tekij).
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Kuusi vaikeaa tehtivii — matematiikkaolympialaiset

Hanoissa

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

48. Kansainviliset matematiikkaolympialaiset pidet-
tiin Hanoissa Vietnamissa 23.-31. heindkuuta 2007.
Ennatykselliset 520 kilpailijaa 93 maasta ratkoi tavan
mukaan kahtena pédivand yhteensd yhdeksédn tunnin
ajan kuutta vaikeaa tehtédvéid. Kukaan ei saanut kaik-
kia tehtédvid virheettomisti ratkaistuksi, mutta jokai-
selle tehtéville 16ytyi ratkaisija. Olympiatehtédvien ar-
vosteluasteikko on nollasta seitseméain. Kilpailun tu-
lokset 16ytyvét sivuilta http://www.imo2007.edu.vn.

Esittelen tassd olympialaisten kuusi tehtdvaa ja niiden
ratkaisut.

Tehtava 1

Kilpailun tehtédvistd ensimmaéisen tuomaristo valitsi ka-
tegoriasta algebra. Tehtéavd oli seuraava:

On annettu reaaliluvut a1, as, ..., an. Jokaiselle i,

1 <1 < n, mddritellddn
d; =max{a; |1 <j<i}—min{a; [ i < j<n}
Olkoon
d=max{d; |1 <i<n}.

(a) Osoita, etti mielivaltaisille reaaliluvuille x1 < xo <
- <z, pdtee

max{|z; —a;| |1 <i<n} >

()

| Q.

(b) Osoita, etti on olemassa reaaliluvut v1 < xg <
oo <y, joille epdyhtildssd () vallitsee yhtisuuruus.

Ensimmaéinen tehtéva on tavan mukaan helpohko. Niin
tdmakin, vaikka se ensilukemalta néyttad aika mutkik-
kaalta ja yllattavaltakin: siindhén esiintyy kaksi eri lu-
kujonoa tai oikeastaan n:n luvun jérjestettya joukkoa,
joilla ei sinédnsé ole mitddn tekemistd keskenddn. En-
simméisen jonon perusteella muodostetaan liséksi kol-
mas, d;, jonka jasenet ovat indeksiin ¢ asti suurimman
ja samasta indeksistd ¢ loppuun asti laskettuna pie-
nimméin a-luvun erotuksia. Koska a; on mukana mo-
lemmissa joukoissa, kaikki d;:t ovat ei-negatiivisia. Lu-
vuista d; suurin on d. Silloin on jokin indeksi k, ei
valttaméatta yksikéasitteinen, jolle di, = d. Edelleen, kun
kerran &dérellisistd joukoista on kyse, 16ytyvéit indeksit
pja g, joille d = di, = ap —a4. Téssé on tietystip < ¢.p
ja q eivat nekdén ole yksikésitteisid, mutta riittds, etta
ainakin jotkin téllaiset luvut ovat olemassa.

Tehtévéin (a)-kohdan todistukseksi riittéd, jos osoite-
taan, ettd olipa (x) mikid nouseva jono hyvinsi, niin
0 etdisyys ainakin toisesta luvuista a, ja a, on

d
> 3 Mutta tdmé& onkin aika lailla itsestdan selvii.
Jos nimittédin z, < a, — > asia on selvd. Jos taas

Tp > ap — 5> niin (x;)-jonon kasvavuuden vuoksi myos
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d d . S
Tq > Qp— 3 Mutta a, — 5= aq+ > joten téssé tapauk-

sessa £q —aq > —. Tehtévén (a)-kohdan oikea ratkaisu
tuotti kilpailijalle 3 pistetta.

Téysien pisteiden saamiseksi kilpailijan piti vield keksiéd
jokin kasvava lukujono (z;), jolle tehtéviin epdyhtilossi
vallitsee yhtdsuuruus. Téssé tidytyy huomata, ettd (a;)
on lukujono, joka on annettu, ja jono (x;) voidaan ra-
kentaa jonon (a;) varaan. Jonoa (z;), joka toimisi ha-
lutulla tavalla kaikkien mahdollisten (a;)-jonojen suh-
teen, ei tietenk&ddn voi loytya.

Mahdollisia tapoja méaritelld jono (z;) on useita. Yk-
si strategia on ldhted mahdollisimman alhaalta: néin
voidaan ehké helpoimmin varmistua siitéd, ettd jonos-
ta on vara tehdid kasvava. Aloitetaan siis asettamalla

r1 = ay — 3 Seuraavan luvun on oltava > x1, mut-
. . d

ta se ei saa erota as:sta enempédd kuin 5 Asetetaan

.. d .

siis x3 = max{z1, az — 5} Nythén a1 — as < d, jo-

d
ten aso:n ja xo:n vilimatka ei ylitd —:ta. Havaintomme
kannustaa jatkamaan jonon méérittelyd samalla taval-
la. Se on syytd tehdd induktiivisesti: jos x1, %2, ...,
. d
xp—1 on médritelty, asetetaan x = max{zy_1, ak_i}'
Niin saadaan ilman muuta nouseva jono: xjp > Tp_1
o d
kaikilla k. Myos epayhtalo zp — ar > —5 tulee au-
tomaattisesti todeksi. Ainoa varmistettava seikka on
endd epayhtalo xp — ar < 5 Tédmén varmistamisek-
si tdytyy palata jonossa pienimpéén indeksiin j, jol-
le zp = z;. Tdmé j on joko 1 tai sellainen, ettd
zj—1 < xj, jolloin myds, koska x;:t méiritelladn niin
d
kuin ne médritellaén, z; = a; — . Mutta a; —ax < d.

Siispfixk—ak:xj—aj—i—aj—ak<—§+d:§

, niin
kuin pitikin.

Tehtédvadn 1 kilpailijat antoivat 161 tdysin pistein ar-
vosteltua vastausta. Pistekeskiarvo oli 3,4.

Tehtava 2

Kansainvélisten matematiikkaolympialaisten tehtéavét
valitaan neljastd kategoriasta, joista yksi on geomet-
ria. Léhes aina geometrian luokasta tulee valituksi kak-
si tehtdvad, joista toinen on helppo, toinen vaativam-
pi. Talla kertaa vaativampi tehtéavé oli sijoitettu en-
simmaéisen kilpailupdivin toiseksi tehtdviksi. Se oli
tdllainen:

Pisteet A, B, C, D ja E sijaitsevat niin, etti ABCD
on suunnikas ja BCED on jinnenelikulmio. Suora £
kulkee pisteen A kautta. Oletetaan, ettd £ leikkaa ja-
nan DC sen sisdipisteessi F ja suoran BC pisteessd

G. Oletetaan, ettd EF = EG = EC. Todista, ettd { on
kulman DAB puolittaja.

Kun tilanteesta piirtdsa kuvan, huomaa, ettd LZFAD =
/FGC (koska GC|AD) ja 4BAF = JCFG
(koska AB||FC). Tavoitteeksi voi siis ottaa kul-
mien CFG ja CGF yhtdsuuruuden osoittamisen,
mikd taas seuraisi kolmion CFG tasakylkisyydesta.
Jannenelikulmio-oletuksen hyoddyllinen seuraus on ai-
ka ilmeinen: kulmat CBE ja CDE ovat yhtd suuret.
(Jénnenelikulmiohan tarkoittaa nelikulmiota, jonka
ympéri voidaan piirtdd ympyré; kulmien yhtdsuuruus
seuraa kehdkulmalauseesta.) Tdmé johtaa houkutuk-
seen todistaa kolmiot CBFE ja FDE yhteneviksi. Jos
tdma saataisiin varmaksi, esitetty tasakylkisyys seurai-
si helposti. Kun kolmioista ei kuitenkaan 16ydy tarvit-
tavaa kolmatta samanlaista osaparia, on edettédva mut-
kitellen.

Tehd&danpé siis vastaoletus, jonka mukaan olisi CG >
CF. Koska E on oletuksen mukaan kolmion CFG
ympdri piirretyn ympyréan keskipiste, jinteen C'F tu-
lee nyt olla kauempana FE:std kuin jinteen CG.

Piirretdadn vield E:n kohtisuorat projektiot K ja L si-
vuille CF ja CG. Sivujen C'F ja CG puolikkaille K F
ja CL péitee KF < CL. Edelld sanotun perusteella
EK > FEL. Suorakulmaiset kolmiot DEK ja BEL
ovat yhdenmuotoisia (kk), joten KD > BL. Mutta nyt
AD = BC = BL—-CL < DK — KF = FD. Kolmiot
CFG ja DFA ovat yhdenmuotoiset, koska CG|AD.
Mutta nyt on tultu siihen risitriitatilanteeseen, etté kol-
miossa ADF on AD < F D, mutta kolmiossa CFG vas-
tinsivut ovat toisessa suuruusjirjestyksessi, CF < CG.
Taméa on mahdotonta, joten vastaoletus CG > CF ei
voi olla tosi. Mutta oletuksesta CG < CF seuraa ai-
van samojen paittelyaskelten jidlkeen myos ristiriita.
Siis CG = C'F, ja viite on todistettu.

Tehtavan kaksi ratkaisi oikein 137 kilpailijaa ja piste-
keskiarvo oli 2,5.
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Tehtava 3

Ensimmaéisen kilpailupédivan kolmas tehtéva oli kom-
binatorinen. Siini esiintyy verkkoteorian késite klikki,
mutta tehtdvi oli muotoiltu, niin kuin usein tapana
on, ihmisjoukossa vallitsevien tai ei-vallitsevien relaa-
tioiden avulla.

Matematitkkakilpailun osallistujista jotkut ovat toisten-
sa ystdvid; ystdvyys on aina molemminpuolista. Sa-
nomme, ettd jokin kilpailijoiden joukko on klikki, jos
kaikki sen jisenet ovat toistensa ystivid. (Erityisesti
joukot, joissa on vihemmdn kuin kaksi alkiota, ovat
klikkeji.) Sanomme klikin jasenten lukumddrdd klikin
kooksi.

Tiedetddn, ettd tdssd kilpailussa klikkien suurin koko on
parillinen. Todista, ettd kilpailijat voidaan jakaa kah-
teen huoneeseen niin, ettd suurikokoisin toisessa huo-
neessa oleva klikki on samankokoinen kuin suurikokoi-
sin toisessa huoneessa oleva klikki.

Keskeinen havainto klikin olemuksesta on, ettd kli-
kin jokainen epétyhja osajoukko on klikki. Merkitdan
|E|:lla joukon E alkioiden lukumééras. Merkitddn huo-
neissa olevien kilpailijoiden joukkoja symboleilla A ja
B ja merkitddn vastaavasti huoneessa olevan suuriko-
koisimman klikin kokoa c¢(A):lla ja ¢(B):1l4. Olkoon
nyt M jokin klikki, jonka koko on suurin mahdollinen.
Téllaisiahan voi olla useita, mutta tarkastetaan yhta
sellaista. Olkoon |M| = 2m.

Lahdetddn rakentamaan vaadittua huoneisiin jakoa
niin, ettéd sijoitetaan aluksi kaikki M:n jasenet huonee-
seen A ja kaikki muut kilpailijat huoneeseen B. Silloin
c(A) = |M| > ¢(B). Nyt voi olla niin, ettd ¢(A) = ¢(B).
Télloin vaadittu sijoittelu on tehty, ja olemme tyy-
tyvéisia.

Jos onkin ¢(A4) > ¢(B), siirretédén yksi henkilo huonees-
ta A huoneeseen B. Tillsin ¢(A) pienenee yhdelld ja
¢(B) joko siilyy ennallaan tai kasvaa yhdelld, riippuen
siitd, kasvattiko siirretty henkilé B-puolen suurinta
klikkig vai ei. Jatketaan siirtoja, kunnes ¢(A) < ¢(B) <
¢(A)+1. Téllainen tilanne tulee vastaan viimeistéén sil-
loin, kun puolet A-huoneessa aluksi olleista on siirretty
B:hen. Kuvatussa tilanteessa on siis ¢(A4) = |A| > m.
Merkitédn c(A) = k. Jos nyt ¢(A) = ¢(B), jako on
valmis.

Ellei niin ole, on oltava ¢(B) = ¢(A) + 1. Jos nyt
B-huoneessa on kilpailija * € M ja klikki C, jolle
|C] = k + 1, mutta ¢ ¢ C, niin siirretdén = huonee-
seen A. Silloin ¢(4) = k+ 1 = |C] = ¢(B), ja jako
on suoritettu. Ellei téllaista kilpailijaa ole, niin jokai-
nen x € BN M kuuluu jokaiseen sellaiseen klikkiin
C C B, jolle |C| = k + 1. Valitaan nyt jokin tillainen
klikki C' ja siirretdén siita yksi kilpailija, joka ei kuulu
M:845n, A-huoneeseen. Téllainen kilpailija on olemassa,
koska jos kaikki C':n jdsenet olisivat myos M:n jésenid,

M:ssé olisi k + k + 1 eli pariton méara jésenid, toisin
kuin tehtdvissa oletettiin. Toistetaan askel niin monta
kertaa kuin se on mahdollista. Joka siirrossa ¢(B) pie-
nenee enintddn yhdelld. Viimeisen mahdollisen siirron
jilkeen ¢(B) = k.

Tarkastellaan nyt tilannetta. A:ssa on yhé klikki ANM,
joten ¢(A) > k. Olkoon @ mielivaltainen A:n klikki.
Jos z € @, niin joko x € AN M, jolloin x on jokaisen
B N M: jisenen ystdvi, tai x on siirretty sellaisesta
B:n klikisté, joka sisélsi B N M :n, jolloin z my6s on jo-
kaisen B N M:n jisenen ystéivi. Siis Q U (B N M) on
klikki. Mutta M on suurikokoisin klikki, joten |M| >
QU(BNM)| = Q| +|BN M| = Q|+ M| |An M].
Siis |Q| < |AN M| = k. Siis ¢(A) < k. Siis ¢(4) =k, ja
haluttu jako on suoritettu.

Padttely ei ollut helppo. Kilpailussa sen osasi vain kak-
si kilpailijaa. Pistekeskiarvokaan ei noussut korkeaksi:
se oli 0,3.

Tehtdva 4

Kilpailun toinen geometriatehtéva oli sijoitettu toisen
kilpailupéivéin ensimmaéiseksi tehtaviksi. Olettama oli
siis, ettd tehtéiva olisi helpohko. Se oli téllainen:

Kolmion ABC kulman BC A puolittaja leikkaa kolmion
ympdri pirretyn ympyrdn myds pisteessdé R, kolmion
sivun BC' keskinormaalin pisteessi P ja sivun AC kes-
kinormaalin pisteessd Q. Sivun BC' keskipiste on K ja
stvun AC' keskipiste on L. Osoita, ettd kolmioilla RPK
ja RQL on sama ala.

Tehtéva voidaan ratkaista monin tavoin. Téasséd yksi:
Kolmion RPK sivua RP vastaan piirretyn korkeus-
janan pituus on KP - sin(ZCPK) ja kolmion RQL
sivua R(@) vastaan piirretyn korkeusjanan pituus on
LQ - sin(LLQC). Koska kulmat KCP ja LCQ ovat
yhtd suuret, niin suorakulmaisten kolmioiden CPK ja
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CQL kolmannet kulmat K PC' ja LQC ovat yhti suu-
ret. Viite tulee todistetuksi, jos saadaan osoitettua
RP-KP =RQ-LQ.

Olkoon O kolmion ympéri piirretyn ympyrian keski-
piste eli keskinormaalien leikkauspiste. Edelld tehdyn
kulmahavainnon perusteella OQ P on tasakylkinen kol-
mio. (Jos Q@ = P = O, tehtivin viite pétee tri-
viaalisti.) Koska P ja @ ovat yhtd etéélli kolmion
ABC ympéri piirretyn ympyrin keskipisteesté, niilla
on tdménympyrdn suhteen sama potenssi. Mutta se
merkitsee, etti RP - PC = RQ - QC. (palauytetaan
mieleen, ettd pisteen X potenssi ympyrdn I' suhteen
on tulo XY - XZ, missd Y ja Z ovat mielivaltaisen X:n
kautta kulkevan suoran ja ympyrian Gamma leikkaus-
pisteet; tulon arvo on valitusta suorasta riippumaton.)
Yhdenmuotoisten suorakulmaisten kolmioiden CPK ja
CQL perusteella saadaan heti PC : KP = QC : LQ.
Siis todellakin RP - KP = RQ - LQ.

Tamé tehtdvd osoittautui kilpailun helpoimmaksi.
Taydet 7 pistettd sai 363 kilpailijaa, ja pistekeskiar-
vokin oli 5,7.

Tehtava 5

Lukuteorian osuudesta kilpailutehtéviin valikoitui vain
yksi. Se oli tédllainen:

Olkoot a ja b posititvisia kokonaislukuja. Todista, ettd
jos luku 4ab — 1 on luvun (4a? — 1)? tekijd, niin a = b.

Tehtédvan ratkaisu on klassisen, Pierre de Fermat’han
palautuvan ” dérellisen laskeutumisen” menetelmén mu-
kainen. Perusidea on tehda vastaoletus ja péaatelld siité,
ettd 10ytyy yhd pienempid vastaoletukseksi kelpaavia
lukuja.

Tehd&dén siis vastaoletus: oletetaan, ettd on olemas-
sa vastaesimerkkipari (a, b), niin etti a # b mutta
4ab — 1 on luvun (4a® — 1)? tekiji. Koska 4ab = 1
mod (4ab — 1), niin (4ab)®> = 1 mod (4ab — 1) ja
(40 — 1)? = (4b% — (4ab)?) = 16b%(4a®> — 1) = 0
mod (4ab — 1). Tamé merkitsee, ettd myos pari (b, a)
on vastaesimerkkipari. Voidaan siis olettaa, ettd on ole-
massa vastaesimerkkipari (a, b) niin, ettd a < b. Ol
koon nyt

~ (4a? —1)?
 dab—1
Silloin
r= (=r)(-1) = (~r)(4ab - 1)
= (40> —1)> = -1 mod (4a)

Siis 7 = 4ac — 1 jollain positiivisella kokonaisluvulla c.
Siis (4ac —1)(4ab—1) = (4a® — 1)2. Oletuksen mukaan
4ab — 1 > 4a? — 1. Siis 4ac — 1 < 4a%? — 1 eli ¢ < a.

Tarkastellaan nyt kaikkia vastaesimerkkipareja. Jolla-
kin parilla (a, b) lauseke 2a + b saa pienimmén mahdol-
lisen arvonsa. Jos a > b, niin 2b+a < 2a+b. Kuitenkin
my6s (b, a) on vastaesimerkkipari. Jos a < b, on ole-
massa vastaesimerkkipari (a, ¢), jolle ¢ < a. Selvésti
2a + ¢ < 2a + b. Kummassakin tapauksessa tullaan
ristiriitaan 2a 4+ b:n minimaalisuuden kanssa. Vastaesi-
merkkipareja ei siis voi olla olemassa.

Tehtédvin ratkaisi oikein 94 kilpailijaa. Pistekeskiarvo
oli 1,9.

Tehtiva 6

Kilpailun viimeinen tehtévé sisélsi geometrisia ja kom-
binatorisia aineksia. Ratkaisu oli kuitenkin algebralli-
nen. Tehtéavén alan voisi luonnehtia algebralliseksi geo-
metriaksi. Tehtédvia valittaessa esitettiin arvioita, joi-
den mukaan tehtédva tulisi osoittautumaan kilpailijoille
ylivoimaiseksi.

Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan kol-
miulotteisen avaruuden (n + 1)3 — 1 pistettd sisdltivdd
joukkoa

S={(z,y,2) |z, y,2€{0,1,...,n},z+y+2z>0}.
Mikd on pienin mddrd tasoja, joiden yhdiste sisdltdd
joukon S pisteet, muttei pistettd (0, 0, 0)?¢

Tasot, joiden yhtélot ovat x+y+z2z =k, k=1, ..., 3n,
sisdltdvit kaikki S:n pisteet. N&itd tasoja on 3n kap-
paletta. Tésta sindinsé ratkaisun kannalta tarpeellisesta
havainnosta ei vield annettu pisteitd ollenkaan.

Osoitetaan, ettd vihemmalla kuin 3n:114 tasolla peitto
ei onnistu. Jos peittdvien tasoja on m kappaletta ja nii-
den yhtalst ovat Ty (x, y, 2) = agz + by +cxz—1 =0,
k=1, ..., m, niin polynomi

m
H (z, y, 2

saa arvon 0 aina kun (z, y, 2) € S, mutta P(0, 0, 0) =
(=1)™ # 0. Polynomin aste on m. Osoitetaan, ettd
m > 3n.

Pz, y, 2

Ratkaisun ymmartdmiseksi kannattaa aluksi kdyda lapi
tasotapaus. Tarkastellaan siis ensin kahden muuttujan
polynomia P(z, y), jolle P(z,y) = 0, kun z tai y
on jokin luvuista 0, 1, ..., n, mutta (z, y) # (0, 0),
ja jolle P(0,0) # 0. Olkoon S(y) = y(y — 1)(y —
2)---(y — n) ja olkoon R(zx,y) polynomi, joka saa-
daan jakojdinnokseksi, kun P(z, y) jaetaan S(y):lli:
P(z,y) = Q(z, y)S(y) + R(z, y). Nyt R(z, y)m as-
te y:n suhteen on < S(y)mn aste, eikii R(x, y) kaik-
kiaan ole korkeampaa astetta kuin P(x, y). Lisdksi
R(z,y) = P(z,y), kun z,y € {0,1,..., n}. Siis
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R(z, y) = Ro(2)y" + Ru-1(x)y" "' + -+ + Ro(z). Po-
lynomi R(0, y) saa arvon 0, kun y = 1, ..., n, mutta
R(0,0) # 0. Siis R(0, y):n aste on > n. Tisti seu-
raa, ettd R,(0) # 0. Olkoon sitten z € {1, ..., n}.
y:n n:nen asteen polynomi R(z,y) = 0, kun y =
0,1, ..., n, joten polynomi on identtisesti 0. Siis my6s
R,(z) = 0, kun = € {1, ..., n}. Koska R,(z) ei ole
nollapolynomi, sen asteen on oltava > n. Mutta tdméa
merkitsee, ettd R(x, y)m ja siis myds P(z, y)mn aste
kahden muuttujan polynomina on > 2n.

Nyt todistetun perusteella voidaan osoittaa, etta
kolmen muuttujan polynomin P(x, y, z), jolle
P(z,y, z) =0, kun (z, y, z) € S, mutta P(0, 0, 0) #
0, aste on > 3n. Pddttely on aivan sama kuin edelld
(ja voitaisiin kiteyttdd induktioaskeleeksi). Muodos-
tetaan P(z, y, z)m jakojddnnés R(x, y, z) modulo
S(z) = z2(z—1)-+-(2 — n). R:n aste z.n suhteen on
< n ja R saa saman arvon kuin P kaikissa niissi pis-
teissd (z, y, 2), joissa x, y, z € {0, 1, ..., n}. Jos kir-
joitetaan R(x, y, z) = Ry (z, y)z"+---+ Ro(x, y), niin
R(0, 0, z) ei ole nollapolynomi, mutta kuitenkin poly-
nomi, jolla on ainakin n nollakohtaa; siis R,,(0, 0) # 0.
Jos (z, y) # (0,0), mutta z,y € {0, 1, ..., n}, niin
R(z,y, z) on zmn n:nnen asteen polynomi, jolla on
n + 1 nollakohtaa. Se on siis identtisesti nolla, joten

R,(z,y) = 0. Mutta aikaisemmin todistetun perus-
teella R, (x, y):n on oltava ainakin astetta 2n. Siis
R(z, y, z) ja myos P(x, y, z) on kolmen muuttujan
polynomina ainakin astetta 3n. Ratkaisu on valmis.

Vastoin ennakko-oletuksia tdmékin tehtava 1oysi kil-
pailijoista ratkaisijansa. Heitd oli kaikkiaan 5. Mutta
tehtévasta jaettujen pisteiden keskiarvoksi jai 0,15.

Lopuksi

Kukaan kilpailijoista ei onnistunut ratkaisemaan mo-
lempia vaikeita tehtédvid. Siispd tdysiin pisteisiin ei
yltanyt kukaan. Parhaaseen pisteméérain, 37:44n, ylsi
Venijin Konstantin Matvejev. Sdéntojen mukaises-
ti kultamitaleja sai osapuilleen paras kahdestoistaosa
kilpailijoista. Pisterajaksi muodostui 29, ja kultamita-
leja jaettiin 39. Hopeamitali annetaan seuraavalle kuu-
dennekselle; néitd oli 83 ja pisteraja 21; pronssimitalin
saa seuraava neljannes. Pisteraja oli 14 ja kilpailijoita
131.

Seuraavat matematiikkaolympialaiset jérjestdd HEs-
panja Madridissa heindkuussa 2008. Sitten ovat
jirjestyksessd Saksa, Kazakstan ja Hollanti.
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Klikkimenetelmi kombinatoristen ongelmien

ratkaisemisessa

Mikko Malinen
TkK, opiskelija
Teknillinen korkeakoulu

Johdanto

Ratkaistaessa tietyntyyppisid kombinatorisia yhteen-
sopivuusongelmia tietokoneella voidaan kéyttda klik-
kimenetelmasd. Menetelméssd muodostetaan ensin
graafi ja sitten etsitddn siitd tietynkokoinen klik-
ki. Taméntyyppiset ongelmat voitaisiin periaattees-
sa ratkaista my0Os jarjestelmiilliselld eri tapausten
lapikdynnilli (brute force) tai perdytyvélld haulla
(backtrack search). Ratkaiseminen néilld on usein
kédytdnnossd mahdotonta vaadittavan lilan suuren
laskenta-ajan takia. Menetelmi soveltuu seuraavanlais-
ten ongelmien ratkaisuun: Olkoon #déarellinen mééra al-
kioita. Jokainen alkio voi saada arvokseen jonkin arvon
annetusta &dérellisestd arvojoukosta. Jonkin tai joiden-
kin alkioiden arvo rajoittaa jonkun toisen tai joidenkin
toistaen alkioiden mahdollisia arvoja. On l6ydettiava
kaikille alkioille arvot, jotka ovat yhteensopivia kaik-
kien muiden alkioiden arvojen kanssa. Voidaan ol-
la my6s vihemmén kiinnostuneita alkioiden arvois-
ta, mutta halutaan tietdad ratkaisujen kokonaismaara.
Edellisen ongelman esimerkkeiné esitetdén erdén erdan
vksinkertaisen kombinatorisen ongelman ratkaisemi-
nen, Einsteinin ongelman ratkaiseminen sekéd sudoku-
tehtdvan ratkaiseminen. Jélkimméisen ongelman esi-
merkkiné esitetddn virheenkorjaavien koodien méaaran
laskeminen.

Hieman graafiteoriaa

Graafi on pari G = (V, E), missd V on solmujen joukko
ja E on solmuja yhdistidvien kaarien joukko (ks. kuva
1). Yksi kaari yhdistéi kaksi solmua toisiinsa.

C e

Kuva 1. Erés graafi. Solmujen joukko V = {a,b,c,d,e}.
Solmuja yhdistédd joukko kaaria.

Klikki on sellainen V:n osajoukko, jossa jokainen solmu
on yhdistetty jokaiseen toiseen solmuun kaarella. Ku-
van 3 graafin maksimiklikki on Cy = {a,b,c¢,d}. Myds
esim. Cy = {b, ¢, d} on klikki.

Menetelmia

Tarkastellaan graafia, jonka solmuina on ongelman al-
kiot kaikkine mahdollisisne arvoineen. Jos ongelmas-
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sa on n alkiota ja kullakin niistd on & mahdollista ar-
voa, tulee graafiin n - k solmua. Olkoon graafin kahden
solmun vélilld kaari jos ja vain jos niiden arvot ovat
kesken#dn yhteensopivat. Ratkaisun loytdmiseksi eli al-
kioiden arvojen mé#radmiseksi graafista etsitddn m:n
suuruinen klikki. Mikéli halutaan tietdé ratkaisujen lu-
kumaééré, etsitddn n:n suuruisten klikkien lukuméara.
Algoritmeja klikin etsimiseksi on esitetty [1]:ssd ja
[2]:ssa. Yksi mahdollisuus on kéyttdd valmista alioh-
jelmatyokalua, jollainen on esimerkiksi [3].

Esimerkkeja
Yksinkertainen tehtava

Téamaé tehtdva on melko helppo ratkaista kynalla ja pa-
perilla, mutta esimerkin yksinkertaisuuden vuoksi esi-
tetddn tdssd. TAmé on myds esimerkkind siitd, minka
tyyppisiin tehtéviin menetelmédd voidaan kéyttas.
Tehtéavéand on tdyttdd ruudukkoon numerot 1-7, yksi
kutakin, niin, ettd toisiaan koskettavat ruudut eivéit
sisélld perdkkéisid numeroita (ks. kuva 2).

Kuva 2. Taytettdava ruudukko

Graafiin tulee solmuja n -k = 7 -7 kappaletta. Ku-
hunkin ruutuun assosioidaan 7 solmua, joihin assosioi-
daan my6s numerot 1-7, yksi kuhunkin. Kahden sol-
mun vélille asetetaan kaari jos ja vain jos niitd vas-
taavat ruudut ja numerot ovat yhteensopivia. Esimer-
kiksi kahden vierekkiisen ruudun numeroiden olles-
sa perédkkéiset solmujen vililld ei ole kaarta. Ratkai-
su l6ytyy etsimélld seitsemén kokoinen klikki graafista.
Ratkaisujen lukuméérd saadaan laskemalla seitsemédn
kokoisten klikkien lukumé&ird graafissa. Eréds ratkaisu
on esitetty kuvassa 3.

Kuva 3. Eris ratkaisu tehtéviian

Sudokutehtivin ratkaiseminen klikkimenetel-
malla

Latinalaiset neliot

Astetta n oleva latinalainen nelié on n X n taulukko,
joka koostuu n symbolista niin ettd jokainen symbo-
li esiintyy tasan kerran jokaisella rivilld ja jokaisessa
sarakkeessa (ks. kuva 4). Jatkossa oletetaan, ettd sym-
bolit ovat 1,2, ...,n.

N = B~ W

4
3
2
1

W A~ = N

1
2
3
4

Kuva 4. Eris latinalainen nelio

Osittaisessa  latinalaisessa neliossd  osa  alkioista
on maédritteleméittd. Osittaisen latinalaisen nelion
tdydentdminen on méadrittelemattomien alkioiden
médrddminen niin, ettd osittainen neli6 tdydentyy sal-
lituksi latinalaiseksi nelioksi.

2345
3

1
2 3 .
3. 4
4
5

2

Kuva 5. Eris osittainen latinalainen nelio

Algoritmi

Graafien kielelld osittaisen latinalaisen nelion
tdydennys voidaan suorittaa seuraavalla tavalla: Tar-
kastellaan graafin, jonka solmuina on n® kpl muotoa
(,7,k) olevaa kolmikkoa; 4,7,k € {1,2,...,n}. Mitka
tahansa kaksi erillistd kolmikkoa on yhdistetty kaarella
jos ja vain jos kolmikot ovat yhtédsuuria korkeintaan
yvhdessd koordinaateista. Kuvassa 6 on arvolla n = 2
syntyvé graafi.

(1,1,1) (2,2,2)

2,2,1)

(1,1,2)

(2,1,2) (1,2,1)

(1.2.2) 2.1.1)

Kuva 6. Graafi arvolla n = 2
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Intuitio on se, ettii jokainen kolmikko (4,7, k) kertoo,
ettd annamme arvon k alkiolle rivilla ¢, sarakkeessa j
n X n taulukossa. Huomaa, ettd n:n asteen latinalaiset
neliét vastaavat n? kokoisia graafin klikkejs. Myoskin,
osittainen latinalainen nelié voidaan tdydentdd jos ja
vain jos vastaavat kolmikot ilmenevit kokoa n? olevas-
sa klikissa.

Algoritmin muokkaaminen sudokun ratkaisemiseksi ta-
pahtuu niin, ettd sudokun lisdrajoitus, luvut 1-9 laa-
tikossa, huomioidaan siten, ettd kussakin laatikossa
alkioiden valilld on kaari jos ja vain jos kyseiset kak-
si alkiota eivit ole arvoltaan samat. Ja sudokussahan
n=29.

Einsteinin ongelman ratkaiseminen klikkimene-
telmalla

Téstd ongelmasta on olemassa erilaisia versioita. Téssé
niisté yksi: Pienelld kadulla on viisi eri véristd taloa.
Viisi eri kansallisuutta olevaa ihmistd asuu néissé vii-
dessé talossa. Joskaisella asukkaalla on eri ammatti, jo-
kainen pitdd eri juomasta ja jokaisella on eri kotieldin.
On annettu seuraavat tiedot:

Englantilainen asuu punaisessa talossa.
Espanjalaisella on koira.

Japanilainen on maalari.

Italialainen juo teeté.

Norjalainen asuu vasemmanpuoleisimmassa talossa.
Vihreédn talon omistaja juo kahvia.

Vihred talo on valkoisen talon oikealla puolella.
Kuvanveistiji kasvattaa etanoita.

Diplomaatti asuu keltaisessa talossa.
Keskimmadisessé talossa joudaan maitoa.
Norjalainen asuu sinisen talon vieressé.
Viulunsoittaja juo hedelmédmehua.

Kettu on talossa, joka on lddkérin talon vieressa.
Hevonen on talossa, joka on diplomaatin talon vieressé.

Kysymys kuuluu, kenelld on seepra ja kuka juo vettd?
Téamén ongelman ratkaisemiseksi riittdd maarittasd jo-
kaiselle talolle sen viisi ominaisuutta:

e viri

e omistajan kansallisuus

e omistajan kotieldin

e omistajan ammatti

e omistajan mielijuoma
Taloja on viisi, kullakin talolla on viisi ominaisuutta
ja kullakin ominaisuudella on viisi mahdollista arvoa.

Muodostetaan graafi, jossa on 5-5-5 = 125 solmua. Yh-
destéd solmusta tiedetddn mika talo on kyseessd, mika

ominaisuus on kyseessid ja mikd on ominaisuuden ar-
vo. Sitten solmujen vélille vedetédén kaaria niin, ettd
vain yhteensopivien solmujen vélille tulee kaari. Rat-
kaisu saadaan, kun niin muodostuvasta graafista et-
sitdan 25:n kokoinen klikki. Tama klikki kertoo, mitka
arvot kunkin talon ominaisuudet saavat. Kerrottakoon,
ettd ratkaisu on: Japanilaisella on seepra ja norjalainen
juo vetta.

Koodien lukumiirin laskeminen klikkimenetel-
maéalla

Téssd ongelmassa olemme kiinnostuneita ratkaisujen
lukumddrdstd. I:n pituinen bind&rinen koodisana on [:n
pituinen jono nollia ja ykkdosid. 01001 voisi olla vii-
den pituinen koodisana. s:n kokoinen koodi on s:n ko-
koinen joukko koodisanoja. Kahden bindérisen koo-
disanan vélinen Hamming-etédisyys on se bittien lu-
kumaéaéré, jolla koodisanat eroavat toisistaan. Esimer-
kiksi koodisanojen 01001 ja 01010 Hamming etéisyys
on kaksi, koska ne eroavat toisistaan kahden bitin
osalta. Hamming-etdisyydelld on merkitystd virheen
havaitsevissa ja -korjaavissa koodeissa. Téssd ongel-
massa olemme kiinnostuneita laskemaan [-pituisten, s-
kokoisten ja minimi Hamming-etédisyyden h omaavien
eri koodien lukumé&érén. Graafin solmut muodostetaan
kaikista erilaisista [-pituisista bittijonoista. Graafissa
on siten 2!~! solmua. Kahden solmun vilille muodos-
tetaan kaari, mikéli niiden Hamming-etdisyys on suu-
rempi tai yhtdsuuri kuin h. Koodien lukuméira saa-
daan nyt s-kokoisten klikkien lukumé&érané.

Johtopaitokset

Téassé artikkelissa esitettiin, kuinka klikkimenetelméa
voidaan kayttda tietyntyyppisten kombinatoristen on-
gelmien ratkaisujen etsimiseen sek#d ratkaisujen lu-
kumaéaérien laskemiseen. Menetelméad voidaan kiayttda
usein silloinkin, kun kaikkien vaihtoehtojen ldpikaynti
tai perdytyvéa haku ovat laskenta-ajaltaan liian suuria.
Menetelmé edellyttdd klikinetsintdalgoritmin kéayttoa
osana menetelmé&a.
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