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Kuusi vaikeaa tehtivii — matematiikkaolympialaiset

Hanoissa

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

48. Kansainviliset matematiikkaolympialaiset pidet-
tiin Hanoissa Vietnamissa 23.-31. heindkuuta 2007.
Ennétykselliset 520 kilpailijaa 93 maasta ratkoi tavan
mukaan kahtena pédivand yhteensd yhdeksédn tunnin
ajan kuutta vaikeaa tehtédvéd. Kukaan ei saanut kaik-
kia tehtédvid virheettomaésti ratkaistuksi, mutta jokai-
selle tehtéville 16ytyi ratkaisija. Olympiatehtévien ar-
vosteluasteikko on nollasta seitseméin. Kilpailun tu-
lokset 16ytyvét sivuilta http://www.imo2007.edu. vn.

Esittelen tassd olympialaisten kuusi tehtdvaa ja niiden
ratkaisut.

Tehtava 1

Kilpailun tehtédvistd ensimmaéisen tuomaristo valitsi ka-
tegoriasta algebra. Tehtéavi oli seuraava:

On annettu reaaliluvut ay, as, ..., an. Jokaiselle i,

1 <1 < n, mddritellddn
d; =max{a; |1 <j <i}—min{a; | i < j<n}.
Olkoon
d=max{d; |1 <i<n}.

(a) Osoita, etti mielivaltaisille reaaliluvuille x1 < xo <
- <z, pdtee

max{|z; —a;| |1 <i<n} >

()

N Q.

(b) Osoita, etti on olemassa reaaliluvut v1 < xg <
oo <y, joille epiyhtildssd () vallitsee yhtisuuruus.

Ensimmaéinen tehtéva on tavan mukaan helpohko. Niin
tdmakin, vaikka se ensilukemalta néyttad aika mutkik-
kaalta ja yllattavaltakin: siindhén esiintyy kaksi eri lu-
kujonoa tai oikeastaan m:n luvun jarjestettya joukkoa,
joilla ei sinédnsé ole mitddn tekemistd keskenddn. En-
simméisen jonon perusteella muodostetaan lisédksi kol-
mas, d;, jonka jasenet ovat indeksiin ¢ asti suurimman
ja samasta indeksistd ¢ loppuun asti laskettuna pie-
nimméin a-luvun erotuksia. Koska a; on mukana mo-
lemmissa joukoissa, kaikki d;:t ovat ei-negatiivisia. Lu-
vuista d; suurin on d. Silloin on jokin indeksi k, ei
valttamétta yksikéasitteinen, jolle di, = d. Edelleen, kun
kerran &dérellisistd joukoista on kyse, 16ytyvéit indeksit
pja g, joille d = di, = ap —a4. Téssé on tietystip < ¢.p
ja q eivat nekdén ole yksikésitteisid, mutta riittas, etta
ainakin jotkin téllaiset luvut ovat olemassa.

Tehtévén (a)-kohdan todistukseksi riittéd, jos osoite-
taan, ettd olipa (z) mikid nouseva jono hyvénsi, niin
0 etdisyys ainakin toisesta luvuista a, ja a, on

d
> 3 Mutta tdmé& onkin aika lailla itsestdan selvii.
Jos nimittdin z, < a, — > asia on selvd. Jos taas

Tp > ap — 5 niin (x;)-jonon kasvavuuden vuoksi myds
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d d . I
Tq > ap=75- Mutta ap—5 = aq—|—§, joten téssé tapauk-

sessa £q —aq > —. Tehtévén (a)-kohdan oikea ratkaisu
tuotti kilpailijalle 3 pistetté.

Téysien pisteiden saamiseksi kilpailijan piti vield keksié
jokin kasvava lukujono (z;), jolle tehtéviin epdyhtélossi
vallitsee yhtdsuuruus. Téssé tidytyy huomata, ettd (a;)
on lukujono, joka on annettu, ja jono (z;) voidaan ra-
kentaa jonon (a;) varaan. Jonoa (z;), joka toimisi ha-
lutulla tavalla kaikkien mahdollisten (a;)-jonojen suh-
teen, ei tietenk&ddn voi loytya.

Mahdollisia tapoja méaritelld jono (z;) on useita. Yk-
si strategia on ldhted mahdollisimman alhaalta: néin
voidaan ehkéd helpoimmin varmistua siitéd, ettd jonos-
ta on vara tehdid kasvava. Aloitetaan siis asettamalla

T = ay — 5 Seuraavan luvun on oltava > x1, mut-
. . d

ta se ei saa erota ag:sta enempédd kuin 5 Asetetaan

.. d .

siis x3 = max{z1, az — 5} Nythén a1 — as < d, jo-

d
ten aso:n ja xo:n vilimatka ei ylitd —:ta. Havaintomme
kannustaa jatkamaan jonon méérittelyd samalla taval-
la. Se on syytd tehdd induktiivisesti: jos x1, x2, ...,
. d
xp—1 on médritelty, asetetaan x = max{zy_1, ak_i}'
Niin saadaan ilman muuta nouseva jono: xp > Tp_1
o d
kaikilla k. Myos epdyhtalo xp — ap > —5 tulee au-
tomaattisesti todeksi. Ainoa varmistettava seikka on
endd epayhtalo xp — ar < 3 Téamén varmistamisek-
si taytyy palata jonossa pienimpédén indeksiin j, jol-
le zp = z;. Tdmé j on joko 1 tai sellainen, ettd
zj—1 < xj, jolloin myds, koska x;:t méiritelladn niin
d
kuin ne médritellaén, z; = a; — 5 Mutta a; — ar < d.

Siispfixk—ak:xj—aj—i—aj—ak<—§+d:§

, niin
kuin pitikin.

Tehtévadn 1 kilpailijat antoivat 161 tdysin pistein ar-
vosteltua vastausta. Pistekeskiarvo oli 3,4.

Tehtava 2

Kansainvélisten matematiikkaolympialaisten tehtéavét
valitaan neljastd kategoriasta, joista yksi on geomet-
ria. Léhes aina geometrian luokasta tulee valituksi kak-
si tehtdvad, joista toinen on helppo, toinen vaativam-
pi. Talla kertaa vaativampi tehtédvé oli sijoitettu en-
simmaéisen kilpailupdivin toiseksi tehtdviksi. Se oli
tillainen:

Pisteet A, B, C, D ja E sijaitsevat niin, etti ABCD
on suunnikas ja BCED on jinnenelikulmio. Suora £
kulkee pisteen A kautta. Oletetaan, ettd £ leikkaa ja-
nan DC sen sisdipisteessi F ja suoran BC' pisteessd

G. Oletetaan, ettd EF = EG = EC. Todista, ettd ¢ on
kulman DAB puolittaja.

Kun tilanteesta piirtdsa kuvan, huomaa, ettd LZFAD =
/FGC (koska GC|AD) ja 4BAF = /JCFG
(koska ABJFC). Tavoitteeksi voi siis ottaa kul-
mien CFG ja CGF yhtdsuuruuden osoittamisen,
mikd taas seuraisi kolmion CFG tasakylkisyydesta.
Jannenelikulmio-oletuksen hyddyllinen seuraus on ai-
ka ilmeinen: kulmat CBE ja CDE ovat yhtd suuret.
(Jénnenelikulmiohan tarkoittaa nelikulmiota, jonka
ympéri voidaan piirtdd ympyré; kulmien yhtdsuuruus
seuraa kehdkulmalauseesta.) Tdmé& johtaa houkutuk-
seen todistaa kolmiot CBFE ja FDE yhteneviksi. Jos
tdma saataisiin varmaksi, esitetty tasakylkisyys seurai-
si helposti. Kun kolmioista ei kuitenkaan 16ydy tarvit-
tavaa kolmatta samanlaista osaparia, on edettédva mut-
kitellen.

Tehd&danpé siis vastaoletus, jonka mukaan olisi CG >
CF. Koska E on oletuksen mukaan kolmion CFG
ympdri piirretyn ympyréan keskipiste, jinteen C'F tu-
lee nyt olla kauempana FE:std kuin jinteen CG.

Piirretdén vield E:n kohtisuorat projektiot K ja L si-
vuille CF ja CG. Sivujen C'F ja CG puolikkaille K F
ja CL péitee KF < CL. Edelld sanotun perusteella
EK > FEL. Suorakulmaiset kolmiot DEK ja BEL
ovat yhdenmuotoisia (kk), joten KD > BL. Mutta nyt
AD = BC = BL—-CL < DK — KF = FD. Kolmiot
CFG ja DFA ovat yhdenmuotoiset, koska CG| AD.
Mutta nyt on tultu siihen risitriitatilanteeseen, etté kol-
miossa ADF on AD < F D, mutta kolmiossa CFG vas-
tinsivut ovat toisessa suuruusjirjestyksessi, CF < CG.
Taméa on mahdotonta, joten vastaoletus CG > CF ei
voi olla tosi. Mutta oletuksesta CG < CF seuraa ai-
van samojen paittelyaskelten jidlkeen myos ristiriita.
Siis CG = C'F, ja viite on todistettu.

Tehtavan kaksi ratkaisi oikein 137 kilpailijaa ja piste-
keskiarvo oli 2,5.
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Tehtava 3

Ensimmaéisen kilpailupédivan kolmas tehtéva oli kom-
binatorinen. Siini esiintyy verkkoteorian késite klikki,
mutta tehtdvi oli muotoiltu, niin kuin usein tapana
on, ihmisjoukossa vallitsevien tai ei-vallitsevien relaa-
tioiden avulla.

Matematitkkakilpailun osallistujista jotkut ovat toisten-
sa ystdvid; ystdvyys on aina molemminpuolista. Sa-
nomme, ettd jokin kilpailijoiden joukko on klikki, jos
kaikki sen jisenet ovat toistensa ystivid. (Erityisesti
joukot, joissa on vdihemmdn kuin kaksi alkiota, ovat
klikkeji.) Sanomme klikin jasenten lukumddrdd klikin
kooksi.

Tiedetddn, ettd tdssd kilpailussa klikkien suurin koko on
parillinen. Todista, ettd kilpailijat voidaan jakaa kah-
teen huoneeseen niin, ettd suurikokoisin toisessa huo-
neessa oleva klikki on samankokoinen kuin suurikokoi-
sin toisessa huoneessa oleva klikki.

Keskeinen havainto klikin olemuksesta on, ettd kli-
kin jokainen epétyhja osajoukko on klikki. Merkitdan
|E|:lla joukon E alkioiden lukumééras. Merkitdin huo-
neissa olevien kilpailijoiden joukkoja symboleilla A ja
B ja merkitdén vastaavasti huoneessa olevan suuriko-
koisimman klikin kokoa c¢(A):lla ja ¢(B):1l4. Olkoon
nyt M jokin klikki, jonka koko on suurin mahdollinen.
Téllaisiahan voi olla useita, mutta tarkastetaan yhta
sellaista. Olkoon |M| = 2m.

Lahdetdén rakentamaan vaadittua huoneisiin jakoa
niin, etté sijoitetaan aluksi kaikki M:n jasenet huonee-
seen A ja kaikki muut kilpailijat huoneeseen B. Silloin
c(A) = |M| > ¢(B). Nyt voi olla niin, ettd ¢(A) = ¢(B).
Télloin vaadittu sijoittelu on tehty, ja olemme tyy-
tyvéisia.

Jos onkin ¢(A4) > ¢(B), siirretédén yksi henkils huonees-
ta A huoneeseen B. Tillsin ¢(A) pienenee yhdelld ja
¢(B) joko siilyy ennallaan tai kasvaa yhdelld, riippuen
siitd, kasvattiko siirretty henkilé B-puolen suurinta
klikkid vai ei. Jatketaan siirtoja, kunnes ¢(A) < ¢(B) <
¢(A)+1. Téllainen tilanne tulee vastaan viimeistéén sil-
loin, kun puolet A-huoneessa aluksi olleista on siirretty
B:hen. Kuvatussa tilanteessa on siis ¢(A4) = |A| > m.
Merkitéin c(A) = k. Jos nyt ¢(A) = ¢(B), jako on
valmis.

Ellei niin ole, on oltava ¢(B) = ¢(A) + 1. Jos nyt
B-huoneessa on kilpailija x € M ja klikki C, jolle
|C] = k+ 1, mutta ¢ C, niin siirretdén = huonee-
seen A. Silloin ¢(4) = k+ 1 = |C| = ¢(B), ja jako
on suoritettu. Ellei téllaista kilpailijaa ole, niin jokai-
nen x € BN M kuuluu jokaiseen sellaiseen klikkiin
C C B, jolle |C| = k + 1. Valitaan nyt jokin tillainen
klikki C' ja siirretdén siitd yksi kilpailija, joka ei kuulu
M:845n, A-huoneeseen. Téllainen kilpailija on olemassa,
koska jos kaikki C':n jdsenet olisivat myos M:n jésenid,

M:ssé olisi k + k + 1 eli pariton méard jésenid, toisin
kuin tehtévassa oletettiin. Toistetaan askel niin monta
kertaa kuin se on mahdollista. Joka siirrossa ¢(B) pie-
nenee enintddn yhdelld. Viimeisen mahdollisen siirron
jilkeen ¢(B) = k.

Tarkastellaan nyt tilannetta. A:ssa on yhé klikki ANM,
joten ¢(A) > k. Olkoon () mielivaltainen A:n klikki.
Jos x € @, niin joko x € AN M, jolloin x on jokaisen
B N M: jasenen ystidvi, tai x on siirretty sellaisesta
B klikisté, joka sisélsi B N M :n, jolloin z myG6s on jo-
kaisen B N M:n jisenen ystivi. Siis Q U (B N M) on
klikki. Mutta M on suurikokoisin klikki, joten |M| >
QU(BNM)| = Q| +|BNM| = Q|+ M| |An M].
Siis |Q| < |AN M| = k. Siis ¢(A) < k. Siis ¢(4) =k, ja
haluttu jako on suoritettu.

Padttely ei ollut helppo. Kilpailussa sen osasi vain kak-
si kilpailijaa. Pistekeskiarvokaan ei noussut korkeaksi:
se oli 0,3.

Tehtdva 4

Kilpailun toinen geometriatehtévé oli sijoitettu toisen
kilpailupéivin ensimmaéiseksi tehtaviksi. Olettama oli
siis, ettd tehtéiva olisi helpohko. Se oli téllainen:

Kolmion ABC kulman BC A puolittaja leikkaa kolmion
ympdri piirretyn ympyrdn myds pisteessdé R, kolmion
sivun BC' keskinormaalin pisteessi P ja sivun AC kes-
kinormaalin pisteessd Q. Sivun BC' keskipiste on K ja
stvun AC' keskipiste on L. Osoita, ettd kolmioilla RPK
ja RQL on sama ala.

Tehtéva voidaan ratkaista monin tavoin. Téasséd yksi:
Kolmion RPK sivua RP vastaan piirretyn korkeus-
janan pituus on KP - sin(ZCPK) ja kolmion RQL
sivua R(@Q vastaan piirretyn korkeusjanan pituus on
LQ - sin(ZLQC). Koska kulmat KCP ja LCQ ovat
yhtd suuret, niin suorakulmaisten kolmioiden CPK ja
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CQL kolmannet kulmat K PC' ja LQC ovat yhti suu-
ret. Viite tulee todistetuksi, jos saadaan osoitettua
RP-KP =RQ-LQ.

Olkoon O kolmion ympéri piirretyn ympyrian keski-
piste eli keskinormaalien leikkauspiste. Edelld tehdyn
kulmahavainnon perusteella OQ P on tasakylkinen kol-
mio. (Jos Q@ = P = O, tehtdvdn viite pétee tri-
viaalisti.) Koska P ja @ ovat yhtd etéélld kolmion
ABC ympéri piirretyn ympyrin keskipisteesté, niilla
on tdménympyrin suhteen sama potenssi. Mutta se
merkitsee, etti RP - PC = RQ - QC. (palauytetaan
mieleen, ettd pisteen X potenssi ympyrdn I' suhteen
on tulo XY - X7, missd Y ja Z ovat mielivaltaisen X:n
kautta kulkevan suoran ja ympyran Gamma leikkaus-
pisteet; tulon arvo on valitusta suorasta riippumaton.)
Yhdenmuotoisten suorakulmaisten kolmioiden CPK ja
CQL perusteella saadaan heti PC : KP = QC : LQ.
Siis todellakin RP - KP = RQ - LQ.

Tamé tehtdvd osoittautui kilpailun helpoimmaksi.
Taydet 7 pistettd sai 363 kilpailijaa, ja pistekeskiar-
vokin oli 5,7.

Tehtava 5

Lukuteorian osuudesta kilpailutehtéviin valikoitui vain
yksi. Se oli tédllainen:

Olkoot a ja b posititvisia kokonaislukuja. Todista, etti
jos luku 4ab — 1 on luvun (4a? — 1)? tekijd, niin a = b.

Tehtédvan ratkaisu on klassisen, Pierre de Fermat’han
palautuvan ” dérellisen laskeutumisen” menetelmén mu-
kainen. Perusidea on tehdd vastaoletus ja péaatelld siité,
ettd 10ytyy yhd pienempid vastaoletukseksi kelpaavia
lukuja.

Tehd&dén siis vastaoletus: oletetaan, ettd on olemas-
sa vastaesimerkkipari (a, b), niin etti a # b mutta
4ab — 1 on luvun (4a® — 1)? tekiji. Koska 4ab = 1
mod (4ab — 1), niin (4ab)®> = 1 mod (4ab — 1) ja
(40 — 1)? = (4b% — (4ab)?) = 16b%(4a®? — 1) = 0
mod (4ab — 1). Tamé merkitsee, ettd myds pari (b, a)
on vastaesimerkkipari. Voidaan siis olettaa, etté on ole-
massa vastaesimerkkipari (a, b) niin, ettd a < b. Ol
koon nyt

~ (4a® —1)?
 dab—1
Silloin
r= (=r)(-1) = (~r)(4ab - 1)
= (40> —1)> = -1 mod (4a)

Siis 7 = 4ac — 1 jollain positiivisella kokonaisluvulla c.
Siis (4ac —1)(4ab—1) = (4a® — 1)2. Oletuksen mukaan
4ab — 1 > 4a? — 1. Siis 4ac — 1 < 4a®? — 1 eli ¢ < a.

Tarkastellaan nyt kaikkia vastaesimerkkipareja. Jolla-
kin parilla (a, b) lauseke 2a + b saa pienimmén mahdol-
lisen arvonsa. Jos a > b, niin 2b+a < 2a+b. Kuitenkin
my6s (b, a) on vastaesimerkkipari. Jos a < b, on ole-
massa vastaesimerkkipari (a, ¢), jolle ¢ < a. Selvésti
2a + ¢ < 2a + b. Kummassakin tapauksessa tullaan
ristiriitaan 2a 4+ b:n minimaalisuuden kanssa. Vastaesi-
merkkipareja ei siis voi olla olemassa.

Tehtédvin ratkaisi oikein 94 kilpailijaa. Pistekeskiarvo
oli 1,9.

Tehtiva 6

Kilpailun viimeinen tehtévé sisélsi geometrisia ja kom-
binatorisia aineksia. Ratkaisu oli kuitenkin algebralli-
nen. Tehtéavén alan voisi luonnehtia algebralliseksi geo-
metriaksi. Tehtdviad valittaessa esitettiin arvioita, joi-
den mukaan tehtédvé tulisi osoittautumaan kilpailijoille
ylivoimaiseksi.

Olkoon n posititvinen kokonaisluku. Tarkastellaan kol-
miulotteisen avaruuden (n + 1)3 — 1 pistettd sisdltivdd
joukkoa
S={(z,y,2)|z,y,2€{0,1,...,n},z+y+2z>0}.
Mikd on pienin mddrd tasoja, joiden yhdiste sisdltdd
joukon S pisteet, muttei pistettd (0, 0, 0) ¢

Tasot, joiden yhtélot ovat x+y+z2 =k, k=1, ..., 3n,
sisdltdvit kaikki S:n pisteet. Néitd tasoja on 3n kap-
paletta. Téstd sindinsé ratkaisun kannalta tarpeellisesta
havainnosta ei vield annettu pisteita ollenkaan.

Osoitetaan, ettd vihemmaélla kuin 3n:114 tasolla peitto
ei onnistu. Jos peittdvien tasoja on m kappaletta ja nii-
den yhtilst ovat Ty (x, y, 2) = agz + by +cxz—1 =0,
k=1, ..., m, niin polynomi

1_[2—‘/’@ir Y, z

saa arvon 0 aina kun (z, y, 2) € S, mutta P(0, 0, 0) =
(—1)™ # 0. Polynomin aste on m. Osoitetaan, ettd
m > 3n.

Pz, y, 2

Ratkaisun ymmartdmiseksi kannattaa aluksi kdydé ldpi
tasotapaus. Tarkastellaan siis ensin kahden muuttujan
polynomia P(x, y), jolle P(z,y) = 0, kun z tai y
on jokin luvuista 0, 1, ..., n, mutta (z, y) # (0, 0),
ja jolle P(0,0) # 0. Olkoon S(y) = y(y — 1)(y —
2)---(y — n) ja olkoon R(zx,y) polynomi, joka saa-
daan jakojainnokseksi, kun P(z, y) jaetaan S(y):lli:
P(z,y) = Q(z, y)S(y) + R(z, y). Nyt R(z, y)m as-
te y:n suhteen on < S(y)mn aste, eikii R(x, y) kaik-
kiaan ole korkeampaa astetta kuin P(z, y). Lisdksi
R(z,y) = P(z,y), kun z,y € {0,1,..., n}. Siis
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R(z, y) = Ra(2)y" + Ru-1(x)y" "' + -+ + Ro(z). Po-
lynomi R(0, y) saa arvon 0, kun y = 1, ..., n, mutta
R(0,0) # 0. Siis R(0, y):n aste on > n. Tistid seu-
raa, ettd R,(0) # 0. Olkoon sitten z € {1, ..., n}.
y:n n:nen asteen polynomi R(z,y) = 0, kun y =
0,1, ..., n, joten polynomi on identtisesti 0. Siis my6s
R,(z) = 0, kun = € {1, ..., n}. Koska R,(x) ei ole
nollapolynomi, sen asteen on oltava > n. Mutta tdma
merkitsee, ettd R(z, y)m ja siis myds P(z, y):n aste
kahden muuttujan polynomina on > 2n.

Nyt todistetun perusteella voidaan osoittaa, etta
kolmen muuttujan polynomin Pz, y, z), jolle
P(z,y, z) =0, kun (z, y, z) € S, mutta P(0, 0, 0) #
0, aste on > 3n. Péadttely on aivan sama kuin edella
(ja voitaisiin kiteyttdd induktioaskeleeksi). Muodos-
tetaan P(z, y, z):m jakojddnnés R(z, y, z) modulo
S(z) = z2(z—1)---(2 — n). R:n aste z.n suhteen on
< n ja R saa saman arvon kuin P kaikissa niissé pis-
teissd (z, y, 2), joissa x, y, z € {0, 1, ..., n}. Jos kir-
joitetaan R(zx, y, z) = Ry (z, y)z"+---+ Ro(x, y), niin
R(0, 0, z) ei ole nollapolynomi, mutta kuitenkin poly-
nomi, jolla on ainakin n nollakohtaa; siis R,,(0, 0) # 0.
Jos (z, y) # (0,0), mutta z,y € {0, 1, ..., n}, niin
R(z,y, z) on zn n:nnen asteen polynomi, jolla on
n + 1 nollakohtaa. Se on siis identtisesti nolla, joten

R,(z,y) = 0. Mutta aikaisemmin todistetun perus-
teella R, (z, y):n on oltava ainakin astetta 2n. Siis
R(z, y, z) ja myos P(x, y, z) on kolmen muuttujan
polynomina ainakin astetta 3n. Ratkaisu on valmis.

Vastoin ennakko-oletuksia tdmékin tehtava 1oysi kil-
pailijoista ratkaisijansa. Heitd oli kaikkiaan 5. Mutta
tehtévasta jaettujen pisteiden keskiarvoksi jéi 0,15.

Lopuksi

Kukaan kilpailijoista ei onnistunut ratkaisemaan mo-
lempia vaikeita tehtédvid. Siispd tdysiin pisteisiin ei
yltanyt kukaan. Parhaaseen pisteméérain, 37:44n, ylsi
Venijin Konstantin Matvejev. Sadntojen mukaises-
ti kultamitaleja sai osapuilleen paras kahdestoistaosa
kilpailijoista. Pisterajaksi muodostui 29, ja kultamita-
leja jaettiin 39. Hopeamitali annetaan seuraavalle kuu-
dennekselle; nditd oli 83 ja pisteraja 21; pronssimitalin
saa seuraava neljannes. Pisteraja oli 14 ja kilpailijoita
131.

Seuraavat matematiikkaolympialaiset jérjestad Es-
panja Madridissa heindkuussa 2008. Sitten ovat
jirjestyksessd Saksa, Kazakstan ja Hollanti.



