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Kiehtova ammatti nuorille

Matemaattisten Aineiden Opettajien Liittoon, MAOL
ry:hyn, kuuluu yli 4000 opettajaa. Osa on vield opiske-
lijoita, osa jo paivityonsa tehneitéd. Jéarjestossd tunne-
taan ammatin valo- ja varjopuolet. Matemaattisten ai-
neiden opettajan ammatti on paljon nuorten ennakko-
odotuksia parempi. Houkuttavuus pitéisi saada nuor-
tenkin tietoon.

Kouluissa on kylld ammatinvalinnanohjausta, mut-
ta harvoin opettaja esitelldédn, koska kaikkihan sen
tietdvat. Opettaja on koko ajan nékyvilla. Nuori nékee
yhden puolen eiké valttaméatta houkuttelevinta. Kui-
tenkin ammatti on hyvin monipuolinen, toiminnalli-
nen, itsenéinen, paljon haasteita sisaltdvéa ja yhteiskun-
nallisesti merkittdva. Eikéd se palkkakaan mitédton ole.
Jos olisi, niin siirtyminen esimerkiksi teollisuuden pal-
velukseen lisdéantyisi.

Monet nuoret ovat varmaan samassa tilanteessa kuin
itse olin vuosikymmenié sitten. Oli muutamia toiveam-
matteja, mutta ei selkeédd ajatusta mihin todella haluai-
si. Jostain syysté olin valinnut lukiossa matematiikka-
linjan. Matematiikan opettajani sanoi kerran tunnilla:
”Lahtek#dd opiskelemaan matematiikkaa, sinne péésee
helposti, jos kirjoittaa ylioppilaskirjoituksissa kohtuul-
lisen arvosanan.” Téhén syottiin tartuin. Tosin opetta-
jaksi ryhtyminen ei kidynyt mielessd. Opiskeluajan lo-
pussa ammatti alkoi vaikuttaa realistiselta vaihtoehdol-
ta ja télld hetkelld olen toiminut opettajana yli kolme-
kymmenté vuotta. Opetettava oppiaine ja ikdluokka on
ajan myo6ta vaihdellut.

Koko urani ajan olen toiminut MAQOL:issa ja olen tilla
hetkelld liiton puheenjohtajana. Liitto on antanut tu-
kea, harrastus- ja toimintamahdollisuuksia ja pitényt
paljolti huolta jatkokoulutuksesta. On hyvi, ettd on
suuri yhteis6 takana ainakin silloin, jos koulusta ei
loydy riittavésti kollegiaalista tukea.

Kertaakaan urani aikana en ole katunut ammatinvalin-
taani. Nuoruuden toiveammatitkin tuntuvat haalistu-
neen matemaattisten aineiden opettajuuden rinnalla.
Nuorena ei kerta kaikkiaan tiedd muista kuin ldhipiirin
ammateista. Mahdollisesti keséityot ovat rikastuttaneet
niakemystd. Pitda uskaltaa ldhted tuntemattomaankin.

Opettaja on aina yhteiskunnallinen vaikuttaja olipa
oppiaine tai ikédluokka mikéd tahansa. Yhteiskunnan
korkeimmilla paikoilla olevatkin muistavat opettajan-
sa sanomisia ja arvovalintoja. Erityisesti matemaattis-
ten aineiden opettaja muistetaan, koska useisiin ny-
kyajan ammatteihin vaaditaan vahva matemaattinen
pohja. Tavallinen palaute entiselté opiskelijalta on, ettéa
hyvin on jatkopaikka 16ytynyt.

Oppiaineesta taytyy myos pitdéd, mutta siitd myos op-
pii pitdméan. Monet ennakkoasenteet vaivaavat kou-
luoppimista. Vahitellen opiskelija huomaa miten paljon
ajattelun taidot kehittyvit ja ennen kaavoilta tuntuvat
asiat alkavat kiehtoa. Myos opettajan pitdé kdyda joka
tunti oppilaiden kanssa sama ajatteluprosessi. Opetta-
jalle 16ytyy aina uutta oppimista.

Paiskirjoitus
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Opettaja saa joka syksy eteensd uuden ikdluokan uusi-
ne ajatuksineen. Hén ei tyGssddn vanhene vaan hén
pystyy seuraamaan aina nuorten ihmisten maailmaa ja
antamaan siihen panoksensa. Piti oppilas matematii-
kasta tai ei, aina hén arvostaa opettajaa. Myos kolle-
gat ja yhteistoiminta vanhempien kanssa takaavat sen,
ettd koko ajan toimitaan ihmisten kanssa.

Irma Tho
MAOL ry:n puheenjohtaja

Matemaattisten aineiden opettajaksi ryhtymiselle on
paljon vankkoja perusteita, mutta sellaiset jotka
lahteviat alalle pienen tyoméérian ja pitkien lomien ta-
kia, &lk6ot vaivautuko. Tosin oppituntien ulkopuolisia
tyoaikoja voi helpommin jarjestella kuin monilla aloil-
la. Voidaan siirtdéd kokeen korjaus ja seuraavan péivan
tuntien valmistelu iltamyohédéin ja kayda iltapaivalla
vaikka kampaajalla tai parturissa.

Paskirjoitus
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Matematiikan opettajaksi opiskelusta

MAOL ry:n puheenjohtaja Irma Tho kirjoittaa padkir-
joituksessaan matematiikan opettajan ammatin kieh-
tovuudesta. Monille opettajan ammatista haaveileville
lukiolaisille lienee epéselvad, miten valmistutaan ma-
tematiikan — tai mink& tahansa muun kouluaineen —
aineenopettajaksi peruskoulun ylaluokille ja lukioon.

Suomessa aineenopettajat opiskelevat yliopistossa
padaineenaan opettamaansa ainetta, esimerkiksi mate-
matiikkaa, eivit kasvatustiedettd kuten joissakin muis-
sa maissa. Aineenopettajien vahvan aineosaamisen on-
kin katsottu olevan yksi merkittdva tekija mm. kou-
lulaistemme hyvén PISA-menestyksen taustalla. Ma-
temaattisten aineiden opettajaksi valmistuvat opis-
kelevat p#daineensa lisdksi sivuaineenaan tavallisesti
yhtd tai kahta matemaattis-luonnontieteellistd ainet-
ta, matematiikkaa, fysiikkaa tai kemiaa, joita kaikkia
he voivat mm. virkamé#arittelyistdan riippuen opettaa
tyGssdédn opettajana.

Jos harkitset tai olet jo paattéanyt ryhtyd matematiikan
opettajaksi, tulee sinun jo lukiossa valita matemaat-
tisia aineita painottava opinto-ohjelma. Matematiikan
pitkén oppimééran lisdksi kannattaa opiskella mahdol-
lisimman paljon fysiikkaa, kemiaa ja koulusi tarjoamia
atk-kursseja. Lukion péa#ttymisen ja ylioppilaskirjoitus-
ten jalkeen pyrit johonkin maamme yliopistoon opiske-

Mika Koskenoja

lemaan pa#aineenasi matematiikkaa, fysiikkaa tai ke-
miaa.

Péadaineesi lisdksi sinun tulee heti opintojen alusta al-
kaen opiskella sivuaineenasi ainakin yhtd muuta kol-
mesta edelld mainitusta oppiaineesta, mieluiten mo-
lempia muita. Vuoden tai kaksi yliopistossa opiskeltua-
si pyrit aineenopettajan opintoihin erillisessd haussa,
joka sisdltdd mm. soveltuvuuskokeen. Useisiin maam-
me yliopistojen matematiikan, fysiikan ja kemian kou-
lutusohjelmiin on mahdollista pyrkid myos suoraan ai-
neenopettajaksi opiskelevien kiinti6on erillisen suora-
valinnan kautta.

Kun olet selvittdnyt tiesi aineenopettajan opintoihin,
suoritat matemaattis-luonnontieteellisten aineopinto-
jen lisdksi kasvatustieteen opintoja, joihin kuuluu mm.
yleisen kasvatustieteen ja didaktiikan opintojaksoja
seké opetusharjoittelua. Opettajaksi valmistut kes-
kiméérin viidessd vuodessa, kolmen ensimmaéisen opis-
keluvuoden jélkeen olet filosofian kandidaatti, ja kaksi
vuotta lisdé opiskeltuasi saat filosofian maisterin arvon.

Tarkempia tietoja aineenopettajaksi opiskelemisesta,

mm. opintojen sisélloisté ja laajuuksista, 16ytyy yliopis-
tojen nettisivuilta.

Toimitussihteerin palsta
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Kavaljeeri-

Petteri Harjulehto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Johdanto

Usein on tarvetta esittdd kolmiulotteisesta kappalees-
ta kuva paperilla eli kahdessa ulottuvuudessa. Toivee-
na olisi tietysti havainnollinen, mittatarkka ja helposti
piirrettdvé kuva. Valitettavasti havainnollisuus ja mit-
tatarkkuus ovat melkein vastakkaisia toisilleen, joten
joudumme aina tekemé&dn néiden suhteen kompromis-
sin.

Taiteessa kaytetdén usein perspektiivikuvaa, joka pe-
rustuu keskusprojektioon. Siind kuvausséteet kulkevét
yvhden kiintedn pisteen, projektiokeskuksen, kautta.
Perspektiivikuvien mittatarkka piirtdminen on varsin
tyolastd. Silmén tai kameran muodostama kuva on
(suurin piirtein) keskusprojektion mukainen.

Tassé kirjoitelmassa tutustutaan yhdensuuntaisprojek-
tioihin. Erona keskusprojektioon on, ettd kuvausséteet
ovat keskenddn yhdensuuntaisia ja leikkaavat kuvata-
son jokaisessa pisteessd samassa kiintedssd kulmassa.
Yhdensuuntaisprojektio voidaan myos tulkita keskus-
projektion rajatapaukseksi, jossa projektiokeskus on
ddrettomén kaukana. Talld tulkinnalla voidaan ajatel-
la auringonséiteiden aikaansaaman heittovarjon olevan
yhdensuuntaisprojektion antama kuva.

Yhdensuuntaisprojektioilla on monia hyvid ominai-
suuuksia. Ne kuvaavat pisteet pisteiksi, suorat suoriksi

ja sotilasprojektiot

(joissakin erikoistapauksissa pisteeksi) ja yhdensuun-
taiset suorat yhdensuuntaisiksi. Myds janojen jakosuh-
de sailyy eli erityisesti janan keskipiste kuvautuu keski-
pisteeksi. Lisiksi kuvatason suuntaiset kuviot siilyvat
oikean mittaisina.

Tutustumme kahteen yhdensuuntaisprojektioon, ka-
valjeeriprojektioon ja sotilasprojektioon. Molemmissa
projektioissa kuvaséiteet kohtaavat kuvatason vinossa.
Niissd muodostuvat kuvat aivot osaavat tulkita varsin
helposti ”kolmiulotteiseksi”, varsinkin jos kuvaa kallis-
taa sopivasti katsojaan ndhden. Miké parasta — yksin-
kertaisen kolmiuloitteisen kappaleen kuvan mittatark-
ka piirtdminen on varsin helppoa — ja jopa hauskaa.

Molempien projektioiden nimet juontavat juurensa
siitéd, ettd niitd on kidytetty linnoitusten piirustuksis-
sa. Kaveljeeri on ratsumies mutta my6s linnoituksen
padvallin torni.

Tama kirjoitelma perustuu Erkki Rosenbergin kir-
jaan Geometria, Limes ry, Helsinki 1991. Kaikki kuvat
ovat kirjoittajan lyijykynalld, viivottimella ja harpilla
piirtamié.

Kavaljeeriprojektio

Ajatellaan kolmiulotteista (z,y, z)-koordinaatistoa.
Kiinnitetddn paperi pystysuoraan (y, z)-tasolle ja ku-
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vattava kappale paperin eteen vaikka (z,y)-tasolle.
Ajatellaan ettd valonséiteen tulevat, paperin takaa kat-
soen, vasemmalta tai oikealta ylh#dalta siten, ettd x-
akselille laitetun janan (lyijykynén) varjo muodostaa
45 asteen kulman y-akselin kanssa ja ettd varjon pituus
on puolet alkuperiisen janan (lyijykynén) pituudesta.
z-akselin kuvaksi tulee suora z = y tai suora z = —y ja
z-akselin yksikkéjana kuvautuu puoleen lyhennettyné.
Koska jana oli kohtisuorassa paperia vastaan, saam-
me suorakulmaisen kolmion, jonka tangentit ovat 1 ja
2 yksikon pituisia. Valo siis kohtaa paperin kulmassa
tan=! 2 eli noin 63,4 asteen kulmassa. Kavaljeeripro-
jektiossa kuvattu aihe nayttda luonnollisemmalta kun
sitd katsoo vasemmalta/oikealta alhaalta.

Kéaytannossa esimerkiksi kuution piirtdminen on varsin
helppoa. Valitaan mikéd tahansa kuution kérjistd ori-
goon ja miké tahasa tahkoista (y, z)-tasoon. Piirretédéin
ensin valittu tahko koordinaatistoon. Mitataan kusta-
kin kérjestd x-akselin suuntaan kulkevid sdrmé muis-
taen ettd tdmén sdrmén pituus kutistuu puoleen. Néin
loydetyt kérjet yhdistetdéin toisiinsa sédrmien mukaan.
Tapana on katkaista kuution takana olevat sédrmét niin,
ettd ne eivit leikkaa edessé olevia sidrmié; ”jos ei leik-
kaa todellisuudessa, ei leikkaa kuvassa”. Kuvassa 1 on
esitetty kuutio molemmissa kavaljeeriprojektion vaih-
toehdoissa.
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Kuva 1. Kuutio kavaljeeriprojektiossa.

Mikéén ei esté sijoittamasta kuutiota my6s muulla ta-
valla koordinaatistoon. Kuvassa 2 on kuutio sijoitettu
koordinaatistoon niin, ettd pohjatahkon halkaisija on
y-akselilla.

Kuva 2. Kuutio kavaljeeriprojektiossa.

Kavaljeeriprojektiolla on my6s helppo piirtaa kuvioita,
joissa on (y, z)-tason suuntaisia ympyroité, silld ndmé
ympyrat voidaan piirtdd harpilla. Kuvassa 3 on putki,
joka on kohtisuorassa (y, z)-tasoa vastaan.

Kuva 3. Putki kavaljeeriprojektiossa.
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Ruutumenetelméi

Usein kavaljeeriprojektio piirretdén ruutupaperille. Jos
y- ja z-akselit asetetaan ruutuviivoja pitkin, niin -
akseli voidaan piirtdd ruutujen ldvistdjan mukaan. Var-
sinaisessa kavaljeeriprojektiossa akseleiden yksikot suh-
tautuvat toisiinsa lukujen % : 1: 1 mukaan. Valitsemal-
la yksikoksi z-akselilla ruudun halkaisija sekd y- ja z-
akseleilla kolmen ruudun pituiset janat, padstdén suh-
teeseen V2 :3:3 = 0,471 : 1 : 1. Poikkeama kavaljee-
riprojektiosta on alle 6 prosenttia, eiké se ole helposti
havaittavissa késin tehdyistd piirustuksista. Kuvassa 4

on ruutumenetelmalld piirretty tetraedri.

S
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Kuva 4. Tetraedri ruutumenetelmalla.

Aina piirrettiessi kuvaa kolmiulotteisesta kappaleesta
tulee kappaleen asemointia kuvaan miettid huolellises-
ti. Tutkitaan vaikka kuvassa 4 olevan tetraedrin kérkeé
(0,2,0). Tdhiin samaan pisteeseen kuvautuu myés pis-
te (2,22, 2). Siis niiden pisteiden kautta kulkeva suora
kuvautuu pisteeksi (0,2,0) ja jokainen tdmén suoran
kanssa yhdensuuntainen suora kuvautuu pisteeksi. On
selvdd, ettd jos joku piirrettdviad kappaletta rajaavis-
ta suorista, esimerkiksi osa kuution sivuista, kuvautuu
pisteeksi, niin kuvan havainnollisuus kérsii.

Sotilasprojektio

Sotilasprojektiossa on kuvatasona (z,y)-taso ja ku-
vaussidteet muodostavat tdméin kanssa 45 asteen kul-
man. Otetaan z-akselin suuntainen yhden yksikén mit-
tainen jana. T&lloin saamme suorakulmaisen kolmion,
jonka hypotenuusan muodostaa kuvaussiteen osa ja
jonka toinen tangentti on janamme. Koska kolmion
kulmat ovat 90 astetta ja kahdesti 45 astetta, ha-
vaitsemme, ettd kateetit ovat yhtd pitkid; z-akselin
suuntaiset pystyjanat kuvautuvat siis oikeanpituisiksi.
Pystyjanat pyritddan havainnollisuuden parantamisek-
si suuntaamaan aina suoraan ylospéin. Sotilasprojek-
tiota piirrettiessd voidaan ldhtokohdaksi ottaa esimer-
kiksi rakennuksen pohjapiirros. Piirustuksessa voidaan
jattad katto piirtamattd, jolloin rakennukseen katsel-
laan sisddn ylh#dltd péain. Sotilasprojektiota voidaan
kidyttdd myos pystyssd olevien pyorihdyskappaleiden
kuvaamisen, silld vaakatasossa olevat ympyrat voidaan
piirtad harpilla. Kuvassa 5 on kuutio.

Kuva 5. Kuutio sotilasprojektiossa.
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Luvut,

Kimmo Vehkalahti
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Aluksi

Tv-sarjassa Num3rot (Numb3rs) ratkotaan rikos-
mysteereitd matemaattisin ja tilastollisin keinoin.
Sarja korostaa matematiikan roolia arkip&iviisissd
asioissa kuten siidn ennustamisessa, mutta muistut-
taa sen tarkeydestd my6s rikosten analysoinnissa
ja kayttdytymisen mallintamisessa. Kantava teema
on sddnnonmukaisuuksien hahmottaminen, jota to-
dennékdisyyslaskennan ja tilastollisten menetelmien
ohella tukevat erilaiset tilastolliset kuvat.

Lukujen ja numeroiden esittédmiselld tilastollisina kuvi-
na on verrattain pitké historia, ja monet kuvatyypeisté
ovat vakiintuneet osaksi tiedon esittdmisen arkipaivéaa.
Kekselidisyydellekin on edelleen tilaa, silld alati laaje-
neva informaatiotulva asettaa haasteita yhid suurem-
pien tietomé&irien esittédmiselle yhéa tiivistetymmin.

Seuraavassa  tarkastelen joitakin enemméin tai
vihemmaén tyypillisid tilastollisia kuvia. Kommentoin
niiden laatimista ja tulkintaa enimmékseen tekniseltd
kannalta ja jatdn kuvien mahdollisen siséllon tutkimi-
sen haasteeksi lukijalle.

Pylvaat ja piirakat

Tilastollinen kuva on parhaimmillaan tehokas ja mie-
leenpainuva tapa esittdd lukuja ja numeroita. Yleisim-

numd3rot ja kuvat

pié lienevét erilaiset pylvait ja piirakat, jotka perustu-
vat pinta-alojen tulkintaan.

Kuvassa 1 on tyypillinen, lukumé&aria esittdava
pylvaskuva. Prosenttiosuudet on liséksi ilmaistu lukui-
na pylvéiden péisséd ja kokonaisméird kerrottu kuvan
sisdén sijoitetulla tekstilld. Pylvaédt voitaisiin piirtda
myos pystyyn, mutta télloin nimien kanssa tulisi on-
gelmia. Selkeys on térked kriteeri, silld tilastollisen ku-
van yleisend paaméidrdnd on vilittda tietoa. Tieto ei
mene perille, jos esitys on epéselvd. Varsinkin vinoon
ladottuja nimié on vaikea lukea.

Selkeyteen liittyy paljon muutakin: ylima#rdisid raa-
meja ja etenkin koristeita on syytéd valttdd, numeeris-
ten asteikkojen kuvausten on oltava helppolukuisia ja
vérien kdayton harkittua. Varikuvia on helppo tuottaa,
mutta on hyvd muistaa ettd niitd saatetaan usein tu-
lostaa paperille mustavalkoisina. Pelkéstdan véreihin
perustuva esitys voi latistua dkkid lukukelvottomaksi
sotkuksi. Hyvin laadittu mustavalkokuva onkin mones-
ti harkinnan arvoinen vaihtoehto virikuvalle. Tieteel-
lisissé julkaisuissa se on usein ainoa vaihtoehto, joskin
verkkojulkaisemisen myo6td painopiste lienee muuttu-
massa.

Kuva 2 kertoo piirakkakuvan luonteen mukaisesti vain
prosenttiosuudet. Kuvaan 1 verrattuna aineistoa on tii-
vistetty: vain kolme eniten &énié saanutta on erikseen
mukana ja loput niputettu yhteen. Kuva on sinénsé sel-
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keé, mutta oleellisinta olisi pohtia, mitd kuvalla halu-
taan viestid. Téassdhén voisi tarkastelun tiiviistda vain
kahteen eniten d#nié saaneeseen ehdokkaaseen, jotka
jatkoivat toiselle kierrokselle. Kahden prosenttiluvun
esittdmiseen kuva tosin alkaisi olla liioittelua — tiedot-
han kertoisi lyhyemmin tekstin&d. Kuvan niin sanotun
tietotiheyden pitdisi olla suurempi.
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Kuva 1. Pylvaskuva.
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Kuva 2. Piirakkakuva.

Viestopyramidiksi kutsutussa pylvaskuvassa tietoti-
heys onkin jo huomattava, esittddhén se pienessé ti-
lassa koko véeston ikd- ja sukupuolijakauman. Tot-
tuneelle yksi vilkaisu kuvaan 3 antaa yleiskésityksen
Suomen profiilista ja suhteuttaa sen muihin maihin.
Kuvan tarkempi tutkailu puolestaan valottaa yksityis-
kohtaisemmin miesten ja naisten ik#jakaumien ero-
ja ja yhtéldisyyksia sekd ikdryhmien vélisid suhtei-

ta. Viestopyramidissa toteutuvatkin useat tilastollis-
ten kuvien laatukriteerit: informaatiota on monessa ta-
sossa, kuva haastaa vertailemaan ja tarjoaa kiinnostu-
neelle tarkempaa tietoa.

Suomen vaest6 ian mukaan
v.2005 lopussa (www.tilastokeskus.fi)
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Kuva 3. Viestopyramidi.

Jatkuvan muuttujan frekvenssijakaumaa esittadvad
pylviaskuvaa kutsutaan histogrammiksi. Kuvaan 4 on
tilan s#ddstdmiseksi aseteltu sisdkkdin kolme histo-
grammia néytteeksi Pohjois-Amerikan jadkiekkoliiga
NHL:n lukemattomista tilastoinnin kohteista kolmelta
tyosulkua edelténeeltd kaudelta. Kaikki kuvat koske-
vat pelaajakohtaisia tietoja. Kuva 4 a) kuvaa vaihtojen
madrad, siis sitd, kuinka monesti pelaaja on padssyt
kentille pelin aikana. Tyypillisin ma&ra nayttias olevan
20:n paikkeilla. Pelien mééarén jakauma kauden aikana
nikyy kuvasta b), ja kuvan ¢) aloitusprosentti kertoo,
kuinka usein pelaaja on onnistunut siirtdméain omalle
joukkueelleen erotuomarin pudottaman kiekon.

Histogrammin pystyakseli ilmaisee pylvddn osoitta-
maan luokkaan kuuluvien havaintojen lukumaéaran.
Histogrammeihin liitetd4n usein normaalijakauman ti-
heysfunktion kuvaaja, mutta kuten téstékin ndhdain,
kaikki asiat eivdt ole normaalisti jakautuneita, eivét
edes symmetrisid. Vaihtojen méédrdn jakauma on
lahimpéané normaalijakaumaa, tosin sekin melko vino.

Erikoisin jakauma on aloitusprosentilla: valtava piik-
ki nollassa, sen jédlkeen erikseen hyvin vino jakauma
vililla 10-70 % ja jélleen toinen piikki kohdassa 100 %.
Jadkiekkoa tuntevat keksivit heti selityksen: aloitus-
prosenttia ei ole mieltd tarkastella kaikkien pelaajien
osalta, silld aloitukset kuuluvat padasiallisesti vain kes-
kushyokka&jan tehtdviin. Prosenttien kanssa olisi my6s
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hyvé ottaa huomioon lukuméérat. Molemmat kuvan
piikeisté paljastuvatkin lopulta aika turhanpéiviisiksi.

Myés kuvan 4 b) jakauma on hyvin kaukana normaa-
lijakaumasta. Jakauman moodiluokan muodostavat ne,
jotka ovat pelanneet suurinpiirtein kaikki pelit kauden
aikana.
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Kuva 4. Histogrammeja.

Histogrammeista historiaan

Tilastollisten kuvien historia on mielenkiintoinen ja pi-
dempi kuin useimpien tilastollisten menetelmien, jotka
on padosin kehitetty vasta 1900-luvulla. Pylvaat ja pii-
rakat keksi n. 200 vuotta sitten skotlantilainen William
Playfair. Han oli erikoinen ja ristiriitainen hahmo, jon-
ka ehdotuksiin suhtauduttiin tuolloin varsin kielteises-
ti. Playfair my6s kehitteli ahkerasti viivakuvia ja ny-
ky&dan teemakartoiksi kutsuttuja tilastollisia esityksié.
Pylvéiden ja piirakoiden osalta hinen arvellaan saa-
neen vaikutteita veljeltdén John Playfairilté, joka oli
matematiikan professori ja perehtynyt Leibnizin ja Eu-
lerin 1600-1700-luvuilla kehittdmiin logiikan diagram-
meihin.

Toinen mainittava henkilé 1800-luvulla oli Florence
Nightingale, jonka saavutukset matematiikan ja tilasto-
tieteen puolella ovat jadneet yleensd vidhemmaélle huo-
miolle kuin hdnen ansionsa sairaanhoidon saralla. Nigh-
tingale keksi kuvata Krimin sodassa menehtyneiden
sotilaiden kuolinsyitd napakoordinaatistoon piirretylla

kuvalla, joka nosti dramaattisella tavalla esiin brittiar-
meijan pahimman vihollisen: saniteettiongelman. Nigh-
tingalen huomiolla ja ennen kaikkea sen visualisoinnilla
oli huomattavia vaikutuksia terveydenhuollon kehitty-
misessa.

Nightingalen ja Playfairin henkilohistoriaan ja ti-
lastokuviin voi perehtyd verkossa mm. Wikipedian
vilitykselld. Datan Leonardo da Vinciksi kutsutun ti-
lastotieteen professori Edward Tuften teoksiin kannat-
taa tutustua jo yleissivistyksen vuoksi.

Valehtelu ja lukutaito

Piirakkakuvista on tullut sittemmin niin sanotun
business-grafiikan symboli, ja niihin suhtaudutaan 200
vuotta Playfairin jidlkeenkin nuivasti, ainakin yliopisto-
maailmassa. Tamé johtuu paljolti niiden holtittomasta
kéytostéd, johon taulukkolaskentaohjelmat suorastaan
kannustavat. Kolmiulotteisen oloisilla, sopivaan pers-
pektiiviin leivotuilla piirakoilla saadaan vaatimaton-
kin yritys ndyttdmaén kilpailijoihin verrattuna mark-
kinajohtajalta. Vadristeltyjen lukujen ja numeroiden
esittdmista pidettéisiin valehteluna, mutta samaa joh-
topédtosta ei valttaméttad osata tehdé vastaavan kuval-
lisen esityksen perusteella.

Tietdmattomia on muutenkin helppo haméats kikkai-
lemalla kuvien mittasuhteilla, mikéd koskee yhtéd hyvin
muitakin kuin piirakoita, my6s pylviaskuvia. Kaikkien
aikojen myydyin tilastotieteen kirja Kuwinka tilastoilla
valehdellaan esitti jo 1950-luvulla tyypilliset tavat joil-
la lukijaa saatetaan johtaa harhaan tilastokuvien avul-
la. Yhé ajankohtainen opus kuului aikoinaan tilastotie-
teen tutkintovaatimuksiinkin. N&in haluttiin varmistaa
ettd ainakin opiskelijat osaisivat suhtautua tilastoku-
viin kriittisesti ja laatia niitd sortumatta tyypillisim-
piin virheisiin.

Viivat ja pisteet

Siita ldhtien kun tietokoneilla on voitu tehda asiallista
grafiikkaa, ovat erityisesti amerikkalaiset tilastotietei-
lijat John Tukey, William Cleveland ja John Cham-
bers kehittédneet uusia tapoja tilastollisten aineistojen
visualisointiin. Yksi on kuvan 5 laatikkokuva, jota Tu-
key ehdotti eksploratiivisen data-analyysin tyckaluksi
1970-luvulla.

Kuvatyyppi on véahitellen tullut tunnetummaksi, kun
yvhé useammat ohjelmistot ovat siséllyttineet sen vali-
koimiinsa. Silti on monia jotka eivéit ole tété esitysté
ennen ndhneet. Uudempien kuvatyyppien vaarana on,
ettd kuva ei tule lainkaan ymmaéarretyksi. Kunnolliset
selitykset ovat tarpeen.
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Kuva 5. Laatikkokuva.

Laatikkokuva esittdd jatkuvan muuttujan jakau-
man histogrammia tiivistetymmin. Paksu viiva kuvaa
jirjestetyn aineiston keskimmaéistd lukua mediaania,
ja laatikko sen ympaérilli piirtyy vastaaviin 25 %:m ja
75 %:n kohtiin jattden ndin puolet havainnoista laati-
kon sisdédn. Suurin osa muista havainnoista kuvautuu
vélind molempiin suuntiin laatikosta, ja vain poikkea-
vimmat havainnot piirretdéan yksittdin ndiden ulkopuo-
lelle. Kuvassa 5 on liséiksi havainnollistettu keskiarvot
rasteina.

Laatikkokuva on tehokkaimmillaan, kun se piirretdéan
jonkin luokittelevan muuttujan luokille rinnakkain. Ku-
va 5 esittdd NHL:n Stanley Cup -pokaalista 2004
pelanneiden kahden joukkueen eroja pudotuspeleja
edelténeessé runkosarjassa. Pystyakseli kertoo joukku-
een pelaajien yhteenlasketut plus/miinus-pisteet. Pe-
laaja saa kentélla ollessaan plussan kun oma joukkue
ja miinuksen kun vastustaja tekee maalin. Pelaajan po-
sitiivinen saldo osoittaa hénen pelaavan joukkueensa
hyviksi, negatiivinen viestii ettei joukkuepeli oikein su-
ju. Kuva paljastaa, ettd pokaalin vienyt Tampa Bay oli
téssd suhteessa parempi.

Presidentin vaalit 2006

Annettujen aanien lukumaarat 1. kierroksella

Tarja Halonen *

Sauli Niinisto

Matti Vanhanen

Heidi Hautala |

Timo Soini —o
Lo
@
o

H

aania annettu
Bjarne Kallis ht 1 1
Henrik Lax yht. 3 016 80

Arto Lahti

I I ]
0 05mij. 1milj. 1.5 milj.

Kuva 6. Pistekuva.

Naomi Robbins on tuoreessa kirjassaan ansiokkaas-
ti nostanut monia Tukeyn ja erityisesti Clevelandin

jo aiemmin ehdottamia kuvatyyppejd uudelleen esil-
le. Yksi néistd on pylvéaskuvan vaihtoehdoksi tarjot-
tu, visuaalisesti kevedmpi pistekuva, jossa pylvait on
korvattu pisteilld ja viivoilla. Kuva 6 esittdd talla
tekniikalla oleellisesti samat tiedot kuin kuva 1, hie-
man pienemmaéssé koossa ja kokonaan mustavalkoise-
na. Sddnnonmukaisuudet hahmottuvat helpommin pis-
tekuvasta kuin pylviskuvasta, erityisesti suuremmilla
aineistoilla.

Perinteisemmin viivoja kaytetddn aikasarjojen kuvaa-
misessa. Kuva 7 on tyypillinen viivakuva, joka kertoo
Itdmeren kalakannoissa ajassa tapahtuneista muutok-
sista. Aineiston keruu ja tulosten kayttotarkoitus rat-
kaisevat, miltd aikavalilta ja miten tiheésti tietoja ku-
vassa esitetddn. Téssa tiedot vuosilta 1980-2000 on esi-
tetty vuoden tarkkuudella, vaikka ne onkin alunperin
mitattu tiheimmin.
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Kuva 7. Viivakuva.

Kuvassa 7 on neljd aikasarjaa, jotka on piirretty eri
véareilld. Varit eivit ole valttaméttomia, silld joka sar-
jalla on myo0s erilainen piste havainnon kohdalla. Pis-
teet ja viivat on selostettu omassa laatikossaan, joka on
sijoitettu kuva-alueen tyhjéaéan tilaan ja nédin saatu kuva
selityksineen mahtumaan verrattain pieneen kokoon.

Hajontakuvat

Vield pienempéén kokoon tietoa on tiivistetty kuvan 8
hajontakuvamatriisissa. Téssé esilld on vain muuttu-
jien parittaisten hajontakuvien muodostaman matrii-
sin yldkolmio. Léavistédjilla ovat muuttujien nimet, ja
alakolmion tila on kiytetty selityksiin. Aineiston ku-
vaamista kaupungeista erottuu punaisella rastilla piir-
retty Helsinki.

Hajontakuvamatriisi tarjoaa hyvén yleisndkymén ai-
neistoon: se paljastaa sekd sddnnonmukaisuudet
ettd poikkeamat sddnnonmukaisuuksista. Muuttu-
jien vilisten riippuvuuksien luonne, mahdolliset
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epélineaarisuudet ja poikkeavat havainnot tulevat
dkkid esille. Tarkemmin niihin on parasta syventyi
piirtdmaélla parittaisia hajontakuvia erikseen kiinnos-
tavista muuttujista. On syytd muistaa, ettd hajonta-
kuvamatriisi ei ole moniulotteinen kuva vaan kokoelma
tavallisia kaksiulotteisia kuvia.

Economic indicators for 69 world cities

X = Helsinki data: Umon Bank of Switzerland 2003
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Kuva 8. Hajontakuvamatriisi.

Tilastollisessa tutkimuksessa hajontakuvat ja muut pis-
tediagrammit ovat yleisempid kuin pylvaét ja piirakat.
Etenkin monimuuttujamenetelmilla on tyypillistd pyr-
kia tiivistiméaan useampiulotteisten ilmididen valisia
suhteita ja kuvailemaan niitd helpommin tulkittavina
kaksiulotteisina hajontakuvan muunnelmina. Kolmi-
ulotteiset esitykset eivit kidytannossa auta paljoakaan,
silla reaalimaailman ilmiot ovat joka tapauksessa mo-
niulotteisempia.

Kuva 9 visualisoi erotteluanalyysia, jossa tutkitaan
miké erottaa tunnetut ryhmét toisistaan. Suomen kun-
nista muodostetut maantieteelliset alueet eroavat toi-
sistaan mm. elinkeinoprofiileiltaan, vauraudeltaan ja
pinta-alaltaan. Kuva on samalla esimerkki kaksoisku-
vasta: samaan koordinaatistoon on piirretty sekd ha-
vainnot ettd muuttujat. Erotteluavaruudeksi kutsuttu
kuva avaa useita ndkymié tutkittavaan aineistoon.

Hajontaellipsit auttavat hahmottamaan ryhmien muo-
toa ja sijoittumista toisiinsa ndhden. Ryhmien keskivai-
heilla ja siten myos koko kuvan keskelld on eniten ruuh-
kaa, eikd sieltd ole tarkoituskaan erottaa yksittaisia
kuntia. Kiintoisampia ovat ryhmien reunoilla esiintyvét
daritapaukset, kuten teollisuusvaltaiset Keikyé ja Raa-
he, kooltaan valtavat Inari ja Sodankylé, poikkeukselli-
sen vauras Kauniainen ja palveluun keskittynyt Kokar.
Korppoo kuuluu Ruuhka-Suomeen, mutta sen elin-
keinoprofiili on samankaltainen kuin Saaristo-Suomen
kuntien.
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Kuva 9. Erotteluavaruus
Profiilikuvat

Edelld on viitattu profiileihin niin erotteluavaruu-
den kuin viestopyramidinkin yhteydessd. Profii-
lien tunnistaminen ja vertailu onkin hyvi esimerk-
ki sddnnénmukaisuuksien hahmottamisesta. Palataan
hetkeksi NHL-teemaan ja tarkastellaan kuluneen kau-
den parhaiden suomalaispelaajien profiileja tilastomer-
kint6jen valossa.

Suomalaistéahtien pelaajaprofiilit
NHL:n runkosarja 2006-2007, yli 50 ottelua pelanneet

%%%@@

Selanne Jokinen O Koivu S Timonen Koivu M
Jokinen J Lehtinen Pitkanen Ruutu T Peltonen
Salo Hagman Numminen Kapanen S Miettinen
Kapanen N Lydman Filppula Ruutu J Kukkonen
2
Muuttujat: 4
E 1: Pelatut pelit 1
2: Tehdyt maalit 5
I 3: Annetut maalisyotot 6 7
Vaananen

6: Ylivoimamaalit
7: Voittomaalit

4: +/- pisteet
5: Jadhyminuutit

Kuva 10. Téhtikuva.
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Kuvan 10 tahtikartta esittdd 21 pelaajan profiilit seit-
semén muuttujan suhteen. Kuvaa tarkastelemalla on
helppo huomata samankaltaisia pelaajaprofiileja, esi-
merkiksi Ruudun veljekset kunnostautuvat samoilla
pelin osa-alueilla ja Kapasilla on muutakin yhteista
kuin nimi.

Suomalaispelaajien ryhmittely
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muuttujat: ks. tahtikuva

Kuva 11. Dendrogrammi.

Téhtikuva on yksi lukuisista edelld mainittujen tilas-
ole hyodyllisyydestain huolimatta yleistyneet. Sen si-
jaan biologian sovellusten puolelta periytyva puukuva,
jota kutsutaan dendrogrammiksi, on vakiintunut hie-
rarkisen ryhmittelyanalyysin tulosten esitystavaksi.

Kuvassa 11 pelaajatdhdet on ryhmitelty téhtikuvan
muuttujien perusteella. Kuvien avulla selvidé, ettéa
Ruutujen ohella myos Pitkdnen on istunut runsaas-
ti jadhylld. Kolme tehokkainta pelaajaa (joista kukaan
ei valitettavasti ole mukana kevidn 2007 MM-kisoissa)
erottuu omana ryhménéén, ja lopuista muodostuu pari
isompaa ryhméi. Kapaset ovat todellakin pelaajapro-
fiileiltaan 1ahimpéné toisiaan.

Profiilien hahmottamiseen on lukuisia muitakin kei-
noja. Ehdottomasti ilmeikkdimmén tavan lukujen ja
numeroiden kuvaamiseen on esittinyt Herman Cher-
noff, niin ikd#n tilastotieteen professori. Chernof-
fin naamoina tunnettu tekniikka perustuu ihmisen il-
miomaéiseen kykyyn tunnistaa muita ihmisid kasvon-
piirteiden perusteella. Chernoffin alkuperiiseen ehdo-
tukseen siséltyy kaikkiaan 18 kasvonpiirretté, joita voi
varioida aineiston muuttujien perusteella.

Kuvan 12 naamat heijastelevat viiden keskeisen ta-
loudellisen aikasarjan kehittymistd 30 vuoden aikana.
Aikasarjat on kytketty kasvonpiirteisiin, joista osa on

kokonaisilmeen kannalta nékyvimpiéd kuin toiset. Esi-
merkiksi tyottomyysaste vaikuttaa suun kaarevuuteen,
bruttokansantuote (BKT) naaman kokoon ja suun le-
veyteen, tuonti nenén pituuteen ja vienti katseen suun-
taan.

Suomen kansantalous 1976 - 2005

BKT, tuonti, vienti, ty6ttémyysaste ja kulutusmenot
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Kuva 12. Chernoffin naamat.

Ilmeistd on helppo havaita 1990-luvun alun laman dra-
maattinen vaikutus. Piirsin kuvan ensimméisen ker-
ran 1990-luvun lopulla, ja piivitin sen vasta hiljattain
muuttamatta méarityksia. Hymy oli vihdoin palannut,
mutta ilme ei mielesténi ole aivan terve. Ken haluaa,
vetdkoon téstd mielenkiintoisia johtop#étoksia hyvin-
vointiyhteiskunnan tilasta.

Chernoffin naamakuva on joka tapauksessa erikoislaa-
tuinen, voidaanhan silld aidosti kuvata useampia asioi-
ta yhtdaikaa. Toisaalta kasvokuvat jo sinélldén ja so-
pivien kasvonpiirteiden valikointi heréttdvat herkésti
kysymyksen subjektiivisuudesta. Hienosta ideasta ja
erdistd nayttavistd sovelluksista huolimatta naamaku-
va on jadnyt enemménkin kuriositeetiksi. Kuvan 10 ku-
viot ovat kieltdmétta neutraalimpi tapa kuvata havain-
tojen tai havaintoryhmien profiileja.

Lopuksi

Ei riita etta tilastotiedettd ja matematiikkaa opiskel-
leet olisivat perilla tassa jutussa kuvatuista asioista. Ti-
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lastollisten kuvien avulla esitetdén niin paljon yhteis-
kunnan tilaa kuvaavia tietoja ja tutkimustuloksia, etté
kuvien perusteiden ja tulkinnan ymmaéartdmisen pitiisi
kuulua tietoyhteiskunnassa kansalaistaitoihin.

Usein pelkkd kuva ei riitd vaan informaation tii-
vistdmiseksi tarvitaan myos erilaisia tilastollisia mene-
telmié. Tilastolliset kuvat olisikin hyva piirtda mahdol-
lisimman julkaisuvalmiiksi samassa ympéristossé, jossa
aineistoa muutenkin késitellddn. Tehokas tyoskentely
edellyttdéd, ettd aineistojen siirtelyt analyysi- ja
kuvanpiirto-ohjelmien vélilldi minimoidaan. Toinen
hyva periaate on, ettd kuvat piirretdéan ohjelmallisesti,
ei siis hiirelld klikkaillen. T4ll6in ty6vaiheiden toistami-
nen on yksinkertaisempaa, virheet on helppo korjata ja
tyo voidaan tarvittaessa automatisoida.

Tamén jutun kuvat olen piirtdnyt Survo-ohjelmiston
PLOT-toimintoja kayttden PostScript-muotoon, jol-
loin ne saa suoraan mukaan mm. XTEX-dokument-
teihin. Olenkin kirjoittanut jutun valmiiksi Sur-
vossa hyodyntden sen KTEX-liittyméad. Kuvissa ei
ole yhtéddn késin tehtyd kohtaa vaan kaikkia yksi-
tyiskohtia s#dddetdsin kuvanpiirtokaavioissa annetuilla
tdsmennystiedoilla. Voin milloin tahansa piirtdéd kaik-
ki kuvat uudelleen yhdelld napinpainalluksella. Aineis-
tojen vaihtuessa uudet kuvat on kiteva ja nopea laa-
tia valmiita pohjia hyodyntéen. Téllaiset ominaisuudet
ovat tarpeen muuallakin kuin jutun alussa mainitun
Numd8rot-sarjan rikostutkinnassa, silld ylim&aréistéd ai-
kaa ei tunnu endd olevan lainkaan.
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Markku Halmetoja, Kaija Hikkinen, Jorma Merikos-
ki, Lauri Pippola, Harry Silfverberg, Timo Tossavai-
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Geometria. WSOY 2005. 197 s. Ovh. 12,20.

Jukka Kangasaho, Jukka Mdkinen, Juha Oikkonen, Jo-
hannes Paasonen, Maija Salmela ja Jorma Tahvanai-
nen: Pitkd matematiikka 3. Geometria. WSOY
2006. 227 s. Ovh. 12,80.

Pekka Kontkanen, Riitta Liira, Kerkko Luosto, Juha
Nurmi, Riikka Nurmiainen, Anja Ronkainen ja Sisko
Savolainen: Pyramidi 3. Lukion pitkd matema-
tiikkka. Geometria. Tammi 2005. 216 s. Ovh. 12,00.

On kulunut jo pitkéd aika siitd, kun geometria oli ma-
tematiikan keskeisinté siséltod ja sen opettamisen ja
oppimisen pohjimmaiseksi syyksi esitettiin loogiseen
ajatteluun harjaannuttamista. Sana looginen maini-
taan yhéd opetussuunnitelman perusteissa: matematii-
kan pitkdn oppimédréin tavoitteisiin kuuluu, ettd opis-
kelija ” oppii ndkemé&édn matemaattisen tiedon loogisena

rakenteena”. Lukion pitkén matematiikan geometriak-
si nimetyn kurssin MAA3 spesifisistii tavoitteista en-
simméinen on, ettd ”opiskelija harjaantuu hahmotta-
maan ja kuvaamaan tilaa sekd muotoa koskevaa tietoa
seké kaksi- ettd kolmiulotteisissa tilanteissa”. Liséksi
opiskelijan tulisi harjaantua ”muotoilemaan, peruste-
lemaan ja kiyttdmadn geometrista tietoa késittelevid
lauseita” ja ratkaista geometrisia ongelmia ”kayttéden
hyviksi kuvioiden ja kappaleiden ominaisuuksia, yh-
denmuotoisuutta, Pythagoraan lausetta seké suora- ja
vinokulmaisen kolmion trigonometriaa”. Namé tavoit-
teet opetussuunnitelma ajattelee saavutettavan kurs-
silla, jonka keskeiset siséllot ovat ”kuvioiden ja kappa-
leiden yhdenmuotoisuus, sini- ja kosinilause, ympyrén,
sen osien ja siihen liittyvien suorien geometria” seka
”kuvioihin ja kappaleisiin liittyvien pituuksien, kul-
mien, pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen”.

Esittelen téssd viisi lukion pitkdn matematiikan geo-
metrian kurssia varten kirjoitettua oppikirjaa. Oppi-
kirjaesittelyjen edellisessé osassa (Solmu 2/2006) mu-
kana olleiden sarjojen lisdksi vertailussa on nyt myos
Calculus-sarjan kirja. Muista poiketen Calculus on ni-
tonut samoihin kansiin geometrian ja analyyttisen geo-
metrian kurssit. Geometrian kurssin osuus pédttyy si-
vulle 119, joten Calculus on kirjoista selvésti suppein.
Kirjat ovat kaikki erilaisia. En yritd asettaa niitd pa-
remmuusjarjestykseen, joskin mielipiteeni tulevat esiin
itse kutakin kirjaa késiteltédessa.
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Edellisen esittelyn tiedot kirjojen ulkonaisista omi-
naisuuksista pétevat pddosin geometrian kirjoi-
hinkin. Laudatur-sarjaan on kuitenkin ilmestynyt
véripainatus, jota Pyramidissa nahtiin jo ykkososassa.
Calculus on kaksivirinen samoin kuin Pitkd matema-
tiikka ja Matematiikan taito. Calculuksen mukaan tu-
lon jédlkeen en voi en#é sanoa, ettd kaikkien kirjojen
tekijaryhmissé olisivat molemmat sukupuolet edustet-
tuina — miki ei tietysti sinfinsé ole tarpeenkaan. Ota-
va nayttad kayttdvin kirjoittajina opettajia, muiden
kustantajien tyoryhmissd on mukana myos korkeakou-
lutaustaisia tekijoitd. Calculuksenkin kirjasin néyttdaa
12 pisteen korkuiselta. En ole typografian asiantuntija.
Paljaalle silmélle kaikkien kirjojen kiayttama kirjasinla-
ji nayttaa varsin samanlaiselta. Kirjoista painavimmat
ovat Laudatur ja Pyramidi, 437 g. Calculus, vaikka
sisaltda kaksi kurssia, painaa vain 403 g, Pitkd mate-
matiikka 395. Keveinté tietoa néyttaéd olevan Matema-
tiikan taito: vaaka néytti vain 343 g. — Punnitsin ver-
tailun vuoksi myos takavuosien koviin kansiin sidotut
oppikirjat, Kalle Viisélin Geometrian ja kaksiosaisen
Kallion, Malmion ja Apajalahden Geometrian. Edelli-
nen painoi 273 g, jilkimmiisen osat (joista vain toinen
kulki kerrallaan koululaisen laukussa) yhteensi 462 g.

Calculusta ja Pyramidia lukuun ottamatta kirjojen al-
kuun on painettu kurssin ajankidyttéehdotus. Lauda-
tur ottaa huomioon eripituiset oppituntikdytdnnotkin.
Ajankayttosuunnitelmia ei voi suoraan verrata toisiin-
sa, koska ne on sovitettu kuhunkin kirjaan, ja asioiden
jaottelussa on eroja. Samoin kuin ykkoskurssissa, Ma-
tematiikan taito ehdottaa 30 tunnin k&yttamistd, Pitka
matematiikka 28:aa ja Laudatur 27:44. Jokaisen kirjan
loppuun on painettu asiahakemisto.

Kirjojen esimerkkitehtévit siséltdvit sidnnonmukaisesti
jonkin laskutoimitusketjun, jonka péatteeksi saadaan
toivottu tulos. Matematiikan taitoa lukuun ottamatta
kirjat esittavat lopputuloksen kahdesti, jalkimmaisella
kerralla niin, ettd tulosta edeltdi sana Vastaus. Seu-
raava lainaus on Laudaturista, mutta se voisi olla yhté
hyvin Calculuksesta, Pitkéistd matematiikasta tai Py-
ramidista:

”Nelion piirin suhde ympyrén piiriin

_4rﬁ: 2y/m

Dymp 27r s

Pnelis

~ 1,13

™
Vastaus: Nelion piirin suhde ympyrén piiriin on i
7r

1,13

Q

Yksi kirjojen yhteinen piirre jad hiukan kummastut-
tamaan. Kaikki tietysti méérittelevit ainakin sini- ja
kosinifunktion ja kiyttdvit niitd opetussuunnitelman
mukaisesti kolmion osien ratkaisemiseen. Yksikéén kir-
ja ei omista puolta sanaa sen pohtimiseen, misté laski-
men suoltamat sinit ja kosinit oikeastaan tulevat.

Kaikki viisi kirjaa tasapainolevat geometrian kurssin
ristiriitaisuuden kanssa: asiaa on sinédnsé paljon, lasken-
to on tarpeellista, mutta geometrian tulisi olla myds ja
nimenomaan matemaattiseen ajatteluunkin koulivaa.
Ei ole kirjojen vika, ainakaan pelkéstéddn, ettd geomet-
ria ei oikein 16ydé paikkaansa lukiossa. Olisiko lasken-
to ja deduktio erotettava kerta kaikkiaan omiksi kurs-
seikseen, jalkimmé&inen ehké vain erikoiskurssina eliit-
tid varten?

Calculus

Calculuksen kaksi lukiokurssia sisdltévén niteen geo-
metriaosuus on vain 119 sivun mittainen. Esitys on
siis selvésti tarkasteltavista kirjoista suppein. Esitys
on jaettu neljadn varsinaiseen lukuun: Tasogeometria,
Kolmion ratkaiseminen, Yhtenevyys ja yhdenmuotoi-
suus sekd Avaruusgeometria. Kirjassa on vielé asteris-
kin lisdainekseksi osoittama geometrisia konstruktioi-
ta esitteleviadn osa. Harjoitustehtévia on, mallikokeet
mukaan lukien, 371 kappaletta. Melkein kaikki tehtévét
ovat laskutehtéviid. Vastaukset annetaan luettelossa sil-
loin, kun ne ovat numeerisia. Harjoitustehtdvat on
luokiteltu perustehtéviksi ja vaativammiksi tehtéviksi.
Suurta vaativuuseroa ei néissi ndytd olevan. Ne melko
harvat tehtéavit, joissa ratkaisijalta toivotaan peruste-
luja, on yleensé luokiteltu vaativampien osastoon. Nain
piiloviestitaéin, ettd geometria olisi ensi sijassa lasken-
toa. Kirjan esimerkkilaskuissa on seki (huonoa) taulue-
sitystyylia — perédkkéisia lausekkeita ilman selityksié tai
vélimerkkeja — ettd korrektisti normaalia kirjoitustapaa
kéyttaen esitettya tekstia.

Luku Tasogeometria alkaa Eukleideen viiden postu-
laatin luettelosta ja aksiomaattisen menetelmén esit-
telystd. Téastd eteenpéin kirja ei kuitenkaan noudata
johdonmukaisen esityksen kaavaa. Joillekin késitteille
esitetddn tasmillisen maéadritelmén oloisia kuvauksia,
toiset vain tulevat vastaan, ilman ettd niitd erityisesti
toivotettaisiin tervetulleiksi tai esimerkiksi viitattaisiin
sithen, ettd késite on perusasteen kurssista tuttu. Tark-
ka lukija saattaa kuitenkin keksi&d méaaritelmét — esi-
merkiksi késitteille hypotenuusa ja kateetti —kuvioista.
Harjoitustehtéivissd saatetaan vedota tietoihin, jotka
eksplisiittisesti tuodaan esiin mydhemmin. N&in esi-
merkiksi tangenttinelikulmion sivujen pituuksia koske-
vassa tehtdvissid. Osa tarjotusta tiedosta on eksplisiit-
tisesti muotoiltu lauseiksi. Joidenkin yhteyteen on pai-
nettu virke, jossa kerrotaan todistuksen olevan harjoi-
tustehtava. Naitd tehtéavid ei kuitenkaan ole uudelleen
esitetty harjoitustehtédvéluettelossa.

Luku Kolmion ratkaiseminen lihtee liikkeelle Pytha-
goraan lauseesta. ”Muistikolmiot” esitellain vaihees-
sa, jossa niiden muistettavuuden merkitystd ei voi-
da perustella. Trigonometrisistd funktioista otetaan
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kayttoon sini, kosini, tangentti ja kotangentti. Funk-
tioiden méérittelyn kannalta olennaista yhdenmuotoi-
suuden kéisitettd ei ole téssd vaiheessa kaytossa. Si-
nin ja kosinin ma#ritelmét laajennetaan suoran kulman
ja oikokulman vélille. Sinilause perustellaan kolmion

1
alan kirjoittamisella eri tavoin muotoon —absin~y. Si-

nilauseesta luvataan hiukan liikaa: kolmion muita osia
ei toki voi sen avulla laskea, jos yksi pari sivuja ja vas-
taisia kulmia tunnetaan.

Yhtenevyyttd ja yhdenmuotoisuutta késitteleva lu-
ku maéérittelee yhtenevyyden kuvioiden ominaisuu-
tena olla asetettavissa pédllekkdin niin, ettd ku-
viot tédysin yhtyvat. Kolmioiden viisi yhtenevyys-
lausetta luetellaan ja luettelon jédlkeen kerrotaan,
mitéd on todistaminen ja todistetaan kolme esimerkki-
lausetta. Yhdenmuotoisuuden mééritelméksi esitetdian
kaikkien vastinjanojen verrannollisuus. Téastd sano-
taan seuraavan kaikkien vastinkulmien yhtdsuuruuden.
Maéaritelmédn mukaan yhdenmuotoisuuden testaami-
nen vaatisi dfrettomin monien janaparien mittaami-
sen. Maééaritelmén jélkeisessé esimerkissd on monikul-
mioita ja esitellyt vastinjanat monikulmioiden kérkien
vilisid. Masritelmésta siirrytaédn virkkeeseen, jossa lue-
tellaan kolmioiden yhtenevyyslauseet (vain kirjainly-
henteind) ja kirjoitetaan auki yhdenmuotoisuuslause
kk, jonka totuuden kerrotaan olevan ilmeinen. Lukuun
on vield sisédllytetty kolmion merkillisten pisteiden luet-
telo ja yhdenmuotoisuuden sovelluksena pisteen po-
tenssin késitteen esittely.

Avaruusgeometria-luku alkaa suorien ja tasojen
keskindisten asentojen esittelylli. Tason normaali
médritellidn suoraan kahta tason suoraa vastaan koh-
tisuorana suorana. Sdannolliset monitahokkaat luetel-
laan. Lierion méaéritelmé on tyypillisen epdmaéériinen:
”"Kun suora liikkuu avaruudessa suuntansa séilyttden
ja palaa takaisin ldhtokohtaansa, syntyy suljettu lie-
riopinta. Entéd jos suora liikkuisi vaikka ”paikallaan”
edestakaisin? Kartion mééritelmé antaisi vastaavas-
ti mahdollisuuden erilaisiin tulkintoihin. Prismat ja
pyramidit esitetddn lierididen ja kartioiden erikoista-
pauksina, niin kuin toki mahdollista onkin. Pallosta
annetaan vain erilaisia mittalukuja.

Calculuksen esitys ei sisdlld ylim#ariisia koristeluja sen
enempéd tekstin kuin kuvituksenkaan puolella. Calcu-
luksen lukija oppii laskemaan geometristen kuvioiden
mittalukuja. Geometria loogisena oppirakennelmana
tuskin kovin selvisti lukijan eteen avautuu.

Laudatur

Laudaturin ote aiheeseen on selvisti lennokkaam-
pi ja myo6s lukijaa kosiskelevampi, alkaen esipuheen
paivayksestd ” Keuruulla méntyjen siitepolyn liidellessé

pilvind”. Varejd kiytetdan ja kirjassa on my6s muuta-
ma l6yhésti tekstiin liittyva vérivalokuva, esimerkik-
si sarvikuonoista, kun tehtdvané on laskea pennun ja
taysikasvuisen massojen suhdetta. Parista kuvasta tun-
nistaa oululaistaustan. Liséksi kirjan sivuille on ripotel-
tu runsaasti pienid eldinaiheisia karikatyyreja. Kirjan
yleisasu on levoton: eritummuisia ja reunuksin koriste-
tut laatikot tdyttdvat monien aukeamien pinta-alasta
yli puolet.

Laudaturin harjoitustehtédvien méard, 574, on suurin
vertailtavien kirjojen joukossa. Mukaan on poimittu
muutamia hyvinkin vanhoja ylioppilastehtéavid. Joku-
nen harjoitustehtdva on kirjoitettu englanniksi, ruot-
siksi, saksaksi, ranskaksi tai viroksi. Tehtdvistd noin 15
on luonteeltaan todistustehtédvid. Laskutehtdvien nu-
meeriset vastaukset kerrotaan vastausluettelossa.

Kirjan alkaa ldhtotaitotesti, jossa kysytddn samoja
asioita, joita kirjassa sitten opiskellaan. Sitten seuraa
johdanto, jossa mm. vaitetddn paralleeliaksiooman to-
distamisen olleen keskiajalla kullan valmistuksen ohel-
la muotiongelma ja kdytetddn vastaoletuksesta nimi-
tystéd vastaviite. Varsinaiset asiat on ryhmitelty 11 lu-
kuun. Luku peruskésitteitd alkaa todistuksen raken-
teen esittelylld. Saamme tietdé, ettd perustelu ei ole
tdysin patevé todistus. Pisteen médritelmédd ”suuree-
na, jolla on paikka, mutta ei ulottuvuutta” seuraa il-
moitus, ettd ”pistettd tai oikeastaan sen kuvaa mer-
kitain isoilla kirjaimilla A, B, ...” Suoraa ei sitten
endd madritellikasn, sanotaan vain, ettd se voidaan
usealla tavalla maéaéritelld. Kirjan ilmaisu on useasti
kiusallisen epétdsmaéllisti: ” Aste voidaan kirjoittaa de-
simaalilukuna kuten miké tahansa luku, esimerkiksi
54,25°7.

Laudatur siirtyy jo toisessa luvussa yhdenmuotoi-
suuteen, joka méaritellddn ominaisuutena olla sa-
manmuotoinen, muttei valttamattd samankokoinen.
Sen kummemmin filosofoimatta ilmoitetaan, ettd yh-
denmuotoisuus seuraa vastinjanojen ja vastinkulmien
yhtdsuuruudesta. Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-
alasuhteesta loikataan sujuvasti yhdenmuotoisten kap-
paleitten tilavuussuhteeseen.

Kolmas luku késittelee kolmioita. Luvun ensimméinen
virke ilmoittaa, ettd kolmion kérjet nimetddn isoil-
la kirjaimilla aakkosjdrjestyksessd vastapaivaan.
Kéaytantod ei ole helppo noudattaa kuvioissa, jois-
sa on useita kolmioita. Kolmioiden yhtenevyys
médritellaan péaallekkéin asettamisen kautta ja yhtene-
vyyslauseet todistetaan. Kolmioiden yhdenmuotoisuu-
den maéadritelméksi esitetddn vastinkulmien pareittai-
nen yhtasuuruus. Yhdenmuotoisuuskriteerien olemas-
saolo ilmoitetaan, mutta vain "kk” mainitaan. Kolmion
merkillisié pisteitéd luetellaan, mutta niiden perusteluja
el esitetd. PS-tietona annetaan kuitenkin Heronin kaa-
va ja sanotaan, ettd se on ainoa tapa laskea kolmion ala

1
tuntematta trigonometriaa. Kaava A = iah on edel-
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liselld aukeamalla, joten ilmoitus saattaa ihmetyttda
lukijaa.

Oma lukunsa on omistettu ”kulmien piirtdmiselle har-
pilla ja viivaimella”. Lukijaa jad vaivaamaan ilmoitus
"Piirrettidessi suoralle normaali kidytetddn suorakul-
man puolittamista.”

Luvussa Suorakulmainen kolmio otetaan kayttoon sini,
kosini ja tangentti. Maarittelyyn liittyva suorakulmais-
ten kolmioiden yhdenmuotoisuus otetaan huomioon.
”Muistikolmiotkin” tulevat loogisesti oikea-aikaisesti.
Sinin ja kosinin mé#ritelmén laajentaminen tylppiin
kulmiin saa oman lukunsa, samoin sinilause ja ko-
sinilause kumpikin. Monikulmioita késittelevaan lu-
kuun on niputettu muutama pinta-alakaava ja muuta-
ma suunnikkaan ominaisuuden todistus (joista yhdessé
viitataan minulle outoon ja kirjassa esitteleméttoméian
"sadntoon (kks)yk”). Luvussa Ympyré esitellddn nimi-
tyksid. Kehdkulmalauseen todistusta ei esitetd, sano-
taan vain sen olleen todistettu jo Eukleideen aikana.
Sen sijaan lauseen se erikoistapaus, jossa kehidkulman
toinen kylki on halkaisija, esitetdén esimerkkiné, jonka
lihde on syksyn 1996 ylioppilaskirjoitus. Omituinen on
myo0s resepti ympyran kaaren pituuden laskemiselle: se
saadaan ”laskemalla ensin koko ympyré piiri, ja sitten
yhté astetta vastaavan kaaren pituus. Témé kerrotaan
keskuskulman suuruudella, jolloin saadaan keskuskul-
maa vastaava kaari.”

11. luku vie taas kolmiulotteiseen maailmaan: se ker-
too pallosta. Saamme mm. tietdd, ettd ”Leikattaessa
pallo kahteen osaan leikkauspinta on ympyra” ja etti
”Leveyspiiri tarkoittaa sitd kulmaa, joka muodostui-
si késiesi viliin, jos seisoisit maapallon keskipisteessé
pitden toisella kadelld kiinni paivintasaajasta ja toi-
sella kyseisestd leveyspiiristd”! Saman, ilmeisen huo-
limattomasti kootun luvun harjoitustehtévissa Tallin-
na sijoitetaan vain 50 km péahian Helsingistéd. Ulkoluo-
dolta ulkoluodolle saattaa néin ollakin, mutta Suurkir-
kon ja Tallinnan Raatihuoneen vilimatkaksi voi laskea
noin 82 km. Luvun 12 alkaa lierion mééritelmé. Calcu-
luksen suoran sijasta Laudaturin lierié syntyy janan
lilkkkuessa avaruudessa suuntansa siilyttden. Hyvé oli-
si nytkin hiukan rajoittaa lisdé janan liikkumisvapaut-
ta. Seuraavassa luvussa kartiopinta syntyykin puolisuo-
ran liikkeen tuloksena ja kartio sitten tasoleikkaukse-
na. Kartiolla voi olla sivutahkoja, koska pyramidi on
kartio, jonka sivutahkot ovat pohjaa lukuun ottamatta
kolmioita.

Loppuun pééstyain kirja alkaa alusta uudestaan. Olen-
nainen asiasisélto on kirjoitettu — uusin laskuesimer-
kein hoystettynd — parille kymmenelle sivulle. Taka-
kannen sisdpuolella on ulos taitettava sivu, jossa on
tdrkeimpié laskukaavoja ja mm. trigonometristen funk-
tioiden méaaritelmét.

Laudatur olisi selvasti hyotynyt oppikirjatarkastukses-
ta. Se antaa vaikutelman innostuksen vallassa mutta

hiukan lievélla itsekritiikilli kootusta paketista. Toi-
vottavasti kirja saa uusia painoksia, joissa kummalli-
suuksia on vihemman. Tekijoiden ndkemys geometrias-
ta laskentona tuskin poistuu.

Matematiikan taito

Matematiikan taito on ulkonaisesti konstailematon.
Pienempi kirjasin ja tehokkaammin kéytetty sivu-
tila merkitsevit mahdollisuuksia runsaampaan asia-
siséltoon, vaikka kirjan sivumédrd on joukon toisek-
si pienin. Harjoitustehtdvid on 443. Muista kirjois-
ta poiketen myGs todistusluonteisten tehtdvien rat-
kaisuja tai ratkaisuvihjeitd on vastausluettelossa. Kir-
jan laskuesimerkit on esitetty suomen kielen kirjoi-
tussdantodjen ja matematiikan kaytanteiden mukaisesti,
vélimerkkejakaan unohtamatta.

Matematiikan taito jakaa aineksensa kuuteen lukuun.
Ensimmaéiseen lukuun, Tasogeometrian perusteita, on
perusnimitysten ohessa liitetty sinin, kosinin ja tan-
gentin médritelméit suorakulmaisessa kolmiossa; tar-
vittaviin yhdenmuotoisuustietoihin luvataan palata
myohemméssd luvussa. Lukuun on vield sisdllytetty
keskeiset pinta-alakaavat.

Toisessa luvussa esitellddn geometrista todistamista.
Esimerkkiné todistetaan pari lausetta. Kolmion sivu-
jen ja kulmien suuruusjirjestyslauseen todistus — niin
kuin moni muukin alkeisgeometrian lause — nojaa olen-
naisesti pons asinorumiin, lauseeseen tasakylkisen kol-
mion kantakulmista. Matematiikan taito lupaa todis-
taa lauseen aikanaan ja ilmoittaa sen tésséd yhteydessé
aksioomaksi.

Kolmas luku, Yhtenevyys, alkaa méarittelemalld kak-
si kuviota yhteneviksi, kun ne ovat ”samanmuotoiset
ja samankokoiset”. Yhtenevyyden perustaminen ku-
vioiden toinen toisensa peittdmiseen torjutaan, mutta
seuraavassa kappaleessa kuvion vastinosat mééritelldan
kuitenkin juuri paillekkiin asettelun avulla. Kolmioi-
den yhtenevyyslauseet esitetdén ja niiden sovellukse-
na todistetaan mm. edelld mainittu tasakylkisen kol-
mion kantakulmalause. Matematiikan taidon todistuse-
simerkit on varustettu erdénlaisin todistuksen raken-
netta osoittavin kulkukaaviokuvioin. Lukijalle ei heti
selvid, miksi kuvion laatikkojen sisdltdmét relaatiot on
toisinaan varustettu kysymysmerkein. Luku ei aivan ra-
dikaalisti poikkea perinteisestd deduktiivisesta geomet-
rian kéasittelysta.

Kirjan neljas luku késittelee yhdenmuotoisuutta. Yh-
denmuotoisuus méaritellddn monikulmioille: vaati-
mus on vastinsivujen verrannollisuus ja vastinkulmien
yhtdsuuruus. Yhdenmuotoisuus laajennetaan erikseen
koskemaan ympyrad — koska ympyra on monikulmion
rajatapaus. Kolmioiden yhdenmuotoisuuslauseet lue-
tellaan kaikki ja niiden sisdltc osoitetaan kuvioiden
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avulla. Merkillisii pisteitd koskevia lauseita todiste-
taan. Korkeusjanoja koskeva lykétddn kuinekin ana-
lyyttisen geometrian kurssiin.

Luku vinokulmaisen kolmion trigonometriasta alkaa
suunnatun kulman méaéritelmall4 ja esittda sinin ja ko-
sinin méaritelmén koordinaatistoympyrdn avulla ne-
gatiivisillekin kulmille. Useampia kierroksia origon
ympéri el kuitenkaan tehdd. Sinilauseelle esitetdin
myos tdydennys, joka koskee kolmion ympéri piirretyn
ympyran siddetta.

Viimeisen luvun aiheena on avaruusgeometria. Tason
normaalisuora méiritellidn tason kaikkia suoria vas-
taan kohtisuorana. Monitahokkaisiin liittyvia késitteita
esitelldén verrattain seikkaperaisesti. Sarmiot ja pyra-
midit esitellaZin monitahokkaina, ei lieriéiné tai kartioi-
na. Lierion ja kartion méé#ritelméssé liikutellaan suoraa
pitkin kayréda, ehkd hiukan tdsméllisemmin kuvattu-
na kuin Laudaturissa tai Calculuksessa. Lukuun kuu-
luu tietysti erindisten mittalukukaavojen esittely. Myos
yhdenmuotoisuutta kolmessa ulottuvuudessa sivutaan,
tilavuuksien suhteen kaavan perustelemiseksi.

Samoin kuin Laudatur, Matematiikan taito pa&ttaa esi-
tyksen kertaukseen. Se on tiivis, vain kuusisivuinen,
eikd sisilld laskettuja esimerkkejd. Matematiikan tai-
don erikoisuus on pieni suomalais-englantilainen sana-
kirja. Vaikkapa internetisté lisétietoa hakevalle saattai-
si englantilais-suomalaisesta sanastosta olla enemmén
iloa. Sanastossa on sanoja, joita ei kirjassa esiinny, ku-
ten homotetia.

Matematiikan taito on kirjoista selvisti kunnianhimoi-
sin. Se tavoittelee selvisti ”vanhan hyvin ajan” oppi-
kirjan ilmettd. Opetussuunnitelma ja aikakehys eivét
oikein anna tété tavoitetta saavuttaa. Ainakin minus-
ta Matematiikan taito oli vertailtavista kirjoista miel-
lyttavin lukea.

Pitkad matematiikka

Pitkd matematiikka on typografisesti melko kons-
tailematon. Turhia kuvia ei ole, mutta ruskean-
keltaisen vihertdvad ja liukusdvytettyd pohjavéria
kéaytetddn runsaasti. Laskuesimerkit esitetddn useim-
miten véalimerkittomélld taulutekniikalla, mutta muu-
tama suomenkielen mukaisesti esitetty esimerkki on
péadssyt mukaan. Laskutehtédvien algebra esitetdén tus-
kastuttavakin seikkaperdisesti: jopa saman symbo-
lin supistaminen jakolaskussa on erikseen osoitettu
vérillisin pédllepainantein. Harjoitustehtévid on 478.
Ne on luokiteltu kahteen tasoon ”perustehtiavid’ ja
”perustehtivid ja vaativampia tehtéavid”. MyGs perus-
teluja kysyviin tehtéviin annetaan ainakin vihjeitd vas-
tausluettelossa. MyoOs numeeristen tehtédvien ratkaisui-
hin annetaan ohjeita, toisin kuin muissa kirjoissa. Pitka

matematiikka pelaa avoimin kortein: heti alkuun on ko-
pioitu Lukion opetussuunnitelman perusteista kurssin
kannalta relevantit osat.

Kirjan ainesta ei ole muiden vertailtavien teos-
ten  tavoin  kirjattu  numeroituihin  lukuihin.
Siséllysluettelossa on 18 asiaotsikkoa. Pitkd mate-
matiikka tukeutuu muita kirjoja selvemmin perus-
opetuksessa saatuun oppiin. Niinpd se kidy suoraan
késitteeseen kulma, ilman pisteen, suoran, aksiomatii-
kan tai muun taustan esittelyd. Yhtenevyydelle Pitka
matematiikka ei uhraa sanaakaan. Yhdenmuotoisuu-
den maéaédritelma perustetaan suoraan yhdenmuotoi-
suuskuvauksiin, siirtoon, kiertoon, suurentamiseen,
pienentémiseen tai peilaamiseen. Mitd ndmé& taas ovat,
jitetddn kertomatta! Vastinosien médritteleminen on
joka tapauksessa nyt yksinkertaista. Kolmioiden yh-
denmuotoisuudesta mainitaan ”kk”-kriteeri. Yhden-
muotoisten kuvien alojen suhde perustellaan kuvioiden
tyhjentdmiselld suorakaiteiden avulla.

Suorakulmaisen kolmion trigonometriajakson alussa
otetaan huomioon sinin, kosinin ja tangentin hyvéan
madrittelyn vaatima yhdenmuotoisuus. Pitkd mate-
matiikka antaa monin paikoin alaviitteissd varsinaista
tekstid taydentévid tietoa. Pitkdn matematiikan lukija
on kuvitelluista kirjankayttédjista ainoa, joka saa tieta,
ettéd on olemassa myos trigonometriset funktiot sekant-
ti ja kosekantti. Sinin ja kosinin mé&iritelméa laajen-
netaan tylppid kulmia koskevaksi. Téssd ja muissakin
yvhteyksissd Pitkd matematiikka opastaa lyhyesti laski-
men oikeaan kayttoon. Sinilause ja kosinilause saavat
kumpikin omat kappaleensa. Ainoana vertailun kirjois-
ta Pitkd matematiikka perustelee sinilauseen laskemal-
la kolmion korkeusjanan kahdella tavalla — muut kirjat
laskevat kolmion alaa, mikd on jonkin verran kerrok-
sellisempi pééttelyn tapa.

Ympyrin geometriaa kisitelldadn Ympyréd-, Ympyrin
tangentti- ja Kehdkulma-nimisissd jaksoissa. Tan-
gentin ominaisuudet esitetdédn ilmoitusasioina, mut-
ta kehidkulmalauseelle esitetdén todistus. Tasakylkisen
kolmion kantakulmalausetta kéytetdén luonnollisesti
hyviksi ilman, ettd asiaan kiinnitettéisiin huomiota.
Lausetta ei sindnsé kirjassa olekaan.

Avaruusgeometrian osuus ei sisilld yleisié pohdiskeluja
tasoista ja suorista, vaan alkaa suoraan suorakulmaisen
sarmion késittelylla. Tasoista ja suorista ja niihin liitty-
vistd kulmista on kuitenkin esitys otsikon Kulma ava-
ruudessa alla myShemmin. Pallosta esitetdan sekéd mit-
talukuja ettd maantieteellinen tulkinta. Lieri6 ja kartio
muodostetaan kidyraéd pitkin liikkuvan suoran avulla,
prismat ja pyramidit erikoistapauksina. Kirjan paattaa
tyylikkéésti — niin kuin Eukleideen Alkeetkin — katsaus
sdannollisiin monitahokkaisiin. Pitkéssd matematiikas-
sa tdmé tapahtuu viimeisessa harjoitustehtavassa. Lau-
daturin tapaan Pitkd matematiikkakin tiivistdd sanot-
tavansa 20-sivuiseen kertausosastoon, jossa on myds
liséé laskettuja esimerkkejé.
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Pitkén matematiikan lopussa on vield aukeaman mit-
tainen sanasto, jossa on 38 hakusanaa.

Pitkd matematiikka ei ole geometrian esittelysséén eri-
tyisen kunnianhimoinen. Kirjaa lukee kuitenkin luotta-
vaisin mielin: se vaikuttaa ammattitaitoisesti tehdylta.

Pyramidi

Pyramidi on varikés. Tekstid korostetaan seké keltai-
sin ettd kevyesti vihertdvanharmain pohjin, lukujen nu-
merot ovat valkoisia karmiinilla pohjalla ja kuvioissa
on eri vireji. Kirjassa on vield aika suurikokoisiakin
mustavalkoisia karikatyyrinomaisia piirroksia ja yksi ei
kovin tiukasti asiaan liittyvéa vérivalokuva, yhden kir-
jan tekijan Thaimaan-matkalta kameraan jaanyt. Har-
joitustehtdvid on 331, miké on vertailun kirjojen pie-
nin méard. Vain numeeriset vastaukset on esitetty vas-
tausluettelossa. Pyramidi esittdé laskuesimerkit ”tau-
lutekniikalla”, laskujen algebralliset vilivaiheet tark-
kaan lapikdyden.

Kirja alkaa lyhyelld historiallisella johdannolla, jos-
sa mainitaan antiikin kolme vaikeaa konstruktio-
ongelmaa. Varsinainen asia esitetdédn kymmenessi lu-
vussa, jotka on vield jaettu yleisotsikoiden Tasogeomet-
ria ja Avaruusgeometria alle. Ensimmiisessi Tasogeo-
metrian peruskésitteitd -luvussa on omana osastonaan
janan jakosuhteen kasittely. Luvussa Monikulmiot esi-
tetddn mm. lauseke n-kulmion lavistéjien lukumé&arélle
ja toisaalta peruspinta-alakaavat sekéd kolmion merkil-
listen pisteiden ja suunnikkaiden faktat ilman todistuk-
sia.

Ympyraa kisittelevd luku motivoi asiaa yllattavésti
taitoluistelijan pakollisten kuvioiden kautta. Heti
pédstddn kuitenkin nimityksiin ja laskukaavoihin.
Kehédkulmalause seurauksineen esitetdén todistukset-
ta. Sen sijaan Hippokrateen puolikuiden ominaisuus to-
distetaan.

Yhtenevyytti ja yhdenmuotoisuutta késitellddn samas-
sa luvussa. Yhtenevyys méaritellddn samanlaisella nos-
tetaan itseé hiuksista -tempulla kuin yhdenmuotoisuus
Pitkéssd matematiikassa: "Kuviot K ja K’ ovat yh-
tenevit, kun kuviosta K saadaan kuvio K’ yhdelld
tai useammalla yhtenevyyskuvauksella (siirto, kierto
ja peilaus)”. Kolmioiden yhtenevyyteen riittévit kui-
tenkin yhtenevyyskriteerit, jotka esitetdén huolellises-
ti. Yhtenevyyslauseiden seurauksista todistetaan muu-
tamia esimerkkeind. Naiden joukossa on myds tasa-

kylkisen kolmion kantakulmalause. Yhdenmuotoisuu-
den mééritelmé perustetaan vastaavasti yhdenmuo-
toisuuskuvauksiin. kolmioiden yhdenmuotoisuuslauseet
esitelldén kaikki. Ja vaikka tasogeometrian otsikon alla
mennéén, ilmoitetaan myos yhdenmuotoisten kappalei-
den tilavuussuhdekerroin.

Luku Kolmion ratkaiseminen alkaa Pythagoraan
lauseesta ja tuo kolme trigonometrista funktiota suo-
rakulmaisen kolmion avulla, ilman varoittelua yhden-
muotoisuuden tarpeesta. Trigonometriset funktiot tu-
levat Pyramidissa vastaan huomattavasti mychemmin
kuin muissa kirjoissa. Pyramidi ei myoskédéan née vai-
vaa fuktioiden arvojen laajentamiseksi tylpille kulmille.
Kaavat sin(180° —a) = sin « ja cos(180° —a) = — cos
annetaan ilmoitusasioina. Kirja ei kaytd termid muis-
tikolmio. Muista kirjoista poiketen Pyramidi esittelee
ensin kosinilauseen ja vasta sitten sinilauseen.

Avaruusgeometriaosuus alkaa tasojen ja suorien suh-
teiden tarkastelulla ja siirtyy kohta monitahokkaisiin
ja Platonin kappaleisiin. Lierio ja kartio méaaritelldan
melko selkedsti, mutta samalla tavalla suoraa liikut-
taen kuin muissakin kirjoissa. Prismat késitellddn lie-
rivinéd ja pyramidit kartioina. Pallon esittely on lyhyt
ja asiallinen.

Varsinaisen tekstin jidlkeen Pyramidissa on 30 sivun
mittainen Lisdtietoa-osasto. Se alkaa epéeuklidisen
geometrian esittelylld ja Beltramin ja Kleinin mallin
kuvailulla. Sitten seuraakin katsaus piirtdmiseen har-
pilla ja viivoittimella, pinta-alan tarkempi kasittely,
ympyranmitannon perustelua ympyrédn sisddn piirre-
tyn monikulmion sivun pituuden laskemisen kautta.
Yhtenevyys- ja yhdenmuotoisuuskuvaukset esitelldén
ja kolmioiden yhtenevyyslauseet perustellaan niiden
avulla. Ongelmaa, joka syntyy siitéd, ettd yhtenevyysku-
vausten maérittely — jos se halutaan osaksi geometrian
jirjestelmda — vaatii yhtenevyyslauseisiin perustuvaa
tietoa, ei kuitenkaan pohdita. Monikulmion kulmien
summalauseelle esitetdédn varsin hieno, yleisen moni-
kulmion tapaukseen kidyvé todistus. Kolmion merkil-
lisid pisteitd koskevat lauseet todistetaan samoin kuin
kehdkulmalause. Avaruusgeometrian puolelta todiste-
taan vield tason normaalisuoraa koskeva peruslause.

Liiteosa tekee Pyramidista kaksijakoisen. Varsinainen
tekstiosa on samaan tapaan kuin Calculus, Pitkd ma-
tematiikka tai Laudatur laskennollisesti orientoitunut,
mutta loppuosa kertoo geometriassa olevan matema-
tiikkaakin, ja paljon.
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Hauskoja aivopahkinoita lapsille ja

nuorille

Pavel Shmakov

matematiikan kerhon vetéja
Pukinmé&en peruskoulu, Helsinki
shpavel@luukku.com

Liudmila Selikhova
liudmila.selikhova@netti.fi

Tieteen Kuvalehden ”Aivotreeni” tarjoaa innokkaille
ja kiinnostuneille aikuisille viihtyisid hetkié esittamalla
erilaisia hauskoja aivopahkingita ratkaistavaksi. Jotkut
avaavat MTV3:n internetsivut tai Helsingin Sanomat
-lehden ratkaistakseen shakkitehtivid tai pelatakseen
shakkia muiden ihmisten kanssa. Monella ty6uran ja -
paikan valinnan keskeinen peruste on ty6n kokeminen
miellyttavéksi ja mielekkédksi. Hyvéssa tyosséd on iloi-
sia luovia hetkid péivittdin. Sen sijaan lasten tavallinen
koulupéivé saattaa olla ikdvan harmaa.

Valitettavasti suomalaiset oppilaat eivat kuulu sii-
hen oppilasjoukkoon, joka pitdd paljon koulusta.
Tamén suuntaisia tuloksia on tullut ilmi Maailman
terveysjarjeston tutkimuksessa, joka julkaistiin toissa
vuonna. Euroopan maiden oppilaista suomalaiset op-
pilaat pitivit vahiten koulunkadynnistd! Kysely tehtiin
29:ssd Euroopan maassa ja myos USA:ssa ja Kanadas-
sa. Esimerkiksi 11-vuotiaista suomalaisoppilaista vain
8 % piti koulusta, mutta samaan aikaan Euroopas-
sa keskimédrin 30 % samanikiisistd oppilaista ilmoitti
pitévinsé koulusta. Lisiiksi Suomessa noin 50 % pojis-

ta ei pidd koulusta. Euroopassa vastaava lukumé&éra on
28 %.

Mitéd on mahdollista tehdé, jotta oppilaat voisivat hy-
vin koulupéivin jilkeen? Oppilaat on saatava innos-
tumaan oppiaineista. Onko mahdollista, ettd koulun
jilkeen lapsi harrastaisi fysiikkaa tai matematiikkaa?
Onko se niin outo ajatus tanssin tai musiikin harrasta-
miseen verrattuna? Suomalaiset lapset ovat tottuneet
sithen, ettd matematiikan tunnilla on paljon hyodyllisia
asioita. Kiinnostusta tai innostusta tietynlaisiin oppiai-
neisiin voisi herdttdd monilla eri tavoilla. Miten tétéa
suuntausta kehitetdan?

Syksylla 2005 Pavel Shmakov yhteistyossia F'T Nikolai
Zimakovin kanssa kirjoitti matematiikan kerhon ohjel-
man. Siihen on kerétty sekd omia ajatuksia ja tehtéavii
ettd tehtdvid erilaisista kirjoista. Kerho-ohjelma on
koostunut seké tehtédvisté ja ongelmista ettd oppimis-
peleista. On tiarkedd muodostaa toiminta niin, etté lap-
set ymmartavét ja tuntevat kaunista ja hauskaa mate-
matiikkaa. Tehtédvien valinta perustuu siihen, ettd nii-
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den teksti on vitsin omainen tai pieni hauska tarina.

— Kolme etanaa ryémii perdkkéin pylvasta pitkin.

— ”"Minun takanani ryomii kaksi etanaa”, sanoo en-
simméinen etana.

— ”"Minun edesséni ryomii yksi etana ja minun takana-
ni ryémii yksi etana”, sanoo toinen etana.

— ”Minun edesséni on kaksi etanaa ja minun takanani
on yksi etana”, sanoo kolmas etana.

Miten tdmé on mahdollista?

Ensimmaéisestd vaitteestd voi ymmértdaa, ettd on ole-
massa kolme etanaa. Mutta, kolmannen véiitteen mu-
kaan, on olemassa nelji etanaa. Téasta syntyy kaksi loo-
gista vaihtoehtoista johtopaitosta.

— Neljas viite on véérin. Toisin sanoen, kolmas etana
valehtelee!

— Tai ensimmaéinen véite on epatiydellinen! Kolme eta-
naa ryomii. Ja vield yksi etana on olemassa pylvaalla.
Se ei ryomi. Tehtdvan ensimméisessi véitteessd on ker-
rottu vain kolmesta etanasta. Yhteensd niitd on nelja!

Matematiikassa on paljon mielenkiintoisia ja mieltd
kiehtovia asioita. Téssé tapauksessa syntyy halu tietaé
heti: ”Mité tapahtuu sitten?, Mitd pitda tehda vastauk-
sen saamiseksi?”

Marraskuun alusta Pukinmé#en peruskoulussa Helsin-
gissé aloitettiin matematiikan kerhotoiminta 7.- ja 8.-
luokkalaisille. Kerhokerta kestdd noin kaksi tuntia, ja
oppilaat harrastavat matematiikkaa noin puolitoista
tuntia. Kerhotunnin aikana oppilaita kehotetaan rat-
kaisemaan helppoja, mutta hauskoja ja mielenkiintoisia
matematiikan tehtdvia. Esim.: "Miten voi tehdi pape-
riliuskasta sellaisen reién, josta ihminen mahtuu 1api?”
Kun etevimmét oppilaat ratkaisevat omia tehtévidén,
mutta toiset ovat jo visyneitd, ohjaaja ehdottaa teen
valmistamista ja juomista. Teen juomiseen osallistuu
my0s ohjaaja. Sellaista muotoa kaytetddn myos aikuis-
ten tapaamisissa. Hyvin jarjestetty kahvitauko tiede-
konferenssissa auttaa osallistujia tutustumaan toisiin-
sa ja ymmértadméan toisiaan paremmin. Yhteinen teen
juominen on lisdksi mielenkiintoista sen takia, ettd se
ei ole Suomen kouluissa tavallista. Kerhotoiminnassa
teen juonnilla on tarkoitus. On otettava huomioon etta,
oppilaat oma-aloitteisesti liittyvat kerhotoimintaan ja
jatkavat harrastusta eri syiden takia.

Aiemmin on jo puhuttu niistd keinosta, joilla oppilaat
saadaan aloittamaan harrastus. Mutta milld keinoil-
la kiinnostusta voidaan yllapitad? Yksi vaihtoehto on,
ettd kerhotunnin aikana siilytetdéan luova ja informaa-
li ilmapiiri. Lopussa ohjaaja keskustelee oppilaidensa
kanssa mielenkiintoisista matematiikan asioista: mate-
matiikan historiasta, tédrkeistd kohdista, yleisistd ongel-
mista, esim. Fermat'n teoreemasta. Halukkaat saavat
kotiin vietdvéksi matematiikan hauskoja tarinoita.

Pikku hiljaa osallistujien méérd on kasvanut. Nyt ker-
hoon osallistuu hiukan enemmén kuin kymmenen op-
pilasta. Jokainen, joka on tullut kerhoon yhden kerran,
on tullut uudestaankin. Ei varmaan olisi yhtadn hul-
lumpi ajatus, ettd kaikki 7.- ja 8.-luokkalaiset tulisivat
tutustumaan kerhotoimintaan. Emme halua, etté ker-
homme toimii vain suppeassa piirissa.

Ensimméinen koeluontoinen matematiikan Kkilpailu
jéarjestettiin varsinaisen oppitunnin aikana Pukinméen
peruskoulussa 12.4.2006. Kilpailun tavoite oli antaa
lapsille uusi mukava vapaa-ajan viettotapa ja kehittaa
oppilaiden ajattelukykyé. Oppilaille annettiin ratkais-
tavaksi hauskoja matematiikan tehtdvid. Ratkaisut
saattoivat yllattad, tuottaa uusia ajatuksia. Kilpailuun
osallistui 189 oppilasta 7. ja 8. luokilta. Kilpailun kes-
to on 20 minuuttia. Esittelemme koetehtavit tésséd an-
taaksemme lukijalle mahdollisuuden koetella omia hok-
sottimiaan.

1. Puoli puolesta = 1/2. Miké luku? Perustele.

2. Téssé on kolme vaaraé lausetta.

2+2=4
3-6=17
8:4=2
13—-6=5
5+4=9

Néyta ympyroiméallé, missd ne ovat.

3. Nelja miestéd soi neljan tunnin aikana neljd vesime-
lonia. Kuinka monta vesimelonia syo kahdeksan miesté
viiden tunnin aikana?

4. Kahdessa lompakossa on yhteensd kaksi kolik-
koa niin, ettd ensimméisessd lompakossa kolikkojen
mé&drd on kaksinkertainen toisen lompakon kolikkojen
médrdéan verrattuna. Miten tdm& on mahdollista? Pe-
rustele.

Kaikki tehtdvdat ovat erityyppisid. Ensimméinen
tehtava kuuluu tyyppiin, jossa médritelmén tiedoista
uupuu jotakin, nimenomaan z. (z/4 = 1/2, © = 2).
Kolmas tehtéva on sanallinen, ja monet oppilaat ovat
ratkaisseet sen. Néin iso oppilaiden mé&éra voi johtua
siitd, ettd sen tyyppiset tehtdvit ovat oppilaille tut-
tuja. Jotta voisi ratkaista toisen ja neljinnen, pitdisi
ajatella vahén toisella tavalla, eli ratkaisun saavutta-
mistapa ei ole tavallinen. Toisessa tehtédvéssa pitéisi
ymmartaé, ettd myos ehto on otettava huomioon ja se
voi olla védrin. Neljds tehtdva vaatii enemmén hoksaa-
vaisuutta. Tehtédvien ratkaisu on odottamaton. Pitéisi
soveltaa uutta ajatuksenkulkua, niin ettd yksi osa voi
olla toisen sisélla. Vain 4 oppilasta ratkaisi neljannen
tehtavén.
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DIAGRAMMI 2.

Diagrammi 1 esittdd paremmin asiaharrastusten yh-
denmukaisuuden 7.- ja 8.-luokkalaisilla.

Diagrammi 2 esittdd paremmin 7.- ja 8.-luokkalaisten
tulosten erilaisuuden. 4. tehtdvén tulos on riippuma-
ton luokka-asteesta. 1. ja 2. tehtdvén tulokset kasva-
vat, koska oppilaiden logiikka ja algebran taito myos
kehittyy. Sen sijaan eriniiset taidot heikkenevét (3.
tehtévi). Verrantoa on opiskeltu 7. luokalla. Se unoh-
detaan 8:nnelle ehdittiessa.

Mitd kilpailun tulokset kertovat? Oikea matema-
tiikkka ei ole wvain laskemista. Ongelmaratkaisuun
kéytetddn vield lilan vahén aikaa. Koulussa pitéisi an-
taa enemmén opetusta, joka auttaisi matematiikan ole-
muksen oivaltamista. Kiinnostusta matematiikkaan ja
oppilaiden ajattelukykyja pitdd kehittéa.

Oppilaiden ratkaisemat tehtdvit on ldhetetty kotiin.
Lasten ja vanhempien on ehk&d mielenkiintoista kes-
kustella téstd asiasta. Samanlaisia kilpailuja voitaisiin
jirjestdd muissakin kouluissa ldhitulevaisuudessa. Sen
jilkeen voidaan analysoida enemmén menetelmidmme
tuloksia ja oppilaiden reaktioita.
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Alabaman paradoksi

Pekka Alestalo
Teknillinen korkeakoulu

Keviddn eduskuntavaalien jéilkitunnelmissa herési
jélleen keskustelu vaalipiireistd ja siitd, kuinka help-
poa tai vaikeaa ehdokkaan on pédstd ldpi kustakin
piiristd. Erityistd huomiota kiinnitti Vihredn liiton
kohtalo Pohjois-Karjalan vaalipiirissé, jossa puolueen
kannatus kasvoi edellisisti eduskuntavaaleista 5,1 %-
yvksikk6d, mutta se menetti ainoan edustajansa. Taté
ei tietenkddn voida laskea pelkistddn ”vaalimatema-
tiikan” syyksi, silld edellisten vaalien vaaliliiton sijasta
puolue oli t&llad kertaa yksindén.

Vaikka tdméa kuuluisa vaalimatematiikka perustuu
vain ala-asteella opittuihin laskutoimituksiin ja yk-
sinkertaiseen prosenttilaskentaan, siithen liittyy ennal-
ta arvaamattomia piirteitd. Tamén kirjoituksen tar-
koituksena ei ole esittdid kattavaa analyysia erilaisis-
ta vaalijarjestelmisté, eikd edes Suomessa kiytetysti
d’Hondtin vaalitavasta. Yritdn sen sijaan kuvailla, mil-
laisia yllatyksid liittyy jopa ”alkeellisimpiin” vaalita-
poihin. Vaalimatematiikan historiassa timé tunnetaan
nimelld Alabaman paradoksi, koska asia tuli esille ky-
seisen Yhdysvaltain osavaltion kohdalla yli sata vuotta
sitten; katso 1. linkki kirjoituksen lopussa.

Ehdokkaiden kannatuksen sijasta tarkastellaan ko-
ko vaalipiirijaon keskeisintéd kysymystd: Kuinka mon-
ta edustajapaikkaa kullekin vaalipiirille pitéisi antaa?
Léhtokohtana on se, ettd ainoastaan vaalipiirin asu-
kasluku voidaan ottaa néissd péadtoksissd huomioon,
silld muuten jérjestelmén demokraattisuutta voidaan

pitdd kyseenalaisena. Esimerkiksi Yhdysvaltain perus-
tuslaissa sanotaan yksiselitteisesti, ettd edustajainhuo-
neen paikkaméérien taytyy olla verrannollisia osaval-
tioden asukaslukuihin.

Oletetaan, ettd maassa on viisi vaalipiirié, joiden asu-
kasmaardt ovat A = 9061, B = 7179, C = 5259, D
= 3319 ja E = 1182, jolloin koko maan asukasluvuksi
saadaan tasan 26 000; ndmé luvut ovat peréisin lopus-
sa mainitusta artikkelista Balinski & Young, 1975. Ti-
lanteen yksinkertaistamiseksi oletetaan vield, ettd ko-
ko maasta valitaan 26 edustajaa, yksi kutakin 1000
kansalaista kohti. Jos ryhdymme néiden lukujen perus-
teella miettiméan paikkajakoa vaalipiirien kesken, niin
tuntuu luonnolliselta laskea asukaslukuja vastaava suh-
teellinen paikkaluku kullekin vaalipiirille. Vaalipiirille
A kuuluisi siis
9061
26000 26 = 9,061

paikkaa, ja muille 7,179, 5,259, 3,319, 1,182 paik-
kaa. Ongelmaksi muodostuu se, mité tehdéén tulosten
murto-osille: edustajia ei voi jakaa edes kahtia, saati sit-
ten tuhannesosiin! Murto-osat voitaisiin ehké hyvittai
muuttamalla vaalipiirin edustajien lukumé&arad sopi-
vassa kohdassa kesken vaalikautta, mutta tietdikseni
néin ei ole missdédn tehty, vaan murto-osat on pyrit-
ty muuntamaan kokonaisiksi paikoiksi tietyille vaalipii-
reille.

Eréds suoraviivainen tapa on pyoristdd kaikki paikat
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ensin alaspéin, ja jakaa jéljelld olevat paikat suurim-
man desimaaliosan mukaisessa jérjestyksessd. Esimer-
kissimme saadaan pyoristyksen jilkeen paikkaméarait
9, 7, 5, 3 ja 1, jolloin yksi paikka jai jiljelle. Se an-
netaan siis vaalipiirille D, jonka desimaaliosa 0,319 on
suurin. Néin kaikki paikat saadaan jaettua. TAmé& me-
netelmé on perdisin Yhdysvaltain historiasta tutulta
Alexander Hamiltonilta, ja se kantaa hinen nime#én.

Millaisia ominaisuuksia Hamiltonin menetelmé&lld on?
Ensimmaéinen havainto on se, ettd jokaisen vaalipiirin
lopullinen paikkamééra saadaan pyoristamélld suhteel-
linen paikkaluku joko alas- tai ylospéin ldhimpééan ko-
konaislukuun, silld kukin vaalipiiri voi saada korkein-
taan yhden lisdpaikan desimaalikilpailussa.

Tehtdva 1. Perustele taméi viite osoittamalla, etta
yliméddraisia paikkoja jééd aina vaalipiirien lukuméaéras
vihemman.

Muita ominaisuuksia tutkittaessa yksi luonnollinen eh-
to voisi olla seuraava: jos vékiluvut pysyvét samoi-
na, mutta edustajien yhteisméairda kasvatetaan, niin
minké&én vaalipiirin paikkaméara ei saa pienentya. Ma-
temaatikko voisi sanoa, ettd menetelmé on kasvava
paikkojen yhteisméérin suhteen, muttei kuitenkaan ai-
dosti kasvava. Huolimattomasti ajatellen tdmé ominai-
suus nayttiisi olevan voimassa, mutta tarkempi miet-
timinen paljastaa ongelman: jos desimaalilukuja kerro-
taan kesken&édn, niin tuloksen desimaaliosaan vaikut-
tavat desimaaliosien lisiksi my6s kokonaisosat. Taméi
ilmenee esimerkiksi laskussa

2,1-32=6+2-02+3-0,1+0,1-0,2.

Varsinaisessa esimerkissimme sama ilmié esiintyy, kun
verrataan vaalipiirejd B ja D, ja koko maan paik-
kaméérad kasvatetaan luvusta 26 lukuun 27:

7179 3319
B: ——— - 27T~ 7,455; D: ——— - 27 =~ 3,447.
26000 T 26000 ’
Kaytdannosséd siis vaalipiiri B vie vaalipiiriltd D desi-
maalikilpailun tuoman paikan, silld kaikki kokonaisosat
pysyvét samoinal

Tehtava 2. Laske kaikkien vaalipiirien luvut ja tarkis-
ta, ettd néin todella kiy.

Tulos on yllattava: Hamiltonin menetelmé ei olekaan
kasvava koko maasta valittavien edustajien mé&drian
suhteen. Toisaalta koko maan edustajien lukumé&aria
ei ole tapana vaihtaa kovin usein, joten voisi ajatella,
ettei ongelma ole kovin vakava. Se herédttdéd kuitenkin
seuraavan kysymyksen:

Onko olemassa menetelmii, joka toteuttaisi

seuraavat kaksi ehtoa:

e Suhteelliset paikkaméarit pyoristetidén joko alas-
tai ylospédin seuraavaan kokonaislukuun.

e Jos asukasluvut pysyvit samoina ja koko maan
paikkaméériaéd kasvatetaan, niin yhdenkdén vaa-
lipiirin paikkamééra ei vihene.

Lisdksi paikkajako pitéisi suorittaa jollakin etukéateen
pédtetylld menetelmélld (algoritmilla). Hamiltonin me-
netelmé rikkoo jélkimméiistd sdantod, ja — niin usko-
mattomalta kuin se kuulostaakin — voidaan osoittaa,
ettei ole olemassa sellaista menetelméé, joka toteuttai-
si molemmat ehdot!

Kuten alussa totesin, en ryhdy vertailemaan Hamilto-
nin menetelmén korvanneita muita tapoja. Historialli-
sena yksityiskohtana voidaan kuitenkin mainita, etta
siirtyminen Hamiltonin menetelméstd ns. Jeffersonin
menetelmédn aiheutti Yhdysvaltain v. 1876 presiden-
tinvaaleissa sen, ettei valituksi tullutkaan koko maassa
neljinnesmiljoonan &d#nen marginaalilla suosituin Sa-
muel Tilden, vaan valitsijamiesten vaalipiirijaon perus-
teella voittanut Rutherford B. Hayes.

Alla mainittujen linkkien ja kirjallisuusviitteiden avulla
asiasta kiinnostuneet voivat tutustua yleisesti kaytossa
oleviin menetelmiin, joissa ym. ongelmien lisdksi vaa-
lipiirin asukasluvun kasvaminen pienentdd sen saa-
maa paikkamédrad, tai puolueen saamat lisd-dénet
vihentdvat sen edustajien mé#drdd. Viimeisend mai-
nittussa Hoffmanin kirjassa aihetta késitellidn hyvin
yleistajuisesti.

Linkkeja:

http: //www.ctl.ua.edu/math103/apportionment/pa-
radoxs.htm

http: //www.ams.org/featurecolumn/archive/appor-
tionl.html

http: //www.ams.org/featurecolumn/archive/appor-
tionII1.html

http: //www.wahlrecht.de/

http: //www.uusikaupunki.fi/~olsalmi/vaalit /vaali-
mat.html

http: //de.wikipedia.org/wiki/Unmoglichkeits-
satz_von_Balinski_und_ Young

Kirjallisuutta:

Michel Balinski, H. Peyton Young: The Quota Method
of Apportionment. American Mathematical Monthly
82, 701-30, 1975.

Michel Balinski, H. Peyton Young: Fair representation:
meeting the ideal of one man, one vote. Brookings Ins-
titution Press, 2. painos, 2001.

Paul Hoffman: Archimedes’ Revenge. Penguin Books,
1988.



28

Solmu 2/2007

Minne katosi matematiikka?

Juha Haataja

Usein unohdetaan, ettid matematiikan osaaminen on
kynnyskysymys yhteiskunnan toimintakyvylle. Tar-
kemmin ajatellen matematiikkaa tarvitaan kaikkialla.

Tietokoneen toiminta perustuu matemaattisille pe-
riaatteille prosessoritasolta kayttoliittyméan saakka.
Tiedon siirto ja esimerkiksi videokuvien esittdminen
perustuvat matemaattisille algoritmeille. Ja tiedon sa-
lauksessa kaytetadan pitkélle kehitettyja lukuteorian ja
muiden tutkimusalueiden tuloksia, esimerkiksi elliptis-
ten kéyrien teoriaa.

Kun koneeni ottaa yhteyttd langattomaan tukiase-
maan, saavat Maxwellin yht&lot ja Shannonin infor-
maatioteoria homman pelaamaan. Ja kun haen tieto-
yhteiskuntastrategian PDF-versiosta sanaa ”matema-
tiikka”, kdytdn hyvikseni matematiikkaa.

Tietoyhteiskuntastrategiasta 2007-2015 puheenollen
voi mainita, ettd raportista 16ytyy yksi maininta ma-
tematiikasta. Sitd saa etsiméilléd etsid. Kyseisessd koh-
dassa puhutaan Suomen menestyksestd OECD:n Pisa-
tutkimuksessa. Mutta miksi raportissa ei kerrota luki-
jalle, ettd matematiikan osaaminen on kynnyskysymys
tietoyhteiskunnan toimintakyvylle?

Tietoteknisten oivallusten kehittdminen vaatii mate-
maattista ajattelukykya. Matematiikka rakentaa sillan
reaalimaailman ilmi6istd ja prosesseista tietokoneiden
virtuaalimaailmaan.

Tieteellisessd tutkimuksessa ja yritysten tuotekehityk-
sessd kaytetdan hyvéksi laskennallista tiedetté, siis si-
mulointia ja mallintamista, missd matematiikan avul-
la kuvataan todellisuuden luonnetta. Tutkimus tarvit-
see laskennallisen tieteen vélineistoa kyetédkseen vastaa-
maan haasteisiin.

Matematiikan osaamista tarvitaan kinnykoéiden, pape-
rikoneiden ja ladkkeiden suunnittelussa. Nanotieteessé
kuvataan atomit ja molekyylirakenteet matemaattisel-
la formalismilla. Bioinformatiikassa matematiikka kyt-
kee geenien symbolit ja niiden biologisen merkityksen
toisiinsa.

Usein kehutaan tietotekniikka-alan suuryritysten
tyollistavastd vaikutuksesta, mutta ei puhuta pienista
oivalluksista, jotka kyseenalaistavat isojen aseman. Esi-
merkkeja pienten ideoiden mullistavasta vaikutuksesta
tarjoavat Google, Wikipedia ja Youtube.

Jos haluamme eldd tietoyhteiskunnassa, tarvitsem-
me ihmisid jotka kykenevit ymmértaméasn maailmaa.
Téatd ymmaérrysta ei saavuteta ilman matematiikkaa.

Vankimielisairaalan ylilddkari Hannu Lauerma kirjoit-
taa teoksessaan ”Usko, toivo ja huijaus” (Duodecim,
2006) seuraavasti: ” Kriittinen ajattelu edellyttid kykyé
ymmértdd numeerisia késittelytapoja ja niithin pohjaa-
vaa todennikoisyyslaskentaa.”

Jérjen (ja matematiikan) kiyttod pitéisi suosia tieto-
yhteiskunnassa.

Kirjoittaja tyoskentelee tiedetuen johtajana Tieteen tietotekniikan keskuksessa CSC:ssi. Kirjoitus on muokattu

Tietoyhteys-lehdessé ilmestyneestd kolumnista.
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Matematiikkapiaiva lukiolaisille ja
opettajille — ”Satunnaisuus ja

todenniakoisyys”

Riitta Liira
Maunulan yhteiskoulu
Helsingin matematiikkalukio

Elja Arjas, Jukka Kohonen ja Matti Pirinen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Matematiikkapdivid Maunulassa 14.4.2007

Matematiikkapaivian jarjestivit Maunulan yhteiskou-
lun opettajat ja Marjatta Néaténen Helsingin yliopis-
tosta, ilmoittautumiset ja informaation hoiti LUMA-
keskus. Rahoitus saatiin LUMA-keskukselta ja Mau-
nulan yhteiskoululta. Paivééan osallistui lukion oppilai-
ta Munkkiniemen yhteiskoulusta, Olarin lukiosta, Res-
sun lukiosta ja Maunulan yhteiskoulusta ja Helsingin
matematiikkalukiosta.

Matematiikkapéaivand joukko nuoria matikisteja ko-
koontui Maunulan yhteiskouluun ratkomaan to-
dennékoisyyslaskennan probleemoja. Aluksi Helsin-
gin yliopiston professori Elja Arjas luennoi aihees-
ta ”satunnaisuus ja todenn#kéisyys”. Sen jilkeen
koululaiset sovelsivat oppimaansa laskuharjoituksis-
sa, joita ohjasivat tohtoriopiskelijat Matti Pirinen
ja Jukka Kohonen. Lisdksi Matti ja Jukka kertoi-

vat viaitoskirjatoistdan, joissa todennédkoisyysmalleilla
on keskeinen osuus. Niin saatiin aavistus to-
dennikoisyyslaskennan kéytostd nykyaikaisessa biolo-
gisessa tutkimuksessa. Seuraavassa muutamia osallis-
tujien kommentteja.

”Oli hienoa tavata samanhenkisii matematiikasta kiin-
nostuneita nuoria.”

”Péivan anti oli kiinnostava ja innostava.”

”Maunula tarjosi hyvés ruokaa.”

Harjoitustehtavia

1. Erédén mikrobin genomin sekvenssissé esiintyy neljaé
emiésté frekvensseilld pg = pc = 0,3 ja pa = pr =
0,2. Seuraavassa tarkastellaan kahden emé#ksen muo-
dostamia ”sanoja”, joissa emésten oletetaan esiin-
tyvén toisistaan riippumatta.
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a) Esitd  ndihin  sanoihin  liittyvdt  to-
denn#koisyydet taulukkomuodossa.

b) Emikset A ja G ovat puriineja ja emikset C
ja T pyrimidiineja. Olkoon E tapahtuma ”sa-
nan ensimméinen emés on pyrimidiini” ja F
tapahtuma ”sanan toinen emis on A, C tai
T”. Maidritd todenndkoisyydet P(E), P(F),
P(EUF), PIENF).

¢) Olkoon G = {CA,CC}. Madrita silloin to-
denniiksisyydet P(G|E), P(F|G U E) ja
P(FUG|E).

. Kyldkaupan kahdesta pysakointipaikasta kumpikin
on keskiméérin 40 minuuttia tunnista varattuna ja
loput ajasta vapaana. Keskim&#rin 32 minuuttia
tunnista ovat molemmat pysédkointipaikat yhtaikaa
varattuina. Kaupalle saapuu samalla hetkelld kaksi
autoilijaa. Miké on todennékoisyys, ettd molemmat
pddsevit heti néihin pysékointipaikkoihin? (Yliop-
pilastehtéivi, kevit 98)

. Koulusta  myohéstynyt  oppilas  myo6hastyy
seuraavankin  koulupéivdnd 30 prosentin to-
dennékoisyydella. Jos oppilas on tullut ajoissa kou-
luun, h&n myohéstyy seuraavana koulupdivanid 10
prosentin todennékoéisyydellda. Kuinka suuri on to-
dennékdisyys, etta oppilas tulee keskiviikkona ajois-
sa kouluun, jos hén saman viikon maanantaina
my6héstyi koulusta? (Ylioppilastehtéivi, keviit 92)

. Punavihersokeuden aiheuttaa yksi X-kromosomissa
sijaitseva geeni. Punavihersokeus méaéaraytyy geno-
tyypista resessiivisesti, joten punavihersokean nai-
sen molemmissa X-kromosomeissa on oltava puna-
vihersokeuden aiheuttava geenivariantti eli alleeli.
Miehelld punavihersokeuteen sen sijaan riittda yk-
si tallainen alleeli, koska Y-kromosomissa ei ole sille
vastinalleelia. Milla todennékdéisyydelld perheeseen
syntyvéa lapsi on punavihersokea, jos

a) molemmat vanhemmat ovat punavihersokeita?

b) isé ei ole punavihersokea, ja diti on punaviher-
sokeuden aiheuttavan alleelin kantaja, ts. vain
toisessa hanen X-kromosomeistaan on punavi-
hersokeuden alleeli?

. Hatussa on pallo, joka on joko musta tai valkoinen
(yhté suurella todenniiksisyydelld kumpaakin). Hat-
tuun laitetaan valkoinen pallo, jonka jéilkeen sielté
nostetaan umpimédhkééin pallo, joka on valkoinen.
Milla todennékoisyydelld hatussa oleva pallo on val-
koinen?

. Eraalla laboratoriotestilla pyritddn turvallisuus-
syistd selvittdmédn sitd, ovatko verta luovutta-
maan tulleet henkilét mahdollisesti HIV-viruksen
kantajia. Kéaytdnnossd tdmé tapahtuu tutkimalla
kaikkien verenluovuttajien osalta, sisaltaako veri
HIV:n vasta-aineita. Oletamme testin herkkyyden

olevan 0,997, ts. testitulos on positiivinen talld to-
denn#koisyydelld, jos luovuttajalla todella on ve-
ressdén vasta-aineita. Toisaalta oletetaan, etté testi
antaa todennikoisyydelld 0,015 (vidrdn) positiivi-
sen testituloksen silloinkin, kun vasta-aineita ei oi-
keasti ole. Oletamme, ettd HIV:n vasta-aineita on
véestossd noin yhdelld tuhannesta ja ettd verenluo-
vuttajat eiviit ole valikoitu otos viestostd. (Tami
oletus voi kidytdnnossd olla hyvin epiirealistinen!)
Milla todennékoisyydelld positiivisen testituloksen
saaneen henkilon veri sisdltdd oikeasti HIV:n vasta-
aineita?

. Naapuriin on muuttanut perhe, josta sinulle on ker-

rottu, ettd heilld on kaksi lasta. Tarkastele seuraavia
tilanteita:

a) Haluat tutustua heihin hieman lihemmin ja
soitat naapurin ovikelloa, jolloin avaamaan tu-
lee noin kymmenvuotias poika, arvatenkin toi-
nen perheen lapsista.

b) Talonmies, joka on nihnyt perheen molemmat
lapset, kertoo sinulle hieman arvoituksellisesti,
ettd ”ainakin toinen lapsista on poika”.

¢) Vastaa kummassakin tapauksessa kysymyk-
seen: Miké on todennékoisyys, ettd molemmat
perheen lapset ovat poikia? Oletamme téssé,
ettéd syntyvan lapsen sukupuoli méadraytyy kul-
lakin kerralla riippumattomasti ja ettd se on
molemmille sukupuolille 1/2.

. ("Monty Hallin ongelma”) Otat osaa viihdeohjel-

maan. Edessési on kolme laatikkoa. Juontaja pii-
lottaa yhteen laatikoista palkinnon (kaikki laatikot
ovat tissid yhtd todennikoisid). Pelin séénnst ovat
seuraavat: Sinun tulee ensin valita yksi laatikoista.
Sitd ei avata heti, vaan seuraavaksi juontaja avaa
jommankumman muista laatikoista, valiten sen niin,
ettd se on tyhji. Jaljelle jaa kaksi suljettua laatik-
koa. Nyt saat avata jommankumman niistd. Kan-
nattaako sinun avata

a) alunperin valitsemasi laatikko vai
b) toinen jiljelld oleva suljettu laatikko?

Miké on todennékoisyytesi saada palkinto valinnoil-
la a ja b?

. (”Monty Hallin ongelman muunnelma”) Edessiisi on

kolme laatikkoa. Juontaja piilottaa yhteen laatikois-
ta palkinnon (kaikki laatikot ovat téssd yhtd to-
denn#koisid). Sinun tulee ensin valita yksi laatikois-
ta. Sitd ei avata heti, vaan juontaja avaa summa-
mutikassa jommankumman muista laatikoista. Laa-
tikko osoittautuu tyhjiksi. Kannattaako sinun nyt
avata

a) alunperin valitsemasi laatikko vai
b) toinen jiljelld oleva suljettu laatikko?

Mitké ovat voittotodennékoisyydet?
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Vihjeita ja vastauksia tehtéaviin

1. b) P(E) = 0,5 P(F) = 0,7; P(EUF) = 0,85;
P(ENF)=0,35.¢) P(G|E)=0,3 P(F|GUE) =
0,7; P(FUG|E) =0,7.

2. Merkitasin A = ”Paikka 1 varattu” ja B = "Paik-
ka 2 varattu”. Todennékoisyyksien yhteenlaskukaa-
valla saadaan laskettua P(A U B). Mikéd on tdmén
tapahtuman komplementti? (Vastaus 1/5.)

3. Jos merkitddin M = ”"myohissd” ja A = "ajoissa”,
niin P(ke = Alma = M) = Plke = ANti =
Alma = M)+ Pke = Anti = M|ma = M).
(Vastaus 84 %.)

4. a) 1. b) 1/4.

5. Pallojen vireille on kaksi mahdollisuutta: (v,v)
tai (v,m), joissa ensimméiinen v viittaa alus-
sa nahtyyn valkoiseen palloon. Ennen nostokoet-
ta P[(v,v)] = P[(v,m)] = 1/2, mutta mitd on
P[(v,v) | nostettu v]? Kéytd Bayesin kaavaal (Vas-
taus 2/3).

6. Jos T merkitsee tapahtumaa ”positiivinen testi-
tulos” ja H tapahtumaa ”oikeasti HIV:n vasta-
aineita”, tehtdvdnd on laskea ehdollinen to-
dennékoisyys P(H |T). Ké&ytd Bayesin kaavaal
(Vastaus: 6,2 %.)

7. Ongelmaa on kisitelty Wikipediassa http: //en.wiki-
pedia.org/wiki/Boy_or_Girl. (Vastaus: a) 1/2. b)
1/3.)

8.—9. Oikea ratkaisu selityksineen ja hiukan tehtdvin
varikésta historiaa l16ytyy mm. Wikipedia-sivulta
http: //en.wikipedia.org/wiki/Monty _ Hall_prob-
lem. (Vastaus: 8a) 1/3 ja 8b) 2/3. 9a) 1/2 ja 9b)
1/2.)

Oppilaat kuuntelevat kiinnostuneina Elja Arjaksen
luennointia satunnaisuudesta ja todennikoisyydesté.

Oppilaita tekeméissé laskuharjoituksia Matti Pirisen ja
Pekka Kontkasen (Munkkiniemen yhteiskoulun lukio)
ohjauksessa.
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Kalle Viisilan algebran oppikirja

Marjatta Néédtidnen
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Kalle Viisélan algebran oppi- ja esimerkkikirjalla joh-
datettiin monet suomalaiset vuosiluokat algebran maa-
ilmoihin, kirjasta ilmestyi vuonna 1963 jo 12. painos.
Kirja on my6s ekologinen malliesimerkki, kovakantise-
na se painaa n. 250 grammaa ja opiskeltavaa riitti vuo-
siksi.

Solmu on saanut sekd Viisdldn perikunnalta ettd
WSOY:1td oikeuden julkaista kirjaa verkossa. Téssd
lehdessd on esimerkinomaisesti kirjan harjoitus-
tehtavistd 42 ensimméisté, verkosta l0ytyy enemmén
tehtévid osoitteesta http://solmu.math.helsinki.fi.

Uudet ikéapolvet voivat nyt kokeilla taitojaan vanhem-
piensa ja isovanhempiensa oppikirjan haasteilla.

HARJOITUSTEHTAVIA
I luku Rationaaliset luvut

Merkitsemistapoja — yhtilsita

1. Jos 1 kg voita maksaa 4 mk, niin paljonko maksaa
a) 3kg b) k kg?

2. Jos 1 kg voita maksaa a kg, niin paljonko maksaa a)
3kg b)kkg?

3. Jos p metrid kangasta maksaa a mk, niin paljonko
maksaa 1 metri?

4. Jos suorakulmion vierekkéiiset sivut ovat a cm ja b
cm, niin kuinka suuri on ala A7 Saatuun kaavaan on
sitten sijoitettava a = 7 cm, b =9 cm ja laskettava A.

5. Jos pyoriilijin nopeus on 16 km/t (kilometrid tun-
nissa), niin paljonko hén ajaa a) 3 tunnissa  b) ¢ tun-
nissa?

6. Jos pyoériilijin nopeus on v km/t, niin kuinka pitk&
on se matka s, jonka hén ajaa ¢ tunnissa? Nain saatuun
s:n kaavaan on sitten sijoitettava v = 13% jat= 2% ja
laskettava s.

7. Paljonko on a) 4 % 120:st&
p % luvusta a?

b) 4 % luvusta a  ¢)

8. Jos kauppias osti erédén tavaran ¢ mk:lla ja sai siita
myydessdin voittoa p %, niin kunka suuri oli hiinen
myyntihintansa h? Saadun kaavan avulla on sitten las-
kettava myyntihinta, josa =42 jap =T.

9. Kuinka suureksi kasvaa k mk p %:n mukaan ¢ vuo-
dessa?

10. Kuinka voidaan kertolaskun vaihdantalaki ilmaista
yhtélon avulla?

11. Kahden murtoluvun kertosdanto ilmaistava yhtalon
avulla?
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12. Lausuttava sanallisesti seuraavan yhtdlon ilmaise-
ma laskusaanto:

ol

(Sl s}
ISHES
Sl

13. Yhteenlaskun liitédntélaki voidaan ilmaista lyhyesti
yhtalolla
a+(b+c)=(a+b)+c

jossa a, b ja c saavat olla mitéd lukuja tahansa. Lausut-
tava sanallisesti tdméan yhtalon esittdma laki.

14. Kuinka kertolaskun liitdntélaki voidaan ilmaista
yhtélon avulla?

15. Kuinka on merkittava sité, ettd lukujen p ja 3 sum-
ma on jaettava niiden erotuksella, kiyttéden jakomerk-
kin# a) kaksoispistetti  b) jakoviivaa?

16. Kuinka on merkittdva sitd, ettd luvusta z on
vihennettivi lukujen y ja z a) summa  b) tulo?

17. Lausekkeesta (a +b) — (a-b) — (a — b) on jitettiva
pois tarpeettomat sulkumerkit.

18. Minkd arvon saa lauseke a) z — 2 - (z — 3) Db)
(x—2)-(x—3), kun z = 57

19. Laskettava x +3-[4— (z —y)], kuna) z =4,y =3
b))z =31, y=2.

20. Missé jéarjestyksessd on suoritettava laskut lausek-
keessa
m-[n+2-(m—n)

ja niissd kolmessa muussa lausekkeessa, jotka saadaan
téstd pyyhkimélld pois a)  hakasulkumerkit b) kaari-
sulkumerkit  ¢) kaikki sulkumerkit? N&in saatuihin
neljadn lausekkeeseen on sitten sijoitettava m = 5,
n = 2 ja laskettava lausekkeiden arvot.

21. Paljonko on 729 — abc, kuna =7,b=2,c =97
22. Kun z = % ja y = 2, niin kuinka suuri on

a) 6y —xy b)6(y—z)y c) (6y—=z)y d)6(y—zy)

23. Kuinka on merkittiavé sitd nelinumeroista kokonais-
lukua, jonka perikkéiset numerot ovat a, b, ¢ ja d?

24. Kaksinumeroisen luvun ykkosten numero on z ja
kymmenien numero on kolmea pienempi kuin tamaé.
Kuinka on lukua merkittavi?

25. Yksidesimaalisen desimaaliluvun kokonaisosa on a
ja desimaalia esittdva numero b. Kuinka desimaaliluku
voidaan esittda?

Tehtavien ladonta: Juha Ruokolainen

Ratkaistava yhtalot:
26. ¢ —27=16
27. 2 —1% =2
28.2—-0,72=245
29.x4+8=23
30.x+12 =55
3l.z+b=a

32. 58 —x =33
33.7—x =527
34.a—x=5b

35. 6z = 15

36.

il

__ 2
r=3
37. 1,28z = 0,88

38. 10z — 7 =52

39.122 -2 =13
40. ax —b=c
41.a) § =12 b) 2 =b. Jilkimmdisen yhtdlon juuren

lausekkeeseen sijoitettava a = 4%

vastaava juuren arvo.

, b= % ja laskettava

42.a) 2 =3 b) £ = p. Jilkimméisen yhtélén juuren
lausekkeeseen sijoitettava a = 0,12, b = 1,5 ja lasketta-
va vastaava juuren arvo.

Vastauksia

18.a) 1 b)6
19.a) 13 b) 7
20. 40, 16, 50, 18
22. a) 11

b) 18 «¢) 23

30. 3

Sl

36.
37.0,6875
39.1

=

41. 2

[N

o
co

42. 0,
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Kaksi Survo-ristikkoa

Seppo Mustonen

Survo-ristikko 53/2007

(Vaikeusaste 1100 ilman vihjetté.)

A B C D

1 27

2 13

3 53

4 43
47 |39 | 29 | 21

0 S.Mustonen www.survo.fi/ristikot
Vihje: Yhtélon 456- X2 41416-X — 131 = 0 positiivisen
juuren ketjumurtolukukehitelméa

1
X =

Al +

Bl +
Cl1+

D1+ X

antaa ristikon ensimmaéisen rivin. Survossa luvut saa
lasketuksi esim. seuraavilla rekursiivisilla, editoriaali-
sen laskennan kaavoilla

Y(N,X) :=if (N=0) then(X)else(1/(Y(N-1,X)-A(N-1,X)))
A(N,X) :=if (N=0) then(int (X))else(int (Y(N,X)))

Ristikon ratkaisu loytyy sivulta http://www.survo.fi/
ristikot /ratkaisut.html#230407.

Survo-ristikko 56 /2007

A B C D

1 48

2 22

3 56

4 40

5 44
57 | 26 | 90 | 37

O S.Mustonen www.survo.fi/ristikot

Téamaé on kilpatehtivé, josta tarkempia tietoja on sivul-
la http://www.survo.fi/ristikot /index.html#230407.

Yleistietoja Survo-ristikoista ja mm. niiden pikapeliver-
sioista on sivulla http: //www.survo.fi/ristikot.



