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On kulunut jo pitki aika siitd, kun geometria oli ma-
tematiikan keskeisintéd siséltod ja sen opettamisen ja
oppimisen pohjimmaiseksi syyksi esitettiin loogiseen
ajatteluun harjaannuttamista. Sana looginen maini-
taan yhé opetussuunnitelman perusteissa: matematii-
kan pitkdn oppiméidran tavoitteisiin kuuluu, ettd opis-
kelija " oppii ndkemé&dn matemaattisen tiedon loogisena

rakenteena”. Lukion pitkdn matematiikan geometriak-
si nimetyn kurssin MAA3 spesifisistd tavoitteista en-
simméinen on, ettd ”opiskelija harjaantuu hahmotta-
maan ja kuvaamaan tilaa sekd muotoa koskevaa tietoa
sekd kaksi- ettd kolmiulotteisissa tilanteissa”. Liséksi
opiskelijan tulisi harjaantua ”muotoilemaan, peruste-
lemaan ja kayttdméain geometrista tietoa késittelevia
lauseita” ja ratkaista geometrisia ongelmia ”kayttéden
hyvéksi kuvioiden ja kappaleiden ominaisuuksia, yh-
denmuotoisuutta, Pythagoraan lausetta sekd suora- ja
vinokulmaisen kolmion trigonometriaa”. Namé tavoit-
teet opetussuunnitelma ajattelee saavutettavan kurs-
silla, jonka keskeiset siséllot ovat ”kuvioiden ja kappa-
leiden yhdenmuotoisuus, sini- ja kosinilause, ympyrén,
sen osien ja siithen liittyvien suorien geometria” seké
"kuvioihin ja kappaleisiin liittyvien pituuksien, kul-
mien, pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen”.

Esittelen tédssd viisi lukion pitkdn matematiikan geo-
metrian kurssia varten kirjoitettua oppikirjaa. Oppi-
kirjaesittelyjen edellisessé osassa (Solmu 2/2006) mu-
kana olleiden sarjojen lisdksi vertailussa on nyt myos
Calculus-sarjan kirja. Muista poiketen Calculus on ni-
tonut samoihin kansiin geometrian ja analyyttisen geo-
metrian kurssit. Geometrian kurssin osuus padttyy si-
vulle 119, joten Calculus on kirjoista selvisti suppein.
Kirjat ovat kaikki erilaisia. En yritd asettaa niitd pa-
remmuusjérjestykseen, joskin mielipiteeni tulevat esiin
itse kutakin kirjaa késiteltdessé.
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Edellisen esittelyn tiedot kirjojen ulkonaisista omi-
naisuuksista pétevit pédosin  geometrian  kirjoi-
hinkin. Laudatur-sarjaan on kuitenkin ilmestynyt
véripainatus, jota Pyramidissa néhtiin jo ykkodsosassa.
Calculus on kaksivirinen samoin kuin Pitkd matema-
tiikka ja Matematiikan taito. Calculuksen mukaan tu-
lon jidlkeen en voi enédd sanoa, ettd kaikkien kirjojen
tekijaryhmissé olisivat molemmat sukupuolet edustet-
tuina — miké ei tietysti sindnsé ole tarpeenkaan. Ota-
va nayttdd kdyttdvan kirjoittajina opettajia, muiden
kustantajien tyoryhmissd on mukana myos korkeakou-
lutaustaisia tekijoitd. Calculuksenkin kirjasin néyttaa
12 pisteen korkuiselta. En ole typografian asiantuntija.
Paljaalle silmélle kaikkien kirjojen kayttama kirjasinla-
ji ndyttdd varsin samanlaiselta. Kirjoista painavimmat
ovat Laudatur ja Pyramidi, 437 g. Calculus, vaikka
sisiltda kaksi kurssia, painaa vain 403 g, Pitkd mate-
matiikka 395. Keveinté tietoa néyttédéd olevan Matema-
tiikan taito: vaaka néytti vain 343 g. — Punnitsin ver-
tailun vuoksi myos takavuosien koviin kansiin sidotut
oppikirjat, Kalle Viisdlin Geometrian ja kaksiosaisen
Kallion, Malmion ja Apajalahden Geometrian. Edelli-
nen painoi 273 g, jilkimméisen osat (joista vain toinen
kulki kerrallaan koululaisen laukussa) yhteensi 462 g.

Calculusta ja Pyramidia lukuun ottamatta kirjojen al-
kuun on painettu kurssin ajank&iyttoehdotus. Lauda-
tur ottaa huomioon eripituiset oppituntikdytdnnotkin.
Ajankiyttosuunnitelmia ei voi suoraan verrata toisiin-
sa, koska ne on sovitettu kuhunkin kirjaan, ja asioiden
jaottelussa on eroja. Samoin kuin ykkoskurssissa, Ma-
tematiikan taito ehdottaa 30 tunnin kiyttamista, Pitka
matematiikka 28:aa ja Laudatur 27:44. Jokaisen kirjan
loppuun on painettu asiahakemisto.

Kirjojen esimerkkitehtavit siséltavit sédnnénmukaisesti
jonkin laskutoimitusketjun, jonka pédtteeksi saadaan
toivottu tulos. Matematiikan taitoa lukuun ottamatta
kirjat esittdvat lopputuloksen kahdesti, jalkimmaiselld
kerralla niin, ettd tulosta edeltdd sana Vastaus. Seu-
raava lainaus on Laudaturista, mutta se voisi olla yhté
hyvin Calculuksesta, Pitkdstd matematiikasta tai Py-
ramidista:

”Nelién piirin suhde ympyran piiriin
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Yksi kirjojen yhteinen piirre jad hiukan kummastut-
tamaan. Kaikki tietysti méérittelevat ainakin sini- ja
kosinifunktion ja kéyttdvit niitd opetussuunnitelman
mukaisesti kolmion osien ratkaisemiseen. Yksikéén kir-
ja ei omista puolta sanaa sen pohtimiseen, misté laski-
men suoltamat sinit ja kosinit oikeastaan tulevat.

Kaikki viisi kirjaa tasapainolevat geometrian kurssin
ristiriitaisuuden kanssa: asiaa on sindnsé paljon, lasken-
to on tarpeellista, mutta geometrian tulisi olla myds ja
nimenomaan matemaattiseen ajatteluunkin koulivaa.
Ei ole kirjojen vika, ainakaan pelkistdin, ettd geomet-
ria ei oikein 16ydé paikkaansa lukiossa. Olisiko lasken-
to ja deduktio erotettava kerta kaikkiaan omiksi kurs-
seikseen, jalkimmaéainen ehké vain erikoiskurssina eliit-
tid varten?

Calculus

Calculuksen kaksi lukiokurssia siséltdvén niteen geo-
metriaosuus on vain 119 sivun mittainen. Esitys on
siis selvésti tarkasteltavista kirjoista suppein. Esitys
on jaettu neljdan varsinaiseen lukuun: Tasogeometria,
Kolmion ratkaiseminen, Yhtenevyys ja yhdenmuotoi-
suus sekd Avaruusgeometria. Kirjassa on vield asteris-
kin lisdainekseksi osoittama geometrisia konstruktioi-
ta esittelevidn osa. Harjoitustehtévid on, mallikokeet
mukaan lukien, 371 kappaletta. Melkein kaikki tehtéaviét
ovat laskutehtdvid. Vastaukset annetaan luettelossa sil-
loin, kun ne ovat numeerisia. Harjoitustehtavit on
luokiteltu perustehtéviksi ja vaativammiksi tehtaviksi.
Suurta vaativuuseroa ei niissi nédytéd olevan. Ne melko
harvat tehtévit, joissa ratkaisijalta toivotaan peruste-
luja, on yleensé luokiteltu vaativampien osastoon. Néin
piiloviestitaén, ettd geometria olisi ensi sijassa lasken-
toa. Kirjan esimerkkilaskuissa on seké (huonoa) taulue-
sitystyylid — perdkkaisia lausekkeita ilman selityksié tai
vélimerkkeja — ettd korrektisti normaalia kirjoitustapaa
kéyttden esitettyé tekstia.

Luku Tasogeometria alkaa Eukleideen viiden postu-
laatin luettelosta ja aksiomaattisen menetelmén esit-
telystd. Téastd eteenpéin kirja ei kuitenkaan noudata
johdonmukaisen esityksen kaavaa. Joillekin kisitteille
esitetddn tédsmillisen méadritelmén oloisia kuvauksia,
toiset vain tulevat vastaan, ilman ettéd niitd erityisesti
toivotettaisiin tervetulleiksi tai esimerkiksi viitattaisiin
sithen, etté késite on perusasteen kurssista tuttu. Tark-
ka lukija saattaa kuitenkin keksid mééritelmét — esi-
merkiksi késitteille hypotenuusa ja kateetti —kuvioista.
Harjoitustehtévissd saatetaan vedota tietoihin, jotka
eksplisiittisesti tuodaan esiin myhemmin. N&in esi-
merkiksi tangenttinelikulmion sivujen pituuksia koske-
vassa tehtévéssi. Osa tarjotusta tiedosta on eksplisiit-
tisesti muotoiltu lauseiksi. Joidenkin yhteyteen on pai-
nettu virke, jossa kerrotaan todistuksen olevan harjoi-
tustehtava. Naitd tehtédvid ei kuitenkaan ole uudelleen
esitetty harjoitustehtédvéluettelossa.

Luku Kolmion ratkaiseminen ldhtee liikkeelle Pytha-
goraan lauseesta. ”Muistikolmiot” esitelladn vaihees-
sa, jossa niiden muistettavuuden merkitystd ei voi-
da perustella. Trigonometrisistd funktioista otetaan
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kéyttoon sini, kosini, tangentti ja kotangentti. Funk-
tioiden méarittelyn kannalta olennaista yhdenmuotoi-
suuden késitettd ei ole téssd vaiheessa kidytossd. Si-
nin ja kosinin méaéritelmét laajennetaan suoran kulman
ja oikokulman vélille. Sinilause perustellaan kolmion

1
alan kirjoittamisella eri tavoin muotoon —absin~y. Si-

nilauseesta luvataan hiukan liikaa: kolmion muita osia
ei toki voi sen avulla laskea, jos yksi pari sivuja ja vas-
taisia kulmia tunnetaan.

Yhtenevyyttd ja yhdenmuotoisuutta kisittelevd lu-
ku méarittelee yhtenevyyden kuvioiden ominaisuu-
tena olla asetettavissa pééllekkdin niin, ettd ku-
viot tédysin yhtyvit. Kolmioiden wviisi yhtenevyys-
lausetta luetellaan ja luettelon jédlkeen kerrotaan,
mité on todistaminen ja todistetaan kolme esimerkki-
lausetta. Yhdenmuotoisuuden mééritelméksi esitetdéan
kaikkien vastinjanojen verrannollisuus. Téastd sano-
taan seuraavan kaikkien vastinkulmien yhtédsuuruuden.
Maééritelmén mukaan yhdenmuotoisuuden testaami-
nen vaatisi ddrettémén monien janaparien mittaami-
sen. Médritelmén jélkeisessd esimerkissd on monikul-
mioita ja esitellyt vastinjanat monikulmioiden kérkien
vilisid. Maaritelmésta siirrytddn virkkeeseen, jossa lue-
tellaan kolmioiden yhtenevyyslauseet (vain kirjainly-
henteind) ja kirjoitetaan auki yhdenmuotoisuuslause
kk, jonka totuuden kerrotaan olevan ilmeinen. Lukuun
on viel4 siséllytetty kolmion merkillisten pisteiden luet-
telo ja yhdenmuotoisuuden sovelluksena pisteen po-
tenssin késitteen esittely.

Avaruusgeometria-luku alkaa suorien ja tasojen
keskindisten asentojen esittelylli. Tason normaali
médritelldidn suoraan kahta tason suoraa vastaan koh-
tisuorana suorana. Sdanndlliset monitahokkaat luetel-
laan. Lierion maéaritelmé on tyypillisen epaméériinen:
”?Kun suora liikkuu avaruudessa suuntansa siilyttien
ja palaa takaisin ldhtokohtaansa, syntyy suljettu lie-
ripinta. Entad jos suora liikkuisi vaikka ”paikallaan”
edestakaisin? Kartion mééritelmé antaisi vastaavas-
ti mahdollisuuden erilaisiin tulkintoihin. Prismat ja
pyramidit esitetddn lierididen ja kartioiden erikoista-
pauksina, niin kuin toki mahdollista onkin. Pallosta
annetaan vain erilaisia mittalukuja.

Calculuksen esitys ei sisdlld ylim#ariisia koristeluja sen
enempéd tekstin kuin kuvituksenkaan puolella. Calcu-
luksen lukija oppii laskemaan geometristen kuvioiden
mittalukuja. Geometria loogisena oppirakennelmana
tuskin kovin selvésti lukijan eteen avautuu.

Laudatur

Laudaturin ote aiheeseen on selvisti lennokkaam-
pi ja my6s lukijaa kosiskelevampi, alkaen esipuheen
paiviyksestd " Keuruulla méntyjen siitepolyn liidellessé

pilvind”. Véreja kéytetdén ja kirjassa on myods muuta-
ma l6yhésti tekstiin liittyva varivalokuva, esimerkik-
si sarvikuonoista, kun tehtdvanéd on laskea pennun ja
taysikasvuisen massojen suhdetta. Parista kuvasta tun-
nistaa oululaistaustan. Liséksi kirjan sivuille on ripotel-
tu runsaasti pienié eldinaiheisia karikatyyrejd. Kirjan
yleisasu on levoton: eritummuisia ja reunuksin koriste-
tut laatikot tayttdvat monien aukeamien pinta-alasta
yli puolet.

Laudaturin harjoitustehtédvien mé&ara, 574, on suurin
vertailtavien kirjojen joukossa. Mukaan on poimittu
muutamia hyvinkin vanhoja ylioppilastehtavid. Joku-
nen harjoitustehtavad on kirjoitettu englanniksi, ruot-
siksi, saksaksi, ranskaksi tai viroksi. Tehtédvistd noin 15
on luonteeltaan todistustehtédvid. Laskutehtdvien nu-
meeriset vastaukset kerrotaan vastausluettelossa.

Kirjan alkaa ldhtotaitotesti, jossa kysytddn samoja
asioita, joita kirjassa sitten opiskellaan. Sitten seuraa
johdanto, jossa mm. véitetdén paralleeliaksiooman to-
distamisen olleen keskiajalla kullan valmistuksen ohel-
la muotiongelma ja kéytetddn vastaoletuksesta nimi-
tystd vastavéite. Varsinaiset asiat on ryhmitelty 11 lu-
kuun. Luku peruskésitteitd alkaa todistuksen raken-
teen esittelylld. Saamme tietd#, ettd perustelu ei ole
tdysin pateva todistus. Pisteen mé#ritelmééd ”suuree-
na, jolla on paikka, mutta ei ulottuvuutta” seuraa il-
moitus, ettd ”pistettd tai oikeastaan sen kuvaa mer-
kitdan isoilla kirjaimilla A, B, ...” Suoraa ei sitten
endd méiaritelldkadn, sanotaan vain, ettd se voidaan
usealla tavalla méaéritelld. Kirjan ilmaisu on useasti
kiusallisen epétasméllisti: ” Aste voidaan kirjoittaa de-
simaalilukuna kuten miké tahansa luku, esimerkiksi
54,25°7.

Laudatur siirtyy jo toisessa luvussa yhdenmuotoi-
suuteen, joka médritellddn ominaisuutena olla sa-
manmuotoinen, muttei valttdméttd samankokoinen.
Sen kummemmin filosofoimatta ilmoitetaan, ettd yh-
denmuotoisuus seuraa vastinjanojen ja vastinkulmien
yhtdsuuruudesta. Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-
alasuhteesta loikataan sujuvasti yhdenmuotoisten kap-
paleitten tilavuussuhteeseen.

Kolmas luku késittelee kolmioita. Luvun ensimmaéinen
virke ilmoittaa, ettd kolmion kirjet nimetéén isoil-
la  kirjaimilla aakkosjérjestyksessid vastapéivain.
Kaytiantoa ei ole helppo noudattaa kuvioissa, jois-
sa on useita kolmioita. Kolmioiden yhtenevyys
madritelladan padllekkain asettamisen kautta ja yhtene-
vyyslauseet todistetaan. Kolmioiden yhdenmuotoisuu-
den madritelméaksi esitetddn vastinkulmien pareittai-
nen yhtédsuuruus. Yhdenmuotoisuuskriteerien olemas-
saolo ilmoitetaan, mutta vain "kk” mainitaan. Kolmion
merkillisid pisteitéd luetellaan, mutta niiden perusteluja
ei esitetd. PS-tietona annetaan kuitenkin Heronin kaa-
va ja sanotaan, etté se on ainoa tapa laskea kolmion ala
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tuntematta trigonometriaa. Kaava A = Eah on edel-
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lisella aukeamalla, joten ilmoitus saattaa ihmetyttda
lukijaa.

Oma lukunsa on omistettu ”kulmien piirtdmiselle har-
pilla ja viivaimella”. Lukijaa jid vaivaamaan ilmoitus
”Piirrettdesséd suoralle normaali kédytetddn suorakul-
man puolittamista.”

Luvussa Suorakulmainen kolmio otetaan kayttoon sini,
kosini ja tangentti. Maarittelyyn liittyva suorakulmais-
ten kolmioiden yhdenmuotoisuus otetaan huomioon.
”Muistikolmiotkin” tulevat loogisesti oikea-aikaisesti.
Sinin ja kosinin méé#ritelmén laajentaminen tylppiin
kulmiin saa oman lukunsa, samoin sinilause ja ko-
sinilause kumpikin. Monikulmioita késittelevaan lu-
kuun on niputettu muutama pinta-alakaava ja muuta-
ma suunnikkaan ominaisuuden todistus (joista yhdessé
viitataan minulle outoon ja kirjassa esitteleméattomain
"sadntoon (kks)y”). Luvussa Ympyré esitellddn nimi-
tyksid. Kehidkulmalauseen todistusta ei esitetd, sano-
taan vain sen olleen todistettu jo Eukleideen aikana.
Sen sijaan lauseen se erikoistapaus, jossa kehdkulman
toinen kylki on halkaisija, esitetdéan esimerkkind, jonka
ldhde on syksyn 1996 ylioppilaskirjoitus. Omituinen on
myos resepti ympyran kaaren pituuden laskemiselle: se
saadaan ”laskemalla ensin koko ympyra piiri, ja sitten
yhté astetta vastaavan kaaren pituus. Témé kerrotaan
keskuskulman suuruudella, jolloin saadaan keskuskul-
maa vastaava kaari.”

11. luku vie taas kolmiulotteiseen maailmaan: se ker-
too pallosta. Saamme mm. tietdd, ettd ”Leikattaessa
pallo kahteen osaan leikkauspinta on ympyra” ja ettéi
”Leveyspiiri tarkoittaa sitd kulmaa, joka muodostui-
si késiesi véliin, jos seisoisit maapallon keskipisteessé
pitden toisella kéddelld kiinni pidivintasaajasta ja toi-
sella kyseisesté leveyspiiristd’! Saman, ilmeisen huo-
limattomasti kootun luvun harjoitustehtévissa Tallin-
na sijoitetaan vain 50 km p#adhén Helsingista. Ulkoluo-
dolta ulkoluodolle saattaa néin ollakin, mutta Suurkir-
kon ja Tallinnan Raatihuoneen vilimatkaksi voi laskea
noin 82 km. Luvun 12 alkaa lierién mééritelmé. Calcu-
luksen suoran sijasta Laudaturin lierié syntyy janan
liikkkuessa avaruudessa suuntansa sailyttden. Hyvéa oli-
si nytkin hiukan rajoittaa lisdd janan liikkumisvapaut-
ta. Seuraavassa luvussa kartiopinta syntyykin puolisuo-
ran liikkeen tuloksena ja kartio sitten tasoleikkaukse-
na. Kartiolla voi olla sivutahkoja, koska pyramidi on
kartio, jonka sivutahkot ovat pohjaa lukuun ottamatta
kolmioita.

Loppuun pééstyaén kirja alkaa alusta uudestaan. Olen-
nainen asiasisilté on kirjoitettu — uusin laskuesimer-
kein hoystettynd — parille kymmenelle sivulle. Taka-
kannen sisépuolella on ulos taitettava sivu, jossa on
tarkeimpid laskukaavoja ja mm. trigonometristen funk-
tioiden mé&dritelmat.

Laudatur olisi selvisti hyotynyt oppikirjatarkastukses-
ta. Se antaa vaikutelman innostuksen vallassa mutta

hiukan lievélla itsekritiikilla kootusta paketista. Toi-
vottavasti kirja saa uusia painoksia, joissa kummalli-
suuksia on vihemmaén. Tekijoiden ndkemys geometrias-
ta laskentona tuskin poistuu.

Matematiikan taito

Matematiikan taito on ulkonaisesti konstailematon.
Pienempi kirjasin ja tehokkaammin kéaytetty sivu-
tila merkitsevit mahdollisuuksia runsaampaan asia-
sisdltoon, vaikka kirjan sivumé&drd on joukon toisek-
si pienin. Harjoitustehtdvia on 443. Muista kirjois-
ta poiketen myo6s todistusluonteisten tehtdvien rat-
kaisuja tai ratkaisuvihjeitd on vastausluettelossa. Kir-
jan laskuesimerkit on esitetty suomen kielen kirjoi-
tussddntojen ja matematiikan kiytanteiden mukaisesti,
véilimerkkejakéadn unohtamatta.

Matematiikan taito jakaa aineksensa kuuteen lukuun.
Ensimmaéiseen lukuun, Tasogeometrian perusteita, on
perusnimitysten ohessa liitetty sinin, kosinin ja tan-
gentin maéadritelméat suorakulmaisessa kolmiossa; tar-
vittaviin yhdenmuotoisuustietoihin luvataan palata
myShemmésséd luvussa. Lukuun on vield sisédllytetty
keskeiset pinta-alakaavat.

Toisessa luvussa esitellidn geometrista todistamista.
Esimerkkiné todistetaan pari lausetta. Kolmion sivu-
jen ja kulmien suuruusjirjestyslauseen todistus — niin
kuin moni muukin alkeisgeometrian lause — nojaa olen-
naisesti pons asinorumiin, lauseeseen tasakylkisen kol-
mion kantakulmista. Matematiikan taito lupaa todis-
taa lauseen aikanaan ja ilmoittaa sen tédssd yhteydessi
aksioomaksi.

Kolmas luku, Yhtenevyys, alkaa méaritteleméalla kak-
si kuviota yhteneviksi, kun ne ovat ”samanmuotoiset
ja samankokoiset”. Yhtenevyyden perustaminen ku-
vioiden toinen toisensa peittédmiseen torjutaan, mutta
seuraavassa kappaleessa kuvion vastinosat mééritelldan
kuitenkin juuri pééllekkain asettelun avulla. Kolmioi-
den yhtenevyyslauseet esitetdédn ja niiden sovellukse-
na todistetaan mm. edelld mainittu tasakylkisen kol-
mion kantakulmalause. Matematiikan taidon todistuse-
simerkit on varustettu erdénlaisin todistuksen raken-
netta osoittavin kulkukaaviokuvioin. Lukijalle ei heti
selvid, miksi kuvion laatikkojen sisédltamét relaatiot on
toisinaan varustettu kysymysmerkein. Luku ei aivan ra-
dikaalisti poikkea perinteisestd deduktiivisesta geomet-
rian késittelysté.

Kirjan neljis luku késittelee yhdenmuotoisuutta. Yh-
denmuotoisuus mééritellddn monikulmioille: vaati-
mus on vastinsivujen verrannollisuus ja vastinkulmien
yhtasuuruus. Yhdenmuotoisuus laajennetaan erikseen
koskemaan ympyrad — koska ympyra on monikulmion
rajatapaus. Kolmioiden yhdenmuotoisuuslauseet lue-
tellaan kaikki ja niiden sisélto osoitetaan kuvioiden
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avulla. Merkillisid pisteitd koskevia lauseita todiste-
taan. Korkeusjanoja koskeva lykétddn kuinekin ana-
lyyttisen geometrian kurssiin.

Luku vinokulmaisen kolmion trigonometriasta alkaa
suunnatun kulman méadritelmalla ja esittédé sinin ja ko-
sinin méaritelmén koordinaatistoympyran avulla ne-
gatiivisillekin kulmille. Useampia kierroksia origon
ympéri ei kuitenkaan tehdd. Sinilauseelle esitetddn
myo6s tdydennys, joka koskee kolmion ympéri piirretyn
ympyran sidetta.

Viimeisen luvun aiheena on avaruusgeometria. Tason
normaalisuora mééritellidn tason kaikkia suoria vas-
taan kohtisuorana. Monitahokkaisiin liittyvié késitteité
esitellddn verrattain seikkaperdisesti. Sarmiot ja pyra-
midit esitellddn monitahokkaina, ei liericiné tai kartioi-
na. Lierion ja kartion méaritelméssé liikutellaan suoraa
pitkin kdyrad, ehkd hiukan tdsméllisemmin kuvattu-
na kuin Laudaturissa tai Calculuksessa. Lukuun kuu-
luu tietysti erindisten mittalukukaavojen esittely. Myo6s
yhdenmuotoisuutta kolmessa ulottuvuudessa sivutaan,
tilavuuksien suhteen kaavan perustelemiseksi.

Samoin kuin Laudatur, Matematiikan taito padttia esi-
tyksen kertaukseen. Se on tiivis, vain kuusisivuinen,
eikd sisilld laskettuja esimerkkeja. Matematiikan tai-
don erikoisuus on pieni suomalais-englantilainen sana-
kirja. Vaikkapa internetisté lisdtietoa hakevalle saattai-
si englantilais-suomalaisesta sanastosta olla enemmén
iloa. Sanastossa on sanoja, joita ei kirjassa esiinny, ku-
ten homotetia.

Matematiikan taito on kirjoista selvésti kunnianhimoi-
sin. Se tavoittelee selvésti ”vanhan hyvan ajan” oppi-
kirjan ilmettd. Opetussuunnitelma ja aikakehys eivét
oikein anna tétd tavoitetta saavuttaa. Ainakin minus-
ta Matematiikan taito oli vertailtavista kirjoista miel-
lyttavin lukea.

Pitkia matematiikka

Pitkd matematiikka on typografisesti melko kons-
tailematon. Turhia kuvia ei ole, mutta ruskean-
keltaisen vihertavada ja liukusdvytettyd pohjaviria
kéytetdan runsaasti. Laskuesimerkit esitetddn useim-
miten vélimerkittomélla taulutekniikalla, mutta muu-
tama suomenkielen mukaisesti esitetty esimerkki on
padssyt mukaan. Laskutehtédvien algebra esitetdédn tus-
kastuttavakin seikkaperdisesti: jopa saman symbo-
lin supistaminen jakolaskussa on erikseen osoitettu
vérillisin péaéllepainantein. Harjoitustehtdvid on 478.
Ne on luokiteltu kahteen tasoon ”perustehtdvid” ja
"perustehtivia ja vaativampia tehtavid”. MyoOs perus-
teluja kysyviin tehtéviin annetaan ainakin vihjeité vas-
tausluettelossa. Myos numeeristen tehtédvien ratkaisui-
hin annetaan ohjeita, toisin kuin muissa kirjoissa. Pitka

matematiikka pelaa avoimin kortein: heti alkuun on ko-
pioitu Lukion opetussuunnitelman perusteista kurssin
kannalta relevantit osat.

Kirjan ainesta ei ole muiden vertailtavien teos-
ten  tavoin  kirjattu  numeroituihin  lukuihin.
Siséllysluettelossa on 18 asiaotsikkoa. Pitkd mate-
matiikka tukeutuu muita kirjoja selvemmin perus-
opetuksessa saatuun oppiin. Niinpd se kidy suoraan
késitteeseen kulma, ilman pisteen, suoran, aksiomatii-
kan tai muun taustan esittelyd. Yhtenevyydelle Pitka
matematiikka ei uhraa sanaakaan. Yhdenmuotoisuu-
den méaéritelmé perustetaan suoraan yhdenmuotoi-
suuskuvauksiin, siirtoon, kiertoon, suurentamiseen,
pienentdmiseen tai peilaamiseen. Mitd ndmé taas ovat,
jatetddn kertomatta! Vastinosien mééritteleminen on
joka tapauksessa nyt yksinkertaista. Kolmioiden yh-
denmuotoisuudesta mainitaan ”kk”-kriteeri. Yhden-
muotoisten kuvien alojen suhde perustellaan kuvioiden
tyhjentamiselld suorakaiteiden avulla.

Suorakulmaisen kolmion trigonometriajakson alussa
otetaan huomioon sinin, kosinin ja tangentin hyvéan
médrittelyn vaatima yhdenmuotoisuus. Pitkd mate-
matiikka antaa monin paikoin alaviitteissd varsinaista
tekstid tdydentdvad tietoa. Pitkdn matematiikan lukija
on kuvitelluista kirjankéayttéjista ainoa, joka saa tietéa,
ettd on olemassa myos trigonometriset funktiot sekant-
ti ja kosekantti. Sinin ja kosinin mééritelméa laajen-
netaan tylppid kulmia koskevaksi. Téssé ja muissakin
vhteyksissé Pitkd matematiikka opastaa lyhyesti laski-
men oikeaan kayttoon. Sinilause ja kosinilause saavat
kumpikin omat kappaleensa. Ainoana vertailun kirjois-
ta Pitkd matematiikka perustelee sinilauseen laskemal-
la kolmion korkeusjanan kahdella tavalla — muut kirjat
laskevat kolmion alaa, mik& on jonkin verran kerrok-
sellisempi pédttelyn tapa.

Ympyrian geometriaa késitellddn Ympyrd-, Ympyran
tangentti- ja Kehdkulma-nimisissd jaksoissa. Tan-
gentin ominaisuudet esitetddn ilmoitusasioina, mut-
ta kehikulmalauseelle esitetdén todistus. Tasakylkisen
kolmion kantakulmalausetta kéytetdin luonnollisesti
hyviaksi ilman, ettd asiaan kiinnitettéisiin huomiota.
Lausetta ei sinénsé kirjassa olekaan.

Avaruusgeometrian osuus ei sisélla yleisiéd pohdiskeluja
tasoista ja suorista, vaan alkaa suoraan suorakulmaisen
sarmion késittelylld. Tasoista ja suorista ja niihin liitty-
vistéd kulmista on kuitenkin esitys otsikon Kulma ava-
ruudessa alla mychemmin. Pallosta esitetdén sekéd mit-
talukuja ettd maantieteellinen tulkinta. Lieri¢ ja kartio
muodostetaan kéayrasd pitkin liikkuvan suoran avulla,
prismat ja pyramidit erikoistapauksina. Kirjan paattasa
tyylikkadsti — niin kuin Eukleideen Alkeetkin — katsaus
sdannollisiin monitahokkaisiin. Pitkésséd matematiikas-
sa tdma tapahtuu viimeisessé harjoitustehtévassa. Lau-
daturin tapaan Pitkd matematiikkakin tiivistdd sanot-
tavansa 20-sivuiseen kertausosastoon, jossa on my0s
lisdd laskettuja esimerkkejé.
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Pitkén matematiikan lopussa on vield aukeaman mit-
tainen sanasto, jossa on 38 hakusanaa.

Pitkd matematiikka ei ole geometrian esittelyssédén eri-
tyisen kunnianhimoinen. Kirjaa lukee kuitenkin luotta-
vaisin mielin: se vaikuttaa ammattitaitoisesti tehdylté.

Pyramidi

Pyramidi on varikés. Tekstid korostetaan seké keltai-
sin etti kevyesti vihertdvinharmain pohjin, lukujen nu-
merot ovat valkoisia karmiinilla pohjalla ja kuvioissa
on eri vireja. Kirjassa on vield aika suurikokoisiakin
mustavalkoisia karikatyyrinomaisia piirroksia ja yksi ei
kovin tiukasti asiaan liittyva vérivalokuva, yhden kir-
jan tekijin Thaimaan-matkalta kameraan jaéinyt. Har-
joitustehtéivid on 331, mikd on vertailun kirjojen pie-
nin méiird. Vain numeeriset vastaukset on esitetty vas-
tausluettelossa. Pyramidi esittdd laskuesimerkit ”tau-
lutekniikalla”, laskujen algebralliset vélivaiheet tark-
kaan lapikédyden.

Kirja alkaa lyhyelld historiallisella johdannolla, jos-
sa mainitaan antiikin kolme vaikeaa konstruktio-
ongelmaa. Varsinainen asia esitetddn kymmenessa lu-
vussa, jotka on vield jaettu yleisotsikoiden Tasogeomet-
ria ja Avaruusgeometria alle. Ensimméisessid Tasogeo-
metrian peruskisitteitd -luvussa on omana osastonaan
janan jakosuhteen késittely. Luvussa Monikulmiot esi-
tetddn mm. lauseke n-kulmion lavistédjien lukumaérélle
ja toisaalta peruspinta-alakaavat sekéd kolmion merkil-
listen pisteiden ja suunnikkaiden faktat ilman todistuk-
sia.

Ympyréd kisittelevd luku motivoi asiaa yllattavisti
taitoluistelijan pakollisten kuvioiden kautta. Heti
péddstddn kuitenkin nimityksiin ja laskukaavoihin.
Kehédkulmalause seurauksineen esitetddn todistukset-
ta. Sen sijaan Hippokrateen puolikuiden ominaisuus to-
distetaan.

Yhtenevyytta ja yhdenmuotoisuutta késitelladn samas-
sa luvussa. Yhtenevyys médritelldéin samanlaisella nos-
tetaan itsed hiuksista -tempulla kuin yhdenmuotoisuus
Pitkéissd matematiikassa: "Kuviot K ja K’ ovat yh-
tenevit, kun kuviosta K saadaan kuvio K’ yhdelld
tai useammalla yhtenevyyskuvauksella (siirto, kierto
ja peilaus)”. Kolmioiden yhtenevyyteen riittévit kui-
tenkin yhtenevyyskriteerit, jotka esitetdéin huolellises-
ti. Yhtenevyyslauseiden seurauksista todistetaan muu-
tamia esimerkkeind. Néiden joukossa on myds tasa-

kylkisen kolmion kantakulmalause. Yhdenmuotoisuu-
den maéadritelmé perustetaan vastaavasti yhdenmuo-
toisuuskuvauksiin. kolmioiden yhdenmuotoisuuslauseet
esitellddn kaikki. Ja vaikka tasogeometrian otsikon alla
menn#in, ilmoitetaan my6s yhdenmuotoisten kappalei-
den tilavuussuhdekerroin.

Luku Kolmion ratkaiseminen alkaa Pythagoraan
lauseesta ja tuo kolme trigonometrista funktiota suo-
rakulmaisen kolmion avulla, ilman varoittelua yhden-
muotoisuuden tarpeesta. Trigonometriset funktiot tu-
levat Pyramidissa vastaan huomattavasti myéhemmin
kuin muissa kirjoissa. Pyramidi ei mydskadn nie vai-
vaa fuktioiden arvojen laajentamiseksi tylpille kulmille.
Kaavat sin(180° — ) = sin « ja cos(180° —a) = — cos
annetaan ilmoitusasioina. Kirja ei kaytd termid muis-
tikolmio. Muista kirjoista poiketen Pyramidi esittelee
ensin kosinilauseen ja vasta sitten sinilauseen.

Avaruusgeometriaosuus alkaa tasojen ja suorien suh-
teiden tarkastelulla ja siirtyy kohta monitahokkaisiin
ja Platonin kappaleisiin. Lierio ja kartio mé&aritelldéin
melko selkeéisti, mutta samalla tavalla suoraa liikut-
taen kuin muissakin kirjoissa. Prismat kasitelldan lie-
ridinéd ja pyramidit kartioina. Pallon esittely on lyhyt
ja asiallinen.

Varsinaisen tekstin jilkeen Pyramidissa on 30 sivun
mittainen Lisétietoa-osasto. Se alkaa epéeuklidisen
geometrian esittelylld ja Beltramin ja Kleinin mallin
kuvailulla. Sitten seuraakin katsaus piirtdmiseen har-
pilla ja viivoittimella, pinta-alan tarkempi kisittely,
ympyrdanmitannon perustelua ympyrdn sisdén piirre-
tyn monikulmion sivun pituuden laskemisen kautta.
Yhtenevyys- ja yhdenmuotoisuuskuvaukset esitelldéan
ja kolmioiden yhtenevyyslauseet perustellaan niiden
avulla. Ongelmaa, joka syntyy siité, ettd yhtenevyysku-
vausten méarittely — jos se halutaan osaksi geometrian
jarjestelmdd — vaatii yhtenevyyslauseisiin perustuvaa
tietoa, ei kuitenkaan pohdita. Monikulmion kulmien
summalauseelle esitetddn varsin hieno, yleisen moni-
kulmion tapaukseen kidyvé todistus. Kolmion merkil-
lisié pisteité koskevat lauseet todistetaan samoin kuin
kehikulmalause. Avaruusgeometrian puolelta todiste-
taan vield tason normaalisuoraa koskeva peruslause.

Liiteosa tekee Pyramidista kaksijakoisen. Varsinainen
tekstiosa on samaan tapaan kuin Calculus, Pitkd ma-
tematiikka tai Laudatur laskennollisesti orientoitunut,
mutta loppuosa kertoo geometriassa olevan matema-
tiikkaakin, ja paljon.



