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Saako oppilas tietdi liikaa?

Né&iné aikoina testataan jélleen sitdkin, mitéd 12 vuoden
matematiikan opinnoista on jddnyt mieleen. Ylioppi-
laskirjoitukset ovat suomalaisen yhteiskunnan vuotui-
nen merkkitapahtuma, ja ne heréttéavit aina ajatuksia
ja keskustelua. Matematiikka on yksi ylioppilaskirjoi-
tusaine, jonka ympériltd on kdyty mielipiteiden vaihtoa
vuosikymmenesté toiseen. En nyt ala taittaa peistd ma-
tematiikan kokeen pakollisuuden puolesta, vaikka sita
lampimasti kannatankin. Otan esiin tehtévien alueen ja
arvostelun. Perimiitieto, joka ei liene perétén (itse olen
tdmén kuullut pitk#aikaiselta Ylioppilastutkintolauta-
kunnan matematiikan jaoston vetajaltd Lauri Myrberg
-vainajalta) kertoo, ettd eriiéind vuonna tehtdvini oli
madrittdd muotoa

L))
s—a g(x)
oleva raja-arvo, missd f ja ¢ olivat polynomeja, joil-
le f(a) = g(a) = 0. Tehtdvd oli tietenkin tarkoitettu
f(@) = (2—a)f1(x) ja g(z) = (x — a)g1 (x), supistamal-
la  — a ja laskemalla triviaali raja-arvo
H(@) _ fia)
m = .
a—a gi(z)  g1(a)
Erds kokelas ratkaisi kuitenkin tehtédvéin kayttaméalla
erittdin klassista, tdhédn tehtdvddn mainiosti sopivaa
I'Hospitalin sddntdd, jonka mukaan, jos ¢'(a) # 0,
raja-arvo on sama kuin f’(a)/¢’(a). Ratkaisua ei
hyviksytty. Kokelas — tai hénen opettajansa — ei ol-
lut tdhén arvosteluun tyytyvéainen. Valitusprosessi ete-
ni Eduskunnan oikeusasiamiehelle asti, joka juridisessa

Matti Lehtinen

viisaudessaan ratkaisi, ettd I’Hospitalin sainto ei ollut
legitiimi keino esilla olleeseen tehtédvéan.

Ylioppilastutkinnon arvostelu on — tai ainakin sen us-
kotaan olevan — edelleen téllainen. Eriniiset kokemuk-
set Suomen oloissa jopa ylivertaisesti kilpailuissa me-
nestyneiden nuorten jiddmisestd ylioppilaskirjoituksis-
sa eximian tasolle tuntuvat vahvistavan késitysta. Sal-
littuja keinoja ovat perusoppiainekseen sisdltyvét to-
tuudet. Toki muitakin tuloksia voi kaytta#, jos nii-
den kdyton perustelee. Mutta ajatellaanpa nuorta, joka
harrastaa matematiikkaa ja tuntee sitd hyvin, laajem-
min kuin koulukurssi edellyttdd. On aika turhaa odot-
taa, etté téllainen henkil6 tahtoisi tdsmaéllisesti opiskel-
la juuri sen koulutiedon, jotta hén kykenisi perustele-
maan mahdollisesti itselleen hyvinkin tutut asiat, jotka
nyt eivét satu kurssiin kuulumaan. Asiaa mutkistaa se,
ettd sallitut apuvélineet, taulukkokirjat, sisaltavit ai-
nesta, jota ei 10ydy vakiintuneiden oppikirjojen siséllon
yvhteisestd osasta. Téllaisia ovat esimerkiksi erinéiset
kolmionmittaamiseen kuuluvat kaavat, kuten Heronin
kaava. Sallittua tietoa vai ei?

Mielestéini matematiikan taidon kokeisiin perustuvan
arvioinnin — tapahtuu se sitten milld tasolla tahan-
sa — olisi kannustettava matematiikan oikeaa osaamis-
ta. Matematiikka on toki tdsmaéllistd, ja tasméallisyytta
sen esityksen tulee olla. Mutta oikeaa matematiik-
kaa ei sindnsd voi jakaa jonkin kaanonin mukaan
hyviksyttiavaian ja kelpaamattomaan.

Paskirjoitus
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Mercatorin kartta

Antti Rasila
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Matematiikasta yleistajuisesti kirjoittamisen tekee
usein haasteelliseksi konkreettisten esimerkkien ja so-
vellusten puute, kisitteiden abstraktius sekid se, etté
lukijalla vain harvoin on aikaisempaa kokemusta kir-
joituksessa kisiteltavistd asioista. Arkipédivian mate-
matiikkaa esittelevit kirjoitukset keskittyvit yleenséd
kauppalaskujen kaltaisiin yksinkertaisiin sovelluksiin,
jotka eivit ole matemaattisina ongelmina mielenkiin-
toisia.

Téssa kirjoituksessa tarkoituksenani on kertoa Merca-
torin kartasta, jonka uskoisin olevan entuudestaan
tuttu jokaiselle lukijalle. Se on maailmankartta, jo-
ka 10ytyy jokaisesta koulun maantiedonkirjasta. Aika-
naan Mercatorin kartta mullisti merenkulun. Se on
auttanut laivoja, lentokoneita ja valloitusarmeijoita
loytamadn perille vuosisatojen ajan. Eriille tdmé kart-
ta on eurooppalaisen hegemonian ja kolonialismin ajan
ajattelutavan symboli. Jotkin maat ovat kielténeet
sen kédyton kouluissa. Liséksi Mercatorin kartta on
puhtaan matematiikan kannalta mielenkiintoinen kon-
struktio ja sisdltdd lukuisia geometrisen funktioteo-
rian ja differentiaaligeometrian keskeisistd ajatuksista.
Himmastyttéavintd on, ettéd kartta on peraisin vuodelta
1569, ajalta ennen differentiaali- ja integraalilaskentaa
ja Descartesin analyyttistd geometriaa.

Oma kiinnostukseni Mercatorin karttaan herési kuul-

tuani aiheesta tieteellisessid konferenssissa pari vuot-
ta sitten. Aihe ei esiinny maantiedon koulukursseissa
— ehké siksi, ettd se on matemaattisesti lilan vaativa
— eikd myoskadn matematiikan kursseissa koulussa tai
yliopistossa. Maanmittauksen alan kirjat esittavét kon-
struktion lopputuloksena olevan kaavan mutta eivét it-
se konstruktiota. Tdmé& on mielesténi vahinko, koska
kartta on erds parhaista esimerkeisté, jossa deduktii-
vista matemaattista padttelyd voidaan kayttad konk-
reettisen ja maallikollekin helposti esitettédvan ongel-
man ratkaisemiksi. Konstruktio toimii myos havainnol-
lisen johdantona moniin matemaattisiin ilmiéihin, ku-
ten derivaattaan, differentiaaliyhtdl6ihin, konformiku-
vauksiin, Riemannin pintoihin ja epéeuklidiseen geo-
metriaan.

Kartan piirtimisesta

Thanteellisessa tapauksessa maailmankartta olisi iso-
metrinen. Tama tarkoittaa sité, ettd kartalla mitatut
etdisyydet vastaavat mittakaavan suhteessa suoraan
etéisyyksid maastossa. Maapallon pytreydesté johtuen
téllaisen kartan laatiminen on todellisuudessa mahdo-
tonta, paitsi tietenkin pallokarttana.

Koska pallokartat ovat epakéaytannollisia, téssé tarkas-
tellaan ainoastaan tasoon piirrettyja karttoja. Isomet-
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risen kartan mahdottomuus voidaan havaita ajattele-
malla pallon pinnalle piirrettyd ympyra ja sen sédetté.
Tésséd keskipisteen oletetaan olevan myos pallon pinnal-
la. Tasossa ympyréan sédteen ja kehén pituuden suhde
on 27. Kartan oletetusta isometrisyydesta johtuen sa-
man tulisi siis olla totta myo6s pallon pinnalla, kun kah-
den pisteen vélinen etdisyys ymmérretddn lyhimmén
pallon pinnalla olevan polun pituutena. Pallon pinnal-
la kuitenkin suhde on aina eri, vééristymisen suuruus
riippuu ympyran siteestd. Siksi tasoon piirretty kart-
ta kuvaa aina pallon pinnan osaa jossakin mittasuhtei-
ta vadristdvissd karttaprojektiossa, vaikka karttoihin
liittyvasta késitteestd mittakaava voisikin péaatelld toi-
sin. Virheen suuruus riippuu kartalla esitettévén alueen
laajuudesta. Monissa karttaprojektioissa, mm. Merca-
torin projektiossa, navat sijaitsevat ”&ddrettoméan kau-
kana” mistéd tahansa muusta pisteesté.

Gerardus Mercator

Gerard Kremer (5.3.1512 — 2.12.1594) syntyi Rupel-
mondessa, ldhelld Antwerpenid. Hénen vanhempan-
sa olivat saksalaisia kauppiaita, jotka olivat paenneet
Flanderiin uskonsotia ja protestantteihin kohdistuneita
vainoja. Monien aikansa oppineiden tavoin hén latinisoi
nimensé, ja se tunnetaan paremmin muodossa Gerar-
dus Mercator. Mercator opiskeli Leuvenin yliopistossa
kuuluisan humanistin ja nédytelméikirjailijan Macrope-
diuksen oppilaana.

Hén kuitenkin pettyi teologian ja filosofian opintoi-
hin, joiden tarjoamat selitykset eivit hdnen mielestdéan

tyydyttavalla tavalla kuvanneet maailmaa. Mercator
matkusteli laajasti, mutta palasi kuitenkin takaisin
Leuveniin, téll4 kertaa aikakauden johtavan matemaa-
tikon ja téahtitieteilijin Gemma Frisiuksen oppilaak-
si. Frisiuksella oli muitakin kuuluisia oppilaita, kuten
tahtitieteiliji Johannes Stadius ja myos okkultistina
tunnettu Englannin kuningatar Elisabet ensimméisen
neuvonantaja John Dee. Frisiuksen mukaan on myés
nimetty kraateri Kuussa.

KuvA: Mercatorin maailmankartta vuodelta 1569 (ldhde: Wikipedia).
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Mercator perehtyi karttojen valmistamiseen
tyoskennellesséddn Frisiuksen oppilaana, joka oli teh-
nyt monia merkittivid alaan liittyvid keksintoja, ku-
ten kolmiomittauksen sekd menetelmén pituuspiirin
madrittdmiseksi, kun kellonaika tunnetaan tarkasti.
Ensimmaéinen Mercatorin itsenéisesti valmistama kart-
ta on vuodelta 1537 ja esittéé Palestiinaa. Taté seurasi-
vat maailmankartta (1538) ja Flanderin kartta (1540).
Vuonna 1544 Mercator sai tuomion kerettildisyydesté,
syyné tdhdn hanen runsas matkustelunsa seké protes-
tanttiset ndkemyksensé. Seuraavat seitsemén kuukaut-
ta kuluivat vankilassa.

Vuonna 1554 Mercator muutti Duisburgiin, syitd tdh&n
ei tiedetéd. On arveltu, ettd hin saattol lihted Alanko-
maista uskonnollisista syisté, tai hdn oli kuullut suun-
nitelmista uuden yliopiston perustamiseksi. Mercator
opetti matematiikkaa Duisburgin yliopistossa ja samal-
la kehitti uutta karttaprojektiota. Vuonna 1569 héan jul-
kaisi merkittdvimmsén tyonsé, kuuluisan maailmankar-
tan Nova et Aucta Orbis Terrae Descriptio ad Usum
Navigatium Emendate, uusi ja tarkka maapallon esi-
tys kaytettaviksi merenkulussa. Mercator otti myos
kayttoon sanan atlas merkitsemédn useista lehdista
muodostettua karttaa, jonka lehdet yhdessd muodosta-
vat kolmiulotteisen avaruuden pinnan esityksen. Vaikka
sanalla nyky#dén tarkoitetaan usein mité hyvénsa kart-
takirjaa, sitd kdytetdén edelleen (lihes) alkuperéisessi
merkityksessd Riemannin pintojen teoriassa ja yleisem-
min differentiaaligeometriassa.

Sylinteriprojektio

Sylinteriprojektioksi kutsutaan sellaista karttaprojek-
tiota, jossa leveyspiirit kuvautuvat kartalla vaakasuo-
riksi viivoiksi ja pituuspiirit pystysuoriksi viivoiksi. Esi-
merkki sylinteriprojektiosta on keskisylinteriprojektio,
joka saadaan kuvaamalla pallon pinnalla olevat pis-
teet pallon keskipisteen kautta piirrettya suoraa pitkin
palloa sivuavan lierion pinnalle ja lopuksi levittdmalla
lierio auki. Keskisylinteriprojektio ei kuitenkaan ole
Mercatorin projektio.

Kuva: Carlos Furuti

(ldhde:
http://www.progonos.com/furuti/).

Sylinteriprojektio

Mercatorin projektio on konforminen, eli se siilyttad
kahden kéyrén vélisen kulman niiden leikkauspisteessé.
Se on ainoa konforminen sylinteriprojektio. Ta&ma omi-
naisuus on hyodyllinen karttaprojektiolla, koska t&lloin
kartalta tehdyt mittaukset vastaavat maastosta mi-
tattuja suuntia. Koska pituus- ja leveyspiiri on mah-
dollista selvittdd mittaamalla taivaankappaleiden kor-
keuksia, ja suunta kompassia kayttdmallé, se soveltuu
erittdin hyvin navigointiin.

Mercatorin projektion konstruktio

Mercator ei esittdnyt karttaprojektiolleen matemaat-
tista selitystd. Vuonna 1599 englantilainen matemaa-
tikko Edward Wright keksi miten projektio tehd&in
matemaattisesti. Tarkastellaan pientd tonttia, jonka
eteldraja on leveyspiirilla ¢. Tontin rajat ovat pituus-
ja leveyspiirien suuntaiset ja seké lansi- etté eteldrajan
pituus on h. Jotta Mercatorin projektio voisi toimia,
on tontin kuvan kartalla oltava neli6. Merkitdin tontin
lénsirajan pituuspiirid A:lla.

h/cos ¢

2 A X

Kuva: Mercatorin karttaprojektion konstruktio.

Merkitéin kuvapistetti (z, y) ja valitaan = \. Jéljelle
jia laskea miten saadaan y. Geometrisesti voidaan
paitelld (ks. kuva), etté leveyspiirid ¢ vastaava venytys
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karttaprojektiossa on 1/ cos ¢. Siis tontin, jonka leveys
on h, leveys kartalla on h/ cos ¢. Siksi my6s korkeuden
on oltava h/ cos ¢.

Selvésti kuvapisteen y-koodinaatti riippuu vain leveys-
piiristd ¢. Voidaan siis merkitd y = F(¢), missd F
on aidosti kasvava funktio. On selvitettdava mika F' on.
Tontin kuvasta kartalla saatiin yht&lo, joka voidaan kir-
joittaa F':n avulla

F(¢+h)=F(¢p)+ h/cosd,

eli
F(¢+h) —F(¢) 1

h cos¢

Kun h — 0, saadaan F'(¢) = 1/ cos ¢. Kiinnittdmalla
péiviantasaajan kuva kartalla tasolle y = 0, saadaan
y-koordinaattille kaava

ol
F(g) = / | (1)
0

Valittettavasti geometrinen konstruktio tehtiin ennen
differentiaali- ja integraalilaskentaa, ja integraalia (1)
ei osattu laskea, vaikka se nyky#én onkin peruskurs-
sitasoa. Integraalin likiarvoja julkaistiin taulukkoina
kéytettaviksi merenkulussa. John Napier keksi vuonna
1614 logaritmifunktion, ja 1620 julkaistiin trigonomet-
risten funktioiden logaritmeja siséltdnyt taulukkokirja.
Taulukkokirjoja tutkiessaan Henry Bond huomasi sat-
tumalta 1640, etta

@
/ co(it(t) =1In (tan(¢/2 + 7/4)).
0

Téamén tuloksen todistaminen séilyi kuitenkin avoime-
na ongelmana aina vuoteen 1668, jolloin James Grego-
ry julkaisi sille (erittdin monimutkaisen) todistuksen.
Mercatorin projektio voidaan siis mééritelld kaavalla

(z,y) = (A, In (tan(¢/2 4+ 7/4))),

missé ¢ on pallon pinnalla olevan pisteen leveyspiiri ja
A sen pituuspiiri.

Loksodromit

Loksodromi on kéyri, joka syntyy edettiesséd johon-
kin kiinnitettyyn kompassisuuntaan. Loksodromi koh-
taa jokaisen pituuspiirin samassa kulmassa. Mercato-
rin projektiossa suorat kartalla vastaavat loksodrome-
ja. Loksodromin idean keksija on portugalilainen ma-
temaatikko Pedro Nunes (1502-1578).

U NS B RN e W

i
K.

KuvA: Pedro Nunes kuvattuna portugalilaisessa posti-
merkissd (1dhde: Wikipedia).

Loksodromit ovat hyodyllisid navigoitaessa kompassin
avulla, mutta eiviit kuitenkaan (yleensd) anna lyhintd
reittid (ks. kuva) kahden pisteen vililld. Tastd huo-
limatta loksodromeja kéytettiin mm. lentoliikenteen
reittien suunnittelussa 1960-luvulle saakka, jolloin ne
korvautuivat isoympyran kaariin perustuvilla reiteilla.

Kuva: Loksodromi muistuttaa pallokartalla spi-
raalia, mutta sen kuva Mercatorin kartalla
on suora. Loksodromi ei kuitenkaan anna ly-

hintad reittid, joka on alemmassa kuvassa suoran
péditepisteitd yhdistdvd kaari (ldhde: Carlos Furuti
http://www.progonos.com/furuti/).
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KuvA: Pinta-alojen va#ristyminen Mercatorin projek-
tiossa (lihde: Wikipedia).

Poliittinen maailmankartta?

Maailmankarttaa laatiessaan Mercatorin tavoitteena
oli luoda mahdollisimman hyvi apuviline merenkul-

kijoiden kéytettdvaksi. Mercatorin projektio ei siilyta
pinta-aloja. Esimerkiksi Gronlanti ndyttéd projektios-
sa suunnilleen samankokoiselta kuin Afrikka. Todelli-
suudessa Afrikka on pinta-alaltaan noin 13-kertainen.

Kartan ominaisuuksista seuraa, ettd kaukana
péivintasaajalta olevat alueet ovat kartassa suurem-
pia kuin todellisuudessa. Saksalainen yhteiskunta-
tieteiliji Arno Peters (1916 — 2002) esitti teokses-
saan Die Neue Kartographie/The New Cartography
(1983) voimakkaita syytoksid kartanpiirtéjid kohtaan.
Hanen mukaansa karttojen pyrkimyksenid on esittéda
rikkaat pohjoiset teollisuusmaat todellista suurem-
pina ja siten merkittdvampind. Petersin esittdmén
"tasa-arvoisen” maailmankartan voi tilata osoittees-
ta http://www.petersmap.com/.

Vaikka Petersin kritiikki vaikuttaakin perusteettomalta
kartan takana olevaa matematiikkaa tuntevalle, kartat
toki muokkaavat ihmisten maailmankuvaa monin ta-
voin. Mercatorin kartan hyodyllisyys kompassin avul-
la tapahtuvassa merenkulussa on tehnyt siitd suosi-
tun monissa sellaisissa asioissa, joihin se ei sovellu.
Esimerkiksi koulumaantiedon opetuksessa pinta-alat
ja etdisyydet ovat varmastikin kartan konformisuutta
tarkedmpié ominaisuuksia.
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Kaksi syntyméapaivasankaria

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Sata ei ole matemaattisesti kovin kiinnostava luku,
mutta ihmiselld sattuu olemaan kymmenen sormea ja
kymmeneen perustuva tapa nimeté ja merkitd lukuja.
Tapahtumat, joista on kulunut tasamééra satoja vuo-
sia, tulevat usein huomion kohteiksi.

Téamén vuoden huhtikuussa tulee kuluneeksi taysia sa-
toja vuosia kahden merkittdvin matemaatikon syn-
tymésté. Heilld on muitakin yhteisid piirteitd: Kumpi-
kin teki suuren osan merkittdvimmaésté tyostdin muu-
alla kuin kotimaassaan ja kummankin eldamé koskettaa
Suomea, toisen tosin aika ohuesti. Kummankin uraa
auttoi alkuun merkittédvin avoimen ongelman ratkai-
sussa onnistuminen, ja molempien matematiikassa yk-
si merkittava osa liittyi aikaisemman haméarésti itseddn
ilmaissen matemaatikon ajatusten ymmaéarrettaviksi te-
kemiseen. Henkilot ovat Leonhard Fuler ja Lars Vale-
rian Ahlfors.

Eulerin elaméi

Leonhard Euler syntyi Baselissa Sveitsissd 15. huh-
tikuuta 1707. Baselin porvarit olivat noina aikoina
padttineet, ettd matematiikka on koulussa turha aine,
ja poistaneet sen kokonaan. Nuoren Eulerin kouluto-
veri sattui kuitenkin olemaan aikansa merkittavimpiin
kuuluneen matemaatikon Johann Bernoullin poika,

ja iséd-Bernoulli johdatti Eulerin matematiikan pii-
riin. Opetusmenetelméd oli tehokas: Bernoulli antoi
Eulerille luku- ja perehtymistehtéivia viikoksi ja sal-
li oppilaan tulla sunnuntaina kyselemé&én, jos jotain
oli jaanyt epéaselviksi. Kunnianhimoinen Euler pyrki
ymmértaméan itse ja kysymédn niin vdhén kuin mah-
dollista. Menetelmé toimi. Euler valmistui maisteriksi
Baselin yliopistosta 16-vuotiaana. Hiukan vaikea yhdis-
telmé tyonsaannin kannalta.

1700-luvun alussa Itdmeren rannoilla tapahtui. Tsaa-
ri Pietari Suuri ryhtyi tosissaan johtamaan maataan
Eurooppaan. Nevan suun soille perustettiin Pietarin
kaupunki ja maata vallattiin Ruotsilta; Suomikin oli
pitk&ddn miehitettynd Ison Vihan aikaan. Pietarin pyr-
kimykset eivit olleet pelkéstdéin sotaisia. Erdiden mui-
den aikansa hallitsijoiden tavoin hénkin halusi raken-
taa ympérilleen oppineiden piirin, tiedeakatemian. Pie-
tari ehti kuolla, mutta vuonna 1725 Akatemia aloitti
toimintansa. Sen jédseniksi oli varvitty kaksi Johann
Bernoullin poikaa, Daniel ja Nicolaus, ja myo6s tuol-
loinkin viel& varsin nuorelle Eulerille tarjottiin paikkaa
Pietarissa. Euler oli saavuttanut ensimmaéisen tieteel-
lisen menestyksensé osallistumalla Pariisin tiedeakate-
mian kilpailuun, jossa aiheena oli purjelaivan mastojen
konstruktio. Ei ihan sveitsildisen aihe.

Eulerin ensimmaéiset tehtivit Pietarissa olivat vaihtele-
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via. Hén opetti Tiedeakatemiassa ja Merisotakoulussa
vaihtelevia aineita, fysiologiasta alkaen. Pian tehtédvi
vaihtui ensin fysiikan ja sitten matematiikan profes-
soriksi. Missdén vaiheessa Euler ei ollut fakki-idiootti.
Héan antoi neuvoja hallitukselle eri asioissa, osallistui
Vendjan kartoitukseen, auttoi laivanrakennuksessa ja
suunnitteli paloruiskuja. Kruununperijidn horoskoopin
laadinnasta han kuitenkin kieltaytyi.

Euler oli Pietarissa kahteen otteeseen, ensin vuo-
teen 1741 ja sitten vuodesta 1766 elaménsi loppuun.
Viliajan Euler toimi Berliinissd. Preussin kuningas
Fredrik II eli Fredrik Suuri halusi oman statussym-
bolinsa, Berliinin Akatemian, olevan numero yksi tie-
deakatemioiden joukossa ja houkutteli Eulerin sen
jaseneksi ja johtoon. Eulerin ja Fredrikin vilit eivét
olleet parhaat mahdolliset: ahkera, asiallinen ja mut-
ta variton matemaatikko ei viehéttéinyt monarkkia sa-
malla tavoin kuin esimerkiksi kirjailija~filosofi Voltaire,
Fredrikin suosikki. Lopulta Euler kylldstyi ja hakeutui
takaisin Pietariin, jossa valtaa nyt piti saksalaissyntyi-
nen keisarinna Katariina, myo6s 11, myos Suuri.

Euler avioitui Pietarissa saksalaissyntyisen Katharina
Gsellin kanssa. Eulereilla oli 13 lasta. Eulerin tasaisen
ja tyotelidén eldmén yksi tragedia oli nddn menetys.
Eulerin oikean silmén n#ké meni jo vuonna 1738. Pe-
rimétieto sanoo syyn olleen auringon katsomisen kau-
koputken ldpi, mutta luultavampi syy on infektiosai-
raus. Melkein kaikki Eulerin muotokuvat on maalattu
niin, ettd malli on kd&dntényt maalariin péin kasvojen-
sa vasemman puolen. Fredrik Suuri nimitteli Euleria
ilkeyksissdéin kykloopikseen. Pian Eulerin palattua toi-
sen kerran Pietariin hdn menetti kaihin takia ndkonsa
toisestakin silmésta. Vuonna 1771 Eulerin kaihi leikat-
tiin ja hédn ndki muutaman pédivan ajan, mutta sitten
silmiin iski infektio, joka sokeutti Eulerin tédydellisesti
ja lopullisesti.

N&on menetykselld ei nayta olleen mitdan vaikutusta
Eulerin tyotahtiin. Han pystyi késitteleméén matema-
tiikkaa pédssédédn ja ajattelemaan valmiiksi tuloksensa,
jotka hén sitten saneli assistenteilleen.

Téssé tulemme Eulerin ja Suomen yhteyteen. Yksi Eu-
lerin tiarkeimpié assistentteja oli Anders Lexell, Turus-
sa jouluaattona 1740 syntynyt raatimies Jonas Lexel-
lin poika. Lexell oli 1763 tullut Turun Akatemian do-
sentiksi, mutta hénelle kutsu Pietariin vuonna 1768,
siis kaksi vuotta Fulerin toisen Pietarin-kauden alun
jilkeen, oli merkittdvad askel tieteen suureen maail-
maan. Kutsun takana oli Euler. Lexell nimitettiin jo
1775 professoriksi Turkuun, mutta héin otti jatkuvasti
virkavapautta voidakseen toimia Eulerin luona Pieta-
rissa. Kun Euler kuoli 1783, Lexell peri hédnen virkan-
sa. Hén kuoli kuitenkin jo seuraavana vuonna. Lexell
on ensimméinen kansainvilisesti merkittdvd suoma-
lainen matemaatikko. Hé&nen saavutuksiinsa kuuluu
Uranus-planeetan tunnistaminen planeetaksi. (Uranuk-

sen 10ytéja, englantilainen William Herschel oli tulkin-
nut 16ytonsi komeetaksi.) Uranuksen ratalaskelmista
on kunnian saanut kuuluisa ranskalaismatemaatikko
Pierre Simon Laplace, mutta Lexell oli tehnyt omat
laskunsa Laplacesta riippumatta ja tietdmétta.

Euler kuoli Pietarissa 18. syyskuuta 1783. Hénet hau-
dattiin Vasilinsaarelle, mutta vuonna 1956 hdnen maal-
liset jadmistonsé siirrettiin Aleksanteri Nevskin luos-
tarin liepeilld olevalle hautausmaalle. Fulerin koo-
kas mutta mahtailematon hautakivi 16ytyy vastapéata
usein turistikohteena olevaa ” Kuuluisuuksien hautaus-
maata”, sitd, johon mm. TSaikovskin ja Dostojevskin
maalliset jadnnokset on sijoitettu. Pietarissa kdydesséa
kannattaa poiketa.

Eulerin matematiikkaa

Eulerin matemaattisten padsaavutusten pintapuolinen-
kaan luettelo ei ole néissé puitteissa mahdollista. Euler
oli luultavasti kaikkien aikojen tuotteliain matemaatik-
ko. On laskettu, ettd hén kirjoitti 866 tieteellista artik-
kelia. Pietarin tiedeakatemian julkaisut tayttyivit Eu-
lerin kirjoituksista kymmeniksi vuosiksi hdnen kuole-
mansa jilkeen. Eulerin koottuja teoksia on Sveitsissé
julkaistu yli 70 vankkaa osaa. Euler késitteli tutki-
muksissaan kaikkia tuohon aikaan tunnettuja matema-
tiikkan aloja ja pani alulle uusia. Google-haku sanal-
la Euler tuottaa 12100000 iskemé&é (helmikuun alussa
2007), kun Gauss, "matemaatikkojen kuningas”, saa
vain 11600000 (ja Ahlfors 75 000).

Paitsi tutkimuksia, Euler kirjoitti loisteliaita oppikirjo-
ja, jotka pitkille ovat méadrittineet matemaattisen op-
pikirjan olemuksen. V#héinen ei ole hidnen merkityk-
sensd myoskddn matematiikan merkintdjen ja nimitys-
ten keksijané ja vakiinnuttajana. Meille kaikille tuttu m
on tullut matematiikkaan varsinaisesti Eulerin oppikir-
jassa Introductio in Analysin Infinitorum. Euler kirjoit-
ti myos kansantajuisesti: kuuluisa on hinen 1768 jul-
kaisemansa ranskankielinen teos Kirjeitd erddlle sak-
salaiselle prinsessalle erindisistd fysiikan ja filosofian
atheista. Se on erittiin selkedd ja yksinkertaista, mutta
asiallista tieteen popularisointia.

Matemaatikoilla on kaunis tapa ikuistaa kollegojaan ni-
meamélld késitteitd tai matemaattisia tuloksia heidéan
mukaansa. Otetaan tdhin muutama néyte asioista
joihin ldhes jokainen matematiikan kanssa toimiva
vaistaméatta torméaa:
FEulerin kaava

(2

e =cosz +isinx

on keskeisin viline kompleksilukujen kéytossd ja
ymmértadmisessé.

Eulerin monitahokaskaava V — E 4+ S = 2 sitoo yhdes-
ti yhtendisen monitahokkaan kéarkien lukumé&aran V,
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sdrmien lukuméédran E ja sivujen lukuméérdn S yh-
teen. Laskepa suure kuutiolle, tetraedrille ja Kheopsin
pyramidille!

FEulerin suora yhdistdd misséd tahansa kolmiossa kes-
kijanojen leikkauspisteen M, sivujen keskinormaalien
leikkauspisteen eli kolmion ympéri piirretyn ympyrén
keskipisteen O ja kolmion korkeusjanojen leikkauspis-
teen H. Tamén asian todistus ei ole kovin hankala.
Joskus ihmetelldén, miksei Eukleides tiennyt téta.

Eulerin funktio ¢(n) kertoo niiden positiivisten koko-
naislukujen & < n lukumé&iréin, joilla ei ole luvun n
kanssa muita tekijoitd kuin 1. Eulerin—Fermat'n lause
kertoo, etté jos a:lla ja m:lla ei ole yhteisid tekijoité,
a®™ antaa aina jakojdinnoksen 1, kun jakaja on n.
Kokeile, kun n = 100.

Numeerista matematiikkaan harrastava tormé#a Eule-
rin yksinkertaiseen likiarvomenetelméén differentiaa-
liyhtdlon ¢y = f(z, y) alkuarvotehtédvin y(zo) = yo
ratkaisemiseksi on seuraava: valitaan askelpituus h;
maééritellain y1 = yo +hf(xo, yYo), y2 = y1 +hf(z1, y1)
jne. Silloin y; on likimain yhtdlon ratkaisun arvo pis-
teessa x.

Eulerin vakio ~ on yksi matematiikan térkeitd, mones-
sa yhteydessé esiin tulevia erityisié lukuja. Se on raja-
arvo

n

1

li - — ~ e

lim_ (Z - —In n> 0,5772156649
k=1

Himmastyttavad on, ettd vieldkddn emme tiedd, onko

v rationaali- vai irrationaaliluku.

Verkkoteorian peruskésitteiti on Fulerin ketju. Sitd
voisi havainnollistaa kédvelyné kaikkia kaupungin katuja
pitkin niin, mitd4n katuosuutta ei kévelld kahdesti. Eu-
ler ratkaisi vuonna 1735 ”ajanvietematematiikan” on-
gelman, joka koski mahdollisuutta tehdd Konigsbergin
kaupungissa Itd-Preussissa kévely, joka olisi ylittanyt
kaupungissa olleet seitsemén siltaa kunkin vain kerran.
Monesti lasketaan, ettd nyky#ddn suuret ja térkedt ma-
tematiikan alat topologia ja verkkoteoria ovat saaneet
alkusyséyksensé juuri téstd Eulerin ratkaisusta. Euler
késitteli kirjoituksissaan my6s muita ajanvietematema-
tiikan aiheita, mm. latinalaisia neli6itd, sudokujen esi-
muotoa.

Yksi nuoren Eulerin suuria ja matematiikan kannalta
kauaskantoisimpia saavutuksia ja héinen maineensa pe-
rusta oli niin sanotun Baselin ongelman ratkaisu. Ky-
symys oli sarjan
1 1
14 22 + 32
summasta. Kysymystd oli pohtinut mm. Johann Ber-
noulli, tulokseen kuitenkaan p#dsemitti. Euler onnis-
tui vuonna 1735 osoittamaan, ettd summa on

2

5

(Tuolloin Euler ei vield kiyttényt kirjainta 7w vaan kir-
jainta p osoittamaan ympyran kehén ja halkaisijan suh-
detta.) Pari vuotta myohemmin Euler johti yleisemméin
kaavan
STl
s _ m—s’
Pt k 1—p

missé oikean puolen tulo ottaa huomioon kaikki alku-
luvut.

Eulerin havainto on ldahtokohta tarkasteluihin, jotka
johtavat matematiikan luultavasti kuuluisimpaan avoi-
meen ongelmaan, Riemannin hypoteesiin. Fulerin kaa-
van vasemman puolen summa on s:n funktio, ja se on
mielekds my6s, kun s on kompleksiluku. On tullut ta-
vaksi merkitd tatd funktiota symbolilla . Monien lu-
kuteorian ongelmien kannalta olisi tarkedd tietda, mil-
loin ¢(s) = 0. Saksalainen Bernhard Riemann esitti
vuonna 1859, ettd jos ((s) = 0, niin joko s on pa-
rillinen negatiivinen kokonaisluku tai s on komplek-
siluku, jonka reaaliosa on % Onko todella ndin, on
yvhé ratkaisematta. Ratkaisijalle olisi tarjolla miljoo-
nan dollarin palkkiokin. Myo6s se vield kuuluisampi on-
gelma, kymmenisen vuotta sitten ratkaisunsa saanut
Fermat’n suuren lauseen todistus, saa kiittda kuului-
suudestaan Euleria: Euler oli ensimmaéinen, joka tart-
tui Fermat'n heittdméan syottiin ja todisti Fermat'n
lauseen ensimmaéisen vaikeamman tapauksen: sen, ettéa
yhtalolld 22 + 32 = 23 ei ole nollasta eroavia kokonais-
lukuratkaisuja.

Eulerin uskomatonta tuotteliaisuutta ja hé&nen tulos-
tensa moninaisuutta esitellessd on tapana aina huo-
mauttaa, ettd Eulerin matematiikka ei ollut kaikin puo-
lin korrektia. Hén operoi paljon paattymattomilla sar-
joilla. Nykymatemaatikko ja opiskelija tietéd, etté sar-
joihin liittyy aina kysymys suppenemisesta ja siitd, voi-
daanko sarjan yksittdisiin termeihin kohdistuvat toi-
met kuten derivointi tai integrointi periyttdéd sarjan
summalle. Euler ei néistd kysymyksistd samalla ta-
valla huolehtinut. Témé& oli kuitenkin hénen ajalleen
tyypillistid. Suppenemiseen ja yleisemmin raja-arvoihin
liittyvat ongelmat tiedostettiin ja ratkaistiinkin vas-
ta Euleria seuraavan vuosisadan aikana. Eulerin ma-
temaattinen intuitio johti kuitenkin siihen, ettd hinen
epailyttavitkin pédttelynsd yleensd johtivat oikeaan
lopputulokseen.

Eulerin tuotantoa on paljon esilld netissdkin: Euler
Archive osoitteessa

http://www.math.dartmouth.edu/ euler/

pyrkii saamaan FEulerin koko tuotannon kaikkien
nakyviin.
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Lars Valerian Ahlfors

Lars Ahlfors syntyi Helsingissd 18. huhtikuuta 1907,
siis ldhes paivilleen 200 vuotta myShemmin kuin Eu-
ler. Kun Ahlfors alkoi matematiikan opintonsa Hel-
singin yliopistossa 1924, matematiikan ainoana pro-
fessorina oli Ernst Lindeléf, mies, jota enemméin
kuin ketddn muuta voi kiittdd matematiikan kor-
keatasoisen tutkimuksen alkuun panemisesta Suomes-
sa. Lindelof oli monipuolinen matemaatikko, mutta
hénen péaakiinnostuksensa kohde oli 1800-luvun lopulla
voimakkaasti kehittyd alkanut kompleksilukumuuttu-
jan kompleksilukuarvoisten funktioiden, erityisesti niin
sanottujen analyyttisten funktioiden tutkimus. Lin-
delofin toinen lahjakas oppilas, Rolf Nevanlinna, jo-
ka oli juuri julkaissut sittemmin meromorfifunktioiden
arvojenjakautumisteorian tai Nevanlinnan teorian ni-
mellé tunnetut tuloksensa, tuli Ahlforsin opiskeluvuo-
sina toiseksi matematiikan professoriksi. Lindelofin an-
siota lienee pitkalti se, ettd kun Nevanlinna vuonna
1928 matkusti joksikin aikaa Ziirichiin vierailevaksi tut-
kijaksi, juuri maisteriksi valmistunut 21-vuotias Ahl-
fors sai seurata hénté.

Funktioteoria, ainakin silti osin kuin se Suomes-
sa tuli merkittdviksi tutkimuskohteeksi, oli ldhto6isin
Ranskasta. Ja Ranskassa oli vuonna 1909 viitellyt
tohtoriksi Arnaud Denjoy tutkimuksella, joka koski
erdstd kompleksifunktioiden erityisluokkaa, ns. koko-
naisia funktioita. Denjoy oli vaitoskirjassaan esittanyt
otaksuman téllaisten funktioiden asymptoottisten ar-
vojen lukuméairaé. Otaksuma oli jidnyt todistamatta,
mutta ongelma oli kiinnostava, ja sen ratkaisua olivat
miettineet monet alan arvostetut tutkijat, Nevanlinna-
kin. Viitoskirjaansa aihetta kaipaavalle nuorelle Ahl-
forsille Nevanlinna ehdotti tutustumista Denjoyn on-
gelmaan. Nevanlinna oli varsin himmastynyt, kun Ahl-
fors parin viikon kuluttua palasi ongelman ratkaisun
kera.

Denjoyn ongelman ratkaisu siséltyy Ahlforsin vuonna
1930 (jolloin Ahlfors oli 23-vuotias) valmistuneeseen
véitoskirjaan. Hénen tutkijanuransa eteni nyt nopeas-
ti. Hdnet nimitettiin Helsingin yliopiston apulaiseksi eli
apulaisprofessoriksi vuonna 1932 ja professoriksi 1938.
Lukuvuoden 1935-36 hin oli Harvardin yliopistossa.
Tutkijana héan aluksi seurasi opettajaansa Nevanlinnaa,
mutta varsin omintakeisesti. Merkittdviksi muodostui
Ahlforsin 1935 julkaisema tutkimus Zur Theorie der
Uberlagerungsflichen.

Matemaatikot ovat jo yli sadan vuoden ajan kokoon-
tuneet joka neljds vuosi yleiseen kansainviliseen ma-
temaatikkokongressiin, jossa esitelldén laajasti tieteen
uusimpia saavutuksia yli matematiikan monien erikoi-
salojen rajojen. Vuonna 1924 kokous pidettiin Toron-
tossa Kanadassa. Kokouksen pédorganisoija oli John
Fields. Han oli niin taitava sponsoroinnin jérjestéjé,
ettd kokous tuotti pienen ylijadman. Fields ehdotti,

ettd ylijdamé kaytettiisiin tulevissa Kansainvélisissd
matemaatikkokongresseissa erittéin ansioituneiden ma-
temaatikkojen palkitsemiseen. Fields kuoli vuonna
1932, eikd ehtinyt néhdi ehdotuksensa toteutuvan.
Se kuitenkin toteutui vuonna 1936 Oslossa pidetyssi
kongressissa. Palkittuja matemaatikkoja oli kaksi: ame-
rikkalainen minimipintojen tutkija Jesse Douglas ja
suomalainen Lars Ahlfors. Ahlforsin erityiseksi ansioksi
katsottiin juuri edellisessd kappaleessa mainittu tutki-
mus.

Kun matematiikka ei kuulu niihin tiedonaloihin, joita
Alfred Nobel halusi palkittavan, niin Fieldsin mitali on
muodostunut ”matematiikan Nobeliksi”, korkeimmak-
si kunnianosoitukseksi, jonka matemaatikko voi saada.
(Mitaliin liittyvi rahapalkinto, 15 000 Kanadan dolla-
ria, on kuitenkin pieni murto-osa Nobelin palkinnos-
ta.) Ahlforsin Fieldsin mitali on nykydin Suomessa.
Sen voi nihdid Helsingin yliopiston matematiikan lai-
tosrakennuksen Exactumin ala-aulan vitriinissd Kum-
pulan kampusalueella.

Ahlfors jatti Suomen vuoden 1944 keséin sekavissa
oloissa. Yksi syy pois siirtymiseen saattoi olla se, ettd
Ahlforsin vaimo Erna oli itdvaltalainen. Ahlfors siirtyi
ensin Ziirichiin ja sitten Harvardiin, jossa hdn vuodes-
ta 1946 oli matematiikan professorina vuoteen 1977, ja
senkin jalkeen aktiivisena tutkijana. Ahlforsilla ohjasi
noin 25 viitoskirjaa. (Pieni detalji, joka tavallaan osoit-
taa matematiikan paikkaa yleisessé arvostuskentéssé:
kun entinen padministeri ja presidenttiechdokas Esko
Aho vuonna 2000 ldhti muutamaksi kuukaudeksi Har-
vardiin, Suomen Kuvalehti julkaisi laajan artikkelin
Harvardissa opiskelleista tai vaikuttaneista suomalai-
sista. Lars Ahlforsia ei artikkelissa ollenkaan mainit-
tu.)

Ahlfors oli — kuten matemaatikot keskimééarinkin ovat —
ahkera ja kurinalainen tutkija. Han oli kuitenkin my0s,
kuten akateemikko Olli Lehto Arkhimedes-lehdessé jul-
kaistussa muistokirjoituksessaan toteaa ”virikés, vie-
raanvarainen, voimaa uhkuva bon wvivant’. Ahlforsin
alkoholink&ayttoon liittyvat anekdootit ovat matemaa-
tikkokertomusten klassikkoja. Hénet tunteneet antavat
ylistévid lausuntoja hénen ja Ernan vieraanvaraisuu-
desta ja ystavillisyydesté. Ja mainitsevat, ettd juhlail-
lankin jélkeisend aamuna Ahlfors oli aina valmis jatka-
maan tyotaan.

Lars Ahlfors eli korkeaan ikdén ja jatkoi tyotéin lihes
viimeisiin vuosiinsa asti. Ahlfors kuoli Pittsfieldsissa
Massachusettsissa 11. lokakuuta 1996.

Ahlforsin matematiikka ei tietenk#dn ole yhtid laaja-
alaista kuin Eulerin. Kahdessasadassa vuodessa ma-
temaattisen tiedon médrd oli valtavasti kasvanut ja
tietdmyksen rajat edenneet niin, ettd néitd rajoja ei
enédd kukaan yksilo voinut tyontdd edemmaés kovin mo-
nessa paikassa. Funktioteorian tai niin kuin sitd nyt ta-
vallisemmin nimitetdin kompleksianalyysin alalla Ahl-
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fors oli kuitenkin erittdin monipuolinen. Yksi hénen
tutkimusaloistaan tuo uuden analogian Euleriin, joka
lukuteoriassa paljon tdydensi, selvensi ja korjasi Pierre
de Fermat’n tuloksia.

Funktioteoreettikojen tutkimat analyyttiset funktiot
ovat niin sanottuja konformikuvauksia. Se tarkoit-
taa, ettd vaikka funktion véalittaméa tason kuvaus
vaantelisi kuvioita isossa mittakaavassa rajustikin,
niin ”mikroskooppisesti” kuvaus on yhdenmuotoi-
suuskuvaus: kahden k&yradn vélinen kulma siilyy ai-
na samana. 1920-luvulta alkaen jotkut matemaati-
kot, Ahlfors heidéin joukossaan, alkoivat miettid, mité
voisi tapahtua, jos kuvaukselle sallittaisiin hiukan
enemmén vapautta. Ahlfors antoi nimen télle konfor-
mikuvauksia laajemmalle luokalle: ne ovat kvasikonfor-
mikuvauksia. Mutta ilman muuta pisimmélle ndiden
funktioiden tutkimuksessa péési saksalainen Oswald
Teichmiiller. Teichmiillerin tapa esittdi asiansa oli kui-

tenkin erittéin vaikeaselkoinen, eiké hinen téihinsé tu-
tustumiseen myoskéddn varsinaisesti kannustanut tieto
Teichmiillerin voimakkaista ja vastenmielisisté poliitti-
sista mielipiteistd (jotka eivét kuitenkaan héinen mate-
matiikassaan ndy, vaikka 1930-luvun Saksassa sellais-
takin ilmeni).

Ahlforsin kirjoitukset 1950-luvulla toivat Teichmiillerin
ajatukset ymmérrettaviksi. Kvasikonformikuvauksista
kasvoi merkittdvid kompleksianalyysin osa-alue. Se on
ollut yksi tdrkeimpid matematiikan tutkimusaloja Suo-
messa 1900-luvun loppupuoliskolla.

My6s Ahlfors kirjoitti varsinaisten tutkimusten liséksi
oppikirjoja. Erityisesti vuonna 1953 ensi kerran ilmes-
tynyt funktioteorian oppikirja Complex Analysis on
sdilyttinyt asemansa klassikkona. Ahlfors omistaa sen
Ernst Lindeltfin muistolle.
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Vektorit, matriisit, Handel ja vaalit

Heikki Apiola

Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Lineaarialgebran maistiaiset Kyseessd ei ole yritys opettaa varsinaista line-

Lineaarialgebra on matematiikan ala, joka on seké
teorian ettd sovellusten kannalta hyvin keskeinen. Se
yleistdd havainnollisen vektorikésitteen mitd moninai-
simpiin ja yllattadvimpiin tilanteisiin.

Matriisit ovat lukutaulukoita, joille méaritelldéin lasku-
toimitukset. Taulukkoon koottua tietoa késitelldan yh-
tenéd objektina samankaltaisin laskusdinnoin kuin lu-
kuja. Kun matriisia sovelletaan vektoriin, syntyy lii-
kettd, dynamiikkaa.

Lineaarialgebran merkitys matematiikan sovelluksille
on kasvanut kési kédessd tietotekniikan kehityksen
kanssa. Niinpd alan ohjelmisto on varsin kypséssa ja
kattavassa tilassa, toki kaiken aikaa kehittyen.
”Lineaarialgebran kieltd” puhuvia laadukkaita ohjel-
mistoja on saatavilla. Kirjoituksessa esittelemme esi-
merkkien valossa vapaasti saatavissa olevaa ohjelmaa
SCILAB, joka noudattaa varsin uskollisesti tunnetun ja
maailmalla hyvin suositun MATLAB-ohjelman syntak-
sia.

Kirjoituksessa pyrimme valottamaan mm. vekto-
rikédsitteen moninaisia ja kenties yllattdvid ilmenty-
mié havainnollisista tason suuntanuolista aina digitaa-
lisiin musiikkivektoreihin. Matriisien alalla korostam-
me tassd dynamiikkaa ja prosessia aina eduskuntavaa-
leihin saakka.

aarialgebran kieltd yhden kirjoituksen puitteissa,
vaan pikemminkin antaa maistiaisia ja ruokahalua
sekd nayttdd kenties yllattdvidkin ndiden késitteiden
kéyttoalueita ja -tapoja.

Geometriset ja fysiikan vektorit

Geometriset vektorit tasossa ja avaruudessa lienevit
koulumatematiikasta ja fysiikasta tuttuja olioita . Tyy-
pillinen fysiikan ensituttavuus on voima, jolla on suu-
ruus ja suunta. Téllaista suuretta sanotaan vektorisuu-
reeksi. Sitd voidaan geometrisesti kuvata voiman suun-
taa osoittavalla nuolella, jonka pituus kuvaa voiman
suuruutta.

u

KuvA 1. Vektorisumma u + v
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Vektorien u ja v summa u+wv méiritelladn kuvan osoit-
tamalla tavalla. On syyté panna merkille, ettéd vektorin
madrad suunta ja pituus, ts. kaikki samansuuntaiset
ja yhta pitkét suuntajanat alkupisteestd riippumat-
ta edustavat samaa vektoria. Kuvassa se ilmenee
kahtena w:lla merkittyna suuntajanana.

Tason vektoreita voidaan toisaalta késitelld puhtaas-
ti algebrallisesti lukupareina p = (z,y). Geometrise-
na taustana on télloin tason pisteen koordinaattiesitys.
Yhteys edelliseen nuoliajatukseen saadaan piirtdmalla
vektorinuoli, jonka alkupiste asetetaan koordinaatiston
origoon O. Pisteiden p; = (z1,y1) japy = (22, y2) sum-
ma mééritellddn luontevasti: p;+py = (2142, y1+y2),
ts. lasketaan vastinkoordinaatit yhteen. Geometrises-
ti tulos saadaan laskemalla vektorien v = 0p; ja
u = P; p, summavektori, jonka kérjen koordinaatit an-
tavat juuri edelld madritellyn summapisteen p; + ps.

Vektoreille méaritellddn myos toinen laskutoimitus, lu-
vulla eli skalaarilla'! kertominen.

Vektorin v kertominen skalaarilla ¢ tarkoittaa geomet-
risessa mallissa vektorin pituuden kertomista |c|:lla ja
lisiksi suunnan vaihtoa, jos ¢ < 0. Algebrallisessa
mallissa vektorin komponentit kerrotaan c:ll&, ts. jos
v = (x,y), niin

cv = (cx,cy).

Edell4 oleva yleistyy suoraan 3-ulotteiseen avaruuteen,
algebrallisessa vektorimallissa otetaan mukaan kolmas
koordinaatti: v = (x,y, z), geometrisessa suuntajanat
leijailevat avaruudessa.

Jérjestettyjen lukuparien joukkoa kutsutaan (vekto-
ri)tasoksi ja merkitdin symbolilla R?. Vastaavasti lu-
kukolmikoiden joukkoa kutsutaan (3-ulotteiseksi) vek-
toriavaruudeksi ja kiytetdsin merkintas R3.

Geometriaan viittaavassa puheessamme nimitdmme sa-
maa oliota vuoroin ”pisteeksi” ja vuoroin ”vektoriksi”.
Jalkimaisesséd tapauksessa meilld on takaraivossamme
ajatus origosta pisteeseen piirretysti paikkavektorista.
Esimerkiksi laskiessamme 7 pisteitd” yhteen, laskemme
geometrisesti ajatellen yhteen vastaavia paikkavekto-
reita.

Lisaa ulottuvuuksia

Algebrallisen vektorimallin etu on, ettid se voidaan
suoraan yleistdd mielivaltaisen korkeaan dimensioon
n yksinkertaisesti kutsumalla vektoreiksi lukujono-

ja u = (x1,22,...,2T,) ja miirittelemilld laskutoi-
mitukset vektoreille w = (x1,x2,...,2,) ja v =
(y1,92, - .-, Yn) sekd skalaarille ¢ asettamalla:

ISkalaari, ”scalar” — sellainen, jolla skaalataan

T+ Yn)

L, CTy)

u+v=(x1+y, T2+ Ys2,--
cu = (cxy,cx,..

Vektorien vdhennyslasku suoritetaan vihentamalla toi-
sistaan vastinkoordinaatit, nollavektori on vektori

0=(0,0,...,0).

Vektorien yleiset laskusddnnot ovat aivan samat kuin
vastaavat reaalilukujen laskusddnnot, jos ajattelem-
me skaarilla kertomista tulona. N&itd sdantoja ovat
liitdntéd- vaihdanta- ja osittelulait. Kaikki palautuvat
suoraan koordinaateilla suoritettaviin lukujen vastaa-
viin sééntoihin.

Toinen yleistysmahdollisuus on
set komponentit ja skalaarit. Pitdydymme téssé
kirjoituksessa ”turvallisuussyistd” reaalisissa vekto-
rikésitteissé, vaikka lopussa mainitussa ominaisarvo-
teoriassa kompleksisilta ei voida valttyé.

sallia kompleksi-

Sisatulo, pituus, kulma

Geometrisessa vektorimallissa vektorin w pituus on
tunnettu peruskésite, jota merkittdkoon ||ul|. Jos u =
(z,y), niin Pythagoraan lauseen mukaan ||lu|| =
V22 + y2. Jos kyseessi on 3-ulotteisen avaruuden vek-

tori w = (z,y, 2), niin [|u|| = 2> + y* + 22,

Téssé on selva malli yleiseen tilanteeseen, méaritelldan
siis vektorin w = (1, z2, ..., z,) € R™ pituus eli normi
kaavalla

ufl = /a? + a3+ ... +a2.

Madaritelldan nyt suoraan yleisessé tilanteessa vektorien
u ja v sisdtulo (skalaaritulo, pistetulo) kaavalla

U V=T1Y1 +T2Y2+ ...+ TpYn.

Geometrisessa  vektorimallissa  sisdtulo  voidaan
madritelld kordinaattivapaasti kaavalla
u - v = |Ju||||v]|| cosy, missd v on vektorien u ja

v vilinen kulma. Mé&éaritelmien yhtapitdvyys voidaan
osoittaa esimerkiksi kosinilauseella.

Yleisesséd n-ulotteisessa vektorimallissa ei luonnostaan
ole késitettd ”vektorien vélinen kulma”. Nyt voim-
me halutessamme maééritelld tuon kulman ylla ole-
valla sisdtulokaavalla. Yleisen vektorikulman térkein
merkitys liittyy kohtisuoruuden eli ortogonaalisuuden
késitteen yleistykseen, ehtona on u -v =0
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Olemme irrottaneet vektoriopin geometrisesta taustas-
taan ja antaneet tdsméllisen siséllon n-ulotteisen ava-
ruuden vektoreille. Tamé on pohjana alkujohdannos-
sa kuvatulle tarkeélle matematiikan alalle, lineaarial-
gebralle. Erityisen viehéttdvaa lineaarialgebrassa on,
ettd pohjana on koko ajan geometrinen intuitio 2- ja
3-ulotteisten geometristen vektorien parissa, joka aut-
taa koko perusteorian ymmértdmisesséd ja todistusten
ideoinnissa olennaisella tavalla. Se toimii yleisen teo-
rian "mallikuvana” kaiken aikaa.

Vektorilaskentaa tietokoneella

Sovelluksissa suoritamme vektorilaskentaa usein hyvin
moniulotteisilla vektoreilla. Laskut muodostuvat pit-
kiksi ja tuloksen jalkikésittely saattaa sisdltda vaikkapa
vektorin muuntamisen kuvaksi tai dineksi.

Ohjelmat, joiden perustietorakenteisiin kuuluvat vek-
torit, ja laskuoperaatiot kattavat vektorialgebran, ovat
korvaamattomia tyovélineita.

Olen aiemmin esitellyt symbolilaskentaohjelmistoa
MAPLE
http://solmu.math.helsinki.fi/1999/5/apiola/
ja numeerista vektori/matriisiohjelmistoa MATLAB.
solmu.math.helsinki.fi/2004/3/apiola.pdf
Ongelmana lukijoille on ohjelmien maksullisuus. Esit-
telen télla kertaa vapaasti saatavaa ohjelmaa

SCILAB, joka on perusperiaatteiltaan aivan samanlai-
nen kuin MATLAB. Ohjelmassa on avoimesti pyrit-
ty varsin pitkélle menevain yhteensopivuuteen MAT-
LAB'n kanssa. (Toinen vastaava vapaasti saatava ohjel-
misto on OCTAVE.)

Ohjelman voit ladata itsellesi osoitteesta
http://www.scilab.org/ . Kéyttoohjeita on ranskan,
saksan ja englanninkin kielelld saatavissa:
http://www.scilab.org/publications/

Lyhyt Scilab/Matlab-kiyttoohje

SciLAB-ohjelman  opiskelun
kin MATLAB-oppaasta,
kéyttoohje on viitteissa.

voit aloittaa josta-
suomenkielinen MATLAB-

Kun ScIiLAB kidynnistetddn, avautuu komentoikku-
na. Téhén voidaan kirjoittaa ohjelman tuntemia ko-
mentoja, jotka ohjelma tulkitsee ja toteuttaa sa-
mantien (tai antaa virheilmoituksen). Tarkoitukse-
na on antaa pienid maistiaisia ohjelman kaytosta
senverran, ettd esittdmamme esimerkit voidaan suo-
rittaa ja ymmértdd. Tarkoitus on innostaa lukijaa
omiin kokeiluihin ohjelmien avustus- ja dokumentoin-
tijdrjestelmien ja viitteissd mainittujen ldhteiden avul-
la. Voit aloittaa kirjoittamalla jotain tdméntyylista
SCILAB- (tai MATLAB-) komenoikkunaan:

// Ensimmiinen Scilab/Matlab-istunto

// Scilab-kommentti: // Matlab-kommentti: %

u=[1 2 3 4] // Luodaan vektori u

v=[-2 2 -1 5] // samoin toinen vektori v

w=-u+2*v // Lineaarikombinaatio sijoitetaan
// muuttujaan w

u.*v  // Kerrotaan vektorin vastinkomponentit
uxv’ // u:n ja v:n sisdtulo.
Selityksia:

1. Lineaarikombinaatio tarkoittaa muotoa
€1 V1 + Ca vy + ...+ ¢ v olevaa summaa.

2. Viimeisté edellinen rivi: u.*v on pisteittéin eli vasti-
nalkioittain tapahtuva kertolasku. Se ei siis ole varsinai-
nen vektorilaskutoimitus, mutta monessa yhteydessi,
erityisesti vektorilausekkeissa tuiki tarpeellinen.

3. Viimeinen rivi on erikoistapaus matriisikertolaskus-
ta, siitd enemmén tuonnempana.

Obhjelman kiyton kiytdnnon vihjeita

Ylla olevia ja muutamia vastaavia Kkirjoitettuasi ei
kannata jatkaa tyoskentelyd suoraan komentoikkunas-
sa, koska tyosi hévidd taivaan tuuliin. Ainoa, mité
siiné voit tehdé, on selata komentopuskuria nuoli-ylos-
néppéaimelld ja editoida komentorivia.

Sensijaan kannattaa avata otsikkopalkista Editor
ja kirjoittaa komentoja kommentteineen editori-
ikkunaan. SCILAB tarjoaa varsin kdtevdn toiminta-
tavan: Maalataan halutut komentorivit ja painetan
CTR-Y tai valitaan otsikkoriviltd Execute. Kyseiset ri-
vit siirtyvat vilittomésti tulkille suoritettaviksi.

Toinen mahdollisuus on kayttdd omaa  mie-
lieditoria, kuten EmMAcs, NOTEPAD, WORD-
PAD, ym. ja leikata/liimata editorista komento-

ja ScIiLAB-komentoikkunaan. T&mé vaatii yhden
nappéinpainalluksen enemmén, mutta on ehké tutum-
pana turvallisempaa.

Kuvia ja musiikkia vektoreilla

Siirrytdan nyt katsomaan vektorikésitteen erilaisia il-
menemismuotoja. Ndhd&én, etté yleistys uusiin ulottu-
vuuksiin ei ole pelkkédd matemaatikkojen harjoittamaa
esteettistd, maailmalle vierasta abstrahointihopinéé,
vaan se avaa niin silmid kuin korviakin nidkemé&dn ja
kuulemaan uusilla tavoilla. Viimemainitusta olkoon esi-
merkkin digitaalinen d&nenen kisittely, josta itse ku-
kin voi nauttia CD-levyjé ja dénitiedostoja kuunnelles-
saan. Ensinmainitusta voitaisiin vastaavasti ottaa digi-
taalinen kuvankéasittely, mutta asiaa harkittuani valit-
sin t&lla kertaa dénen. Toki kuviakin sentédin katsellaan
funktioiden kuvaajien muodossa.
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Funktion f kuvaajan piirto késipelilla tapahtui-
si yksinkertaisimmillaan niin, ettd laskettaisiin ta-
savélisessd pisteistossd x1,To,...,x, funktion arvot
yi = f(z;),i = 1,...,n, pyorayteltiisiin kynalld pis-
teet koordinaatistoon ja yhdistettésiin perdkkaiset pis-
teet jananpatkilla.

Juuri néin tekee plot-funktio MATLAB/SCILAB:ssa.
Peruskutsu on plot(x,y), missi x ja y ovat samanpi-
tuisia vektoreita. Ohjelmissamme on funktio 1inspace,
jolla saadaan aikaan tasavélinen z-pisteistd. Seuraavas-
sa esimerkissd muodostetaan x-vektori jakamalla vali
[—7, 7] 15:een osaan, ja sitten y-vektori laskemalla sin-
funkion arvot z-pisteissé. Kaikki matemaattiset funk-
tiot néissd vektoriohjelmissa toimivat niin, ettd sovel-
lettaessa funktiota (z-)vektoriin, tuloksena saadaan (y-
Jvektori, joka koostuu vastaavista funktion arvoista.
Téamaé tekee kdyton hyvin vaivattomaksi.

Pari pienti, hyodyllistd yksityiskohtaa:

1. Puolipiste (;) komennon peréssé estdé tulostuksen
ruudulle.

2. Kummassakin ohjelmassa on erikoissymboleja joille-
kin vakioille, 7 on MATLAB:ssa pi ja SCILAB:ssa %pi.
Toimimme tahén tapaan:

pi=¥pi // Matlab-yhteensopivuuden vuoksi
x=linspace(-pi,pi,15); y=sin(x);

[x> y’] // xy-arvojen taulukko

clf() // Grafiikkaruudun pyyhkiminen
plot(x,y); // Pisteet ja murtoviiva
plot(x,y,’0’) // Pelkdt pisteet

Piirretddn tarkemmin jakamalla véli 50:een osaan. Piir-
retddn samaan kuvaan punaisella vérilld. Nahd&én,
ettd tdssd on riittdva méaara "naytteitd” sini-funktiosta
ao. valilla, jotta silmé ndkee kuvaajan kauniisti kaar-
tuvana sinikayréné.

x=linspace(-pi,pi,50); y=sin(x);
plot(x,y,’r’) // ’r’ viittaa vériin "red"

SININ KUVAAJA, naytteitd 15 ja 50

Musiikkia vektoreilla

Edella ndimme, miten vektoreilla voidaan saada aikaan
silménruokaa vaikkapa sini-funktion kuvaajan ihaste-
lemiseksi. Saataisiinko myos korvin kuultavaa? Jatka-
kaamme sini-funktion parissa.

Perussivelend tarkastelkaamme yksiviivaista a-sévelta.
Kyseesséd on siniaalto, jonka vérdhtelytaajuus on 440
Hz, ts. 440 véarahdystd sekunissa. Vérdhtelyn kulma-
taajuus on télloin 27440 radiaania sekunnissa ja sitd
esittad siniaalto y(t) = sin(27440¢).

Kun tillaista  siniaaltoa  digitoidaan, taytyy
ndyttenottotaajuuden  olla  mielellddn  selvésti
enemmén kuin 2 - 440. Otetaan varman péélle: 10 000.
Seuraavassa istunnossa jaetaan ensin 1 sekunnin ai-
kavdali (0,1) 10000:een osaan, piirretdén 100 en-
simmaéistd kuvaajan pistettd vastaten 1/100 sekunnin
aikaa ja sitten kuunnellaan. Funktio sound on samaa
korvalle kuin plot on silmaélle.

al=2xYpi*440; // Scilab
t=linspace(0,1,10000) ;y2=sin(al*2*}pi*t);
clf () ;plot (£(1:100),y2(1:100))

sound (y2,10000) ;

Koska lukija ei lehden sivulta saa dantd kuuluviin, niin
jatettakoon kuvakin tulostamatta.

Sointuja

Esittelemme muutaman perusidean ja tyokalun digi-
taalisen ddnenkésittelyn alalla. Muodostetaan yksivii-
vaisen oktaavin nuottien taajuudet ja sijoitetaan muut-
tujiin

c=261.6;d=293.7;e=329.6;f=349.2;
g=392;a=440;h=493.9;

Jospa soittaisimme sekunnin verran intervallia kvint-
ti, joka voidaan toteuttaa vaikkapa viulun d- ja a-kielid
vhtéaikaa soittamalla. Kédytetdan ndytteenottotaajutta
nt=8192. Intervalli saadaan laskemalla varahtelyjen
summa, ts. laskemme néytevektorit yhteen. Skaalataan
jakamalla 2:1la, koska sound-funktio haluaa vérdhtelyn
arvoalueen (y-arvot) vilille [—1,1].

nt=8192; pi=¥pi; t=linspace(0,1,nt);
kvintti=0.5*sin(2*pixd*t)+0.5*xsin(2*pi*a*t) ;
sound (kvintti,nt);

clf () ;plot(t(1:200) ,kvintti(1:200))
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KVINTTI: Viulun d- ja a-kielet soivat.

Raottaaksemme ovea hiukan signaalinkésittelyn mate-
maattisten perustytkalujen suhteen, otamme esimerkin
ns. nopeasta Fourier-muunnoksesta, FFT (”Fast Fou-
rier Transform”). Kyseessd on viline, joka on mainit-
tu joissain arvioissa 1900-luvun merkittédvimpiin mate-
maattisiin algoritmeihin kuuluvaksi. Paino on sanalla
"nopea”, joka on mahdollistanut reaaliaikaiset digitaa-
lisen signaalinkésittelyn sovellukset.

Téssd yhteydessd emme selitd, mitd Fourier-muunnos
tarkoittaa. Katsomme edellistd esimerkkid jatkaen,
minké&laiseen maailmaan tuo muunnos meidét vie.

MATLAB/ScCILAB:ssa on funkio fft, jota kiytdmme
"mustana laatikkona”. T&m# muunnos toimii kaik-
kein tehokkaimmin vektoreille, joiden pituus on jo-
kin 2:n potenssi. Naytteenottotaajuutemme valit-
tiin siitd syystd luvuksi 8192, kun tdméa sattuu
olemaan 2'3. Mainittakoon, etti cD-levyn musiikin
nédytteenottotaajuus on 44100 n&ytettd sekunnissa.
(Tam& ei ole 2m potenssi, syy on se, etti 215 =
32768 on liian pieni, jotta korkeimmat yla-adénet eiviat
vidristyisi ja 216 = 65536 on aivan turhan suuri.)

Suoritetaanpa nyt kvintti-vektorillemme Fourier-

muunnos SCILAB:n fft-funktiota kidyttaen.

200 J

~1400+———

T T T T T T T T T T
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

KVINTIN FOURIER-MUUNNOS Viulun d- ja
a~taajuudet erottuvat.

Fkvintti=fft (kvintti);
clf () ;plot (Fkvintti(1:500))

Kahden sinivérdhtelyn kuva on muunnettu ”taajuus-
tasoon”. Vaaka-akselilla on taajuudet ja pystyakse-
li edustaa kunkin taajuuden tehoon viittaavaa arvoa.
N&dhdéadn, ettd kvintin taajuuskuvassa kaikki muut taa-
juudet ovat nolla-tehoisia, paitsi ~ 293 Hz ja ~ 440 Hz.

Kédnteismuunnoksella pédstddn takaisin. Se on nii-
nikdén suoraan saatavilla ohjemissamme nimelld ifft.
Jos haluaisimme viulun kielid vaikka védhén virittés,
se tapahtuisi helposti taajuustasossa, sitten palaisim-
me kédnteismuunnoksella aikatasoon soittamaan puh-
dasta kvinttié.

Tuiki tuiki tidhtonen — Halleluja

Tehdéén pieni viihteellinen/taiteellinen sivuhyppéys,
kun meilld nyt on koko nuotisto ndpeissimme. Kirjoite-
taan vektori tuiki, jossa on laulun nuotit. Oletetaan,
ettd edelld olevat nuottien taajuusarvot on sijoitettu
muuttujiin ¢, d, . . .

tuiki=[c,c,g,g,a,a g £ £ e e d d];
tuiki=[tuiki c g g £ £ e e d];//loistat vaan..

Yksinkertaisella ohjelmasilmukalla voimme nyt soit-
taa suositun lastenlaulun. Komento halt () pysédyttad
ohjelman siithen saakka, kunnes painetaan jotain
niappainti.

t=linspace(0,1,8192);
for k=1:length(tuiki)

halt()

y=sin(tuiki(k)*t) ;sound(y,8192)
end;

Jos laulat kuorossa, etkd soita sujuvasti mitddn in-
strumenttia, voit talld menetelmélla harjoitella helposti
omaa stemmaasi, otin sen itse kdyttoon nédiden kehit-
telyjen seurauksena.

Jotta padsisimme késiksi hiukan vaativampaan taide-
nautintoon, mainittakoon, ettd MATLAB:ssa on digi-
toituna Ote Hédndelin Messias-oratorioon kuuluvasta
Halleluja-kuorosta. Kas néin:

>> load handel
>> sound(y) % Halleluja halleluja ...
% Ei Hard Rock!

Katsotaan hiukan tuota Halleluja-vektoria:
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>> length(y) 7% Vektorin pituus

ans =
73113
>> y(1:5) % 5 ensimmiistd komponenttia
ans =
0
-0.0062
-0.0750
-0.0312
0.0062 % Ihan totta, pelkistd tylsistd
% numeroista koostuva vektori!
>> plot (y)

HANDELIN MESSIAS: HALLELUJA-KUORO

Lineaarisia yhtédloryhmia

Palatkaamme  korkealentoisista  taidenautintojen
sfadreistd takaisin maanpinnalle arkiseempaan aher-
rukseen.
Matriisilaskennan ensimmaéinen ja téirked kayttoadlue
on lineaaristen yhtéloryhmien teoria ja ratkaisumene-
telmaét.

En télla kertaa paneudu tdhén aiheeseen muu-
ten kuin selittdmalla aivan lyhyesti ratkaisutekniikan
péadperiaatteet samalla johdatellen matriiseihin.

Katsotaanpa esimerkkié:

$172I2+1‘3 =0
8
-9

21’2 —8(E3
—4x1+ 529+ 923

Téllaisia yhtaloryhmidhéin ratkaistaan niin, ettéa
yhtéloitd muokataan operaatioilla, joissa yhtéloryhmén
ratkaisujoukko pysyy samana. N4&itd operaatioita

ovat yhtéloiden yhteenlasku, vakiolla kertominen ja
yhtéloiden jarjestyksen vaihtaminen.

Koulussahan eliminointitekniikkaa harjoitellaan, mut-
ta tietdikseni ei esitetd systemaattista tapaa, Gaus-
sin eliminaatiomenetelméd. Siind péddytdédn aina
”yldkolmiomuotoon”, josta yhtédléoryhméan ratkaisujen
olemassaolo- ja lukumé&drikysymykset voidaan sel-
vittédd ja samalla saada ratkaisut lasketuksi silloin, kun
niitd on.

Huomataan, ettd yhtdloryhmé on annettu, kun kaik-
ki tuntemattomien kertoimet ja tunnetut oikean puo-
len luvut on annettu. Niinpd kaikki yhtaléryhmaé kos-
keva informaatio siséltyy vasemmanpuoleiseen ”mat-
riisiin”, eli lukutaulukkoon. Merkitéiin symbolilla (~)
yhtéloryhmid edustavien matriisien ekvivalenssia, eli
ratkaisujoukkojen samuutta.

1 -2 1 0 1 -2 1 0
0 2 -8 8|~1]0 2 -8 8
-4 5 9 -9 0 -3 13 -9

Kirjoitusvaivoja voidaan hiukan sééstdé kohdistamalla
sallitut muokkausoperaatiot (” Gaussin rivioperaatiot” )
suoraan tdhdn matriisiin ja miké tarkedmpad, talloin
menettelyn muuntaminen tietokoneohjelmaksi kéy vai-
vattomasti.

Tavoitteena on saada nollat padlavistdjan alapuolelle.
Ensimmaéisessé sarakkeessa on jo yksi 0, toinen saadaan
nidin: Kerrotaan 1. rivi 4:114 ja lisdtdin kolman-
teen, vain kolmas rivi muuttuu. Nain paddytadn oi-
keanpuoleiseen matriisiin.

Nyt voidaan 2. rivi (yhtéls) jakaa 2:lla ja sen jilkeen
kertoa 3:lla ja lisdtéd kolmanteen. Ndin paddytdan mat-
riisiin

1‘172I2+I3:0

1’2—4£U3Z4

o O
—_

1‘3:3

Eliminaatiovaihe on valmis, pdadyimme ylékolmiomuo-
toon. Koska x3:n kerroin # 0, saamme yksikésitteisen
ratkaisun ratkaisemalla alhaalta ylospédin edeten kol-
me erillistd ensimmaéisen asteen yhtélod. Naemme, etta
saadaan yksikésitteinen ratkaisu, olipa oikean puolen
" pystyvektori” valittu miten hyvénsd. Téassa tapauk-
sessa saadaan alimmasta: x3 = 3, sitten toisesta: x5 =
16 ja vihdoin ensimmaéisestéd: 1 = 29.

Gaussin eliminaatiomenettely voidaan néhdé kaksivai-
heisena prosessina: 1) Eteenpiin eliminointi (”forward
elimination”) ja takaisinsijoitus (”backsubstitution”),
jalkimmainen siind tapauksessa, etta 1. vaihe lupaa rat-
kaisuja olevan.
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Laskentaa matriiseilla

Matriisilla tarkoitetaan yksinkertaisesti suorakulmion
muotoista lukutaulukkoa. Jos rivejé on m ja sarakkeita
n kappaletta, puhutaan m x n-matriisista.

Merkitadn edella olevassa esimerkissé

A:lla yhtéloryhmén kertoimien muodostamaa

3 x 3-matriisia, joka siis koostuu edell& olevan matriisin
3:sta ensimméisesti sarakkeesta.

1 -2 1
A= 0 2 =8
—4 5 9
Otetaan myo6s kdyttoon vektorit @ = [:cl,:cg,xg]T ja

b=10,4,3]". Ylsindeksi T viittaa ns. transpoosiin, jo-
ka tarkoittaa téssé, ettd vektorit ajatellaan ”pystyvek-
toreiksi”, eli kyseessd on oikeastaan 3 x l-matriisi.

Maérittelemme matriisi kertaa vektori- tulon niin,
ettd yhtéloryhmdmme voidaan Kkirjoittaa muotoon
Ax =b. Siten Ax =

1 -2 1 X1 ZL'172£C2+I3
0 2 —8 X2 = 21’2—8!173
—4 5 9 T3 —4x1+ 529+ 923

Toisin sanoen: tulo Az on (pysty)vektori, jonka kom-
ponentit saadaan sisdtuloina a; - x,as - ®,a3 - x,
kun matriisin A vaakavektoreita merkitdin: a1, as, as.
Matriisin rivin on oltava yhté pitké kuin kerrottava sa-
rakevektori, ts. matriisin sarakkeiden lukuméaérin ja
kerrottavan vektorin pituuden on oltava samoja. Tu-
losvektorin pituus on sama kuin matriisin sarakkeen
pituus (= rivien lukuméér).

Tédhén saakka esittimdmme méadritelmat ndyttavit
antavan  meille ainakin esteettistd nautintoa,
yhtaloryhmémme saa muodollisesti hyvin yksinker-
taisen asun: Ax = b.

Mika#n ei estéisi kidyttdmaéstd analogiaa tavallisen en-
simmaéisen asteen yht#lon ratkaisulle ja merkitsemésta
yhtaloryhmén ratkaisua jakolaskuun viittaavilla tavoil-
la:

T = L =A"'b.
A
Jakolaskumuoto ei ole yleisessé kaytossd matemaat-
tisena merkintdtapana, sensijaan jalkimmé&inen muo-
to, jossa ratkaisu esitetdén “kédnteismatriisilla” ker-
tomisena, on matriisilaskennan arkipaivaa. Mikadn ei

toki estd kayttdmaéstd jakolaskuasymboliikkaa aina-
kaan tietokoneohjelmassa. Néin onkin tehty mm. MAT-
LAB/SCILAB:ssa:

Esimerkkiyhtdloryhmamme ratkaistaisiin néin:

-—>A=[1 -2 1; 0 2 -8;-4 5 9]

A =
1. -2 1
0. 2 - 8
- 4. 5 9
-—>b=[0;8;-9]
b =
0.
8.
- 9.

-—>x=A\b // "matriisilla A jako"
x =
29.
16.
3.
// Tarkista kertomalla: A*x, antaako b:n 7

Jos kyseessd olisi lukuja (1 x l-matriiseja) koskeva
yhtélo, olisi yhtédlon ratkaisun eli jakolaskun onnistu-
misen ehtona A # 0. Yhtdloryhmén tapauksessa mat-
riisia A koskeva ehto on juuri se, johon Gaussin elimi-
naatiomenettely johtaa. Ehto voidaan lausua monessa
muodossa, joiden esittelyyn emme tassi ryhdy.

Matriisitulo yleisesti

Osaamme muodostaa tulon A b, kun b on vektori, jonka
pituusﬁ on sama kuin matriisin rivin pituus (ts. sarak-
keiden lukumééiri). Jos vaikka A on 2 x 3-matriisi ja b
on R3:n vektori, niin

bl a - b
Ab— [an a12 Cl13] bo| = |as-b|,
21 G2z a23 by as-b

missé a; tarkoittaa A-matriisin rivivektoria numero .

Matriisitulo A B voidaan nyt mééritelld soveltamalla
tuloa A b kuhunkin B-matriisin sarakkeseen ja latomal-
la niin saadut sarakevektorit vierekkdin. Matriisin A
rivin on oltava samanpituinen kuin B:n sarake. Jos A
onm X njaBonnxp,nin C=AB onm X p. Eri-
tyisesti nelibmatriiseja voidaan aina kertoa keskendin
ja tuloksena on samankokoinen neliomatriisi.

2Vektorikisitteen kannalta on yhdentekevii, kirjoitetaanko koordinaatit pysty- tai vaakasuoraan (tai vaikka S:n muotoon tms.),
kunhan komponenttien jirjestys on selvd. Matriisilaskennan kannalta on huomattavaa laskentateknistd hyotyéd apukésitteistd pysty-

ja vaakavektori.

3Matriisilaskennassa puhutaan usein vektorin ”pituudesta”’, kun oikeasti tarkoitetaan dimensiota.
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Matriisialgebraa

Samankokoisille matriiseille voidaan mééritelld yhteen-
lasku vastinalkioittain aivan samoin kuin vektoreilla.
Samoin madritellddn luvun ¢ ja matriisin tulo kerto-
malla kukin matriisin alkio c¢:114. Samat laskusddnnot
ovat voimassa. (Itse asiassa (m X n)-matriiseja voidaan
néitd laskutoimituksia ajatellen pitdd m n-ulotteisina
vektoreina.)

Kun otamme kertolaskun mukaan, puhumme jatkossa
yksinkertaisuuden vuoksi vain neliomatriiseista, jolloin
matriisit ovat aina kertomiskelpoisia.

Kaikki vektorilaskennasta tutut laskusddnnot patevit,
mutta miten toimivat laskusdinnot, kun mukaan ote-
taan matriisikertolasku. Osoittautuu, ettd yhtd poik-
keusta lukuunotamatta kaikki tutut algebran sdaannot
ovat voimassa. Niinpa liitdnnédisyys ja osittelulait
péteviit. Siis A(BC) = (AB)C, A(B+C) = AB+AC,
jne. Todistukset seuraavat matriisitulon mééritelmasté
suoraviivaisesti, mutta eivit ole samalla tavoin it-
sestddnselvyyksid kuin vektorien laskuominaisuudet.

Enti piteeko vaihdannaisuus, eli onko A B = B A?

Tdmé voidaan heti osoittaa vastaesimerkilld vaariksi.
Voit ottaa melkein mitkd tahansa, vaikkapa 2 x 2-
matriisit ja kertoa ne keskendin molemminpéin. Huo-
maat, ettd saat eri tulokset. Kokeile vaikkas:

1 3 1 -1
A= , B= .
-2 5 1 -1
4 —4 3 -2
AB = , BA=
3 -3 3 2

Suorita laskut kisin! Kokeile myods SciLAB:1la, siind
kertomerkki (*) tarkoittaa juuri matriisikertolaskua.
kuten edelld jo ndimme.

Kenties elamési ensimméisen kerran olet tekemisissé,
sellaisen laskentajérjestelmén kanssa, jossa kertolasku
el ole vaihdannainen.

Neliomatriisille A voidaan mééritelld potenssi aivan
kuten luvuille:
AP =AA.---A.
—_—

p kertaa

Tehtava: Piateeko neliomatriiseille binomin nelion kaa-
va? Ellei, niin mihin muotoon on kirjoitettava:
(A+B?=A2+B%2+___ 7

Dynaamisia systeemeji, Markovin pro-
sesseja

Monilla sovellusalueilla, kuten ekologiassa, kansanta-
loudessa, erilaisissa insindoritieteissa mallinnetaan ajan

mukana muuttuvaa systeemié. Systeemin tilaa ajanhet-
kella t; kuvatkoon vektori ;. Puhutaan diskreetisté
dynaamisesta systeemisti. Yksinkertaisinta tyyppiéa on
lineaarinen systeemi, jossa ldhdetdéan alkutilasta g ja
seuraavaan tilaan pa#stddn kertomalla neliomatrisiilla
A. Talloin 1 = Axg, 2 = Axq, ..., yleisesti:

Tpr1 = Az, k=0,1,2,...

Kuten heti ndhd&én, tehtiville voidaan kirjoittaa rat-
kaisukaava: x, = AFxq. Téssi yksi syy tarpeeseen op-
pia keinot, joilla matriisipotensseja voidaan tehokkaasti
laskea.

Tarkastelemme erityistd tyyppid olevia matriiseja, ns.
stokastisia matriiseja, joita myos Markovin matriiseik-
si kutsutaan. Néiissd kaikki alkiot ovat ei-negatiivisia
(a;; > 0) ja sarakesummat ovat = 1. Téllaisen matrii-
sin madraamaid dynaamista systeemiéd kutsutaan Mar-
kovin prosessiksi.

Eduskuntavaalit

Aiheen ajankohtaisuuden vuoksi valitsen esimerkin,
jossa joudun sotkeutumaan puoluepolitiikkaan. Aineis-
tona kaytdn HS:n sunnuntaina 25.2.07 s. A4 julkai-
semia, Suomen Gallupin kerdédmis puolueiden kanna-
tuslukemia. Lehdessd on julkaistu 9 x 9-matriisi, jos-
sa riveilld on puolueiden kannatusprosentit. Matriisin
sarakkeet edustavat kannatusmittauksia keskimé&érin
noin 2 : n kuukauden vilein alkaen helmi-maaliskuusta
2006. (Sarake 1, Eduskuntavaalien 2003 tulos, jitetdin
pois.) Tehtdvén yksinkertaistamiseksi tarkastelen vain
kolmen suurimman puolueen keskinéisid kannatuso-
suuksia. Annetusta matriisista valitaan siten 3 en-
simméisté rivid ja kukin sarake jaetaan sarakesummal-
la. (Voidaan tehd& hyvin elegantilla matriisilausekkeel-
la MATLAB/SCILAB:ssa.)

Néin meilld on Gallup-matriisi G:
0.320 0.325 0.325 0.324 0.317 0.314 0.311
0.313 0.316 0.327 0.331 0.337 0.341 0.343
0.367 0.359 0.348 0.344 0.346 0.344 0.346

Rivit ovat jérjestyksessi (Kok, Ke, Sd) ja ajat 2/2006 —
—2/2007.

Kysymykset 1. Voidaanko prosessia kuvata Markovin
matriisilla A 7

2. Jos voidaan, niin mistd tuo matriisi saadaan?
Ohitetaan toistaiseksi ndm# kysymykset ja tempais-
taan ns. "hatusta” téllainen Markovin matriisi:

0.93 0.02 0.04
0.03 0.93 0.04
0.04 0.05 0.92

A:
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Olkoon xg = [ko,co,do]T, k=Kokoomus, c=Keskusta
(" center”), d=Demarit. Nyt

0.93 ko + 0.02 ¢y + 0.04 dy k1
Axg = 0.03ko +0.93¢co +0.04d =x = C1
0.04 k?o + 0.05 co + 0.92 do d1

Rivi 1 sanoo: 93% Kok-kannattajista pysyy, 2%
Ke-kannattjista ja 4% Sd-kannatajista siirtyy Kok-
kannattajaksi. Aivan vastaavasti muut. Siten A-
matriisin sarakkeet ilmaisevat sijamuotoa elatiivi
(sta/std) ja rivit illatiivia (een,uun,hin). Huomaa, etté
sarakesummat ovat 1 (Jokaisesta siirrytdéin jonnekin,
mahdollisesti samaan.), mutta rivisummien ei tarvit-
se olla 1, voisihan joku puolue #daritapauksessa vaikka
romahtaa totaalisesti ja péadtya 0-kannatukseen. Tama
nikyisi matriisissa ao. puolueen kohdalla nollariviné.
Matriisimme on varsin ”ldvistdjavaltainen”, mikd mer-
kitsee voimakasta puolueuskollisuutta.

Niin jatkaen johdumme Markovin prosessiin

Tpy1 = Az, k=0,1,2,...

Matriisin A ”tempaamisesta” todettakoon, ettd siing
on otettu huomioon lavistdjavaltaisuus ja lisdksi teh-
ty kokeiluja ja sédtdja aineistoon nojautuen. Matriisia
ei voida ratkaista aineiston perusteella saatavissa ole-
vasta 9 x 9- yhtaloryhmésté, tdmé ei yleensd tuottaisi
Markovin matriisia.

Vektoria xy voimme kutsua todennikoisyysvektoriksi:
alkiot ovat ei-negatiivisia ja niiden summa = 1.

Todetaanpa téirked perusominaisuus yleiselle (n X n)
Markovin matriisille: Jos g on todennékoisyysvektori,
niin samoin ovat 1, o, .. ..

Perustelu:

1. Koska kukin a;; > 0, ja kukin x; > 0, lasketaan mat-
riisi kertaa vektori-tulossa ei-negatiivisia termejéa yh-
teen ja tulos > 0.

2. Vektorin v alkioiden summa on sama kuin sisétulo
(eli matriisitulo) [1,1,...,1]v (Ajatellaan v pystyvek-
torina, kuten yleensékin.) Markovin matriisin sarake-
summat = 1, joten [1,1,...,1]A4 = [1,1,...,1], ja
niinpd «p:n alkioiden summa = [1,1,...,1] (Axy) =
(1,1,...,1] A)@o = [1,1,...,1] @ = 1.

Tasséd kaytimme matriisitulon liitdnndisyytta.

Mitapa tapahtuu kelpo puolueillemme, saavatko selvéa
toisistaan?

Léhdetdan iteroimaan helmikuusta 2006, ts. valitaan
xo = G-matriisin ensimmaéinen sarake: Iteroidaan ihan
vaan késin kirjoitellen ohjelmallemme:

--> A=[.93 .02 .04;.03 .93 .04;.04 .05 .92];
--> x0=G(:,1) // G:n 1. sarake

—=> x1=A*x0; x2=A*x1; x3=A*x2; x4=A%*x3;

—=> x5=A%*x4;x6=A*xx5;x7=A*x6;

-=> [x0 x2 x4 x7]
’2/06° ’6/06 ’10/06° ’2/07°
0.320 0.317 0.315 0.312 ’Kok’
0.313 0.317 0.321 0.325 ’Kepu’
0.367 0.365 0.364 0.363 ’Sdp’

Kun verrataan viimeistd saraketta ylla annetun G-
matriisin viimeiseen sarakkeeseen, ndhdéén, ettd Ko-
koomus on varsin tarkkaan kohdallaan, Kepu:mn ja
Sdp:n vililld mallinnuksemme on hiukan liikaa kal-
lellaan jalkimméiiseen péin, tosin ajan kuluessa tuo
néyttaisi hitaasti korjaantuvan. No, koska matrisiimme
néinkin hyvin ennustaa ”oikeita” ennusteita, jatkamme
eteenpiin mallia (A-matriisia) muuttamatta.

Miten sitten kéy vaaleissa? Télla mallilla ja aineistol-
la on turha toivoa saatavan mitdén parempaa kuin
G-matriisin viimeinen sarake. Joudun téssd suhteessa
tuottamaan lukijalle pettymyksen, nuo mainiot matrii-
sitkaan eivit auta meitd ennustamaan tulosta. Sensi-
jaan voidaan kysyé, mitd tapahtuu pitkélla aikavalilla.
Jatketaanpa iterointia, itse asiassa se on hyvin helppoa,
koska x,, = A"x( ja matriisipotenssi ohjelmissamme on
A°n

-=>[x0 (A"50)*x0 (A"70)*x0 (A~80)*x0]
ans

0.3201 0.3027 0.3025 0.3025
0.3129 0.3360 0.3361 0.3361
0.367 0.3613 0.3613 0.3613

Huomataan, ettd viimeistadn 70:n aikajakson jélkeen,
eli n. 10 vuoden kuluttua prosessi on paédtynyt kiinto-
pisteeseen, josta se ei enédd etene. Entd mitd vaikuttaa
alkujakauma. Kokeillaan vaikka x0=[.6 .3 .1]7;

-—>[x0 (A"10)*x0 (A"30)*x0 (A"50)*x0 (A~80)*x0]
ans =

0.6 0.3989 0.3133 0.3038 0.3026
0.3 0.3143 0.3318 0.3355 0.3361
0.1 0.2868 0.3549 0.3607 0.3613

->[x0 (A~10)*x0 (A~30)*x0 (A~50)#*x0 (A~100)*x0]
ans =

0.6 0.3989 0.3133 0.3038 0.3025
0.3 0.3143 0.3318 0.3355 0.3361
0.1 0.2868 0.3549 0.3607 0.3613

Huomataan, etté aivan ”vinossa olevasta” alkujakau-
masta paddytdin rajalla samaan tasapainojakau-
maan. Toden totta, Markovin prosessi johtaa (tie-
tyin yleisin lisdehdoin) samaan kiintopisteeseen,
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olipa alkujakauma miki tahansa. Mutta miksi?
Perustelu voidaan esittdd hyvin tyylipuhtaasti omi-
naisarvoteorian sovelluksena. Sen esittely on pak-
ko jittdd johonkin myoOhempéin yhteyteen. Aihetta
voit opiskella alla mainituista ldhteistd sekd Googlel-
la hakusanoilla ominaisarvot, eigenvalues, eigenvec-
tors. Kerromme kuitenkin tuloksen: Rajajakauma on
suurinta ominaisarvoa (1) vastaava ominaisvektori to-
dennékoisyysvektoriksi normeerattuna. Annan lopuk-
si vaihteeksi aidon MATLAB-ajon, jossa on tétd mat-
riisiamme koskevat ominaisarvo/-vektoriloitsut, jotka
paljastavat taikuuden:

>> A=[.93 .02 .04;.03 .93 .04;.04 .05 .92];
>> [V,D]=eig(A);
>> lambdal=D(1,1);v1=V(:,1);
>> lambdal
lambdal =
1.0000
>> v1/sum(v1l) % ominaisvektorin normeeraus.
0.3025
0.3361
0.3613
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Yleistetyt funktiot eli distribuutiot

Jukka Liukkonen
Helsingin ammattikorkeakoulu Stadia

Johdanto

Matematiikan vélineilld reaalimaailman ilmiot pyritdian
pelkistam&dn niin, etté jiljelle ja& oleellinen informaa-
tio ja vain se. Esimerkiksi taivaankappaleiden liikera-
toja tarkasteltaessa on useimmiten yhdentekevai, mika
on kappaleen tarkka muoto tai tiheysjakauma; sen si-
jaan tdhti ajatellaan sen painopisteeseen sijoitettuna
pistemassana vailla ulottuvuuksia. Tiheysjakauman ja
muun turhan informaation ottaminen mukaan malliin
tekisi sen vaikeammin késiteltdviaksi ilman, ettd moni-
mutkaisesta mallista suurella vaivalla laskettu liikera-
ta olisi oleellisesti tarkempi kuin yksinkertaisesta mal-
lista helposti ratkaistava rata. Samalla tavoin seinén
lapi kulkevaa déniaaltoa laskettaessa seinédn ajatellaan
koostuvan yhdestéd tai useammasta tasapaksusta ker-
roksesta, joilla ei ole hienorakennetta. Matemaattisen
siledt pystysuorat tasot erottavat kerrokset teravésti
toisistaan ja ympérdivastd homogeenisesta ilmasta.

Téasséd kirjoituksessa suhtaudutaan kriittisesti funk-
tion késitteeseen ja yleistetddn se distribuution
kasitteeksi. Jalkimmé&inen auttaa karsimaan mallis-
ta epéolennaisuuksia. Sen avulla differentiaalilasken-
nan valtava voima ulotetaan sinnekin, missd deri-
vointia ei klassisessa mielessd voida tehd&. Distri-
buutiot tekevit mahdolliseksi kaikenulotteisten tiheys-
jakaumien (pistemassat, pistemiiset dipolit, pintava-
raukset jne.) tédsmaéllisen késittelyn. Distribuutioderi-
vaattaan on sisddnrakennettuna mekanismi, joka gene-

roi automaattisesti erdit fysiikan sovelluksissa esiin-
tyvit alkuehdot ja materiaalirajapintachdot. Distri-
buutioiden ansiosta taajuusanalyysissa ei tarvitse ra-
joittua &éarellisen energian omaaviin signaaleihin. Esi-
tyksen yksinkertaisuuden ja selkeyden vuoksi téssd
késitelladn ainoastaan yksiulotteisia malleja. Tarkastel-
tavat kasitteet ja tulokset yleistyvét kuitenkin useam-
paan ulottuvuuteen.

Distribuution erikoistapaus on mitta. Sitd voi-
daan havainnollistaa jakaumana (engl. ja ransk.
distribution), joka voi kuvata esimerkiksi massan,
sahkonjohtavuuden tai todennékoisyyden jakautumis-
ta. Fyysikko Paul Diracin (1902-1984) mukaan ni-
metty Diracin mitta tai Diracin delta (ks. kappa-
le Distribuutiot ja Diracin delta) kuvaa yhteen ai-
noaan pisteeseen keskittynyttd tiheysjakaumaa. Del-
taa voitaisiin luonnehtia sellaiseksi normaalijakaumak-
si, jossa keskihajonta on degeneroitunut nollaksi. Di-
rac esitteli deltan 1920-luvulla, mutta tiettavéasti sitéa
kiytti jo 1800-luvulla Oliver Heaviside (1850-1925)
— kauan ennen varsinaisen distribuutioteorian syn-
tyéd. Heaviside ja Dirac kasittelivit deltaa kuin se oli-
si vain omituinen funktio. Erddt lihteet pitdvat di-
stribuutioiden isdné venéldistd matemaatikkoa Sergei
Sobolevia (1908-1989). Hin kiytti nykydistribuutioi-
ta ldheisesti muistuttavia funktion yleistyksid tutki-
muksissaan 1930-luvun loppupuolella. Varsinaisen di-
stribuutioteorian kehitti kuitenkin ranskalainen Lau-
rent Schwartz (1915-2002) vuosina 1944-1948, Sobo-
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levista riippumatta. Vaikka nimitys distribuutio viit-
taa mittaan, kaikki distribuutiot eivét ole mittoja. Esi-
merkkind mainittakoon deltan derivaatta.

Mita vikaa funktioissa?

Reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktio f : R — R
on sddnto, jolla reaalilukuun z liitetddn sddnnon yk-
sikésitteisesti médradma reaaliluku y = f(x), joka siis
yleensé riippuu luvusta x. Téllainen funktiokésite sallii
esimerkiksi funktion g maéarittelemisen asettamalla

22 +1, z€Z

se) = {TRh Tl e

Useimmissa reaalimaailman malleissa funktion arvot
yksittiisissi pisteissé ovat kuitenkin merkityksettomié;
sen sijaan keskiarvon tyyppiset tunnusluvut ovat oleel-
lisia. Esim. tyypillisessi fysiikan mittauksessa havain-
noidaan jotakin ilmi6td hetken aikaa, ja mittaustulos
on jonkinlainen keskiarvo — sen muodostumiseen tar-
vitaan pieni aikavili. Integroituvan funktion f valilla
[a, b] saamien arvojen keskiarvo on

b [
Afa) = [f@)do= [ f@)pusta) o ()
o S S AL )

Funktion f arvo kussakin pisteessé x voitaisiin korvata
raja-arvolla

r+e
T@) = lim Af(e—ca+e) = im oo [ f0)d. ()

Valitettavasti raja-arvoa (5) ei ole aina olemassal* Nii-
den pisteiden joukko, joissa raja-arvoa ei ole olemas-
sa, on kuitenkin hyvin pieni; matemaatikot puhuvat
nollamittaisesta joukosta. Hieman yksinkertaistaen sa-
nottuna sellaisen joukon osasten yhteenlaskettu pituus
on nolla. Ei merkitse oleellista vdaryyttd sopia funk-
tion f(z) arvoksi nolla niissé poikkeuspisteissi. Talld
tavoin keskiarvoistetut funktiot siséltdisivat useimmi-
ten kaiken oleellisen informaation. Liséksi niissd on se
hyvé piirre, etté kaksi keskiarvoistettua funktiota eroa-
vat toisistaan vain, jos ne eroavat toisistaan oleellisesti
— niiden olisi mahdotonta saada eri arvot pelkéstdan
esimerkiksi erillisisté pisteisté koostuvassa, kokonaislu-
kujen joukon Z kaltaisessa joukossa. Esimerkin (2) ta-

pauksessa g(z) = z2.

Testifunktiot

Funktion térkeiden piirteiden tuntemiseksi riittai siis
tietdd integraalien

7f(x)90a,b(x) da

arvot "testifunktioilla” @45, kun a,b € R, a < b.
Distribuutioteoriassa on tédménkaltainen l&htokohta.
Sielld otetaan testifunktioiksi epédjatkuvien funktioi-
den ¢, asemesta kaikki sellaiset funktiot ¢, jotka
hividvit (so. saavat arvon mnolla) jonkin funktiosta
@ riippuvan rajoitetun vélin ulkopuolella, ja joilla on
kaikkien kertalukujen derivaatat jokaisessa lukusuoran
R pisteesséd. Silloin sekd ¢ ettd kyseiset derivaatat
ovat derivoituvina funktioina myos jatkuvia. T#llaisten
funktioiden joukkoa merkitdin D(R). Suljetun vilin
[a,b] ulkopuolella hévidvien testifunktioiden joukolle
kéytetddn tdssd merkintdd D(a,b). Integraalia

(fg) = / f(@)p(x) da. (6)

sanotaan funktion f arvoksi testifunktiolla ¢. Jos
© el saa negatiivisia arvoja, ja

oo

/(p(a:) de =1, (7)

— 00

funktio ¢ on ns. painofunktio, ja integraali (6) on
funktion f painotettu keskiarvo. Kun f on jatkuva,
xz € R ja € on riittdvén pieni positiivinen luku, pai-
nofunktiolla ¢ € D(z — ¢,x + €) painotettu keskiarvo
on léhelld funktion tarkkaa arvoa f(x), sitd ldhempéné
mitéd pienempi € on.

Millaisia testifunktioita sitten on olemassa? Ainakin
vakiofunktio 0 kelpaa testifunktioksi. Toinen kelvolli-
nen testifunktio on

M- lel/@-D 1 <cp<1

o(@) :{ 0 , muulloin, (8)

missé

1
M= /el/(ﬁ*l) dz.
21

4 Jos oletetaan, ettd funktio f on rajoitetusti heilahteleva rajotetuilla vileilld, raja-arvo on olemassa kaikissa pisteissid x.

Funktio heilahtelee rajoitetusti vélilld [a, b], jos summilla

n

SOIft) = fte-1)l, a<to<ti<...<tn <D,

k=1

on olemassa yhteinen &érellinen yliraja, jota suuremmiksi ne eivit voi tulla.
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Sen derivoituvuusominaisuuksien tarkistaminen valin
[—1,1] péstepisteissé ji4 lukijalle> Funktion ¢ kuvaa-
ja on piirretty kuvaan 1.

081
06

04}

0.2 L L ;
-1 -0.5 0 0.5 1

Kuwva 1. Testifunktion ¢ kuvaaja vililld [—1,1].
Siirtamallé ja skaalaamalla funktiosta ¢ saadaan koko-
nainen parvi

X — X
1%

>, zo€R, peR, p>0,
)

1
rosl) = 50
testifunktioita, jotka toteuttavat ehdot

(a) Pzg,p(z) > 0 kaikilla z € R,

(b) @Pug.p(x) > 0 vain, kun o — p <z < o + p, ja

(c) /ooébxo,p(x) de = 1.

Distribuutiot ja Diracin delta

Koska funktion f arvoista yksittéisissa pisteissé ei olla
kiinnostuneita, riittdd tuntea kuvaus

DR) =R, ¢~ (f ), (10)

milla tarkoitetaan siis funktion f arvojen tuntemista
eri testifunktioilla. Integraalin ominaisuuksista seuraa
testifunktioille ¢ ja 1 seké vakioille o ja 3 yhtélo

(f; 00+ B) = alf, ) + B(f,4). (11)

Talloin sanotaan, ettd kuvaus (10) on lineaarinen. Se
on myos jatkuva, mutta ennen jatkuvuuden tasmaéllista

maéadrittelemista pitda sopia siitd, mité tarkoitetaan tes-
tifunktiojonon suppenemisella. Alla "nollas derivaatta”
¢ tarkoittaa itse funktiota ¢ € D(a,b) ja

— - 12
[eol] argggblw(x)l rggglw(a«")l (12)

on suurin jatkuvan funktion x — |p(x)| suljetulla
vélilld [a,b] saamista arvoista.

Maaritelmé 1. Testifunktioiden ¢, € D(R) jono
suppenee kohti testifunktiota ¢ eli lim ¢, = ¢, jos
n—oo

seuraavat ehdot ovat voimassa:

(a) On olemassa sellaiset luvut a ja b ettd ¢, €
D(a,b) olipa n mikd positiivinen kokonaisluku ta-
hansa.

(b) Jos r on positiwvinen kokonaisluku tai nolla,

lim || — || = 0. (13)
n—oo

Lineaarisen kuvauksen u : D(R) — R arvoja on tapa-
na merkitd u(p) = (u, ), vaikka kyseessi ei olisikaan
nimenomainen kuvaus (10).

Maaritelma 2. Lineaarinen kuvaus

wiDR) =R, ¢ (u,¢)

on jatkuva, jos

lim ¢, =0. (14)

n—oo

lim |(u,¢n)| =0 aina, kun
n—oo

On helpohko harjoitustehtévé osoittaa, ettd kuvaus
(10) on jatkuva edellisen mééritelmén miclessi6 Tissé
vaiheessa monella lukijalla on varmaankin jo aavistus
siitd, miten funktion késite yleistetddn distribuution
késitteeksi:

Maaritelméa 3. Jatkuvia lineaarisia kuvauksia u
D(R) — R sanotaan yleistetyiksi funktioiksi eli di-
stribuutioiksi. Niiden joukkoa merkitiin D' (R).

Kun funktio f : R — R liittda reaalilukuun x reaa-
liluvun f(x), distribuutio u : D(R) — R liitt44 testi-
funktioon ¢ reaaliluvun (u, ). Jos funktio f tulkitaan
distribuutioksi yhtélon (6) kautta, sen arvo (f, ) on
erddnlainen yleistetty, paikallinen, testifunktiolla ¢ pai-
notettu keskiarvo funktion f tavallisista arvoista f(x).
Kaikki distribuutiot eivét suinkaan ole funktioita. Kuu-
luisin téllainen distribuutio on deltadistribuutio eli
Diracin delta J,,, joka madritelldan yhtalolla

<(Sacov<p> = 30(1‘0). (15)

Lause 1. Diracin delta on distribuutio.

5Lukion pitkin matematiikan tiedoilla teht#ivi lienee vaativa. Ratkaisussa voidaan kiyttis differentiaalilaskennan viliarvolausetta
ja eksponenttifunktion kasvuominaisuuksia suhteessa rationaalifunktion kasvuominaisuuksiin.

SIntegraali (f, n) lihestyy nollaa jo silloin, kun pelkistiin ||¢n || lihestyy nollaa. Derivaattoja ei siis tarvitse kisitella.
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Todistus: Jos a ja § ovat vakioita ja ¢ sekd 1 testi-
funktioita,

(09, v + B) (v + Bi)(x0)

= ap(zo) + (o)
= a(éwo,@ +6<6a:07'(/)>

Siis 05, on lineaarinen. Jos testifunktioiden ¢,, jono
suppenee kohti nollatestifunktiota, erityisesti

Jim[fion]] = 0.
Silloin
{920, ¢n)| = @n(z0)| < max|pn(z)] = [lenll = 0,

kun n — oo. Siis d,, on jatkuva. O

Vaikka d,, ei olekaan funktio, sen voidaan ajatella syn-
tyvén yhtdlon (9) méadrittelemien testifunktioiden ¢y, ,
raja-arvona, silla

11%1+<¢$oypa(p> = o0+

= @(x0) = (0ag, )

Lukijaa kehotetaan nayttdméain toteen, ettd au+ v on
distribuutio aina, kun « ja (8 ovat vakioita ja u sekd v
distribuutioita. Tdémé& havainto antaa menetelmén kon-
struoida tunnetuista distribuutioista uusia. Testifunk-
tioita rakennettaessa voidaan kéyttdd hyviksi myos
seuraavaa aputulosta, jonka todistus sivuutetaan:

Lemma 2. Olkoon funktiolla f kaikkien kertalukujen
deriaatat avoimella valilli Ja,b[. Jos a < ¢ < d < b,
on olemassa testifunktio ¢ € D(a,b), joka yhtyy funk-
tioon [ suljetulla vdlilli [c,d]; ts. o(x) = f(z) kaikilla
x € [c,d].

Esimerkki 1. Ajatellaan kahta toisiaan vakio-
etaisyydelld kiertdvdd tdhted, joiden massat ovat mq
ja mso. Sijoitetaan x-akseli kulkemaan tihtien painopis-
teiden kautta. Silloin x-akseli pyorii tdhtien mukana.
Valitaan tdhtiparin painopiste origoksi, ja merkitddn
yksittdisten tihtien paikkakoordinaatteja x1 ja xo. Jos
tahtipari halutaan ndhdd kokonaisuutena, sen mate-
maattiseksi malliksi voidaan valita distribuutio u, =
(m1 + ma)do. Mikdli tihtien pitid erottua toisistaan,
malliksi otetaan v, = M1y, + Mady,. Tdhtien mas-
sat ja sijainnit saadaan tarvittaessa selville "pommit-
tamalla” malleja testifunktioilla samaan tapaan kwin
hiukkasfyysikko pommittaa atomiytimid:

(m1 +ma2) »(0),
m1p(x1) + map(z2).

<u*7 §0> =
<U*7 @) =
Testauksessa on ikddnkuin kdytettivissi tietokoneohjel-

ma, joka tulostaa tapauksessa (16) luvun (u., @) ja ta-
pauvksessa (17) vastaavasti luvun (v, @) milld tahansa

testifunktiosydtteelld p. Sopivia syotteitd kayttamdalla
ja ohjelman tulosteita tutkimalla pitdisi selvittdd, mitkd
ovat ohjelman sisdiset parametrit my, ma, x1 ja x3. Jos
esim. tdhtien yhteenlaskettua massaa ei tiedetd, se saa-
daan selville mallista u, sellaisella testifunktiolla g,
jolle o(0) # 0; nimittdin (u., po) = (M1 + m2) o(0),
jolloin my 4+ ma = (ux, @o)/o(0).

Tehtava 1. Lukijaa pyydetddin miettimddan testifunk-
tiostrategia, jolla saadaan mahdollisimman wvaivatto-
masti selville kummankin tdhden massa ja sijainti mal-
lista v,.

Distribuution derivaatta

Jos funktiot f ja g derivaattoineen ovat jatkuvia vélilla
[a, b], pétee osittaisintegrointikaava

/bf'(x)g(fv) dz = /bf(w)g(w) —/bf(x)g’(w) dz.

Korvaamalla ¢ testifunktiolla ¢ € D(a,b) kes-
kimmaéainen termi haviéa ja integroinnit voidaan ulottaa
yli koko lukusuoran:

oo

/ F(@)ele) dz = — / f@)g (@) de. (1)

Yhtélon oikea puoli on médritelty silloinkin, kun f
ei ole derivoituva eiké edes jatkuva. Riittdd, kun f on
integroituva vililld [a, b]. Jos integroituvalle funktiolle
h pétee

/ h(z)p(x) dz = - / f@)g (@) dz (19)

kaikilla ¢ € D(R), funktiota h sanotaan integroitu-
van funktion f heikoksi derivaataksi. Yht&lo
osoittaa, ettd heikko derivaatta on derivaatan késitteen
yleistys. Kirjoittamalla kaava (18) muotoon

<f1790> - 7<f7 90/>

saadaan vihdoin ilmiselvé vihje siitd, miten distribuu-
tioderivaatta tulee méaaritella:

(20)

Maéaritelméd 4. Distribuution u distribuutioderi-
vaatta eli lyhyesti derivaatta on kuvaus
v :DR) — R,

(W', ) = —(u, ¢'). (21)

Yhtalo osoittaa, ettd derivoituvan funktion klas-
sinen derivaatta distribuutioksi tulkittuna on samalla
distribuutioksi tulkitun funktion distribuutioderivaat-
ta.
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Lemma 3. Distribuution derivaatta on distribuutio.

Todistus: Jos a ja § ovat vakioita ja ¢ sekd 1 testi-
funktioita, distribuution u lineaarisuuden nojalla

(Wiap+p8Y) = —(u,(ap+B9))
= —(u,a¢’ +0¢)
= —alu,¢) = B{u, ")
= o, p) + B, ).

Siis ¢’ on lineaarinen. Jos testifunktiojono ¢, suppenee
kohti nollatestifunktiota, erityisesti

lim ||, [| = 0.
n—oo
Koska u on jatkuva,

[(u', end| = u, 03)| — 0,
kun n — oco. Siis ¢’ on jatkuva. O

Funktiota
0, <0

H(“”):{ 1, 0<ux

sanotaan Heavisiden funktioksi omaperéaisen
englantilaisen fyysikon ja sdhkoéinsinéorin Oliver Hea-
visiden mukaan. Funktio H ei selvistikdan ole derivoi-
tuva eiké edes jatkuva kohdassa x = 0, mutta miké on
sen distribuutioderivaatta H’'? Koska H on integroitu-
va rajoitetuilla véleilld, distribuution H arvot voidaan
laskea integraaleina:

oo

(H, ) =~ / H(x)g'(z) de

(H', )

kaikilla testifunktioilla . Heavisiden funktion distri-
buutioderivaatta on néin ollen deltadistribuutio:

H =6 . (22)
Maiaritelmén mukaan deltan 6,, distribuutioderivaatta
on kuvaus

(00> @) = —(0z0, ') = —¢'(0). (23)

Lopuksi helppo harjoitustehtéavé lukijalle:

Tehtava 2. Madritd distribuutioderivaatat funktioille

|z, |$—| H() - H@z—1) ja —27
xr

|cosz|

Jos funktion mddrittelevd lauseke on osamddrd, sen ar-
volla nimittdjan nollakohdassa, kuten muissakaan yk-
sittdisissd pisteissd, ei ole merkitystd; se voidaan sopia
vaikkapa nollaksi.
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Riemannin hypoteesi ymmarrettaviksi

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

John Derbyshire: Alkulukujen lumoissa. Suom.
Juha Pietildinen. Terra Cognita 2006. 404 s. Ovh. 40
euroa.

Matematiikan tutkimus ylittad uutiskynnyksen yleensé
vain silloin, kun jokin kuuluisa ongelma saa ratkai-
sunsa. Andrew Wiles ja Fermat'n suuren lauseen to-
distus oli esilld kymmenisen vuotta sitten, Poincarén
konjektuuri ja sen originelli ratkaisija Grigori Perel-
man viime vuonna. Matemaatikkojen laaja konsensus
on, ettd erds tarkeimmisté ellei tarkein suuri avoin on-
gelma on Riemannin hypoteesi. Se on my06s yksi seit-
semastd amerikkalaisen Clay-instituutin miljoonan dol-
larin Milennium-ongelmasta. Lukuteoreettinen kirjalli-
suus vilisee tuloksia, jotka alkavat ”jos oletamme, etté
Riemannin hypoteesi on tosi, niin...”

John Derbyshire, englantilaissyntyinen mutta Yhdys-
valloissa asuva kirjailija, joka tunnetaan mm. oikeaa
laitaa kulkevan National Review -lehden kommentaat-
torina ja mité erilaisimpiin asioihin kantaa ottavana
ja kiistoja herattdvani nettikirjoittajana, on ottanut
tehtdvikseen kertoa maallikkolukijalle, mistd Rieman-
nin hypoteesissa oikeastaan on kysymys ja Kimmo Pie-
tildisen kulttuurikustantamo Terra Cognita on tuoreel-
taan saattanut kirjan suomenkielisten lukijoiden ulot-
tuville.

Kun tieddmme, ettd Riemannin hypoteesi on lyhyesti
seuraava: kompleksimuuttujan s funktion eli Rieman-

nin zetafunktion

)=
k=1

epétriviaalien  nollakohtien  reaaliosa  on % ,

ymmarramme, ettd Derbyshiren tehtéva on perin haas-
tava. Derbyshire kohdistaa kirjansa ” dlykkéalle ja ute-
liaalle, mutta matemaattisesti oppimattomalle luki-
jalle” ja arvelee kirjan vaikeustason sopivaksi lukion
matematiikan edes valttdvasti suorittaneelle.

Derbyshire pyrkii ratkaisemaan tehtdvénsd, ei siis it-
se Riemannin hypoteesia vaan sen tavalliselle luki-
jalla kuvailemisen ongelman, kuljettamalla kirjassaan
kahta juonta lomittain. Luvut, joiden jéirjestysnumero
on pariton, kehittelevdt Riemannin hypoteesin
ymmértimiseksi tarvittavaa matematiikkaa. (Derbys-
hire kertoo aikoneensa ensin kayttad tdhan tarkoi-
tukseen lukuja, joiden jarjestysnumero on alkuluku,
mutta arvelleensa sitten, ettd menetelmé olisi vaikut-
tanut liialliselta kikkailulta. — Hiukan huvittavaa téssé
yvhteydesséd on suomen kielen sanan luku kaksoismerki-
tys.) Niisséi kohdataan padttyméton sarja, alkuluvun
késite ja alkulukujen lukumé&érélauseet, potenssin ja
logaritmin késitteet, (-funktio reaalialueella ja sen yh-
teys alkulukuihin, derivaatta ja integraali, komplek-
siluvut, kompleksimuuttujan funktiot, kunnat ja vii-
mein (-funktion ja alkulukujen jakautumisen kytkenta.
On ymmaérrettavid, ettd syvemmaille analyyttisen lu-
kuteorian viidakkoon kuljettaessa kirjoittaja joutuu
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enemmén ja enemmén luopumaan johdonmukaisesta
esityksestéd ja turvautumaan ”uskokaa minua, néin se
on” -tyyppisiin perusteluihin.

Kirjan  parillisnumeroisissa  luvuissa  puhutaan
enemmén ihmisistd ja historiasta: Bernhard Rieman-
nista itsestdén ja hinen edeltdjistddn Fulerista, Gaus-
sista ja Dirichlet’std, alkulukulauseen todistuksen vai-
heista, David Hilbertin kuuluisasta vuoden 1900 ma-
temaatikkokongressin esitelmésté, joka viimeistdan ka-
nonisoi Riemannin hypoteesin matematiikan tavoitel-
luimpien hedelmien joukkoon, ja 1900-luvun lukuteo-
riasta aina melko uusiin tietokoneisiin tukeutuviin Rie-
mannin hypoteesin kukistamiseen tahtdaviin yrityksiin
asti. Runsaat alaviitteet sisdltédvét vield monia mielen-
kiintoisia lisdtietoja.

Kirjan liitteeksi on painettu tunnetun matemaatikon
Tom Apostolin kirjoittama monisikeistéinen Rieman-
nin hypoteesin ympérille kiertyva laulunsanoitus. Kun
laulussa mainitaan useamman kerran (Ernst) Lindeldf,
Suomen matematiikan tutkimuksen isdksi luonnehdit-
tavissa oleva matemaatikko, on Derbyshire kirjoittanut
vield toisen liitteen, jossa on laajahko esitys Riemannin
hypoteesille ldheisti sukua olevasta Lindeldfin hypotee-
sista. Lindeldfin ihmeellisen monipuolisen matemaati-

kontyon kietoutuminen my6s Riemannin hypoteesiin ei
ole kovin laajalti tunnettua, Suomessakaan.

Derbyshiren yritys on hyvé, mutta en kuitenkaan tullut
aivan vakuutetuksi siité, ettd hanen tarkoittamansa lu-
kija lopulta ymmértaisi hypoteesin merkittavyyden ja
sen ratkaisemisen vaikeuden. Matematiikan opettajal-
le samoin kuin matematiikasta kiinnostuneelle lukiolai-
selle kirjan lukemista voin kuitenkin lampimésti suosi-
tella jo siksikin, ettéd vaikka suomenkielistd matematii-
kan populaarikirjallisuutta alkaa aika paljon olla, kiitos
mm. puheena olevan kirjan kustantajan, ei niistéd juuri
16ydy sellaista tietoa, joka jotenkin kytkisi kouluma-
tematiikan matematiikan tutkimuksen keskeisiin osiin.
Ja kuitenkin, kun oppiaineemme nimi on matematiik-
ka eiké laskento, olisi kohtuullista odottaa, ettd meilld
olisi edes aavistuksia siitd, mitd matematiikka tieteené
on.

Kirjan suomennoksen on tarkastanut paras suomalai-
nen analyyttisen lukuteorian asiantuntija, professori
Matti Jutila. Terminologisia epéselvyyksid tai ilmei-
sid vadarinymmaérryksid ei juuri tullut vastaan. Sujuvaa
kdadnnosta tuntuu paikoin rasittavan hiukan liian tark-
ka pitdytyminen alkukielen ilmauksiin.
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Ratkaisu aikaisempaan tehtiviin

Pekka Alestalo
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Esitin Solmun numerossa 2/2006 kaksi tehtéivéa, joista
ensimméisen ratkaisu ilmeistyi edellisessd numerossa;
nyt on toisen vuoro.

Tilanne 2: Lierién muotoiseen tyhjdén juomalasiin
asetetaan mehupilli. Pilli on kallellaan niin, ettd sen
alaosa vastaa pohjan reunaan ja yldosa yltdd juuri
ja juuri lasin reunaan (vastakkaisella puolella). Lasiin
kaadetaan hitaasti limonadia, jolloin pilliin kiinnittyy
kuplia ja se alkaa nousta lasista. Oletetaan, ettd pil-
lin alapd& nousee suoraan ylospéin lasin sivua pitkin
ja ettd pillin tukipiste lasin yldreunassa pysyy samana
(eli tilanne on tietyssd mielessé kaksiulotteinen). Juo-
man kaatamista jatketaan niin kauan, etté lasi tayttyy
ja pilli on lopuksi vaakasuorassa.

Ongelma 2: Oletetaan, ettd lasin poikkileikkauksen
halkaisija on 1 ja pillin pituus 2. Kuinka korkealla (la-
sin yldreunasta mitattuna) pillin yldpdd enimmillaéin
on, ja mik# on télloin pillin kaltevuuskulma vaakata-
soon nihden? Anna vastauksena korkeuden tarkka ja
likiarvo seké kulman likiarvo.

Ratkaisu 2: Kuten tehtédvissd huomautetaan, ti-
lannetta voidaan késitelld kaksiulotteisena. Asetetaan
koordinaatiston origo lasin reunaan niin, ettd pillin

piit ovat aluksi pisteissi (—1, —v/3) ja (0,0), lopuksi
pisteissd (—1,0) ja (1,0). Pillin yldpdin korkeutta ku-
vaa silloin funktio f: [0,1] — R, jolle f(z) > 0 kaikilla
x ja lisdksi f(0) = f(1) = 0.

1
/ *
‘ b

Aloitamme funktion f lausekkeen méarittamisesté. Jos
pillin yldpé4 on pisteessi (z,y) ja origo jakaa pillin ku-
vion mukaisesti kahteen osaan, joiden pituudet ovat a
ja b, niin a + b = 2. Toisaalta yhdenmuotoisista kol-
mioista saadaan

:b7
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joten a = 2z /(1 + x). Néin ollen
y=+va%—22= %\/3—2%—%22]”(5(})
x

on etsimdmme funktion lauseke. Tarkistuksena voidaan
laskea f(0) = f(1) = 0 ja piirtdd funktion f kuvaaja.

0.47

0.37

(x)
0.2

0.2

0.6 0.8

Kyseessd, on derivoituva funktio, jolla sekd kuvion
ettd intuitiivisen pééttelyn mukaan on yksikésitteinen
maksimikohta. Se saadaan selville ratkaisemalla yhtalo

harteille. Kun saatu yhtdlo kerrotaan puolittain ter-
milld /3 — 2z — 22, se sievenee lopulta muotoon

23 +322+3z—3
(1+2)?

=0.

Tehtéviksi jad silloin kolmannen asteen yhtilon x® +
322 + 3z — 3

0 ratkaiseminen. Ennen suoravii-
vaista numeerista ratkaisua kannattaa yrittda yhtéalon
sieventdmistd siirtdmélld kolmannen asteen termin
kéddnnepiste origoon. Koska

d2

de(x3+3z2+3x—3)=6x+6:0

pisteessd x

—1, niin muuttujanvaihdolla z T —
(=1) =2+ 1, eli z = z — 1, alkuperiinen yhtils yk-
sinkertaistuu sievennysten jilkeen muotoon 23 —4 = 0,
ja ratkaisuksi saadaan xo = 29 — 1 = /4 — 1 ~ 0,587.
Huomautettakoon, etté ylla kdytetyn siirtomenetelméan
avulla jokaisesta 3. asteen yhtélostd voidaan poistaa 2.

asteen termi, mutta téissi tapauksessa my0s 1. asteen
termi sattumalta (?7) hévisi.

Pillin ylapéa nousee siis lasin ylédreunasta enimmilldéan
korkeudelle

f(l‘o) ~ 0745

Kyseisesséd kohdassa pillin kaltevuuskulmalle o pétee

~

f'(z) = 0, jossa derivaatan laskeminen jdtetééin lukijan

tanag = f(xo)/xo, josta saadaan likiarvoksi «g
0,654 eli noin 37,5 astetta.

~



	Sisällys
	Saako oppilas tietää liikaa?
	Mercatorin kartta
	Kaksi syntymäpäiväsankaria
	Vektorit, matriisit, Händel ja vaalit 
	Yleistetyt funktiot eli distribuutiot
	Riemannin hypoteesi ymmärrettäväksi
	Ratkaisu aikaisempaan tehtävään

