Unkarilaisia matematiikan tehtavia koululaisille

Geometrian tehtavia per uskoulun ylauokille:

1. Ndikulmiossa ABCD,

AB=1,BC =2, CD =13, DABC = 120°, DBCD = 90°.
Mé&érittele tarkka arvo sivun AD pituudelle.
Vihje: Tehtéavan ratkaiseminen kannattaa aloittaa nelikulmion ABCD piirtamisell3,

C

jonka jalkeen piirretéan kuvaan piste F ja suorat DF ja FA (kuvassa merkitty
punaisella). Taman jalkeen tehtdva ratkeaa Pythagoraan lauseen ja kulmien
laskemisen avulla.

2. Nelikulmion kulmat koordinaatistossa ovat A(0,0), B(16,0), C(8,8), D(0,8). Ets
yhtal6 suoralle, joka on yhdensuuntainen suoran AC kanssa ja puolittaa nelikulmion
alan.

3. Hyonteinen kévelee nelion muotoisella paperiarkilla. Jokaisella askeleella se voi
liikkua kaks yksikkoa oikealle, nelja yksikkoa vasemmalle, kolme yksikkoa ylos tai
viis yksikk6a alas. Jokaisen askeleen jalkeen hyodnteinen kdantyy tasan 90°. Mitka
ovat ne alueet, joissa hyonteinen voi néin edetessaan kayda?

4. Suunnikkaan ABCD ala on 2 yksikkda. AD:n kanssa yhdensuuntainen suora letkaa
suunnikkaan reunat pisteissd P ja R, ja AB:n kanssa yhdensuuntainen suora leikkaa
suunnikkaan pisteissa Sja Q, kuten kuvasta nakyy. Mitka ovat kolmioiden AQR, BSR,
DPQ jaCSP aat?




5. Hammastahnatuubi sisdltdd 75 ml hammastahnaa. Mé&érittele metreissa tahnan
pituus, joka voidaan puristaa ulos tuubista, kun tiedetdan, ettd tahnan ympyran
muotoisen poikkileikkauksen halkaisijaon 6 mm.

6. Loiren lahella on suorakulmainen puisto, jonka mitat ovat mitat ovat 20x10 m.
Suorakulmainen spiraali reitti, jonka leveys on 1 m, johtaa puiston keskustaan.
Chateaun lordi kévelee spiraalin reitin joka aamu (pysyttelee aina keskella reittid ja
tekee suorakulmaiset kdannokset kulmissa), kastelee kukat, joita han kasvattaa nelion
muotoisessa kukkapenkissd, jonka sivu on 1 m ja sitten kévelee takaisin. Mink&
pituisen matkan han yhteensa kavelee?

7. Erés yritys suunnitteli oman logon. Suunnittelija piirsi seuraavan luonnoksen, joka
ssdls kahta erilaista sddnndllista kuusikulmiota. Sitten han kaytti luonnosta
tehddkseen lopullisen version. Mikd on harmaan ja viivoitetun aueen suhde
(jalkimmai sessé kuvassa) ?

e

Vihje Kannattaa jakaa logo samankokoisiin osiin ala olevan kuvan mukaisesti,
jolloin erivéaristen alueiden suhde on helpompi hahmottaa.
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8. Ympyran muotoinen pdyta on laitettu huoneen nurkkaan. Kuva nédyttda pdydan
ylhdalta pain. Péydanpinnan halkaisija on 170 cm. Erés piste pdydan reunalla on 10
cm etéisyydelld seinéasté. Laske etéisyys toisesta seinasta.




9. Rakennelma, joka nékyy kuvassa, on tehty liimaamalla identtisia kuutioita toisiinsa.
Kaks kuutiota voidaan liimata toisiinsa vain, jos niiden tahkot peittévét toisensa (ei
riitd, jos vain sdrmét ovat kosketuksissa). Mik& on minimim&ara kuutioita, jotka on
tarvittu kyseisen rakennelman tekoon?

10. Kuvassa ndhdéén kaupungin puistoon suunnitellut kavelyreitit. Mik& on
rakennettavien reittien yhteispituus, kun kuvaan merkityt kaks janaa ovat

pituudeltaan 60 m ja 30 m.
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11. Kuvassa olevan kuusikulmion jokainen sisékulma on 120°. Todista, etta

AB + FA=CD + DE.
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Vihje Tehtévan ratkaisua helpottaa seuraava kuva.




12. Kuvassa nakyy kaupunginosan kartta Ympyrat kuvastavat risteyksia ja viivat
katuja. Numerot jokaisen kadun vieressa kuvaavat minuuteissa matkaa, joka kuluu
kadun kavelemiseen. Mika on nopein mahdollinen aika, joka kuluu k&velemiseen
paikasta A paikkaan B?
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13. Konkaavin nelikulmion ABCD sivut ovat AB =13 cm, BC =4 cm, CD = 3cm, DA
=12 cmjasen sisdkulma kérjessa C on 270°. Laske nelikulmion ala.
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14. Anna esimerkki suorakulmaisesta kolmiosta, joka voidaan jakaa viiteen
yhtenevaan kolmioon.

15. Nelikulmion kulmat koordinaatistossa ovat A(0,0), B(5,0), C(3,2), D(0,1). Nayta,
etta lavisgjat liittyvét yhteen 45° kulmassa

16. Neliopohjaisen tiilen yhden tahkon alaon 49 cn ja toisen tahkon alaon 84 cm?
Laske tiilen tilavuus.

17. Pyoredn poydan halkaisija on 1 m. Poyta koostuu kahdesta puoliympyrén
muotoisesta levysta Poytdd voidaan lagjentaa lisddmélla kahden levyn véliin
suorakulmainen irto-osa, jonka mitat ovat 1 m x 0,5 m. Onko lagjennetulla pdydalla
kahta pistettd, joiden etéisyyson yli 150 cm?

18. Kuinka monta ikosaedrin tahkoista voidaan valita siten, ettda milléadn kahdella
tahkolla ei ole yhteista sarmaa?

19. Onko olemassa sellaista kolmiota, joka voidaan jakaa kolmeen yhtenevadn osaan
kahdella suoralla viivalla?

20. Onko mahdollista jérjestéa luvut 1,2,3,...,11,12 s&&nnollisen oktaedrin sérmiin
siten, etta karjesta alkavien sdrmien lukujen summa on sama jokaiselle karjelle?



21. Kuvassa esiintyvien ympyroiden siteet ovat 3 ¢cm ja 4 cm. Y mpyrdiden
keskipisteet ovat 5 cm pa&&ssa toisistaan. Laske kahden varjostetun alan ero.

22. Paperisuikala, jonka leveys on 5 cm, taitetaan kuvan mukaisesti, ilman ryppyjéa
Kuinka pieni varjostettu alue, jossa paperi on kaksinkerroin, voi olla?
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23. Kuvassa on nelio. PA = AB = BC = CD = DE. Mika on kulmien MAN, MBN,
MCN, MDN, MEN, jotka nakyvét kuvassa, summa?
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24. Nelion muotoisen ruokailupdydan jalkojen pituudet ovat 70 cm, 71 cm, 72.5cmja
72 cm, myo6tgpaivaan lueteltuna. Keikkuuko tama poytd, eli onko silla kaks jalkaa,
jotka eivét koskaan kosketa lattiaa yhtdaikai sesti?

Geometrian tehtavia lukiolaisille:

25. Kolmiossa sivun AB pituus on 10 cm, sivun AC pituus on 5,1 cm jaB CAB = 58°.
M&érittele kulman BCA suuruus asteen sadasosan tarkkuudella.

26. Suoran ympyréalierion kokonaispinta-ala on 1000 m? ja korkeus on 1000 km.
Laske lierion tilavuus litroissa.



27. Kuvassa oleva “pyramidi” on rakennettu kolmeen kerrokseen 1 cm? kuutioista.
Pyramidin pinnan ala on 42 cm?. Kayttamalla samaa tekniikkaa rakennetaan isompi
“pyramidi”, jonka kokonaispinta-ala on 2352 cm?. Kuinka monta kerrosta isompi
“pyramidi” sisaltaa?

28. Saénndllisen kymmenkulmion kulmat on yhdistetty suorilla niin, ettd muodostuu
kymmenen kolmiota. Kolmiot on véritetty punaisiksi ja sinisiksi vuorotellen. Todista,
etta sinisten kolmioiden yhteenlaskettu da on sama kuin punaisten.

29. Nelikulmion muotoinen pala leikataan paperista, ja kdannetdan kaikki kulmat niin,
etta niiden kéarjet kohtaavat samassa pisteessa. Minkalainen nelikulmio pitéisi leikata,
jotta kd&nnetyt osat peittdvédt loputkin paperista ilman rakoja ja paéllekkadisia
taitoksia?

B Ratkaisu: Olkoon ABCD annettu nelikulmio, ja
kaénnettyjen kulmien yhteinen piste P. Kun taitetaan
Fy ey kéarki A, muodostuu jana, jonka paatepisteet ovat E jaH

p& (kuvan mukaan) ja kérjen B taitoksen muodostaman
C\ L /A janan péadtepisteet ovat E ja F. Olkoon DBEF = a,

DHEA = b. Selvasti, EB = EP ja AE = EP, t.s. EB =

! 3 EA, téen E on janan AB keskipiste. Samoin F on janan
o d BC keskipiste ja G janan CD jaH janan DA keskipiste.
Kolmioiden EAH ja EPH yhdenmuotoisuudesta seuraa,

D etta PPEH = b ja kolmioiden BEF ja PEF
yhdenmuotoisuudesta seuraa, etta DFEP = a. Koska
2a + 2b =180°, niin BFEH = 90°, t.s. kulma E nelikulmiossa EFGH on suorakulma.
Vaikka kérki E el ole eritelty todistuksessa, on selvéd, etté kaikki nelikulmion EFGH
kulmat ovat 90°. Koska E on janan AB keskipiste ja H on janan AD keskipiste, jajana
EH yhdistda nelikulmion kahden vastaikkaisen sivun keskipisteen, niin néin ollen se
on yhdensuuntainen BD:n kanssa. Samoin FG||BD, FE||AC ja FE™ EH, mistd seuraa,
etta nelikulmion ABCD lavistgjét AC jaBD ovat kohtisuorassa.

Né&in ollen tarvittava ehto sille, etta nelikulmion taitetut kulmat kohtaavat samassa
pisteessa ja etté taitokset peittavét koko paperin ilman rakoja ja paéllekkain taitoksia,
on g, ettd nelikulmion lavistgjéat ovat kohtisuorassa. Helposti ndhdaan, etta tdma ehto
on myos riittdva. Tosiasiassa, kun peilataan kolmio ABD janan EH suhteen, niin
saadaan yhtenevét kolmiot AEH ja PEH, missd P on nelikulmion ABCD lavistgjien
leikkauspigte.



30. A, Ay..., A, ova erillisid tason pisteitd. Pisteiden mérittelemien  janojen
keskipisteeet ovat variltdan punaisia Mikéa on punaisten pisteiden pienin mahdollinen
lukumaara?

Ratkaisu 1: Parit, jotka muodostuvat annetuista pisteista, méadérittelevét dérellisen
méaaran suoria. Né@n ollen on olemassa suora, joka e ole yhdensuuntainen minkaan
muun suoran kanssa. Piirrd yhdensuuntainen suora janalle, joka kulkee jokaisen
annetun pisteen kautta. Nama suorat janat ovat kaikki erillisa Leikataan ndma
on sama kuin alkuperdisten pisteiden joukolla, koska yhdensuuntaiset suorat ovat
bijektiivisia kahden pisteen joukkojen kanssa. Vérita siniseksi janojen keskipisteet,
jotka muodostuvat leikkauspisteista. Sinisten pisteiden ma&rd e ylita punaisten
pisteiden maérada, koska jos kaksi kahden alkuperéisen janan keskipistetta kohtaa, niin
my6ds niiden yhdensuuntaiset projektiot kohtaavat. Merkitédn n:ll& annettujen
pisteiden lukuméaraa. Olkoon A ja B suoran | ensimmainen ja viimeinen leikkauspiste
jaolkoon F suoran AB keskipiste.

Sinisten pisteiden lukuméaéré on korkeintaan 2(n - 2) + 1 =2n- 3, koska jos
mittakaavakertoimen suurennos %2 A:data B:stda on asetettu (n - 2) leikkauspisteeksi
A:njaB:nvdlillaniin silloin arvojoukot, jotka ovat janojen AF ja BF sispuolella ovat
kaikki sinisia

Piste F on myds sininen, joten myds punaisten pallojen lukuméérd on vahintéén 2n -
3. Punaisten pisteiden lukumé&ra voi olla tasan 2n - 3. Olkoon Aj, Ay,..., A,
numerojonon pisteet 1,2,...,n: silloin keskipisteet ovat murtolukuja, joiden nimittgana

Ratkaisu 2: Edetdan induktiolla. Jos n = 1, niin e ole yhtéan leikkauspistetta
Naytamme, ettajos n > 2, niin punaisten pisteiden pienin luku on 2n - 3.

Jos A4i on piste (i - 1) numerojonossa, niin silloin punaiset pisteet kasittévét numerot,
jotka ovat samanarvoisia kuin puolet kokonaisluvuista, jotka ovat suurempia kuin O,
mutta vahemman kuin 2n - 2: naista (2n - 3) tayttda vaatimukset.

Jaljelle jé& osoittaa, etta aina on yht& monta punaista pistetta, vaikka pisteet Ai on
jarjestetty. Todistus tehd&an induktiolla n:n suhteen.

Josn =2, niinontasan 1 = 2.2 - 3 punaista pistetta. Oletetaan nyt, etta n pistetta
méérittelee aina vahintédn 2n - 3 punaista pisetta ja kasittéa pisteet Ag,..., Ane.
Olkoon B joukon P = { A4,..., Aj} konveksin verhon C kérki ja olkoon e, joka

koskettaa C:té pisteessd B. Olkoon B1 jaB:2 joukon P\ {B} kaksi pistetta Sten, etta ne
sjaitsevat niin l&hell& kuin mahdollista suoraa e. Oletuksesta seuraa, etta joukko P\
{B} méarittéa vahintdan 2n - 3 punaista pistettd, joten merkitddn punaisten pisteiden
joukkoa F:lla Janojen BB ja BB keskipisteet elvét kohtaa ja ne eivét varmasti kuulu
F.&8n, koska jokainen piste on lahempéana eta kuin janan B;B, keskipigtettd Nan
ollen ndmé kaks uusia punaisia pisteitd ja téden punaisten pisteiden méaérittelema
joukko P onvéahintéan (2n - 3) +2=2(n+ 1) - 3. Taen todistus on suoritettu.



31. Metsassg, jossa Smurffit asuvat, on 1280 mantyd, jokaisen mannyn halkaisijaon 1
m. Metsdn mitat ovat 1001x945 metria. Smurffit haluaisivat levittéd metsddn
seitseman tenniskenttds, joiden mitat olisivat 20x34 metrid. Onko tama mahdollista
ilman, ettd jouduttaisiin leikkaamaan yhtéén manty&?

3B5m Ratkaisu: Ratkaisu perustuu lokeroperiaattee-

seen, missd tenniskentén alue merkitéan osks
siten, ettéd mika tahansa puu voi tayttda ndista vain
yhden. Jaetaan metsa suorakulmioiksi, joiden
sivut ovat 35 m ja 25 m, ja joiden reunuksia
0,5 ] - kiertdd puolen metrin levyinen kaidtale.

0,5 m o5m  Mahdolliset tenniskentdt sijoittuisivat nadiden
suorakulmioiden sisaan.

0,5 m]

2l m

Kahden virekkéisen neliskulmaisen kentan kaistaleiden summaon 1 m, néin ollen, jos
puunrunko ulottuu yhdelle tenniskentélle, se e voi ulottuatoiselle kentélle.

Jaetaan pidempi eli 1001 metrin pituinen sivu kahteen osaan, toinen pituudeltaan 21
m ja toinen 980 m ja piiretddn yhdensuuntainen suora jaetun suoran pisteestd
vastakkaiselle sivulle niin, ettéd saadaan suorakulmiot 21 mx 945 m ja980 mx 945
m. Ensin mainittu pystytdan jakamaan tasan 27:ksi suorakulmioksi, joiden mitat ovat
21 mx 35 m jajalkimmaisesta saadaa 45-28 = 1260 nelikulmiota, koska 980 = 28-35
ja 945 = 45-.21. Nama tekevét yhteensa 1287 tenniskenttda ja 1280:sté& jokainen voi
ulottua vain yhdelle kentélle. Nain ollen Smurffit saavat 7 tenniskenttdansa.

32. Onko mahdollista merkita piste kuution jokaiselle sarmélle siten, ettd 12 pisteen
muodostaman monikulmion tilavuus on puolet kuution tilavuudesta?

Ratkaisu: Olkoon kuution s&rmét pituudeltaan 1. ,
Otetaan kuution jokaiselta s&rmélta jana, jonka pituus A ]
on a, niin ettd jokainen kaki on saman pituisten i
janojen paatepisteend. Jos kéarkiin muodostuneet
pyramidit leikataan  pois, saadaan  konveksi
monitahokas. Pyramideja on kahdenlaisia ja kumpiakin
nelja kappaletta. Monitahokkaan tilavuus on puolet
kuution tilavuudesta, jos pyramidien tilavuuksien
summa on myos puolet kuution tilavuudesta.

Kahdenlaisista pyramideista toisen tilavuus on
Va = a%6 ja toisen tilavuus on Vg =(1 -
a) 3 6. Pyramidien summan tulee olla %2, joten

4\p + 4Vg =Y, jostasaadaan 12a2 - 12a+ 1
=0.




a1» = (3 + V6)/6, joten juuret ovat positiivisia lukuja ja pienempia kuin 1 (niiden
summa on 1). Valitaan a = a, saamme halutun monitahokkaan: on mahdollista
merkitd 12 pistetta kuution sdrmille sovittujen sééntéjen mukaisesti.

33. Tason suora | on pistejoukon H tangenttisuora, jos tasan yks joukon H piste on
suordla |. Anna tason pistejoukko, jonka jokaisella pisteelld on tasan yksi
tangenttisuora ja vahintdan yksi piste jokaisellatason suorala

e ) Ratkaisu 1: Tarkastellaan suoraa e jasuorial jag, jotka
dp Py ; ova kohtisuorassa suoran e kanssa. Suorat | ja g
o laikkaavat suoran e pisteissa F ja G.
o B g
€ ) N&ytamme, etta pistejoukko H = e U f U g\ {F,G}
Py tayttavét tehtavan ehdot.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Aluksi todissamme, ettd H:lla on tasan yksi
tangenttisuora jokaista pistettd kohti. Jos P on H:n piste ja on suoralla e, niin silloin
pisteen P kautta kulkevien suorien joukossa on vain yks suora, joka on kohtisuorassa
suoraa e kohtaan, tdma on sen tangentti. Jos H:n piste P on suordla f, niin silloin
ainoa tangentti, joka kulkee pisteen P:n kautta, on suora PG, ja vastaavasti, jos H:n
piste P on suoralla g, niin silloin ainoa tangentti, joka kulkee pisteen P kautta, on
suora PF.

Toisaalta joukossa H on piste jokaisellatason suoralla h. Jos h el ole yhdensuuntainen
suoran e kanssa, niin silloin se leikkaa suoran e. Jos tamé leikkauspiste on
jompikumpi G tai F, niin silloin h on identtinen joko suoran f tal g kanssa tai sitten
suora h leikkaa suoran f ta g e pisteissa kuin G tai F. Lopulta, jos h on
yhdensuuntainen suoran e kanssa, niin se on joko identtinen sen kanssa tai sitten se
leikkaa molemmat suorat sekaf:n etta g:n.

Néain ollen H toteuttaa tehtdvan ehdot.

Ratkaisu 2: Etsitéén ratkaisu funktion graafisesta kuvagjasta ja
} i | { tutkitaan milloin kéyréa tayttaé vaatimukset.

/ / / Vertikaali suora (joka on yhdensuuntainen y-akselin kanssa) on
; tangentti jokaiselle k&yran pisteelle. Toisaalta kayrd leikkaa
/ . / kaikki vertikaalit suorat, jos funktio on méaritelty kaikilla
/ f f reaaliluvuilla. Nain ollen on l0ydettava funktio, joka on
| ) médritelty kaikilla reaaliluvuilla ja jonka kuvagja leikkaa ei-
vertikaalit suorat vahintédn kahdessa pisteessa. Jalkimmanen ehto tulee taytettya
jaksollisilla funktioilla, joiden méarittelyjoukkona on reaaliluvut ja jotka ovat jatkuvia
jaksoissa. Parhaiten tunnettu esimerkki on tangenttifunktio, jos se ulottuu koko
reaalilukujen joukkoon sopivalla tavalla.

Naiden perusteella, jos tangenttifunktio on mééritelty siten, ettd se saa arvon 0 sen
epgatkuvuuspisteisss, silloin funktion graafinen esitys on ratkaisu.



34. On annettu kuutio ABCDEFGH , jonka sé&rman pituus on yksi. M&arittele piste,
joka jakaa janan BE kolmasosaan, |&hempana E:ta (katso kuva). Kuinka kaukana tama
piste on tasosta, joka kulkee pisteiden C, F jaH kautta (katso kuva)?

H L

N

A B

o

35. Méirittele sellaiset suorat, jotka kulkevat kolmion keskion 18pi ja puolittavat
kolmion pinta-alan.

Vihje Kayta vektoreita alla olevan kuvan mukaisesti.
#

36. Kolmisivuisen pyramidin viistot sivut ovat pituudeltaan 1, lisdksi ne muodostavat
60°, 90° ja 120° asteen kulmat. Laske pyramidin tilavuus.

37. n kappaletta kolikoita, joiden kaikkien s&de on r, on sijoitettu pdydélle, jonka séde

on R, siten etté jokaisella kolikolla on sivu, joka kokonaan koskettaa pdydan pintaa.
Toisadlta, yhtédan kolikkoa e enda mahdu poydalle. Todista, etta

3(F-1)svhs 3

38. Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat a jab seka hypotenuusac. Todista, etta

3 3, .3
o 4+ 4 -

albfa + b+ ¢)

B3]

39. Mika piste yhtalon y(oé + y?) - x(&+ y?) —y + x = 0 graafisessa esityksessi on
[ahinna pistetta P, jonka koordinaztit ovat (3,4)?

40. Sdannollisen kuusikulmion, jonka sivut ovat yksikon pituisia, sisélla on

mielivaltainen piste, joka heijastuu jokaisen kuusikulmion sivun keskipisteen kautta.
Ma&rita néin syntyneen uuden kuusikulmion ala.
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41. Ets se suora, joka puolittaa "Egyptin” kolmion (jonka sivut ovat 3,4 ja 5) alan
seka ympéarysmitan.

42. Kolme yksikkoympyréd kulkevat kaikki saman pisteen P kautta. Y mpyroiden
muut leikkauspisteet ovat A, B ja C. Madrittele kolmion ABC ympéri piirretyn
ympyran séde.

43. Rakennamme ison kiintedn kuution puisista kuutioista, joiden s&rmét ovat yksikon
pituisia. Puisia kuutioita kaytetd8n enemman kuin kymmenen. Sitten maalaamme ison
kuution pinnat. Onko mahdollista, ettéd niiden yksikkokuutioiden, joiden jokin sivu on
maal attu, lukumééra on maalaamattomien yksikkokuutioiden lukumaaran tekija?

44, Kolmiossa ABC A on tylppéa kulma. Olkoon D mielivaltainen piste sivulla AB ja
olkoon E mielivaltainen piste sivulla AC. Nayt4, etta CD + BE > BD + DE + EC.

45. Mé&érittele kuution, jonka sarmét ovat yksikon pituisia, kahden vierekkaisen

46. Konveksin monikulmion kolme sivua ovat pituudeltaan 1 cm, 4 cm ja 8 cm, ja

sen lavistgjét ovat kohtisuorassa toisiaan kohtaan. Kuinka pitk& on neljas sivu?

47. Karteesisessa tasossa on annettu pisteet A(2,1), B(3,4), C(2,11). Nayta, etté jana
OB puolittaa kulman AOC. O on origo.

48. Nelibpohjaisen sd@@nnollisen pyramidin kannan sarmé ja nelidpohjaisen
séannollisen pyramidin korkeus ovat kaikki 40 cm pituisia. Yhdistdmme yhden
kannan karjista kannan vastakkaiseen kérkeen viivalla, joka kulkee viistoja sivuja
pitkin. Mika on lyhyimman reitin pituus?

49. Onko olemassa kolmio, jonka mediaaneista muodostuva kolmio on samanlainen
kuin alkuperéinen kolmio?

50. Nelikulmion ABCD, AB = AC = DB, lavistdja ovat kohtisuorassa. Laske kulmien
ACB jaADB summa.

51. Méarittele suorakulmaisen kolmion teravdt kulmat, kun tiedetéan, etta
suorakulmainen kolmio voidaan jakaa kolmeen tasakylkiseen kolmioon, kuten
kuvassa on esitetty.
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52. Jerry, joka ui nelion muotoisessa altaassa, haluaa péasta karkuu Tomilta, joka gjaa
hénta takaa. Tomi ei osaa uida ja juoksee hitaammin kuin Jerry, mutta juoksee nelja
kertaa niin nopeasti kuin Jerry ui. Padseek® Jerry aina karkuun?

SR S S Ratkaisu: Olkoon adtaan sivu yksikdn pituinen ja
merkitdan sen keskipistettd O:lla. Otetaan nelio, jonka
p,  keskipiste on myos O ja jonka sivun pituuson d, 1/5 < d
o l—— J¥ < ¥ Nédion sivut ovat yhdensuuntaisia altaan sivujen
5 kanssa. Jerry pystyy uimaan pienemman nelion ympéri
nopeammin kuin Tomi pystyy juoksemaan altaan ympaéri,
koska Jerryn nopeus on neljannes Tomin nopeudesta,
mutta kiinniotettava matka 4d on vahemman kuin yksi
neljannes uima-altaan ymparysmitasta. Jerryn uidessa pienemman nelion ympéri han
pystyy saapumaan, Tomista katsottuna, pisteen O vastakkaiselle puolelle. Merkitdan
Pi:sella Tomin sijaintia talla hetkella ja Jerryn sijaintia Pz:sella Naytdmme, etta
uimalla lahimpaan altaan pisteeseen Q Jerry paésee pakenemaan. Tall6in hanen tulisi
uida valimatka QP, = (1 - d)/2. Merkitaan x:lla etéisyytta Pq:sta altaan 18himpéa
kulmaan. Nyt selvasti x < Yz jay:(*2- X) = (1 - d)/2:% Joteny = Y2+ xd — x - d/2.
Néan ollen Tomin lyhin reitti pisteeseen Q (riippuen sijainnista) on lyhyempi
seuraavistax+ 1+ (1—-x-y)=2- xja(l- X)+1+x+y=2+y,ts.2- y=32+
d/2 +x(1- d) > (3+d)/2. Koskad > 1/5, tdma on suurempi matka kuin Jerryn matka,
jokaon neljakertaa (1 - d)/2, ndin ollen Jerry pystyy péasemaan karkuun.

O
\
¥

53. Suorakulmion yks sivu on pituudeltaan 10 cm. Kuinka pitkéa on sen toinen sivu,
jos suorakulmio, jonka mitat ovat 10 cm X 1 cm, voidaan asettaa tdméan lavistgjan
paikalle?

54. P on piste kolmion ABC sisdlla Kolmion piiri on 2s. Nayta, ettas< PA + PB +
PC < 2s.

55. Laske pinta-ala kolmiolle, joka muodostuu seuraavista suorista

n v _ 4 T n yo_4
2006 2006 7 2006 © 2008

r +y = 2005,

56. Huoneen nurkassa on teline, jossa on kolme hylly&, joiden mitat ovat 30 cm x 40
cm. Hyllyjen véliset etéisyydet ovat samat. Kolme hamahakkia istuvat pisteessd, jossa
keskimméinen hylly kohtaa molemmat seindt. Yks nédista hdmahdkeista ryomii
diagonaalisesti seindta ylemman hyllyn nurkkaan. Toinen hamahakki ryomii
diagonaalisesti toiselta seindlta alemman hyllyn nurkkaan. Kolmas hamahakki jéa
paikoilleen sinne, missa olikin ja huomasi nédkevansa toverinsa 120° kulmassa
Méérita hyllyjen véliset (yhta suuret) etéisyydet.

57. Suorakulmaisen s&rmion sérmien pituudet kulmasta A ovat 1, 2 ja 3. Kun néiden
sarmien toiset pédtepisteet yhdigetdan, niin saadaan kolmio. Mé&érita pisteen A
etéisyys tasosta, jonka kolmio muodostaa.
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58. Kattilaan, jonka halkaisija 36 cm, on asetettu kaksi hillopurkkia. Hillopurkkien
Sdteet ovat 6 cm ja 12 cm. Mika on kolmannen hillopurkin suurin mahdollinen sade,
kun se asetetaan kattilaan ndiden kahden purkin viereen?

59. Puolisuunnikkaan muotoisen tontin yhdensuuntaiset sivut ovat pituudeltaan 2100
metrid ja 1500 metria. Kahden muun sivun pituudet ovat 613 metrid ja 37 metria
Mé&érita tontin ala.

60. P on piste nelion ABCD sisdlla siten, etta AP = 1, BP = 2, CP = 3. Mé&&rita
etdisyys DP.

61. D jakaa tasasivuisen kolmion ABC kannan AB keskipisteessd. Olkoon P piste,
joka jakaa suoran CB kohtisuorasti ja muodostaa suoran pisteen D kanssa ja olkoon F
janan DP keskipiste. M&érita nelikulmion AFPC ala suorien CF ja AP pituuksilla.

62. Standardin poytatennispallon Idpimitta on 4 cm. Onko mahdollista pakata 100000
taléaista palloalaatikkoon, jonka mitat ovat 200 cm, 164 cm and 146 cm?

63. Kartion muotoinen astia, jonka huippupiste on alaspédin, on osittain taytetty
vedella siten, etta veden pinta on 100 mm astian pohjan ylgpuolella. Kun astia
suljetaan ja k&&nnetéén ylosalaisin, veden syvyys on vain 20 mm. M&arita kartion
korkeusgana.

64. Kolmiossa ABC, jonka ala on yksi, D ja E ovat pisteitd, jotka jakavat sivun AB
kolmeen osaan. F on sivun AC keskipiste. Suorat FE ja FD leikkaavat suoran CB
pisteissa G jaH. M&aritd kolmion FGH ala.

65. Suikale, joka on esitetty kuvassa, on 1 metrin levyinen. Laske sen adla.

40 m

55 m

66. Ajattele konveksia kuusikulmiota, jonka sisalla on nelja erillista pistetta siten, etta
mitkdan kolme pistetta kuusikulmion kulmissa eivét ole edellamainittujen neljan
kanssa samalla suoralla. Kuusikulmio on jaettu kolmioiks siten, etta niiden kérjet
ovat kuusikulmion kulmat seka ndma nelja annettua pistettd. (Kaikkia kymmenta
pistettd on kaytettava.) Nayta, ettd muodostuvien kolmioiden lukuméérd on aina 12.

67. Konveksissa viisikulmiossa ABCDE, DABC = BDCDE = 90°, BC=CD = AE =1,
AB +ED = 1. Mé&arittele viisikulmion ala.
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68. Kaeittion lattia pitéd uusia. Perheen kaks lasta saavat pééttéa keraamisten
kaakelien kuvioinnin. Toinen heistd pitéa oikean puoleista esitysta parempana, kun
taas toinen pitdd enemman vasemman puoleisesta esityksesta. Lopulta he paéttavét
valita sen vaihtoehdon, jossa on enemman ruskeaa varia. Kumman he valitsivat?

Geometrian tehtavat lukio-opetuksen jalkeen:

69. Ympyran kehalta tiedetéadn kolme pistetta Maarita neljas piste siten, ettd nama
nelja pistetta méarittavéat ympyroidyn nelikulmion.

Ratkaisu: Kolme annettua pistetté jakavat kehédn kolmeen
kaareen, joilla e ole yhteisia sisdpisteita. Nama kaarien
Sispisteet voidaan ottaa huomioon kuten ympyrdidyn
nelikulmion neljaskin piste. Naytamme, ettd on vain yksi
sopiva piste jokaisessa kaaressa.

Valitse mika tahansa kaari sattumanvaraisesti, olkoon
taman kaaren péétepisteet A ja C, ja kolmas annettu piste
B. Néeljas piste D pitaisi 10ytya valitulta kaarelta.

Merkitddn AD =y jaCD =x,a+y=c + x, di a- c = x- Yy, koska konveks
nelikulmio voidaan ympyr6idd, jos ja vain jos vastakkaisten sivujen summat ovat
samat.

Jos a > ¢, niin x > y. (Kuvagja nayttaa tdméan tapauksen.) Olkoon piste P janalla CD
siten, ettd PD = AD =, joten PC = x - y = a - ¢. Koska nelikulmio ABCD on
syklinen, DPDA = 180° - b, jakolmio APD on tasakylkinen, niin BPAD = BDAPD =
b/2.

SiisDAPC = 180° - b/2. Nain ollen kulma, jonka muodostaa segmentti AC pisteelle P
on 180° - Db/2, joten P sijaitsee segmentin AC kulman 180° - b/2 kaarella
Samanaikaisesti CP = a - ¢, joten P on yhteinen piste yl&puolella olevalle kaarelle ja
ympyrélle, jonka keskipiste on C ja sdde a - c¢. Tama leikkauspiste on on aina
olemassa ja se on yksikasitteisesti méaritelty, koska sade (kuten 180° - b/2 > 180° -
b) on ympyréidyn ympyran sisdlg ja a - ¢ on vdhemman kuin b kolmion ABC
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epayhtdlon mukaan. Néin ollen piste P voidaan mééritella kuten myos piste D séteen
CP jaakuperaisen ympyran leikkauksena.

Konstruktio on pitava, silla seurattuamme syklisen nelikulmion ABCD edellisia
vaiheita, niin ¢ + CD = a + AD. Néin ollen nelikulmio ABCD on ympyroity, kuten
haluttiin.

Jos a = ¢, niin silloin rikottu suora ABC yhdessa “sisdanpiirretyn” ympyran kanssa on
symmetrinen janan AC kohtisuoran puolittajan kanssa. Nain ollen tangenttisuorat,
toisin sanoen suorat kohtaavat janan AC puolittgjalla Nelikulmio ABCD on
ympyraity, jos on olemassa ympyré, joka koskettaa nelikulmion sivuja. Siita seuraa,
ettd piste D on janan AC kohtisuoralla puolittgalla ja taman suoran ja ympyran
leikkaus tapahtuu pisteessa D. Téll& tavoin ssamme leijan.

(Ei ole tarpeellista tarkistaa tilannetta a < ¢, koska jos ndma janat eivét ole yhtenevig,
niin pidempaa janaa voidaan merkita a:lla.)

Kummassakaan tapauksessa emme kayttaneet kulmaa b. Molempien tapausten
rakenne voidaan suorittaa milla tahansa mielivaltaisella kulmalla b, néin ollen alussa
voidaan valita minkdainen kaari tahansa. On myds selvaa, ettéa on olemassa tasan yksi
sopiva piste D jokaisella kaarella, joten on olemassa kolme ratkaisua jokaiselle
annetulle pistekolmikolle.

70. Pisteet P, Q jaR gijaitsevat yhtalon 2 Pt oe 1 ellipsoidilla siten, etta
segmentit OP, OQ, ja OR ovat pareittain kohtisuorassa ja missa O tarkoittaa
ellipsoidin keskipistettd. Todista, etta tason PQR etdisyys O:sta on riippumaton

pisteiden P, Q jaR sijainnista
71. Kuvassa olevassa suorakulmaisessa sérmidssa S on sarman EH keskipiste ja R

sé&rman HG keskipiste ja Q sarman GF keskipiste. Todista, ettd kolmioilla ASR ja
DRQ on yhté suuret aat.

72. Kuusikulmiossa ABCDEF, AB = BC, CD = DE jaEF = FA. Todista, etta

AB N CD N EF _
BE ' DA ' FC ™

|l e ]
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73. Olkoon P mika tahansa kolmion ABC sisdpiste. Suorat AP ja BP leikkaavat
kolmion vastaikkaiset sivut pisteisséa D ja E. Todista, etta /AP = 1JAD + 1/AC, kun
AP =BP jaBE = CE.

Algebra:

Peruskoulun ylaluokkatasoiset tehtavat:

74. Hoyryveturi on menossa Zalakomarista Kanizsaan, joka on 21 kilometrin paéssa
Matka kestdd 16 minuuttia. Veturi kiihdyttéa tasaisesti 90 kilometriin tunnissa ja
ditten jatkaa tasaisella nopeudella ja sen jalkeen hidastaa tasaisesti loput matkasta.
Kuinka kauan veturi ajaa tasaisella nopeudella?

Vihje Allaolevakuvavoi helpottaa ratkaisua.

15

Lukiotasoiset tehtavat:

75. Positiiviset luvut a ja b toteuttavat yhtalon 34a = 43b. Todista, ettd a + b on
suurempi kuin yksi, eiké ole alkuluku.

76. Ratkaise seuraava yhtaloryhma reaalimuuttujallat:
X+y+z=t

X+ ({t+1)y+z=0

X+y- (t+1)z=2t

77. Olkoon x jay sellaiset kokonaisluvut, jotka toteuttavat yhtdlon 4x + 5y = 7. Ets
lausekkeen 5|x| - 3Jy| pienin arvo.
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L ukujonot ja sarjat:
L ukiotasoiset tehtavat:

78. Luvut 1,2,3,...,20 kirjoitetaan taululle. Pyyhitdan mitk& tahansa kaksi lukua a jab
ja kirjoitetaan ndiden paikalle lauseke ab + a + b. Toistetaan tama menettely kaiken
kaikkiaan 19 kertaa. Miké luku j&é lopuksi taululle?

79. Heindsirkka, kulkusirkka ja kaskas istuvat pitkassd suorassa ojassa niin, etta
kulkusirkka on heindsirkan vasemmalla puolella ja kaskas heinasirkan oikealla
puolella. Aika aoin yksi heista hyppda yhden naapurinsa ylitse ojassa. Onko
mahdollista, ettd he istuvat alkuperéisessi jarjestyksessa 1999 hypyn jalkeen?

80. Kokonaisluvut 1,...,1999 kirjoitetaan vierekkan riviin. M&arita 1999:s numero
rivissa.

81. Kellon minuutti-, tunti- ja sekuntiviisari ovat kaikki samalla akselilla. Ne peittavét
toisensa kello kahdentoista kohdalla. Etsi seuraava kellonaika, jolloin kolme viisaria
peittavét toisensa.

82. Ets ne kolminumeroiset luvut, jotka ovat jaollisia 45:lla ja muodostavat
aritmeettisen sarjan.

83. Etsi ne perdkkaiset kokonaisluvut, joiden summa on 100.
Lukion jalkeiseen opetukseen:

84. Todigta, ettd milla tahansa kokonaisluvulla n on olemassa polynomi p, jonka aste
on korkeintaan n ja jonka kertoimet ovat kaikki kokonaislukuja siten, ettd p(x) on
jaollinen 2n:114, kaikilla parillisilla kokonaisluvuilla x, jap(x) - 1 on jaollinen 2n:11§,
kaikilla parittomilla kokonaisluvuilla x.

85. Pogtiivisten lukujen a;,ay,...,8, suurin yhteinen tekija on 1. Kahdella ndista
luvuista on sama pienin yhteinen moninkerta. Todista, ettd on olemassa kokonaisiuku
p siten, etta jollakin kokonaisluvulla u on olemassa yks luku p jap - u, jotka voidaan
esittéd muodossa a;x; + ax + ... + aX, kayttden sopivia epanegatiivisia
kokonaislukuja xi, Xa,...,Xn.

86. n on positiivinen kokonaisluku siten, ettéa 2n + 1 ja 3n + 1 ovat molemmat
taydellisia neliGita. Todista, ettd n on jaollinen luvulla 40.
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Joukko-oppi:
L ukiotasoiset tehtavat:

87. Joukossa H on n alkiota. Todista, etta

2. 2

ACH BCH

ANB|=n- gn—1

Funktiot:
Lukiotasoiset tehtavat:

88. Kaikilla raaliluvuilla x, olkoon f(x) funktioiden 4x + 1, X + 2 ja —2X + 4 minimi.
Mika on funktion f(x) suurin mahdollinen arvo?

Ratkaisu: Katsotaan kuvaajaa, jossa fuktiot on annettu karteesisessa tasossa.

L asketaan suorien leikkauspisteiden koordinaatit:

y=4x+1
y=x+2

Yhtadloparista saadaan leikkauspisteen koordinaatit, jotka ovat M,(1/3,7/3).
Y htaloparista

y=4x+1
y=-2x+4

saadaan koordinaatit M»(%2,3), ja suorien
y=x+2
y=-2x+4
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leikkauspisteiden koordinaatit ovat M3(2/3,8/3). Suorien gijainti ja leikkauspisteet
osoittavat, etta leikkauspisteeseen M, saakka arvot saadaa funktiosta 4x + 1, pisteiden
M, ja M3 vdlisen janan pisteet saadaan funktiosta x + 2 ja pisteen M3 jalkeiset arvot
saadaan funktiosta - 2 x + 4, joka on véhemman kuin kahden edellisen.

Koska funktiot 4x + 1 ja x + 2 ovat aidosti kasvavia ja funktio - 2x + 4 on aidosti
vaheneva, niin funktion f(x) graafisen kuvagjan korkein piste on M3(2/3,8/3). Téten
funktion suurin arvo on 8/3.

Lukion jalkeiseen opetukseen:
89. Etsi kaikki sdllaiset jatkuvat funktiot f: R—R, etta

fix+y+1(xy)) = xy +f(x +)

kaikillax,y eR.

90. Mé&rita lukujen a, b ja ¢ desimaalimuodot niin, ettd yhtalon x3+ax2+bx+c = 0

juuret ovat keskenddn yht&suuret kuin yhtadon x3-3x+1 = O juurien viidennet
potenssit.

91. Nelion muotoinen poytéaliina on pyoredlla poydalla siten, etté niiden keskipisteet

kohtaavat. Nelibn ja ympyran pinta-alat ovat samat. Mink& prosenttiosuuden
poytaliina peittéa pOydasta?
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