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Ajatuksia matematiikasta, sen
soveltamisesta ja opettamisesta

Lassi Péivérinta, professori, ja Marjatta Néaédtidnen, dosentti

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Helsingin yliopisto

Aina silloin tdlloin tulee esiin kysymys siitd, missi ja
kenen toimesta matematiikan opettajien koulutus am-
mattiinsa tulisi jérjestdd. Yhtendiseen peruskouluun
siirtyminen on taas tuonut esiin vanhan ongelman siité,
onko opettajan parempi olla yleiskasvattaja vai opet-
tamansa aineen asiantuntija.

Muutama vuosi sitten jarjestettiin LUMA-projektiin
kuuluva kolmen maan yliopisto-opetuksen arviointi.
Hankkeeseen osallistuivat Suomi, Ruotsi ja Unkari, tar-
koituksena oli arvioida opettajankoulutusta.

Unkari on perinteisesti tunnettu erinomaisena matema-
tiilkkamaana. Matematiikan opettajilla — ja heidén kou-
luttajillaan — on ollut vahva matematiikan pohja. Ma-
tematiikan didaktiikka on ollut oma arvostettu tieteen-
haaransa, jolla on matematiikan erikoisesta luonteesta
johtuvat erityispiirteensi. Kansainvéliset vertailut ovat
viime aikoina kuitenkin osoittaneet matematiikan osaa-
mistason selvdd laskua Unkarissa. Vield vuonna 1991
TAEP-vertailussa Unkari ja Sveitsi olivat Euroopan
parhaat maat, jotka eivit jadneet paljoa jélkeen Etel&-
Koreasta ja Taiwanista. Viime vuosina on matematii-
kan oppitunteja Unkarissa véhennetty huomattavasti
eikd matematiikan opettajiksi enédé ole yhta paljon ha-
lukkaita opiskelijoita. Pisa-tutkimuksessa kerédtyn taus-

tainformaation mukaan Unkari on maa, jossa yhteis-
kunnallisista, taloudellisista ja kulttuuritekijoistad joh-
tuva hajonta eri koulujen vélilld on suurimpia. Ha-
jonta on kasvanut viime vuosina. Samanlainen koulu-
tusjarjestelmén tason repedminen on néakyvissd myos
muissa ns. Itd-Euroopan maissa. Syyné ovat ensi sijas-
sa resurssien leikkaukset.

Unkarilaisten perinteiselle matematiikan kéytto- ja
soveltamistaidolla on arvostusta. Esimerkiksi Nokia,
Ericsson ja General Electric ovat perustaneet tutkimus-
keskuksia Unkariin. Suomessakin on satoja unkarilaisia
Nokialla t6issd. Unkarin koulutusjérjestelmé on myds
onnistunut, jos yhtend pyrkimyksen& on, ettd ainakin
joku sen kasvateista saa korkeita tunnustuksia; Nobelin
palkintoja on kahdeksan matemaattista pohjaa vaati-
vissa luonnon- ja taloustieteissé.

Unkarin nykysuuntaus tarjoaa varottavan esimerkin
Suomelle siitd, miten helppoa ja nopeaa on padsta
eroon korkeasta tasosta.

Suomessa matematiikan aineenopettajankoulutuksesta
vastaavat yliopistojen ainelaitokset, kiaytédnnossa mate-
matiikan laitokset, kun taas Ruotsissa opettajankoulu-
tuslaitokset. Lassi Pédivérinta kirjoitti opetusministeri-

Paiskirjoitus
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Olle toimittamassaan Lundin yliopistoa koskevassa ar-
vioinnissa, ettd hén pitdd Ruotsin kéytdntod ongel-
mallisena. Ruotsin mallissa opettajaksi opiskelevan yh-
teys matematiikan nykypéivan tilaan ja erityisesti sen
uusiin merkittdviin sovelluksiin katkeaa kokonaan.

Matematiikan sovellusten merkitys

Matematiikan sovellusten kirjo on viimeisten parin
vuosikymmenen aikana réjahdysmaéisesti laajentunut.
Vain uusimman tutkimuksen mukana pysyvét ainelai-
tokset voivat antaa opettajiksi valmistuville edes vih-
jauksen siitéd, mihin kaikkiin ongelmiin matematiikkaa
voidaan tdnd piivanid soveltaa. Opettajat, joilla on
tatd informaatiota, voivat valittda uutta tietoa oppi-
lailleen ja samalla merkittavasti lisdtd oppilaan moti-
vaatiota opetella teoreettisia késitteiti ja tyokaluja. On
selvdd, ettd uusin kehitys erityisesti sovelletussa ma-
tematiikassa luo myo6s aivan uusia haasteita yliopisto-
opetuksessa, pari esimerkkid tdstd Lassi Paivirinnan
tutkimusalueelta:

Mikrokosmos ja makrokosmos

Thmisen ikiaikaisiin toiveisiin on kuulunut ndhda kauas
ja syville — ndhdé esineiden ja asioiden sisélle. Mik-
roskoopin ja kaukoputken keksiminen avasi ihmiselle
kaksi uutta maailmaa — mikrokosmoksen ja makrokos-
moksen. Tietokonetomografia, magneettikuvaus ovat
mullistaneet lddketieteellisen diagnostiikan. Toisin kuin
mikroskooppi ja kaukoputki ndméa uudet laitteet eivét
perustu endé suoraan havaintoon vaan mittauksiin ja
matemaattisiin teorioihin; niissé kaikissa on kysymys
ns. kadnteisisté eli inversio-ongelmista.

Inversio-ongelmat

Ongelmaa nimitetédén suoraksi, jos siind edetdén luon-
nonlakien mukaisesti syistd seurauksiin ja tehd&ddn
ennusteita, kun ldhtokohta tunnetaan. Inversio-
ongelmissa, edetdén  toiseen suuntaan: inversio-
ongelmassa tehdddn mittauksia, joiden avulla py-
ritdén selvittdméaan, "nikeméan” , tuntemattomat koh-
teet. Ta4ma vaatii aivan uudenlaisen matematiikan ke-
hittadmista.

Ensimmaéinen esimerkki on edelld mainittu tietokone-
tomografia. Siind kohdetta valaistaan useista suunnas-
ta tulevilla rontgenséteillda ja mitataan kohteen léapi
tulleiden séteiden voimakkuudet. Téasta tiedosta tulee
midrita kohteen rakenne. Ongelma johtaa matemaat-
tiseen kysymykseen, jonka itdvaltalainen Johann Ra-
don (1887-1956) ratkaisi jo vuonna 1917. T&mi on

yksi monista esimerkeistéd siitd, miten hyodyttoméaltéa
néyttavd puhtaan matematiikan tutkimusty6 johtaa
myodhemmin valittoméadn kaytdnnon hyotyyn.

Impedanssitomografia

Keuhkoveritulppa on esimerkiksi leikkausten yhtey-
dessé esiintyva yleinen ja usein vaarallinen jélkiseuraus.
Valitettavasti nykyinen diagnostinen menetelmd on
monimutkainen ja perustuu siihen, ettd potilas ensin
hengittdd radioaktiivista kaasua. Sen jidlkeen vereen
ruiskutetaan vield radioaktiivista nestettd. T&lld me-
netelmélld saadaan kuva niisté osista keuhkoja, joissa
veri kiertdd ja toisaalta hengitysilma kiertdi. Alueet,
joissa ilma kulkee, muttei veri, viittaavat veritulppaan.

Toinen tapa maérittda kaasun ja veren virtaus keuh-
koissa on pyrkid ulkoisin mittauksin méadradmasn
(ajasta riippuva) keuhkojen sihkdinen johtavuusjakau-
ma. Ilma, veri ja lihaskudos eroavat merkittavésti
sahkonjohtavuudeltaan. Veresséd on mm. hemoglobii-
nia, jossa on rautaa ja se on siten hyvin sdhkoi joh-
tavaa. Menetelmén téllaisen tilanteen tutkimiseen tar-
joaa sihkoinen impedanssitomografia.

Matematiikan opetuksesta

Léansimaissa on matematiikan opetuksessa télld het-
kelld voimakkaana suuntauksena ongelmanratkaisu.
Téamén suuntauksen soveltamisessa on mielestimme
suurena vaarana, etteivit ongelmat liity toisiinsa eika
néin siis konstruoida matematiikan rakennetta. Vaara-
na voi olla, ettd hypitdéan aiheesta toiseen. Yksittdinen
ongelma voi olla sinéinsé mielenkiintoinen ja sopia hy-
vin vaikka kilpailutehtévéaksi. Télloin oppilaalla on kyl-
liksi aikaa miettid ongelmaa.

Keskeisen néikokohdan matematiikan opetuksessa muo-
dostavat matematiikan sisiiset ja muihin oppiaineisiin
liittyvat yhteydet. Naiden, sekd matematiikan sovellus-
ten tunteminen on opettajalle erittédin térkedd, jotta
h&n voi perustella matematiikan merkitysté ja heréattaa
oppilaiden mielenkiintoa ainetta kohtaan.

Miten voimme taata, ettd Suomi pysyy mukana
kehityksesséd ja kenties jollain alalla jopa tieteen
eturintamassa? Koulutuksen tason séilyttdminen on
valttaméaton edellytys, opettajankoulutus ja koulujen
toimintaedellytysten turvaaminen ovat avainasemassa.
Emme nide matematiikan opettajan koulutuspaikaksi
muuta vaihtoehtoa kuin matematiikan kehityksen ja
tutkimuksen tasalla pysytteleméan pyrkivéat ainelaitok-
set.

Paskirjoitus
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Matematiikkaa soveltamassa

Solmun téménkertaisen numeron useissa kirjoituk-
sissa toistuva teema on matematiikan soveltaminen.
Péikirjoituksessa tuodaan esille matematiikan sovel-
lusten tuntemisen tirkeys opettajan tyossi. Ajanviet-
teeksi tarkoitettujen Survo-ristikoiden ratkaiseminen
edellyttas karsivallisyyden lisdksi selkedd matemaat-
tista ajattelua, ja Survo-ristikoiden laadinnassa ma-
temaattiset ohjelmistot ovat korvaamaton apuvéline.
Maailman korkeimman vuoren selvittdminen vaatii
korkeampaa matematiikkaa ja vesistGjen tulvahuippu-
jen ennustaminen matemaattisia malleja, kuten voitte
lukea Pekka Alestalon ja Ari Koistisen kirjoituksista.

Koska modernia matematiikkaa ja sen menetelmi ei
voi edes tyydyttdvisti omaksua lyhyessid ajassa, muut
tieteenalat ja muuten ulkopuoliset tahot voivat ndhda
matematiikan arvon usein vain sovellusten kautta. Ma-
tematiikalle ja sen opetukselle onkin erittéin térkeda,
ettd kuka tahansa voi saada kosketuksen matematiik-
kaan itselleen tuttujen asioiden kautta.

On kuitenkin huolehdittava myos siitd, ettei suurelle
yleisolle pédse syntymédn védrad mielikuvaa matema-
tiikasta pelkkédnéd soveltamisena. Historia on osoitta-
nut, ettd kauniille ja puhtaille teorioille 16ytyy usein
yllattavia ja ennalta arvaamattomia sovelluksia, sel-
laisiakin, joita teorioiden kehittédjat eivdt ole voi-
neet mitenkédén kuvitella (kuten vaikkapa lukuteorian
kiytto salausalgoritmeissa). Timo Erkaman kirjoitus
"Fermat’n jédlkeen” on mainio esimerkki aiheesta, jo-

Mika Koskenoja

hon ei ensimmaéiseksi tule liittdneeksi vaatimuksia ar-
kieldméin soveltamisesta.

X ok X

Viime viikkoina on sanomalehtien mielipideosastoil-
la ollut useita kirjoituksia lahjakkaiden opetuksen
jirjestdmisestd. Omakohtaisen kokemuksen kautta hy-
vin perustellun kannanoton aiheesta esitti Espoon Ola-
rin koulun ja lukion matematiikka- ja luonnontiedelin-
jan johtaja ja apulaisrehtori Maija Flinkman kirjoituk-
sessaan ”Nopeimmin oppiville heidédn lahjakkuuttaan
tukevia ryhmid” (HS 20.9.2006, http: //solmu.math.hel-
sinki.fi/2005/erik/MaijaF.html). Keskustelua ovat jat-
kaneet mm. professori Kari Uusikyld Helsingin yliopis-
tosta ("Emme tarvitse omia kouluja lahjakkaita var-
ten”, HS 26.9.2006) ja dosentti George Malaty Joen-
suun yliopistosta ("Matemaattisesti lahjakas lapsi kai-
paa myds erityiskasvatusta”, HS 8.10.2006, http://sol-
mu.math.helsinki.fi/2005/erik /GeorgeM.html).

European Council for High Ability (ECHA) jérjesti
vastikddn Lahdessa kansainvilisen lahjakkuuskonfe-
renssin, jonka puheenjohtaja professori Kirsi Tirri Hel-
singin yliopistosta mainitsee lahjakkuuden kiinnosta-
van, siitd kertoo konferenssin synnyttdmé suuri artik-
kelimééra. Konferenssin aiheisiin voi perehtyé verkkosi-
vulla http://www.palmenia.helsinki.fi/congress/echa/
tai Opettaja-lehden 40/2006 (6.10.2006) artikkelista
”Lahjakkuutta on voitava tukea”.

Toimitussihteerin palsta
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Maailman korkein vuori

Pekka Alestalo
Teknillinen korkeakoulu

Maailman korkein vuori on Mount Everest Nepalissa —
kaikkihan sen tietdvit. Korkeus 8 848 m ja silld selvé.
Olkoon niin — mutta milld perusteella?

Vuorten ja muun maanpinnan korkeutta mitataan ylei-
sesti hyviksytyn periaatteen mukaisesti merenpinnan
tasosta laskien. M&dritelmédn mukaan merenpinta on
siis korkeudella 0 m. Mutta misséd tdmé kuuluisa me-
renpinnan taso oikein sijaitsee, ja mitd merkitysté silla
on vuorten korkeuteen? Kysymys ei ole aivan yksinker-
tainen, ja monille voi tulla ylldtyksend esimerkiksi se,
ettei Mount Everestin huippu olekaan se Maan pinnan
piste, joka on kauimpana Maan keskipisteesti!

Merenpinta

Missé siis sijaitsee merenpinnan taso? Hankala kysy-
mys: merivirrat ja tuuli tyontavat vettd epétasaisesti
eri puolille Maapallon merid, ne synnyttéivit valta-
via aaltoja, ja tilannetta sekoittaa vield lisdd joissa-
kin paikoissa yli kymmenmetrinen vuoroveden vaihte-
lu. Liséksi huomattava osa Maasta on merenpinnan
ylapuolella, eikd merta ole kaikkialla edes nékyvissé.

Ongelman ydin ei kuitenkaan ole yll4 mainituissa il-
miocissé, joiden vaikutus muutenkin on korkeintaan pa-
rikymmentd metrid. Merenpinnan korkeutta voidaan
mitata eri puolilla maailmaa sdédnnoéllisin viliajoin, ja
niistéd keskiarvoja laskemalla satunnaisten (tuuli ja aal-
lot) ja séénnollisten (merivirrat ja vuorovesi) ilmididen

vaikutus voidaan melko hyvin poistaa. Ndiden toimen-
piteiden jdlkeen paljastuu kuitenkin ongelman todel-
linen luonne: merenpinnan 0-tasoksi eri puolilla maa-
ilmaa saatuja pisteitd ei voi sijoittaa pallon pinnalle,
miké estdd mm. jatkamasta merenpinnan tasoa yksin-
kertaisella tavalla mantereiden kohdalle. Vaikka me-
renpintaa yritettaisiin siitd huolimatta kuvata pallolla
mahdollisimman hyvin (jossakin mielessd), niin osoit-
tautuu, etté tulos poikkeaa havainnoista jossakin pain
merié yli 10 km. Kun korkeimmatkin vuoret ovat alle 10
km ”korkeita”, ei ndin suurta virhettd voida tietenkdan
hyviksyé.

Ellipsoidi

Tilanteen pelastaa pallon pintaa hieman monimutkai-
sempi kolmiulotteinen olio: ellipsoidi. Ellipsoidin kak-
siulotteinen vastine on ellipsi, joka saadaan ympyrésti
venyttdmaélla sitd tasaisesti kahteen toisiaan vastaan
kohtisuoraan suuntaan. Jos siis ldhdetéén liikkeelle yk-
sikk6ympyrasté

2 + y2 =1,
ja muuttujaa x venytetdin kertoimella a > 0 ja vastaa-
vasti muuttujaa y kertoimella b > 0, niin uusien muut-
tujien X = az, Y = by avulla lausuttuna ympyrén
yhtélostd saadaan ellipsin yhtélo

X2 y?

@ Tt
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Samaa periaatetta voidaan soveltaa yksikkdpallon pin-
taan
2+ y2 +22 = 1,

joka siis esittdd niiden pisteiden (x,y, z) joukkoa, joi-
den etéisyys origosta on tdsmilleen 1. Venytysten X =
ax, Y =by, Z = cz jilkeen tuloksena on yhtélo

X2 vz 7z

Z2tpta=h
ja vastaava venytetty pallo on nimeltaén ellipsoidi. Ker-
toimia a, b, ¢ kutsutaan (ellipsiii mukaillen) puoliakse-
leiden pituuksiksi. Erikoistapauksessa a = b kyseessé
on pyorahdysellipsoidi, joka syntyy tavallisen xz-tason
ellipsin (puoliakselien pituudet a ja ¢) pyorihtiessi z-
akselin ympéri.

Osoittautuu, ettd nimenomaan py6rihdysellipsoidi
kuvaa jossain mielessd parhaiten merenpinnan
muotoa. Fysikaalinen syy liittyy tietysti Maan
pyorimisliikkeeseen, mutta sen tutkiminen ei kuulu
tdmén kirjoituksen piiriin. Alkuperidinen tehtdviamme—
merenpinnan tason madradminen—palautuu siihen, etta
on annettava mahdollisimman hyvin mittauksia vas-
taavat lukuarvot puoliakseleiden pituuksille a ja ¢ seké
kiinnitettavé koordinaatisto. Merenpinnan taso on sil-
loin, méadritelmén mukaan, tdmén ellipsoidin pinnal-
la, ja sitd kutsutaan wvertailuellipsoidiksi. Tamakaan
seikka ei ole aivan yksinkertainen; eri aikoina ja eri
puolilla maailmaa on ollut kiytdssd monenlaisia valin-
toja ndiden parametrien suhteen. Viime aikoina tilanne
on kuitenkin standardisoitunut niin, ettd puoliakselin
a pituudeksi on valittu a = 6378,1370 km ja toinen
puoliakseli ¢ maardytyy ellipsoidin litistyneisyydelle
f =1—c/a miiritystd arvosta f = 1/297,257223563.
Talloin siis

c=(1— f)a~ 6356,7523 km.

Suomessakin siirryttiin dskettdin tdmén standardin pii-
riin, miké paransi mm. GPS-paikannuslaitteiden toi-
mintatarkkuutta (tai ainakin helpotti tarkemman tu-
loksen méérittamisté).

Huomaamme joka tapauksessa, etté puoliakseleiden pi-
tuudet erovat toisistaan yli 20 kilometrilla, joten napa-
alueilla merenpinta on tdmén verran ldhempéna keski-
pistetta kuin pédiviantasaajalla.

Korkeampaa matematiikkaa

Palataan maantieteeseen ja siihen, miten ylld oleva
liittyy vuorten korkeuksiin. Haluamme erityisesti sel-
vittdd, mika paikka Maapallolla on kauimpana keski-
pisteesté, ja onko se samalla myos korkeimmalla me-
renpinnasta. Vuorten korkeudet (merenpinnan tasos-
tal) loytyvit kartastoista, mutta etdisyydet keskipis-
teestd jodumme laskemaan itse.

Pyo6rahdyssymmetrian vuoksi tilanne palautuu kaksiu-
lotteiseksi, ja laskemme aluksi, kuinka kaukana ellipsin
piste on origosta, kun puoliakseleiden pituudet ovat a ja
¢, ja pisteen paikkavektori muodostaa z-akselin kanssa
kulman «. Maapallon tapauksessa kulma o tarkoittaa
paivintasaajalta mitattua leveysastetta.

(z,2)
2 2
A
z = xtana.

z z=x tana

Tutkittava toteuttaa  siis

yhtéloparin

ellipsin  piste

Jos rajoitumme symmetrian vuoksi tapaukseen z >
0, z > 0, niin yhtélolle saadaan yksikésitteinen rat-
kaisu sijoittamalla z toisesta yhtélostd ensimméiseen.
Tulokseksi saadaan

actan o

z=z(0) = S .

Kyseisen pisteen etéisyys origosta on siis toiseen koro-
tettuna

{:I; = x(oz) = \/02+;26tan2 a

a’c?(1 + tan? @)
T(Oé)2 - x(a)z + Z(a)z = 02 + a2 tan2 o :

Kiyttamalld kaavaa 1+ tan? a = 1/ cos? a saadaan lo-
pulta symmetriseltd nayttava muoto

r(a)

ac

\/a2 sin? o + ¢ cos? o

Ja sitten vain laskemaan: Mount Everestille o = 27°59’
N, joten sen huipun etéisyys keskipisteestd on suunnil-
leen (vrt. tehtédvi 3 alla)

r(27,983°) + 8,848 km ~ 6382,3 km.

Tamén jalkeen herdéd kysymys, voisiko jonkin "mata-
lamman”, mutta ldhempéné péivintasaajaa sijaitsevan
vuorenhuipun etiisyys olla ylld laskettua suurempi?
Vastaus selvidé vain kokeilemalla, ja esimerkiksi Equa-
dorista 16ytyy Chimborazo-niminen vuori, jonka kor-
keus on 6 310 m ja leveysaste vain 1°27' S. Huipun
etdisyys keskipisteestd on siis

7(1,450°) + 6,310 km ~ 6384,4 km.
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Mutta tdméhén on yli 2 km suurempi kuin Mount Eve-
restin huipulle!

Lisatutkimukset eivit muuta enéé tilannetta: maksimi
saavutetaan Chimborazon kohdalla, ja téssd mielessd
sekin on siis ansainnut maailman korkeimman vuoren
nimen. Itse asiassa Himalajan alue oli vielda kaksisa-
taa vuotta sitten niin huonosti tunnettu, ettd v. 1802
Chimborazon valloitusta yrittdneen tutkimusmatkailija
Alexander von Humboldtin aikoihin sitd pidettiin maa-
ilman korkeimpana vuorena. Chimborazon huipun val-
loitti ensimmaéisené (eurooppalaisena) Edward Whym-
per v. 1880.

r

Chimborazo (Heikki Apiola 2006)

Tehtavia

1. Kuinka paljon Haltin (1 328 m, 69°18' N) etumat-
ka kutistuu esim. Taivaskeroon (807 m, 68°04’ N)
verrattuna, jos tarkastellaan huippujen etdisyytta
Maan keskipisteestd?

2. Vertaa Kilimanjaron (5 895 m, 3°04’ S) huipun
etdisyyttd Chimborazon ja Mount Everestin arvoi-
hin.

3. Kuinka paljon merenpinnan taso ldhestyy Maan kes-
kipistettd, kun siirrytéiéin yksi aste pohjoiseen a)
péivintasaajalta; b) Helsingistd (n. 60° N)?

4. (Vaikeampi?) Vuorten korkeus mitataan kohtisuo-
raan vertailuellipsoidin pinnasta, mutta Maan keski-
pisteesté vertailuellipsoidille tuleva jana ei ole koh-
tisuorassa ellipsoidia vastaan muualla kuin navoil-
la ja péivantasaajalla. Taméan vuoksi ylla lasketut
etédisyyksien summat olisi pitdnyt késitelld tarkem-
min kolmioiden avulla. Osoita esim. Mount Everes-
tin tapauksessa, etteivit tulokset poikkea olennai-
sesti toisistaan.

on kiivetd mahdollisimman korkeille (merenpinnasta
mitattuna) vuorille, niin eiko liikkeelle pitiisi my6s
lihted kévellen meren rannalta? Onko Base Camp
-kiipeily moraalisesti arvelluttavaa?
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Fermat’n jilkeen

Timo Erkama

Professori

Fysiikan ja matematiikan laitos, Joensuun yliopisto
Timo.Erkama@joensuu.fi

Tieteen popularisointi on joskus vaikeaa, ja matematii-
kassa se on erityisen vaikeaa. Modernin matematiikan
kieli on nimittédin siind mé&érin mutkikasta, ettd alan
ammattilaistenkaan ei ole aina helppoa ymmértia tois-
tensa tutkimustuloksia.

Silloin talloin padsevit tiedotusvilineet kuitenkin se-
lostamaan yleisolle sellaista uutta matematiikkaa, jos-
sa ainakin kysymyksenasettelun késittdmiseen riittavit
pelkét peruskoulutiedot. Esimerkiksi viime vuosikym-
menelld herdtti laajaa huomiota ns. Fermat’n suuren
lauseen todistus, jonka mukaan yhtalolla

a” + bt =c" (1)

voi olla positiivisia kokonaislukuratkaisuja vain jos n <
2. Tapaus n = 2 liittyy Pythagoraan lauseeseen, jonka
yhteydessd moni koululainen on tullut tarkastelleeksi
suorakulmaista kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat
kokonaisluvut 3, 4 ja 5; tidllsinhéin yhtils (1) toteutuu
muodossa 32 + 42 = 52. Sen sijaan kysymys positii-
visten kokonaislukuratkaisujen olemassaolosta arvoilla
n > 3 oli askarruttanut matemaatikkoja yli 300 vuotta,
kunnes mm. algebrallisessa geometriassa saavutettujen
edistysaskelten ansiosta tdmé jo 1600-luvulla esitetty
ongelma lopulta ratkesi.

Ongelman esittdji ranskalainen Pierre de Fermat
(1601-1665) oli matemaatikkona oikeastaan harrasteli-

ja, koska hén ansaitsi toimeentulonsa laki- ja virkamie-
hené. Hanen jélkeenséd sadat harrastelijat ovat turhaan
yrittdneet keksid ongelmalle sellaista ”ihmeellistd” rat-
kaisua, jonka jo Fermat kirjoitti 16ytédneensd mutta jota
ei ole siilynyt jalkipolville. Into téllaisen alkeellisen rat-
kaisun hakemiseen saattaa tosin olla hiipumassa, kos-
ka itse ongelmaa pidetdén nykydan jo ratkaistuna. Sen
vuoksi haluaisin téssé esitelld hypoteesin, joka on edel-
leen todistamatta mutta joka monessa suhteessa muis-
tuttaa Fermat’n ongelmaa tarjoamalla haasteen myos
amatoorille.

Olkoon P(x) = x? + r toisen asteen polynomi, missi
vakiotermi r on jokin reaaliluku. Merkitdén yhdistet-
ty# kuvausta P o P symbolilla P(?)| kuvausta Po Po P
symbolilla P®) jne; siis P (z) = (22 +7)2 + 7 on
neljinnen asteen, P®)(z) = ((z +r)? +7)? 4+ r kah-
deksannen asteen polynomi jne.

Lukusuoran piste  on polynomin P jaksollinen piste,
jos on olemassa positiivinen kokonaisluku n siten, etta
P () = z. Pieninti téllaista kokonaislukua n kutsu-
taan z:n jaksoksi, jolloin lukujen z, P(z), P (z),...,
P (z) joukko on P:n n-sykli.

Esimerkiksi luku 0 on polynomin P(z) = 2% — 1 jak-
sollinen piste, silld P(0) = —1 ja P(—1) = 0. Siis lu-
vut 0 ja —1 muodostavat polynomin P 2-syklin. Vas-

taavasti luvut %7 —% ja —% muodostavat polynomin



Solmu 3/2006 11
P(z) = xQ—i—g 3-syklin, silla P(g) = —}1, P(—i) = —Z jollakin i:n arvolla m; = —1, josta seuraa x; 41 — x; =
ja P(—1) =3, —(z; —mi—1) jaedelleen ;11 = x;_1. Kysymyksessi on

siis 2-sykli. O

Niisséd kahdessa esimerkissé syklin kaikki pisteet olivat
rationaalilukuja, siis muotoa £ missi p ja g ovat ko-
konaislukuja. Téllaista syklid kutsutaan rationaaliseksi

sykliksi. Avoin ongelmamme kuuluu nyt seuraavasti.

Hypoteesi 1. Polynomilla P(x) = 22 + r ei ole ratio-
naalisia n-sykleja, jos n > 4.

Téamé hypoteesi on toistaiseksi todistettu vain arvoilla
n = 4 ja n = 5. Todistukset julkaistiin viime vuosi-
kymmenen lopulla, ja varsinkin arvolla n = 5 kiytetyt
menetelmét olivat syvéllisia.

Miten sitten matematiikan harrastelija voisi ldahestyé
tdmankaltaista ongelmaa? Esimerkin tarjoaa seuraava
lause, joka puolestaan on erikoistapaus erdéstd lukio-
laisten matematiikkaolympialaisten tehtavistd. Luki-
jamme voi kokeilla matemaattisia kynsidan etsimalla
lauseelle omaa todistustaan ennen kuin lukee kirjoitus-
ta eteenpéin.

Lause 1. Polynomilla P(x) = 22 +r voi olla kokonais-
luvuista koostuva n-sykli vain, jos n < 2.

Todistus. Olkoon {zg,%1,...,Zp—1} polynomin P n-
sykli siten, ettd P(zg) = =1, P(z1) = xo, ...
P(z,—1) = zo ovat kokonaislukuja. Voidaan olettaa,
ettd n > 2, jolloin x1 — ¢ # 0. Silloin

Ty —x =2+ — (22 +7) = (x1 + z0) (21 — 20) # O,
T3 — o =25+ 71— (23 +71) = (w2 +x1) (2 —21) £ 0
jne. Huomataan siis, ettd x4 — 1 = mq (21 — o), missi
m1 = 1 + x¢ on kokonaisluku, x5 — xo = ma(z2 — 1),

missd mo = T2 + o1 on kokonaisluku jne. Kertomalla
nidmé yhtéilot puolittain saadaan

(3”2 - xl)(xs - $2) s (xo - xnfl)(l'l - xo)

=mima - "mn(fl?1 - Io)(l’z - iEl) t (l’o - zn—1)7

ja supistusten jilkeen mimso---m, = 1. Koska
my,...,my, ovat kokonaislukuja, tdm& on mahdol-
lista vain jos m; = =1 kaikille ¢. Liséksi jollakin

i:n arvolla tulee olla m; = -1, silldi muuten lu-
vut xg,Z1,...,Tn_1,To muodostaisivat aritmeettisen
jonon, jossa perdkkéisten lukujen erotus on vakio.
Tallaisen kasvavan tai vdhenevén jonon ensimméinen
ja viimeinen luku eivét tietenkéén voi olla samoja. Siis

Vaativamman haasteen amatoorille tarjoaa seuraava
aiemmin julkaisematon lause, jonka todistus on liian
pitké téssa esitettavaksi.

Lause 2. Olkoon {zg,...,%,—1} polynomin P(z) =
2% 4 r rationaalinen n-sykli. Silloin on olemassa koko-
naisluvut pg,...,pn_1 ja q siten, ettd milld&n kahdella
néistd kokonaisluvuista ei ole yhteisia alkutekijoité ja
x; = pi/q kaikille i = 0,...,n — 1.

Mité yhteistd sitten on hypoteesilla 1 ja Fermat’'n
probleemalla? Algebrallisella kdyrdlld tarkoitetaan sel-
laista tason pistejoukkoa, jonka muodostavat jonkin
kahden muuttujan polynomin Q(z, y) nollakohdat. Esi-
merkiksi yksikkoympyré on algebrallinen kayra, silla
se koostuu polynomin Q(z,y) = 22 + y?> — 1 nolla-
kohdista. Samoin koulusta tutut ellipsi, paraabeli ja
hyperbeli ovat téllaisia algebrallisia kdyrid; polynomia
Q(z,y) = 2% —y vastaa paraabeli y = 22 jne. Algebral-
lisen kéyréin pistettid (x, y) sanotaan rationaaliseksi pis-
teeksi, jos sen koordinaatit ovat rationaalilukuja.

Fermat’n ongelmassa on oikeastaan kysymys polyno-
min Q(z,y) = z" + y™ — 1 médrddmin algebralli-
sen kédyrdn rationaalisten pisteiden etsimisestéd: jokai-
nen yhtélon (1) positiivisista kokonaisluvuista koostu-
va ratkaisu méédrittelee nimittdin téllaisen rationaali-
sen pisteen (%, %) Tapauksessa n = 2 rationaalisia pis-
teitd l0ytyy ddreton madra, ja ne sijaitsevat kaikki yk-
sikk6ympyran kehélld. Myos arvoilla n > 3 16ytyy ra-
tionaalisia pisteitd z- ja y-akseleilta, mutta niista ei
saada yhtélolle (1) positiivista kokonaislukuratkaisua.

Hypoteesissa 1 puolestaan etsitdéin rationaalisia pis-
teitd polynomin Q(z,r) = P (z) — z midriimille
algebralliselle kayralle, missd muuttujan y paikalla on
nyt polynomin P vakiotermi r. Tehtava nédyttad aluksi
hankalammalta kuin Fermat'n probleema, silla suurilla
n: arvoilla polynomin P (z) lauseke on monimutkai-
nen. Ongelman tarkempi analyysi paljastaa kuitenkin
rakenteita, joiden systemaattinen tutkiminen on vasta
alussa ja saattaa johtaa edistysaskeliin muillakin mate-
matiikan tai sovelletun matematiikan osa-alueilla.

Tulevaisuus néyttid, tarvitaanko hypoteesin 1 ratkai-
semiseen vield 300 vuotta ja osallistuuko sithen kenties
joku tédmén lehden lukijoista.
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Hypetysta

Matti Lehtinen
Dosentti
Maanpuolustuskorkeakoulu

Funktiolaskimissa, esimerkiksi omistamassani korrup-
tiolahjassa, lihes kymmenen vuotta vanhassa ja uute-
na vain noin 50 markan arvoisessa Shrap EL-531:ssé, on
néppéin, joka on merkitty hyp. Kun sitd painaa ennen
trigonometristen funktioiden sin, cos tai tan nappéilyé,
saa ndytolle lukuja, jotka selvistikédén eivét ole trigo-
nometristen funktioiden arvoja. Esimerkiksi néppéily
“hyp”, "sin”, ”7” tuottaa naytolle luvun 11,55, joka ei
ainakaan ole sin(7).

Mairitelmét

”Hyp-funktiot” ovat hyperbolisia funktioita. Niiden ni-
met ovat trigonometristen funktioiden kaltaisia, eteen
vain laitetaan sana hyperbolinen. Funktiot eivét ole mi-
tenkdin eksoottisia. Itse asiassa nimitykset ovat tur-
hia, silld hyperbolisten funktioiden sijasta voidaan ai-
na kayttad eksponenttifunktiota z — e* eli exp(x). Hy-
perbolisen sinin, kosinin ja tangentin eli funktiot sinh,
cosh ja tanh mééarittelevit kaavat

sinhz = % (e“’ — e_gg) , coshzx = % (e”” + e_””) ,
e —1
tanhx = raneh

— Jos hienostella halutaan, funktioden nimet voidaan
lukea latinaksi: sinus hyperbolicus, cosinus hyperbo-
licus, mutta tangens hyperbolica. Latinassa adjektiivin

muodon méairad padsanan suku, ja tangens sattuu ole-
maan feminiini.

Kaanteisfunktiot

Maéarittelykaavoista voidaan heti tehdd muutama ha-
vainto. sinhx on pariton ja coshx parillinen funktio:
sinh(—z) = —sinh z ja cosh(—z) = cosh z. Koska

1 1 2
5(eac +67:1:) _ 5 ((ez/Z o 67:1:/2) + 2> ,

cosha > 1 kaikilla z. Jos 0 < x < y, niin 2(sinhy —
sinhz) = (e¥ —e*) + (e7* — e ¥). Koska eksponentti-
funktio on kasvava, niin sinh on kasvava funktio positii-
visten lukujen joukossa ja parittomuutensa takia koko
reaalilukujen joukossa.

Jos edelleen oletetaan 0 < x < y, voidaan laskea

2(coshy — coshz) =¥ —e® +e7¥ —e™*

=(1- e_(“'y))(ey —e") >0,

koska e~ (**¥) < 1, kun x +y > 0. Funktio cosh
on siis kasvava positiivisten lukujen joukossa. tanh-
funktion madrittelykaavasta ndhdéén heti, ettd funktio
on kasvava ja ettd —1 < tanhx < 1 kaikilla x. Né&ista
havainnoista seuraa, ettd funktioilla sinh ja tanh on
kadnteisfunktiot ja etti ei-negatiivisten lukujen jouk-
koon rajoitetulla cosh-funktiolla on kd#nteisfunktio.
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Kasdnteisfunktioiden lausekkeet saadaan ratkaisemalla
yht&lot

e —1

(6 — € ), m

y= y=("+e™), y=

1 1
2 2
Yhtaloistd ensimméinen sievenee muotoon
e?® — 2ye” — 1 =0.

Yht&lo on tuntemattoman e” toisen asteen yht#lo. Rat-
kaisukaavan mukaan on siis

e =yt Vy:+1.

Koska e” > 0, vain +-merkki tulee kyseeseen. Yhtdlon
y = sinh z ratkaisu on siis

x:ln(y—i— \/x2+1).
Yht&lo
1 _
y = coshx = i(eere ), y>1
on vastaavasti sama kuin
2x T —
e’ —2ye® +1=0.

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaava antaa nyt

e =y+y?—1.

Olemme kiinnostuneita ratkaisuista, joissa x > 0 eli
e® > 1. Koska (y + Vy2—1)(y — Vy2—1) = y* —

(y? — 1) = 1, vain +-merkilld varustettu juuri voi olla
> 1 (jos > 0). Valitsemme siis sen ja toteamme, etté
yhtdlon y = coshx, y > 1, positiivinen ratkaisu on

z=In(y++y?—-1).

Viimein saamme samoin toisen asteen yhtilod ratkai-
semalla, ettd yhtdlon y = tanhz, —1 < y < 1, ratkaisu

on
1 (1—|—y>
z=—=In|——=]).

2 1—y

Hyperbolisten funktioiden ké#nteisfunktioita kutsu-
taan areafunktioiksi. Niiden vakiintuneet merkinnét
ovat arsinhy, arcoshy ja artanhy. Naissda ”ar”
ei ole ”arkus”, kuten trigonometristen funktioiden
arcsin, arccos ja arctan nimisséi, vaan ”area”. Tosin
tietdméttomyyteen perustuvia merkintojd “arcsinh”
jne. nikee. Niin on kirjoitettu Sharp-laskimenikin kan-
teen. Funktioiden nimet voi lukea areasini, areakosini,
areatangentti, tai sitten puhua latinaa: area sinus hy-
perbolicus jne.

Kysymyksii ja vastauksia

Teemme nyt kolme yksinkertaista kysymystd. Miksi
tarkastelemillamme eksponentti- ja logaritmifunktiois-
ta rakentuvilla funktioilla on trigonometristen funktioi-
den nimien kaltaiset nimet, miksi niitd kutsutaan hy-
perbolisiksi ja miksi niiden kéanteisfunktioiden nimissa
esiintyy sana area eli ala?

Ensimmaéiseen kysymykseen voi vastata katsomalla
analogisia kaavoja. Tieddmme, ettd sin(z + y) =
sinzcosy + coszsiny ja cos(x + y) = cosxcosy —
sinz siny. Mité on sinh(z + y)? Se on

1

2
Mité on sinh z cosh y 4 cosh x sinh y? Se on

i((ew —e ) (e +e )+ (e —eTY)(e" + e‘””))

_ 1 (ew-i-y 4 %Y — ety _ o~ (aty)

(e"+Y — e~ (@FY)),

4
+ eac+y T e—x+y —etTY e—(ac+y)>

— l(ewﬂ/ — e*(ery))'

2

Siis sinh(z + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y. Vastaa-
1

vasti cosh z coshy + sinh x sinhy = 1 ((ez +e ) (e +

e V) 4 (e —e ") (e¥ — e_y> = %(e’;"’y + e_(z+y)) =
cosh(z + y). Tarkkaan katsoen huomaamme, etts sinh-
funktion ja sin-funktion yhteenlaskukaavat ovat aivan
samanlaiset, mutta cosh-funktion yhteenlaskukaavassa
on pieni ero cos-funktion vastaavaan. Tamé on tyypil-
listd. Hyperbolisten funktioiden kesken vallitsevat re-
laatiot ovat yleenséd merkkieroja vaille samoja kuin vas-
taavat trigonometristen funktioiden véliset relaatiot.

Kysymyksiemme kannalta keskeinen ”melkein trigono-
metrinen” relaatio on Pythagoraan lauseen cos?t +
sin?t = 1 vastine. Koska

cosh® t = i(ezt+e*2t+2) ja sinh® ¢t = %(thJre*zt—Q),
”hyperbolinen Pythagoraan kaava” on
cosh?t — sinh?¢ = 1.
Kun sovellamme hyperbolisen kosinin yhteenlaskukaa-
vaa, saamie
cosh(2z) = cosh? z + sinh? z.

Kun tdhén liitetdédn hyperbolinen Pythagoraan lause,
saadaan cosh(2z) = 1 4 2sinh®z ja jatkon kannalta
tarpeellinen kaava

1
sinh? z = §(cosh(2x) - 1).

Vield yksinkertaisempi hyperbolisen sinin yhteenlasku-
kaavan sovellus antaa sinh(2x) = 2sinh x cosh z.
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Trigonometrinen Pythagoraan lause on yhtey-
dessé trigonometristen funktioiden méérittelyyn yk-
sikk6ympyréan avulla: jos * = cost ja y = sint, niin
22 + 32 = 1. Niinhin voidaan méiritelld sint ja cost
sen yksikk6ympyrén pisteen koordinaatteina, joka syn-
tyy, kun origosta ldhteva ja z-akselin suhteen kulman
t muodostava puoliside leikkaa yksikkéympyréan. Yk-
sikkdympyra on erikoistapaus muotoa

2 2
x
— + g =1
a b2
olevasta ellipsikdyrasta. Mutta tunnetusti
2 2
x
@
a? b2

on hyperbelikdyran yhtdlo. Kun téssa valitaan a = b =
1, saadaan tasasivuinen hyperbeli, jonka yhtalo on siis

2?2 —y? =1.

Mutta kun merkitddn x = cosht, y = sinht, huo-
mataan hyperbolisesta Pythagoraan kaavasta, ettd
(cosht, sinht) on samalla tavoin tasasivuisen hyperbe-
lin piste kuin (cost, sint) on yksikkdympyréin piste!

Miksi area?

Selitys hyperbolisen funktion nimelle on viel& puolinai-
nen. Sinin ja kosinin tapauksessa parametrin ¢ merki-
tys on ilmeinen: se on edelld mainittu kulma tai kaari
x-akselista pisteeseen (z, y). Arcus-sanahan tarkoittaa
kaarta. t = arccos x = arcsiny on se kaari, jota vastaa-
van keskuskulman kosini on « ja sini on y. Mutta mika
on t tasasivuisen hyperbelin ja funktioiden sinh ja cosh
tapauksessa? Tédmaéan selvittdiksemme joudumme hiu-
kan integroimaan. Ja integroidaksemme tarvitsemme
hiukan tietoa hyperbolisten funktioiden derivaatoista.

Hyperbolisen sinin ja kosinin derivaatat ovat
darimméisen helposti laskettavissa suoraan funktioi-
den mé#ritelmistd. Saamme

Dsinht = cosht, Dcosht=sinht.
Tarkastelemme tasasivuisen hyperbelin pistetté (z, y),
missi ¢ > 1 ja y > 0. Origosta pisteisiin (z, y)
ja (z, —y) piirretyt janat ja pisteiden (z, y), (x, —y)
vélinen hyperbelin kaari rajoittavat kolmikérkisen alu-
een. Laskemme sen pinta-alan. Koska y = Va2 — 1,
ala saadaan, kun sen kolmion alasta, jonka kérjet ovat
(0, 0), (x, y) ja (z, —y) poistetaan osa, jota rajaavat
hyperbelin kaari ja pisteiden (z, y) ja (z, —y) kautta
kulkeva x-akselia vastaan kohtisuora suora. Kolmion
ala on zv/x2 — 1. Poistettava ala on

2/\/x2—1dm.
1

Laskemme viimeisessd kaavassa olevan integraalin.
Sen laskemiseksi kannattaa tehdd muuttujanvaihto

x = coshu. Nyt 2'(u) = sinhu ja vVaZ—-1 =

Veosh? u — 1 = sinhwu. Kun 2 = 1, niin v = 0 ja kun
x = x, niin u = arcosh z. Integraali saa siis sijoituksen
jilkeen muodon

arcosh
: 2
sinh” u du.

0

Edelli johdetun sinh? z:n lausekkeen avulla integraa-
limme muuttuu muotoon

arcosh x
1
3 / (cosh(2u) — 1) du
0

ja tavallisella tempulla edelleen muotoon
2 arcosh z

1 1
3 arcoshz + — cosh v dv.

4
0

Saamme integraalin arvoksi lopulta

1 2 arcosh x
—3 arcoshz + —

1 sinh v

0

1 1
=-3 arcosh x + 1 sinh(2 arcosh ).
Nyt

sinh(2 arcosh z) = 2 sinh(arcosh z) cosh(arcosh )
= 2$\/cosh2 (arcoshz) — 1 =2z 22 — 1.

1 1
Integraalin arvo on siis ix\/ 2 —1— 3 arcosh x. Inte-

graali on puolet siitd alasta, jonka aioimme vihentai
kolmiosta, jonka ala on zvax? —1. Téméi merkitsee,
ettd kolmikéarkisen janojen ja hyperbelin kaaren ra-
joittaman alueen ala on tasan arcoshz. Jos merkit-
semme alaa ¢:114, saamme kirkipisteen (z, y) koor-
dinaateiksi (cosht, sinht). Hyperbolisten funktioiden
ka#nteisfunktio mittaa todella alaa, ja ala on esityk-
sen (z, y) = (cosht, sinht) parametrin ¢ geometrinen
merkitys.

Ympyré sulkeutuu, kun muistamme ympyransektorin
alan kaavan. Kun sektorin keskuskulma on ¢ (radiaa-
1
nia), niin sektorin ala on ~¢r?, missd r on ympyrin
side. Mutta tdméahin merkitsee, ettd yksikkoympyran
pisteiden (cost, sint) ja (cost, —sint) madrittdméan
sektorin ala on t; alaa voidaan yhtd hyvin pitdd pa-
rametrina kuin kiertokulmaakin. Pitéisiké merkinnét
arcsin y ja arccos x muuttaakin merkinnoéiksi arcosx ja

arsin y?

Hyperbolisten funktioiden, eksponenttifunktion ja ta-
vallisten trigonometristen funktioiden yhteys ei ole
yllattava, kun sitéd ldhestyy potenssisarjojen, komplek-
silukujen ja differentiaaliyhtéléiden suunnista. Mutta
se on toinen juttu.
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Mallinnusta ja tulvien ennustamista
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Mita on mallinnus?

Mallinnusta on jo vuosikymmenien ajan kaytetty eri-
laisten luonnossa, tekniikassa, talouseliméssé ja yhteis-
kunnassa esiintyvien asioiden ja ilmitiden tutkimiseen.
Tietokoneiden suorituskyvyn kasvun myotda mallinnuk-
sen sovellusmahdollisuudet ovat lisddntyneet valtavas-
ti.

Mita tdmé mallinnus on? Hyvin laajasti ymmérrettyna
asian kuvaaminen mill4 tahansa toisella asialla — siis
toisen asian kédyttdminen mallina — on mallinnusta.
Esimerkiksi kartta on karttaa vastaavan alueen mal-
li. Myo6s historian kokeeseen valmistautuvan lukiolai-
sen muodostama késitys toisen maailmansodan tapah-
tumista on malli. Ndmé molemmat mallit, kuten mal-
lit useimmiten, ovat epétidydellisia kuvauksia: kartas-
sa ei voi olla kaikkia maaston todellisia yksityiskoh-
tia ja lukiolaisen pdahénséd rakentamasta mallista to-
dennékoisesti puuttuu ainakin muutama maailmanso-
dan tapahtumien sivujuonne.

Jos ilmi6n tai muun asian kuvaamiseen kéytetddn
matemaattisia yhtéloitd, on kysymys matemaattisesta
mallinnuksesta. Yksinkertaisimmillaan matemaattinen
malli on yksi ainoa yhtélo: esimerkiksi yhtdlo h = km
kertoo, kuinka kokonaishinta h riippuu kilohinnasta k
ja massasta m. Jos malli ohjelmoidaan tietokoneelle,
saadaan tietokonemalli.

Edelld sanoja malli ja mallinnus kéytettiin hyvin
véljasti. Jokapiiviisessa tieteen, tutkimuksen ja tuote-
kehityksen kielenkédytossd mallinnuksella tarkoitetaan
useimmiten ilmién jaljittelemistd matemaattisella ku-
vauksella, joka on hieman monimutkaisempi kuin yksi
ainoa yhtélo, ja usein kuvaukseen kuuluu peruslasku-
toimitusten lisdksi monimutkaisempaa matematiikkaa.
Kuvaus tai ainakin osia siitd on my6s useimmiten oh-
jelmoitu tietokoneelle niin, ettd ilmion kulkua eri ti-
lanteissa voidaan tarkastella tietokoneen avulla. Tieto-
kone kuuluu mallinnukseen usein niin olennaisena osa-
na, ettéd itse matemaattinen malli ja mallin kuvauksen
siséltama tietokoneohjelma mielletdin samaksi asiaksi.

Mallin kehittidminen, esimerkkini ve-

sistomalli

Yritysten, tutkimuslaitosten ja  korkeakoulujen
tutkimus- ja tuotekehitystoiminnassa kéytetdin pal-
jon valmiita eri tarkoituksiin tehtyja mallinnusohjel-
mistoja. Valmiita tyotkaluja on tarjolla virtausmal-
linnukseen, rakenteiden ja koneen osien mallinnuk-
seen, logistitkan simulointiin (esim. tehtaan tuottei-
den ja raaka-aineiden kuljetus ja varastointi), elekt-
ronisten jarjestelmien mallinnukseen — ja oikeastaan
lahes jokaiselle insin6oritieteen osa-alueelle. Téllaisen
mallin etuna on usein helppokayttoisyys: kuvitellaan
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esimerkiksi elektronista piirid kuvaava malli, johon
syoOtetadn tiedot toisiinsa kytketyistd komponenteista,
minké jalkeen malli kertoo, kuinka piiri todellisuudessa
toimisi, nayttden esimerkiksi piirin eri osissa kulkevat
virrat sekd komponenttien jénnitteet ja varaukset eri
ajanhetkilla.

Toisaalta valmiit tyokalut ovat usein pitkélle erikois-
tuneita ja samalla rajoittuneita: jotakin mallinnet-
tavaan ilmioon vaikuttavaa seikkaa ei ehk& olekaan
mahdollista ottaa huomioon mallinnusohjelmassa. Esi-
merkiksi elektronisten piirien mallinnustydkalussa ei
vilttamétta voida huomioida ympéariston lampotilan
dkillisia muutoksia ja niiden vaikutusta piirin kom-
ponentteihin. T&lloin koko ohjelmaa olisi muutetta-
va, mutta lahdekoodi tuskin on vapaasti muokattavis-
sa. Ohjelmistojen tarkkoja toimintaperiaatteitakaan ei
vilttamétta liikesalaisuuden séilyttamiseksi paljasteta,
miké saattaa héiritd mallia kdyttavaa asiantuntijaa.

Edelld mainittujen syiden lisdksi my6s valmiiden mal-
linnusohjelmistojen korkeat hinnat saattavat vaikut-
taa siihen, ettd ilmion mallintamiseksi péadtetdaankin
tehdd kokonaan uusi malli: laaditaan matemaattinen
kuvaus ja sen pohjalta tietokonemalli jollain ohjelmoin-
tikielelld. Seuraavassa tarkastellaan pintapuolisesti joi-
takin téllaisen mallin kehittdmisen vaiheita, kayttaen
esimerkkiné vesist6jen virtaamien ja vedenkorkeuksien
ennustamiseksi laadittua mallia.

Suomen ympéristokeskuksessa (SYKE) on noin kah-
denkymmenen vuoden ajan kehitetty ja kidytetty ve-
sistomallijérjestelméd, jolla simuloidaan ja ennustetaan
vedenkorkeuksia ja virtaamia. Satojen ennustepistei-
den laskentatulokset ovat paivittéiin nahtavilld interne-
tissé. Jérjestelmén ytimenéd olevan mallin syotteend on
sii (lampétila, sadanta ja haihdunta), joka perustuu
havaintoihin, sddennusteeseen tai tilastolliseen dataan.
Malliin on ohjelmoitu karkea kuvaus veden kiertokulus-
ta ilmakehéssé, pinta- ja pohjavesissi sekd maaperéssé.
Pintavesien kuvaus on néistd yksityiskohtaisin ja mal-
lin péaitarkoituksena onkin simuloida jirvien ja jokien
vedenkorkeuksia ja virtaamia seké eri vesistoaluilta va-
luvia vesim&#ria.

Vesistomallin toimintaperiaate on perusidealtaan yk-
sinkertainen. Tilat, joissa vesi luonnossa esiintyy, on
kuvattu varastoina, joita ovat mm. jarvialtaat, maa-
perin vesivarastot (maan pintakerros ja pohjavesi)
ja talvella lumipeite. Jokaista varastoa vastaa mal-
lin jokaisella osa-alueella muuttuja, jonka arvo muut-
tuu laskennan edetessd. Mallin laskenta alkaa tietysté
paivésté, jolloin kullekin muuttujalle annetaan alkuar-
vo. Alkuarvojen mad#rittadmisessi kiytetddn hyodyksi
my06s mahdolliset havainnot. Témén jélkeen edetddn
yleenséd vuorokauden mittaisissa laskenta-askelissa ja
siirretdén vettd ohjelmakoodissa olevien hydrologian
lainalaisuuksiin perustuvien yhtéldiden avulla varastos-
ta (eli muuttujasta) toiseen.

Laskennan tulokset esitetdfin vedenkorkeutta, virtaa-
maa ja muita térkeitd suureita ajan funktiona kuvaa-
vina kéyrind. Myo6s mahdolliset havainnot ndkyvat ku-
vissa. Ennuste esitetetdin todennédkoisyysjakaumana,
jonka hajonta syntyy pédasiassa sddn epavarmuuden
perusteella.

Vesistomallijarjestelméad kdytetddn mm. tulvien ennus-
tamiseen, vesistdjen sddnndstelyn suunnitteluun seki
vaikeasti suoraan mitattavissa olevien hydrologisten
suureiden kuten valunnan (alueelta valuva vesiméiiri
millimetreind vuorokaudessa) ja maankosteuden vaih-
telun laskemiseen.

Ennen tietokonemallin laatimista on oltava siis ainakin
jonkinlainen késitys lainalaisuuksista, joita ilmié nou-
dattaa. Jos ndmé lainalaisuudet tunnetaan hyvin tar-
kasti, niin riittd4 ohjelmoida niitd kuvaavat matemaat-
tiset yhtélot tietokoneelle sekd laatia kiyttoliittyméa
mallin ohjaamista ja laskentatulosten esittdmisté var-
ten. Tdmaén jélkeen malli on valmis testattavaksi ja kun
ohjelmointi- ja muut virheet — joita luultavasti on mel-
koinen joukko — on saatu korjattua ja malli todettu
toimivaksi, se voidaan ottaa kidyttoon.

Usein tieto mallinnettavaan ilmioén liittyvisté lainalai-
suuksista on kuitenkin enemmén tai vihemmén puut-
teellisia: vaikuttavia tekijoitd on niin paljon, ettd tar-
kan matemaattisen kuvauksen laatiminen on mahdo-
tonta. Puutteellinen tieto néistéd lainalaisuuksista voi-
daan monissa tilanteissa korvata kéayttdmalla tunte-
mattomia parametreja, joille pyritdin etsiméin sopivat
arvot.

Malleja on tapana jaotella moniin kategorioihin, kuten
dynaamisiin ja staattisiin malleihin (dynaamisessa mal-
lissa tapahtuu muutoksia ajan suhteen, staattisessa ei)
sekii stokastisiin ja deterministisiin malleihin (stokas-
tinen malli siséltdd satunnaisuutta, mutta determinis-
tisen mallin tulokset méaraytyvit taysin syotetietojen
perusteella). Eriis jaottelu perustuu siihen, kuinka tar-
kasti ilmiot on mallissa kuvattu. Fysikaalisessa mallis-
sa kuvaus perustuu tiukasti fysiikan lakeihin ja mah-
dollisten tuntemattomien parametrien arvot on voitu
rajata suhteellisen pienelle alueelle: esimerkiksi mallin-
nettaessa nesteen virtausta paperikoneen sisilld tunne-
taan ehkd ilmictd kuvaavat osittaisdifferentiaaliyhtalot
ja paperikoneen rakenteiden geometriasta johtuvat reu-
naehdot, mutta ei valttAmétta aivan tarkasti nesteen
koostumusta ja sen fysikaalisia ominaisuuksia.

Tilastollisessa mallissa ei pyritéa fysikaaliseen kuvauk-
seen, vaan tilastollista dataa analysoimalla yritetdan
selvittdd, kuinka paljon jokin tarkasteltava asia riippuu
eri tekijoistéd — vai riippuuko lainkaan. Esimeriksi talou-
den suhdanteiden kehittymistd voidaan pyrkié ennus-
tamaan tilastollisilla menetelmill& tyollisyyden, vaihto-
taseen, inflaation, yritysten investointien sekéd kulutta-
jien taloudellisen luottamuksen perusteella, ilman, etta



Solmu 3/2006

17

tarvitsee kuvata tarkasti prosessia, jonka kautta esi-
merkiksi kuluttajien luottamusindeksi vaikuttaa suh-
danteisiin (toki on eduksi, jos mallintajalla on téstikin
asiasta jonkinlainen aavistus).

Konseptuaalinen malli tarkoittaa erdénlaista fysikaa-
lisen ja tilastollisen mallin vdlimuotoa. Siind prosessit
on pyritty kuvaamaan todellisuutta vastaavalla tavalla,
mutta kuvaus on karkea, ennemmin késitteellinen kuin
fysikaalinen. Tuntemattomilla parametreilla, joita voi
olla paljon, on melko suuri sallittu arvoalue.

SYKEn vesistomalli on konseptuaalinen malli. Esimer-
kiksi vesistoalueelta toiselle valuva vesiméara riippuu
veden méarista alueella sekéd kyseisen alueen viivettéa
kuvaavista parametrista. Ei ole pyrittykdin rakenta-
maan tarkkaa fysikaalista kuvausta veden virtaamises-
ta, silld se edellyttéisi yksityiskohtaisia tietoja pinnan-
muodoista, maaperin koostumuksesta ja kasvillisuu-
desta.

Veden virtauksen pois luonnontilaisista jarvialtaista
médrad havaintoihin perustuva purkauskéyri (tai pur-
kaustaulukko — jarvestd purkautuva vesiméira kuutio-
metreind sekunnissa eri vedenkorkeuksille), ja jos vir-
taamamittauksia ei ole tai niitd on liian vahén katta-
van purkaustaulukon muodostamiseksi, perustuu pur-
kauskayrdkin parametreihin. Yleenséd kéytetddn muo-
toa

o(w) = {a' (w —wp)®, kun w > wy,

0, muuten.

olevaa funktiota, missé w on jérven vedenkorkeus (met-
reind merenpinnan tasosta luettuna) ja ¢ on virtaama
kuutiometreind sekunnissa. Luvut a, b ja wy ovat pa-
rametreja, joiden arvot on pyritty méaédrittdméadn niin,
ettéd laskenta toimii havaintoihin ndhden mahdollisim-
man hyvin. Parametrille wg on my6s yksinkertainen fy-
sikaalinen tulkinta: se on raja, jonka alapuolisilla ve-
denkorkeuksilla virtaama on nolla.

Sadnnosteltyjen jirvien lahtovirtaama méédritetdan
mallissa sddnnostelyyn liittyvien méardysten ja tiedos-
sa olevien juoksutussuunnitelmien perusteella. Lumi-
peitteen kertyminen riippuu sadannasta, lampotilasta
ja muutamasta parametrista. Parametrit vaikuttavat
myo6s siithen, kuinka nopeasti vesi valuu maan pinta-
kerroksesta pohjaveteen ja kuinka nopeasti pohjavesi-
varaston vesi siirtyy eteenpéin vesistdalueelta toiselle
ja jarviin.

Mallin kalibrointi

Mallin parametrien arvojen tulisi siis olla sellaiset, ettd
mallin laskentatulokset ovat mahdollisimman ldhelld
havaintoja. Optimaalisten parametrien arvojen etsi-
mistd kutsutaan mallin kalibroinniksi. Hyvin yksinker-
taisissa tapauksissa kalibrointi voidaan tehdé késin: an-
netaan parametreille arvot ja testataan ne ajamalla

malli. Tdmén jélkeen pédtelldan laskentatuloksia ja ha-
vaintoja vertaamalla, mihin suuntaan parametreja tu-
lee muuttaa. Taté jatketaan, kunnes saadaan riittavan
hyvid tuloksia — tai kunnes tulokset eivit endd mer-
kittdvésti parane.

Usein malli on niin monimutkainen, ettd kalibroin-
ti on parempi antaa tietokoneen tehtaviksi. Kali-
brointi on monesti laskennallisesti raskas tehtéva.
Mallinnuksessa, kuten monilla muillakin tietoteknii-
kan kiyttoalueilla, laskentaresurssit ovat tietoteknii-
kan huimasta kehityksestd huolimatta aina niukat: tie-
tokoneiden nopeuden ja muistikapasiteetin kasvaes-
sa keksitddn yhad monimutkaisempia mallinnettavia
asioita tai kasvatetaan vanhojen mallien laskentatark-
kuutta (esimerkiksi aika- tai paikkaresoluutiota). Ny-
kyisin erds laskennallisesti vaativimpia tietokoneiden
tyosarkoja lienee sddilmididen mallintaminen.

Mahdollisimman hyvéén tulokseen padsemiseksi sekéd
prosessoriajan (ja tydajan) sdidstdmiseksi mallin pa-
rametrien kalibrointiin tulisi kayttda tehtavaan hy-
vin sopivaa menetelméi. N&aitd optimointimenetelmid
matemaatikot ovat kehittédneet lukemattomia. Opti-
mointi tarkoittaa funktion maksimi- tai minimikoh-
dan etsimistd — etsitddn siis sellaiset muuttujien ar-
vot, ettd funktion arvo on mahdollisimman suuri tai
mahdollisimman pieni. Mallin kalibroinnissa muuttu-
jia ovat parametrit ja funktiona on mallin virhe, jo-
ka pyritddn minimoimaan. Yksinkertainen ja yleisesti
kéytetty tapa muodostaa virhefunktio on pienimmdn
neliosumman periaate: lasketaan summa jokaisen ha-
vaintoarvon ja sitd vastaavan lasketun arvon erotuksen
nelivisté, tasmaéllisesti ilmaistuna virhefunktio on

f@ =3 (@) - )7,

k=1

missd T on mallin parametreista koostuva vektori, jos-
ta funktion arvo riippuu, luvut z1 (%), 22(%), . . ., 2n(T)
ovat mallin laskemia (ja parametreista riippuvia) arvo-
jajaluvut y1,ys, ..., y, niitd vastaavat havaitut arvot.
Lasketut ja havaitut arvot voivat olla esimerkiksi vir-
taamia vesiston eri kohdissa kuutiometreiné tietyn ai-
kajakson, vaikkapa vuorokauden aikana. Jos funktion f
arvo saadaan pieneksi, ovat lasketut ja havaitut arvot
ldhelld toisiaan.

Optimointimenetelmén on oltava sellainen, ettd vir-
hefunktion minimi 16ydetdén suhteellisen nopeasti ja
riittdvén suurella varmuudella. Tyypillinen optimoin-
nin ongelmatilanne on juuttuminen ns. paikalliseen
minimiin: l6ydetdén kohta, jossa funktion arvo on
lahistolla olevissa pisteissd saavutettuihin arvoihin
nihden pieni. Mikéli kyseessd on yhden tai kahden
muuttujan funktio (eli T on reaalimuuttuja tai kaksiu-
lotteinen vektori), voidaan asia ilmaista havainnollises-
ti sanomalla, ettd funktion kuvaajassa on tédssid koh-
dassa ”"kuoppa”. Kauempana voi kuitenkin olla syvem-
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pid kuoppia ja hyvén optimointimenetelmén tulisi mel-
ko erehtymaéttomaésti 16ytad se syvin ja mielellddn koh-
tuullisella prosessoriajalla.

Optimointiongelman ratkaisemistakin vaikeampaa on
usein itse ongelman asettaminen, tarkemmin sanottuna
virhefunktion muodostaminen. Jos pyritéién laskemaan
arvoja useille eri suureille, voi kdyda niin, ettd para-
metrien arvojen muuttaminen saattaa parantaa yhta,
mutta huonontaa toista laskennan osa-aluetta. Muo-
dostettaessa virhefunktiota néiille osatekijoille tulee va-
lita tarkoituksenmukaiset painokertoimet. Esimerkiksi
mallinnettaessa vesistoja pitdisi lumen vesiarvon talven
aikana vastata alueella tehtyja lumimittauksia, mut-
ta lisdksi kevdidn virtaamasumman tulisi olla ldhelld
havaittua virtaamasummaa, eiké olisi pahitteeksi, jos
kevatvirtaaman huipun suuruus ja ajankohta osattai-
siin ennustaa kohtuullisella tarkkuudella oikein.

Kun parametrit on optimoitu, ei vield voida ottaa
mallia operatiiviseen kayttoon tai laittaa sitd myyn-
tiin. Edessd on mallin testaus, jonka jéilkeen mallin
rakennetta taytyy mahdollisesti — tai todennékdisesti
— vield muuttaa ja optimoida parametrit uudelleen.
Tamé ei valttamattd péadty edes mallin varsinaiseen
kayttoonottoon. SYKEn vesistomallin kehitysty6 jat-
kuu edelleen, silld vedenkorkeuksia ja virtaamia ei viela
pystytd ennustamaan riittdvan tarkasti pitkalla eiké
aina lyhyellikdan aikavélilld. Lahemmaksi tétd tavoi-
tetta padstddn myos sddennustemallien kehittyessa:
sddilmiot kun vaikuttavat vesisttjen kayttaytymiseen
melko voimakkaasti.

Kuinka mallintajaksi tullaan?

Teknisen tai luonnontieteellisen — ja mahdollises-
ti myos taloustieteellisen, lddketieteellisen tai yhteis-

kuntatieteellisen — koulutuksen valinnut joutuu (tai
pitdisi ehkd sanoa ”piiisee”) yhid suuremmalla to-
dennékdisyydelld tekemisiin mallinnuksen kanssa, joko
mallien kehittdjand tai niiden kayttdjana. Edellytyk-
set suunnitella ja kehittda malleja ovat hyvat, jos mal-
linnettavien ilmididen tuntemisen lisdksi tuntee ma-
tematiikkaa ja osaa ohjelmoida — eiviatkd ndmé tai-
dot ole pahitteeksi myoskéain valmiita mallinnusohjel-
mistoja kéytettdessd, silld monet niistd edellyttivat
kéyttdjaltaan hyvid matemaattisia ja tietoteknisid val-
miuksia. Tarvitaan "malliajattelua”, kykyéd hahmottaa
ilmiGita niin, ettd ymmértda syy- ja seuraussuhteet ja
osaa pukea ne tidsmélliseen ja tarvittaessa matemaat-
tiseen muotoon.

Mallintajaksi voi paédtya opiskelemalla ensisijaisesti jo-
takin sovellusaluetta, jolla mallinnusta voi hyodyntaé,
ja hankkia sen ohella hyvit tiedot matematiikasta
ja tietojenkésittelystéd. Toinen vaihtoehto on opiskel-
la p#ddaineena matematiikkaa ja perehtyd lisidksi so-
vellusalueisiin, kuten tekniikan eri osa-alueisiin, fysiik-
kaan, kansantaloustieteeseen tai geofysiikkaan — tai
melkein mihin hyvéns, silld on mahdotonta sanoa, mi-
hin kaikkeen matemaattista mallinnusta tulevaisuudes-
sa sovelletaan.

Lopuksi pari aiheeseen liittyvas linkkia:

Matemaattisen mallinnuksen verkostohanke (tdiltd
loytyvasta linkkikokoelmasta voi aloittaa lisdtietojen
etsimisen mallinnuksesta):

http://alpha.cc.tut.fi/mallinnus/

SYKEn vesistoennusteet:

http://www.ymparisto.fi/vesistoennusteet
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Matematiikkaviikonlopun tehtavit

Alex Hellsten ja Meeri Kesélid
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Maunulan matematiikkalukiolla jdrjestettiin 16.—
17.9.2005 matematiikkaviikonloppu. Osallistujia oli
kolmisenkymmenté lukion toisluokkalaista seitsemésté
padkaupunkiseudun koulusta. Viikonlopun olivat
jarjestdneet Maunulan koulun opettajat ja Marjatta
Niétdnen Helsingin yliopistosta. Opetushallitus tuki
toimintaa taloudellisesti. Professori Tom Kérner Cam-
bridgen yliopistosta kertoi algoritmeista 16.9. Seu-
raavana paivina osallistujat saivat ratkoa luentoihin
liityvid tehtédvid, jotka tésséd esitetddn. Esitelméssd
kédytiin 1dpi mm. perinteinen Hanoin tornit -tehtdvi
(vrt. teht. 5), Eukleideen algoritmi (kahden luvun suu-
rimman yhteisen tekijin laskemiseen, vrt. teht. 3),
eri algoritmeja suurimman luvun loytdmiseen kuten
kuplajirjestdminen ja turnajaismenettely (vrt. teht. 4)
sekéd algoritmi rautatieverkon maksimaalisen kapasi-
teetin etsimiseen (vrt. teht. 6).

Tehtavit laati Tom Korner.

Tehtiva 1. Pelissd ”viimeiseni sataan” pelaaja A va-
litsee kokonaisluvun ny lukujen 1 ja 9 vélill4 [formaalis-
ti 1 < ny <9, jonka jilkeen pelaaja B lisidd téhéin ko-
konaisluvun 1 ja 9 vililld tuottaen luvun ny [formaalisti
1 < ng—ny < 9]. Seuraavaksi pelaaja A lisdd kokonais-
luvun 1 ja 9 vélilld saadakseen luvun ng [formaalisti
1 < n3 —n2 < 9] ja niin edelleen. Ensimméinen pelaa-
jista, joka nime#é luvun, joka on suurempi tai yhtékuin
100 havida. Kokeile pelid. Miksi peli on tylsa?

Tehtiva 2. Conwayn esittdmésséd ” Sylverin kolikkojen

arvot” -pelissd kaksi pelaajaa vuoron perdén valitsevat
aidosti positiivisia kokonaislukuja jotka edustavat ko-
likkojen arvoja. Saintoné on ettei yksikéin kolikko vas-
taa arvoltaan summaa joka voidaan koota aikaisemmin
nimetyisté kolikoista. Siten jos luvut 6 ja 8 ovat nimet-
tyjé, niin seuraavaksi voi nimeté vain parittoman luvun
tai jonkun luvuista 2, 4 ja 10.

Tarkista ettéd pelaajat voivat nimeté luvut 12, 65, 5, ja
3 annetussa jirjestyksessd, mutta ettd tdmén jélkeen
on vain neljd lukua joista valita.

Pelaaja joka nimeédd luvun 1 haviaa.

Kokeile pelid. Aluksi se voi tuntua hieman oudolta,
mutta tulee kiintoisammaksi kun siihen tottuu.

Ei edes ole selvéa ettd pelin on joskus paatyttava. Mie-
ti téta jonkun aikaa ennenkuin menet seuraaviin kysy-
myksiin.

Tehtiva 3. Palautamme mieleen, ettd Eukleideen al-
goritmi tuottaa sellaisia kahdesta aidosti positiivises-
ta kokonaisluvusta muodostuvia pareja (n;_1,n;), ettd
nj_1 > n; ja on olemassa sellaiset kokonaisluvut a;,
etta

nj—1=a;n; + Tjy1-

(i) Néyté, ettd jos on olemassa sellaiset kokonaislu-
vut b; ja cj, ettd

1= bjnj + Cinjta,
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niin on olemassa sellaiset kokonaisluvut b;_; ja
Cj—1, etta

1= bjflnjfl + Cj—1Mj.

(ii) Padttele ettéd jos r ja s ovat aidosti positiivisia
kokonaislukuja joilla ei ole yhteistd tekijad, niin
on olemassa sellaiset kokonaisluvut b ja ¢, etté

1=0br—+cs.
(iii) Kiyttien Eukleideen algoritmia pariin 37 ja 43 ja
kiyttiden kohtien (i) ja (ii) ideoita, etsi sellaiset b
ja ¢, ettd 37b + 43c = 1.

Nayté, ettd jos r ja s ovat aidosti positiivisa koko-
naislukuja joilla on suurin yhteinen tekija d, niin
on olemassa sellaiset koknaisluvut b ja c, ettd

(iv)

d=br+ cs.

(v) Kiyttien Eukleideen algoritmia pariin 282 ja 70
ja sen jalkeen soveltaen ylla esitettyjé ideoita, etsi
sellaiset b ja c, ettd 282b 4 70c = 2.

Tehtiva 4. Osoita, ettéd 2n erisuuresta numerosta voi-
daan 16yt44 suurin ja pienin kdyttamalld 3n — 2 vertai-
lua.

Tehtéava 5. Peli ”Hanoin renkaat” koostuu metallitan-
gosta n kappaleesta toisiinsa ketjuksi kytkettyja ren-
kaita. Renkaita ripustetaan metallitankoon, ja kustakin
renkaasta sanotaan sen olevan "kiinni” jos se on tangol-
la ja 7irti” jos se ei ole. (Pelitilanne voidaan ilmoittaa
funktiona {1,2,...,n} — {kiinni, irti}, missi numerolla
1 merkitdédn ketjun ensimméistd rengasta, numerolla 2
seuraavaa ja niin edelleen. Yhteensa erilaisia pelitilan-
teita on 2™.) Sddntojen mukaan ensimmiisen renkaan
saa koska tahansa kiinnittd4 tai irrottaa tangolta, mut-
ta ykkostd suuremmilla k, renkaan numero k saa kiin-
nittda tai irroittaa vain jos rengas numero k — 1 on
"kiinni” ja kaikki tatd pienemmaéilla numerolla varus-
tetut renkaat ovat ”irti”.

(a) Osoita ettd missé tahansa pelitilanteessa, poik-
keuksena 2 tilannetta (16ydettivil), on pelaajalla
tasan kaksi vaihtoehtoista siirtoa. Pa#ttele tésté,
ettd yhdestéd pelitilanteesta toiseen kulkeva polku
(eli siirtojen sarja) on yksikésitteinen, jos toistoa
ei hyviksyté. (Voidaan olettaa etté téllainen pol-
ku on aina olemassa.)

(b) Merkitéén f(n):114 pienintd siirtojen madrid, jol-
la padstda n:n renkaan pelissé tilanteesta ”kaikki
kiinni” tilanteeseen ”kaikki irti”. Lasketaan arvo
f(n) kiyttden arvoja f(n—1) ja f(n—2), tarkas-
tellen siirtoja ennen ja jédlkeen n:en renkaan ot-
tamista tangolta. Osoitettava ettd f(n) on aina
luvun 2"*1 /3 kokonaislukuosa.

Tehtiva 6. Valitaan 10 kaupunkia Suomesta, jois-
ta yksi on Helsinki. Mitataan kaikkien kaupunkien
viliset etiisyydet pitkin sellaisia teité, jotka eivit kulje
minkdin muun kaupungin lapi.

Etsitdadn kustakin kaupungista lyhin tie Helsinkiin.
Mitd huomataan? Osaatko kirjoittaa sddnnon kahden
kaupungin vilisen lyhimmaén reitin 16ytémiseen?

Vihje tehtdviin 1. Peli on tylsé, silld ensimméinen
pelaaja voi aina voittaa.

Vihje tehtdvain 2. Pelin pddttymistd voidaan miet-
tid seuraavasti: Kahden nimetyn kolikon (k1 ja k2) suu-
rin yhteinen tekiji (syt(ki,k2)) on vélttamitta pie-
nempi kuin kumpikin luvuista. Seuraavassa tehtévissa
osoitetaan, ettd kaikki syt(kq, k2):114 jaolliset luvut saa-
daan laskemalla yhteen lukuja %y ja ko. Luku k3 ei siis
voi olla jaollinen luvulla syt(kq, ko). Saadaan, etti jo-
ko Syt(kl, kg)isyt(kzl, kz) tai Syt(kg, kg)isyt(kl, ]CQ) Jo-
kaisella kierroksella saadaan jollekin parille aidosti pie-
nempi syt, ja jossain vaiheessa pa#stddn lukuun 1.

Vihje tehtidvain 3. Tiedetdin, ettd Eukleideen al-
goritmi pédttyy, ja tuottaa viimeiseni (nollasta poik-
keavana) lukuna alkuperiisten lukujen (ng, n) suurim-
man yhteisen tekijan.

Kohdassa (i) saadaan b;_; ja c¢j_1 sijoittamalla
yhtiloon

L =1bjn; +¢jn
luvun njy;  paikalle
simmaéisestd yhtalosta.

lauseke, joka saadaan en-

Vihje tehtdvidin 4. Luvut voidaan n:lla vertailulla
ensin jakaa kahteen osaan, ”voittajiin” ja ”héavigjiin”.

Vihje tehtdvaan 5. Kokeile ensin pelid. Voit ”simu-
loida” pelid esimerkiksi seuraavasti: n:n renkaan ket-
jua voi kuvata ruutupaperilla n:n ruudun pituisena ri-
viné, johon kunkin ruudun kohdalle kirjoitetaan, onko
se kiinni vai irti (esim "k” ja ”i”). Piirrd alemmalle
riville uusi ketju, jossa olet vaihtanut yhden renkaan
asentoa ja niin edelleen. Yrita siirtdd kolmen renkaan
ketju tilanteesta ”kiinni, kiinni, kiinni” tilanteeseen ”ir-
ti, irti, irti”. Enté neljan renkaan ketju?

Kohta (a) voidaan osoittaa induktiolla ketjun pituuden
suhteen. Induktioaskeleessa voidaan tarkastella erik-
seen tapauksia, joissa viimeisen eli n 4+ l:nen ren-
kaan tilaa tarvitsee muuttaa tai ei tarvitse. Induktio-
oletuksesta tiedetéddn, ettd ensimmaéiset n rengasta voi
siirtdéd asennosta toiseen vain yhdelld tavalla.

Kohdassa (b) tulee huomata, ettd n:renkaan
siirtdmisen asennosta “kaikki irti” asentoon ”kaikki
kiinni” sujuu yhtd monella siirrolla kuin asennosta
"kaikki kiinni” asentoon ”kaikki irti”. (Samat siirrot
suoritetaan pdinvastaisessa jirjestyksessi.)

Viimeinen véite voidaan todistaa induktiolla, ja esimer-
kiksi tarkastella erikseen tapaukset, joissa laskun 2™/3
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jakojaannos on 1 tai 2. Huomataan, ettd 2™ ei ole kos-
kaan jaollinen kolmella (jakoj#innos ei koskaan ole nol-
la), ja laskuilla 2" /3 ja 2771 /3 on aina eri jakojiinnos.
Jos laskun 2"/3 jakojddnnos on esimerkiksi 2, niin lu-
vun 2" /3 kokonaisosa on 2" /3 — 2/3.

Vihje tehtdvidn 6. Sen sijaan ettéd lahdettiisiin suo-
raan selvittdmé&an lyhinté reittid kahden annetun kau-
pungin vélilld, kiinnitetd&n toinen niistd, esimerkin
vuoksi Helsinki, ja selvitetdin miké muista kaupengeis-
ta on lihinnd Helsinkid. Seuraavaksi etsitddn Helsinkid
toiseksi ldhin kaupunki ja vastaava reitti. Sitten kol-

Peleja ja tehtivia

Koonnut Marjatta Néadidtidnen

Juhani Huhtamien matematiikkapeli

Opettaja 38/2006 kertoo &htérildisen opettajan Juha-
ni Huhtaméen matematiikkapelistéd. Siinéd oppilaat kil-
pailevat pareittain ja yrittdvit saada viidestd anne-
tusta numerokortista muodostettua kaksi yhtd suur-
ta lauseketta keksimalld korttien viliin sopivat las-
kutoimitukset mahdollisimman nopeasti, esimerkiksi
2-4+42 = 9+ 1. Vastustaja vaihtuu monta kertaa
tunnin aikana, joten luokan mestarikin saadaan selvil-
le. Matematiikkapeli tuo vaihtelua tunneille ja harjaan-
nuttaa péadssilaskua, jota jokainen tarvitsee. MAOL
on ottanut pelin levityksen vastuulleen. MAOL:n 70-
vuotisjuhlassa Huhtamiki vastaanotti kannustuspal-
kinnon teknologiateollisuuden 100-vuotissa#tioltd ma-
temaattisten aineiden opetuksen kehittdmisestd. Huh-
taméki on tehnyt oppilaiden ja opettajien kanssa yh-
dessé Laske ihte -tehtévikirjoja, joissa kaikki esimerkit
ovat Ahtiristd. Laskeminen on kiinnostavampaa, kun
esimerkit ovat kotiseudulta ja tutuista henkiloista.

manneksi ldhin ja niin edespédin. Téstd syntyy algo-
ritmi kun huomataan mitid voidaan sanoa viimeiseksi
16ydetysté reitistd suhteessa aikaisemmin 16ydettyihin
reitteihin. Jossakin vaiheessa toinen alunperin anne-
tuista kaupungista tulee vastaan ja saadaan tietoon ly-
hin reitti kahden annetun kaupungin valilla.

Viitteet

T. W. Korner. The Pleasures of Counting. Cambridge
University Press, 1996.

Murtolukujen ja ikebanan harjoitus

Tee moribana kukka-asetelma. Se koostuu kolmesta ku-
kasta, shinisté, soesta ja taista. Shin on pisin, 1,5 ker-
taa niin pitkd kuin kdytettdvan maljakon leveys. Soen
pituus on 3/4 shinin pituudesta, tain 1/3 tai 2/3 shinin
pituudesta. Kukkien varret taivutetaan halutun mallin
mukaisiksi.

Lisaa peleji ja tehtavia

Lisda peli- ja tehtévilinkkeji on Solmun sivulla
”Tehtéviit, kerhot ja pelit”, http://solmu.math.helsin-
ki.fi/teht.html. Solmussa on ilmestynyt mm. lisd4 unka-
rilaisia matematiikan tehtéavid ylaaste- ja lukioikéisille
koululaisille, http://solmu.math.helsinki.fi/2006/Un-
karinTehtavia.pdf.
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Survo-ristikot

Seppo Mustonen
Emeritusprofessori
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Tehtdvand on tédyttdd m x n-taulukko luvuilla
1,2,...,mn siten siten, ettd jokainen néistd luvuis-
ta esiintyy vain kerran ja ettéd rivi- ja sarakesummat
tdsméadvit reunoilla annettuihin lukuihin. Liséksi tau-
lukkoon on saatettu sijoittaa joitakin lukuja jo valmiik-
si, jottei ratkaiseminen olisi lilan hankalaa eikd mahdol-

lisia ratkaisuja olisi yhtd enempéaé.

Dokumentista

(1) http://www.survo.fi/papers/ristikot.pdf

ja sen englanninkielisesté versiosta
http://www.survo.fi/papers/puzzles.pdf

kdy ilmi tarkemmin, mitd Survo-ristikot ovat ja niissd
mm. esimerkein osoitetaan, miten ristikkoja ratkais-
taan.

Esim. Survo-ristikko (3 x 4)

6 30
8 18
3 30

(27716 [10 [ 25 [

ratkeaa vaiheittain yksikiisitteisesti muotoon (kts. (1)
sivut 1-3)

121 6 | 2 | 10 || 30
8 1 5 | 4 18
7193 |11 30

(27716 10 [ 25 [

Eriitd luonnehdintoja Survo-ristikoiden ominaisuuksis-
ta:

1) Survo-ristikkojen ”pelisdénnot” ovat jopa yksinker-
taisemmat kuin Sudokujen.

Itse ristikko on aina neliomé&inen tai suorakai-
teen muotoinen ja yleensd huomattavasti Sudoku-
ristikkoa suppeampi puhumattakaan Kakuro-
ristikoista, joita Survo-ristikot ehkd hieman
enemméin muistuttavat.

2)

Sudoku on sikédli sangen rajoitettu peli, ettd sen
voi aina ratkaista hyvin rajoitetulla méaarélla loogi-
sia padtelmis, jotka on johdettavissa alkuperiisistéa
sddnnoistd. Esim. verkosta 10ytyy valmiita ratkai-
supalveluja, jotka kuvaavat yksityiskohtaisesti vai-
he vaiheelta, miten ratkaisu etenee. Survo-ristikoille
l6ytyy tuskin mitdén vastaavaa sadntokokoelmaa,
vaan ratkaisutavat vaihtelevat suuresti mm. ristikon
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vaikeusasteesta riippuen ja se lisdd tehtédvien kiin-
nostavuutta.

Helpoimmillaan esim. 2 x 3-tapauksessa

ne sopivat esim. koululaisille yhteen- ja
vihennyslaskun harjoitustehtéiviksi. Sitd vastoin
esim. 3 x 4-ristikko (10. tehtéva sivulla 24)

24
15
39

(2110718729 [

on jo varsin hankala, koska siind ei ole annettu
yhtakaan luvuista 1,2,3,...,12 valmiiksi tauluk-
koon sijoitettuna (ja sille on silti vain yksi ainoa rat-
kaisu). Téaménkin tehtévin voli muuntaa asteittain
kevyemméksi antamalla (kuten Sudokuissa joudu-
taan aina tekemé&én) joitain lukuja valmiina esim.
muodossa

7 5 24
1 8 15
11 39

(2171018729 [

jolloin siitd tulee melkein yhtd helppo kuin ensin
mainitsemastani.

5) Huhtikuusta l&htien olen tarjonnut Survo-ristikoita
ratkaistavaksi Survon omassa keskusteluryhméssé
(www.survo.fi = Keskustelu) ja kaikki asiaan jollain
tavoin reagoineet ovat kokeneet ne erittdin innos-
taviksi ja vaikeimmat tehtdvéit todella haastaviksi.
Er&at ovat jopa sitd mieltd, ettd heiddn motivaation-
sa ratkaista Sudokuja ja Kakuroja on tdmén jélkeen
mennyt ja haluavat juuri néitd lisaé.

6) Survo-ristikoita téhén asti ratkaisseet henkilot eivit
ole pelkistdin ATK-ammattilaisia tai matemaati-
koita vaan monilla on ”humanistisempi” koulutus-
tausta. Esim. poikani Olli Mustonen on ollut erés en-
simméisid ”koekaniineitani” ja ratkaisi mm. todella
vaikean tehtavin konserttimatkallaan Budapestissa.
Tuo tehtdva ja hdnen kuvaamansa ratkaisutapa on
tekstisséni sivuilla 8-10.

7) Olen yrittéinyt etsii verkosta kaikilla keksimillini
keinoilla, 16ytyisik6 mistdédn samantapaisia ristikko-
tehtavid. Mitddan vastaavaa ei ole 16ytynyt.

8) Survo-ristikot antavat haasteita mm. kombinatorii-
kan tutkijoille. Esim. (viitaten lukuun lukuun 6 si-
vuilla 11-15) jo aidosti erilaisten avoimien 5 x 5-
ristikkojen (ja joilla on siis yksikisitteinen ratkai-
su) lukuméirin laskeminen saattaa olla melkoinen
haaste.

9) Tarkoituksena on péistid vapaaseen jakeluun syys-
kuun alussa nykyisestd Survosta (SURVO MM) hiu-
kan supistettu versio (Survo Editor), jossa mm.
kaikki matemaattiset ja laskennalliset ominaisuu-
det ovat mukana ja josta on apua (mm. Sur-
von COMB-ohjelmaa kiyttien) vaativien Survo-
ristikoiden késittelyssd. Sen saa imuroitua ja asen-
nettua suoraan verkosta.
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Vaikeita tehtiavia Sloveniassa —
Kansainvaliset matematiikka-

olympialaiset 2006

Matti Lehtinen

Sadoista eri maissa pidettavistd koululaisten matema-
tiikkakilpailusta muodostuu pyramidimainen rakenne,
jonka kérjessid ovat Kansainvéliset matematiikkaolym-
pialaiset. Heindkuussa 2006 pidettiin Slovenian Ljubla-
janassa jo 47. Kansainviliset matematiikkaolympialai-
set. Tapahtuma oli suuri: joukkueita oli saapunut 90
maasta, ja kilpailijoita oli 498. Joukkueet ovat enintéin
kuusijdsenisid. Jotkin maat ldhettdvét vain parin kil-
pailijan joukkueen. Matematiikkaolympialaisissa ovat
edustettuina kaikki maanosat, Afrikka kuitenkin hei-
koimmin. Tdné vuonna oli kilpailuun oli kuitenkin tul-
lut mukaan suuri Lénsi-Afrikan maa, Nigeria. Mate-
matiikkaolympialaiset ovat — syystd jota ei tarkkaan
voi ymmértad — kovasti poikien kilpailu. Laskin ava-
jaisissa, jossa kaikki joukkueet kdvivdt vuoron perdén
nayttaytymaéssé, vain 39 tyttoa.

Olympialaisten kuudeksi tehtéviksi joukkueenjohta-
jista koostunut tuomaristo &énesti sarjan, jossa on
kaksi (numerot 1 ja 6) geometrian alaan kuulu-
vaa, ensimméiinen helpohko geometrinen epéyhtélo,
jalkimmé&inen kombinatorisia aineksia siséltdvé, yksi
(numero 2) kombinatorinen, yksi (numero 3) vaativa
epéyhtilotehtivi, yksi (numero 4) helpohko kokonais-
lukuyhtélo ja yksi (5) algebran ja lukuteorian aineksia
siséltdva. Tehtdvien vaikeusporrastus oli selvd. Kum-

mankin kilpailupédivin ensimméinen tehtéva oli help-
po. Tehtéva 1 oli seuraava:

Kolmion ABC sisdén piirretyn ympyréin keskipiste on
I. Kolmion sisdpiste P toteuttaa ehdon

LPBA+ /PCA = /ZPBC + £ZPCB.

Osoita, ettid AP > Al ja ettd yhtdsuuruus vallitsee, jos
ja vain jos P = 1.

Kaikkiaan 358 kilpailijaa ratkaisi tehtédvan tédysin pis-
tein, ja 32 joukkueen kaikki kilpailijat saivat tehtévésta
kaikki mahdolliset pisteet. Ratkaisu perustui olennai-
sesti sen havaitsemiseen, ettd B, I, C ja P ovat samal-
la ympyralld. Lisdksi oli selvitettdva tdmén ympyran
keskipisteen sijainti: se on suoralla Al.

Toisen kilpailupéivan ensimméisen tehtédvén, tehtavan
4 muotoilu oli lyhyt:

Maééritd kaikki kokonaislukuparit (z, y), jotka toteut-
tavat yhtalon

1427 42274 = 42,

Taméin ratkaisemisesta annettiin tdydet 7 pistettd 248
kilpailijalle, mutta vain 9 joukkuetta sai kaikkiaan vir-
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heettéomén suorituksen. Ratkaisun perusidea on kirjoit-
taa y2 — 1 = (y — 1)(y + 1) ja ryhtyi tarkastelemaan
kakkosen potensseja perdkkaisissd parittomissa luvuis-
say—1jay—+1.

Kilpailupéivien toiset tehtivét olivat jo olennaisesti
vaikeampia: tehtdvén 2 ratkaisi tdysin 78 kilpailijaa,
48 tehtavan 5, 28 tehtdvan 3 ja 8 tehtdvéan 6. Tehtdva
2 oli geometris-kombinatorinen:

Kutsumme séd#énnollisen 2006-kulmion P lavistajad
hyviksi janaksi, jos sen paitepisteet jakavat P:n pii-
rin kahteen osaan, joista kumpikin koostuu parittomas-
ta madrdstd P:n sivuja. Myo6s P:n sivuja pidetddn hy-
vind janoina. Monikulmio P jaetaan kolmioiksi 2003:1la
lavistajalla, jotka eivit leikkaa toisiaan P:n sisélld.
Maéaritéa sellaisten jaossa syntyvien tasakylkisten kol-
mioiden, joiden sivuista kaksi on hyvid janoja, suurin
mahdollinen lukumé&ars.

Etta téllaisia kolmioita voi olla 1003, on melko help-
po huomata. Se, ettd méérd ei voi olla téitd suurempi,
perustuu aika monipolviseen induktiopéaéttelyyn.

Tehtéva 5 oli algebraa:

Kokonaislukukertoimisen polynomin P aste on n, n >
1. Olkoon k mielivaltainen positiivinen kokonaisluku.
Tarkastellaan polynomia

Q(z) = P(P(... P(P(x))...),
missd P esiintyy k kertaa. Todista, ettd on olemassa

enintddn n kokonaislukua ¢, joille pétee Q(t) = t.

Ratkaisun perusidea on havainto, jonka mukaan
tehtévin luvut ¢ toteuttavat ehdon P(P(t)) = t.

Varsinaiset vaikeat tehtévét olivat 3:

Maééritéa pienin reaaliluku M, jolle epayhtalo

lab(a? —b?) +be(b? —c?) +ca(c® —a?)| < M(a®+b*+c2)?
toteutuu kaikilla reaaliluvuilla a, b ja c.

ja 6:

Liitetdan jokaiseen kuperan monikulmion P sivuun b
suurimman sellaisen kolmion ala, joka on kokonaan P:n
sisélld ja jonka yksi sivu on b. Osoita, etti kaikkiin P:n
sivuihin liitettyjen alojen summa on ainakin kaksi ker-
taa P:n ala.

Kolmannen tehtdvan ratkaisu alkaa avautua, kun
vasen puoli mielletddn a:n kolmannen asteen poly-

9v/2
epayhtalon. Kysytty M on hiukan yllattden ——, eiké
ddriarvotilanne tule silloin, kun a, b ja ¢ ovat yhtd suu-
ria. Tehtdvédn 6 monimutkainen ratkaisu edellytti jon-
kin verran lukuteoreettistenkin keinojen kayttoa.

Tehtévien vaikeusjakauma tuotti ymméarrettavasti var-
sin paljon kokonaissuorituksia, joiden pisteméérs oli
ldhelld 14:44. Tuomaristo joutui lievasti rikkomaan itse

asettamansa sddnnon, jonka mukaan mitaleita jaettai-
siin enintddn puolelle kilpailijoista. Mitalisuorituksen
alarajaksi tuli 15 pistettd. Hopeamitali irtosi jo 19:114
pisteelld ja kultamitali 28:1la. (Periaate on, ettd mita-
listeista kuudennes palkittaisiin kultamitalilla ja kol-
mannes hopeamitalilla.) Kaikki kuusi tehtévia ratkaisi
oikein kolme kilpailijaa, yksi Kiinasta, yksi Moldovasta
ja yksi Vendjalta.

Maiden vilisen epévirallisen kilpailun paras oli to-
tuttuun tapaan Kiina. Korean kolmas sija oli jossain
médrin yllattava; se on osoitus Korean merkittévista
matematiikkapanostuksesta. Euroopan maista Italian
hyvé menestys oli odotusten vastainen.

Suomea edusti kokenut joukkue. Matti Lehtisen
ja Anne-Maria Ernvall-Hytdsen johtaman kuusikon
jésenistd Femeli Blasten (Helsingin matematiikkalu-
kio), Sebastian Dumitrescu (Tampereen lyseo), Jan-
ne Kokkala (P#ivolan Opisto), Ville Pettersson (Some-
ron lukio) ja Esa Vesalainen (Helsingin matematiikka-
lukio) olivat kaikki ainakin toisissa olympialaisissaan ja
Jukka Sireni (Lahden yhteiskoulu) on hénkin pitkéiin
osallistunut matematiikan olympiavalmennustilaisuuk-
siin. Joukkueen menetys oli ennakko-odotusten mukai-
nen. Vesalainen, Dumitrescu, Pettersson ja Sireni sai-
vat pronssimitalin ja Blasten ja Kokkala kunniamai-
ninnan. Yhtd runsas mitalisaalis on edellisen kerran
saatu vuonna 1997 Argentiinassa pidetyissd olympia-
laisissa. Joukkueen pisteet oikeuttivat maiden parem-
muusjirjestyksessé sijalle 39. Suomi oli paras Pohjois-
maa.

Saavutettu menestys perustuu pitkéjénteiseen tyohon.
Joukkueen jdsenet ovat osallistuneet aktiivisesti Suo-
men matemaattisen yhdistyksen valmennusjaoston ja
Paivolan opiston jarjestdmiin viikonloppuvalmennuk-
siin kahden vuoden aikana. Varsinainen viikon mit-
tainen valmennus- ja valintaleiri pidettiin Pé&ivolan
opistossa toukokuussa. Joukkueen valmennukseen ovat
osallistuneet Kerkko Luosto, Antti Honkela, Jouni
Seppénen ja Lauri Hallila sekd jo mainitut joukku-
eenjohtajat. Paivolan opiston yhdyshenkilo matematii-
kan valmennustoiminnassa on ollut matematiikkalinjan
johtaja Merikki Lappi.

Slovenialaiset jirjestelyt olivat moitteettomat. Kilpai-
lun arvostusta osoittaa, ettd kilpailun kunniatoimi-
kunnan puheenjohtaja oli Slovenian presidentti Ja-
nez Drnovsek ja ettd Slovenian parlamentin puhemies
France Cukjati isinnoi henkilokohtaisesti tuomaristolle
jirjestettyd vastaanottoa. Pa#ttdjiisten padpuhuja oli
Euroopan Unionin tiede- ja tutkimuskomissaari Janez
Potocnik.

Matematiikkaolympialaisten tehtédvit ja tulokset seka
paljon muuta materiaalia 16ytyy kilpailujen kotisivuilta
http://imo2006.dmfa.si/.

Ensi heindkuun lopussa jarjestetddn 48. Kansainviliset
matematiikkaolympialaiset. Kilpailundyttdmé on tuol-
loin Hanoi, Vietnam.
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Solmu 3/2006

Ratkaisu edellisen kerran tehtavaan

Pekka Alestalo

Esitin edellisessé numerossa kaksi tehtdvai; tassi rat-
kaisu ensimmaéiseen tehtdvain. Jaakoon toinen ratkaisu
vield seuraavaan numeroon.

Tilanne 1: Painoaan tarkkaileva lammas haluaa ra-
joittaa syomistdédn ja kiinnittdd sen vuoksi itsensé
koydelld (miten ihmeessid?) ympyran muotoisen aitauk-
sensa tolppaan.

Ongelma 1: Jos aitauksen sdde on 10 m, niin mik4 oli-
si sopiva kdyden pituus, jotta lammas pystyisi syoméan
tasmélleen puolet aitauksen ruohosta? Vastaukseksi
riittad likiarvo.

Ratkaisu 1: Lasketaan vuohen kiytossd olevan (ku-
viossa kahden ympyrin kaaren rajoittaman) alueen
pinta-ala muodossa A = Aj +2As; merkinnéit selvidvit
kuviosta.

Pinta-ala A; saadaan sektorin alan lausekkeesta

2a
A= — mr? = wr?,
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missé 2a on sektorin keskuskulma ja r kysytty kéyden
pituus, eli samalla kyseessé olevaa sektoria vastaavan

ympyran side.

Pinta-ala A, saadaan katkoviivoitetun kolmion avulla
vihentamalld 10-sdteisen aitauksen r-pituisen janteen
rajoittaman kolmion ala koko sektorin alasta. Kolmion
korkeudelle h on voimassa sina = h/10, joten h =
10sin . Saman kuvion mukaisesti cosa = (r/2)/10,
joten r = 20 cos . Pinta-ala saadaan siis muodossa

T — 2«
2
= 507 — 100 — 100 sin « cos .

Ay =

1
77-102—5-7“/1

Toisaalta pinta-alan A taytyy olla puolet koko aitauk-
sen alasta 7 - 102, joten kokoamalla tulokset yhteen,
kiyttamélld kaavaa sinacosa = (1/2)sin(2a) ja sie-
ventamalld saadaan yhtalo

400 cos® @ — 100 sin(2a) — 200c + 507 = 0.

Yhtalolld pitéisi olla ratkaisu valillda 0 < o < 7/2. Ei
liene toivoakaan tarkasta ratkaisusta, joten nollakohta
on laskettava numeerisesti esim. puolitusmenetelmalla
eli haarukointia kayttamalla.

Tulokseksi saadaan o ~ 0,953, joten kysytty koyden
pituus on 7 = 20cosa =~ 11,6 metrid. Pienend tarkis-
tuksena voidaan vield todeta, ettd tulos on suurempi
kuin 10 m, kuten selvésti taytyykin olla.



